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310 Bievte Abteilung: Stereometvie.

1. Der Sab des Cavalieri und Jeine widptigfen
Amuendungen,

25) Der Jnhalt des Sapes werde zuniadit planimetrijd) exlanutert:
Siijdyen zivei

e a7 = 5 Bavallelen A B und
) e D € migen fid) end:
ﬁE MRS ﬁft fiche Rechtectreifen
Y = — IJDIIIE]RIIllJIIL‘tL‘l'IJﬁl]u
p1 _ 3 R - _¢ Dbefinden, bie 3iwvet

Figuren a und b
geben. Die in gleicher Hihe befindlichen Streifen jollen gleiche Breite
haben. Dann find beide Figuren inhaltsgleid). Die eine ift durd)
blofe BVerjdhicbung der Streifen ansd der anbdeven entjtanden. Dasdjelbe
gilt, wenn die Streifen nidht Millimeterhohe, fondern nur den 1000ften,

1000000 ften ujtv. Teil diejer Hihe
haben Die Figuren hHhaben

] 3 —~ gleidien JInhalt, jobald fie in

= E gleiden Hohen gleidhe Duer-

; jhnittdlinien Hhaben.

Fig. 184.

'II fi Stk ain ‘ e
5 ] Died ift 3. B. auch) in Fig. 184
S ) 5 e e
&= v 7 oer Fall oo bie emjelnen ©treétfen
7 5 { pon jo verjdhwindend fleiner Hibhe

su denfen find, dbaf man in Fig. b
nicht einmal bie ,Treppenjtufen” der vovigen Figur wahrnimmt, jondern
foimmte Linden als feitliche Begrengung jieht.

26) Denft man fih nun an Stelle der Streifen diinme Hori
sontale, jeitlich jenfvecht Degremzte WBlatten, bdie jwijhen parallelen
Ghenen aujetnander gefdjichtet find, jo Hat man Eutfprechendes. Sind
bie in gleidher Hihe fiegenden Platten von gleicher Grunbdildde, fo
find fie, wenn gleihe Dide angenommen wird, inhaltsgleid), mag
aud) die Geftalt der verglichenen Rlatten nocd) fo veridjieden fein.
Sind bdie Platten von verjhwindend fleiner Dide, jo mmmt man
feitfich feine Treppenjtufen wabhr, fo daf die Kontuven a8 Frumm
finig, die Geitenflichen als Frnmme Flachen gelten fommen. Die
Subaltsgleidheit aber Gleibt beftefen. So gilt unter der Boraus:
febung endlicher Duerfdnitte der Sah:
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Haben jwei Korper in gleiden Hohen iladhengleidhe
Queridnitte, fo find jie inhaltdgleid.*)

Trig. 185.

e
i- ﬂ \\_) \\_,/\
’j| l’*\\ ‘—\ﬂ

97) Die in Fig. 185%%) dbargeftellten Kovper jollen von oben bis
unten denfelbent Querfdhnitt ¢ haben und in der Hobe itberetnitimmen.
Da mun der erjte per Qorper den Juhalt G - k Hat, fo find fie
ramtlid vom Snbalte G Die Formel I = Gh gilt aljo fiir fenk:

#) Bei der planimetrijchen Peranjdhaulichung des Sapes faun man einen
ftrengeren Beweid geben, inbem man zeigt, dap die , Treppenvdume’’ ber
Giejtalt unendlich fleiner Dreiede jujtveben. Pat ein joldhes pie Grunbdlinte
[ Il

= und die Hodhe . wobei m und n unendlich grofe Bablen jind, jo ijt jeine
'l - M

e : D o e e ; 3 . =
wliche gletdh . jobaf im MNenner unendlid) gropes zivetter Drdbnung”

2 0L

fteht, was wan durh daz Symbol oo® bdarjtellen fanm. Die Anzahl der
Dreiecde ift aber mur unenbdlid) grof erfter Ordming. Jjt dad beredynete bas

i e e : : bhoo!
qubfte von allen, jo ijt bie Swime alfer fleiner ald g

bl
rud fanu als :

“5 Diefer AUns-

5 g Gujgelant werbenr, 0. 0. cv firebt der Grofe Null Fuw.

S(hulich ift e& bei den Edrperlichen Betvadjtungen. Die Anzahl der Treppen
véume ift unenbdlidh grof; erfter Ordmung, der Inbalt ded qripten aber unend:

: o ; = k 4 2 : =
fid) flein sweiter Orbnung, ;. B. a0t aljo Handelt e fich Dbei ber Summe

aller iieder wm einen Musdrud, ber fleiner ald oo - 5 oder ijt, was

aber der Mull sujtvebt. Aljo audy hier darf man dem Juhalt der Treppen
viwme jdlieglich vernadyldijigen. Gin ndheres Gingehen auj joldhe Jnfiniteji-
malbetrachtungen ijt erft auj einem Hoheren Standpunite mibglid. Der von
Cavalieri audgejprochene aber im Hinblid auj gewifje Ausnahmen nidht
ftreng genug Dbewiejene Saf wird nad) ihm benannt.

=) Diecfe Figur it nur jhematifd) aufzufajien. Bei genauer fonjtruttion
wiivben die qrofien Eilipjenadifen etvad geneigt gegen die Horizontale liegen.
Die genane Konjtruftion geht iiber den Standpuntt der Klaffe hinaus. Dad-
jelbe gilt von Fig. 186 und 187,




312 Bievte Abteilung: Stereometrie,

recdhte und fdhrdge Prismen, fitv fenfrechte und jdrdge Jylinder und
port Rbrpern beliebigen Profils, die von oben bis unten fladengleiche
Queridnitte haben. Die Geftalt diefer Lueridnitte darf fid) bdabei
von unten nach) oben dnbern.

28) Der erfte Dadhforper der Fig. 186 hat ald Hilfte eines

J

et s A G S . : : x
Rechtectstorpers den Jubalt — —; Hat der ziweite eine ebenjo groge

oig- 186,

Grundfldde und diefelbe Hohe, fo hat er denjelben Jnhalt. Jm erjten
namlich ift fiiv die Querjdmittdfladen Gy: G = hy 7 (arum?), aljo
ot 2 By : : L s
Gy =G - Jm jiveiten ift ebenfalld G, = G ;:1 , alfo find dieDauer-
jhmitte beider Ribrvper in gleihen Hohen fldadjengleid). Wngenommen,
bag Profil bed dritten Kbrpers fei o gewdhlt, dap auch bei thm
h,

fitv jedes A, ber Querfdnitt ¢, = G

o oF . G T
Snhaltaformel I = — .

ift, fo ijt aud) fiir ihn bie

[

&ig- 187

29) Sn Fig. 187 find Pyvamiben und ein Kegel bavgejtellt.
Alle jollen Grundildcdhen vou derfelben Grofe ¢ haben und aud) m ver
Hohe L dtbereinftimmen. Wil man beteifen, Daf fiir alle bdiejelbe

]

e
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Subaltsformel gilt, o muB gezeigt werden, daf fie in gleichen Hoben
gleihe Querfdnitte Haben. Bunadyjt ift bei jedem diefer RKRirper ber
Barallelfehnitt dhnlich der Grunbdfldche, denm die Spige ift ald Ahn-
(ichteitspunft zu Detrachten, jodafy e8 fi) mm eine gefebmapige Vex-
fleinerung Hanbelt. Sind & und ky entfprechende Linien in der erjten
Sigur, fo ift & sk =hy:h, alfo k2:%® = k}:R" e8 ijt aber fitr
bie dhnlidhen Fladen G,:6 =121, folgli G, : G =17: 12,
9. b.: Bei jeder Pyramide und jebem Kegel ift bie hovizon:
tale Querfdnittdflade proportional dem Quadrate ihred
fenfredten Abftanded bon dber Spibe

Sn jeber Hiohe 2, ift aljo bei allen drei Kdrpern der Fig. 187
G, = G ;; alfe Haben in gleichen Hihen flachengleiche Daevjdynitte.
Folglid): Pyramiden und Kegel von gleidyen Grundfladen
und gleidgen Hohen jind inhaltsgleid.

n dem bdreifeitigen Pridma in Fig. 188
(@Bt fidh mun folgended jzeigen: Bieht man in
pen Seitenflahen Diagonalen in einem Juge
(ofhne abzufepen), fo ift burd die entfprecdhenden
Sfadenidnitte dad Prisma in  dret Pyra:
miden zerlegt:

I. (4BC)A4,*),

IL (A4,B,C)B ober (BC B))A4,,

I (BCC,) 4,.

Die beiden erjten Pyramiden haben gleidye
Grundffichen ABC = A, B, C; unbd gleide
Hihen (Abjtand ber oberen bom der unteren Flade), fie find aljo
inhaltsgleich. Die sweite Pyramide in der anderen Sdjreibtveife und
bie Dritte Haben gleidhe Grundilidhen BC, B, und BCC; in ber:
fefben Gbene, und da fie Diejelbe Spige A, haben, jtimmen aud
bie Hohen itberein, folglid aud) die Juhalte. Da jomit alle brei
Pyramiden inhaltdgleid) find, jo ijt jede ber dritte Teil ded Pridmas.
iir biefes war aber I = G, folglid ift fitr die Pyramide (ABC) A,

fFig. 188

Gh

bie Jnbaltsformel I = —5=- Alle Pyrvamiden und Kegel von Dder:
felben Grundilice und derfelben Hihe & find aber inhaltsgleid), folglich:

R T ] : = e G-
Sir jedbe Pyvamide und jeden Kegel it = 4 &
: i 5 A m]

Xiir pen Kegel ift G ==, aljo I = ?—;—r—f-

* Tie Spipe ift jedesmal auferhald dev Klammer gejchrieben.
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Bemerfung. Dad Refultat fiiv die Pyrvamide jtimmt mit dem
auf Seite 278 angegebenen itberein.

[Hufgaben. Beredhne den Jnhalt des regelmiRigen Tetraeders
aud der Rante & den ded vegelmdfigen Dffaederd aus der Halbachje
a, den ded Phramideniviivfels aud dber Wiirfelfante & und der Pyhra-
mibenhohe /, ebenfo den bed Rhombendodefaeders. — Berfudhe™) die
Ranten, die Wintel, bie Fladen und den Jnbalt de2 Pentagonbode
facberd aug Dbex .!gga'hnd)fc a ded jugehivigen Wiirfeld, ober aud ber
Wiirfelfante b, oder aud ber Dobdefacderfante £ zu beredmen. Cin
(){1
3
Diefelbe Aufgabe joll fitr dad Jfofaeder geldft twerben, wobei das
Dftaeder an Stelle bed Wiirfeld tritt.*)

Teil der Rechnungen ift oben vorbereitet. Der Jnhalt wird J =

30) Fig. 189 jtellt einen Bylinder bdav, der duvd) Drehung
eined Quabdrated bvon ber Seite r um bdie Linie M N entjtanden ijt
Diefer Bylinder hat den Jnhalt (¥m)r = r*m. A3 dem Bylinder
ift der Reqel ABM ausdgefhnitten, deffen JInhalt = r’x L= T;’W

) v
ift.  (Von ihm ift nur der Haubtjdhnitt gezeidhnet. Die tan-
gentialen Gvenglinien find abfidhtlich iweggelaffen) Der iibrig

S S o , ; : i R
bleibende Refttbrper Hat den Jnbalt +*7w — ~= oder o +7m. Jn den

i, 189. Aylinder ijt auperbem eine
e Halbfugel einbejdyrieben,
=31 s port ber fidh jeigen ldRt,

e — bafs fie in gleichen Hohen

1 ﬁm)/ mit bem Rejttorper fladen-
e T gfeidhen Querfdnitt Hat.
= ’ A ? (Bon 1hr ift ebenfalls nicht
= \‘< ‘ ver vidhtige Umrif, jonbern
= Guiplt I =g i) nur der Hauptjdnitt ge:
= / Ny g deidmet) Jm  Abjtande

; N / MO = b ift ndmlid
A Bl fiiv  Den Regelquerfdmitt

b= h, aljo t}at port
per ‘Rc]tfmpu pic  Sdmittflade 1*zw — o'z = w (¥ — o)
= m (r* — h%); bie Halbfugel hat in Ddexfelben Hihe den mnid)t ge-

seidneten Querfdnitt CD*m = a(MD* — MC*) = =(1® — I¥)

#) Diefe beidben Anjgaben waren gewifjermafen dad Endziel dber Geometrie
und Stereometric ded Cutlid.
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Beive Scuitte ftimmen alfo im Flacheninhalte itberein, und tweil died

fitv jede $ihe gilt, fo hat die Halbfugel mit dem Rejtforper gletchen

Qnpatt.  Fiir die Halbfugel ift alfo Is-:f; »Pm, folglih fiir bie
i

ganze Sugel I = rm

31) Denft man fich die Oberfliche der Kugel in fehr Heine
3. . vechtecige Stiicte zerlegt, die man bei ihrer Rleinbeit ald Chenen
betrachten darf (3. B. durd) benadybarte
Meribiane und Pavallelfreije), und ver-
bindet man die Cden mit dem Kugel: T -
sentrum M, jo entjtehen zablreiche fleine / : \

Fig. 190.

Phramiden. Sind ihre Grundildchen / o \
G GG io find, weil » die Hibe i \
. . . ; = 3 i !
ijt, die Jubalte zujanumengenonumen [ e M }
¥ o Gy E N e i : 2
(ry1 e at + 0, 1 + Sroe ".\ i =
§=smissg 3 VAN

;tf_”l G F Gy - o) \;;;'j_.' /
Die Pyramidben geben ujommen den

Rugelinhalt 7 = ‘ rPr, die Grundfldden zujammen bdie Kugelober-

flache 0. Dabher ijt nach obiger Gleichung
== J 0 ober 0= S‘I = 5 :i rim== 497,

b5 1 |
Aljo: Die Kugeloberfliache ift gleid) 4»*x odex gleid) dem
Bierfadjen von der Flade des grifiten Kreijes. Die Halb-
fugel(wilbung hat alfo Die doppelte Flade, wie ihre Bajis

32) Bemerfungen. Jn Fig. 189 find bie Jnhalte des Kegeld,

ber Dalbiugel und Dbesd Jylinderd bder Reihe nad 'rj:r, ?'2-;”,
T g HT fie verfalten fich afjo wie 1:2:3. Dicjer Sah wird
pem Urchimedes gugefchrieben.
Der Snbalt einer Hohlfugel mit den Radien r umd ry ijt
e f rém — 'l{ o = s (¥ — 1Y)

33 Die Linte A Cam fenfredhten Rreistegel (Fig. 191) begeid)-
net man al8 jeine Seite. Diefe bevechnet fid) ald s = Vi R Die
Mantelfliche bed Regeld (aft fich durd) aufeinanderjolgenve Gerade in
fehr fdymale Dreiece wie DI zerlegen, die man ald eben betrachten
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i barf. Sind g,, gs, g5, -.. bie aufeinanderfolgenden Grundlinien der
Dreiede, fo ift die Summe ihrer Fldachen

f¥ig. 191.
98 | 928 | Gs8
PR
8
= (g~ gy 0 = r00):

Die Summe der ¢ ijt aber der RKreidumijang
2rm, alfo hat der Regelmantel die Fldde
5

~2rm = ras.

Rever Regelftumpf oder Pyraniden:
ftumpf ift die Diffevens zweier Kegel Deziv.
Byramiden. Spiter tverben bejondere Bes
recdynungdmethoben gelehrt.

34) it ein ebenflachiger Kovper einer
fugel mit Rabdiug o umbejchrieben, und ift feine

0

5

Dberflacge 0, fo ift fein Jnbalt T = O - o

Beweis, BVerbindet man bdad Kugel:
sentrum mit den Eden jeder Fldache, jo erbalt
man Pyramiden bon der Hohe o, deven Grund-

fladen G,, G, Gg, ... fein migen. Die Summe der Jnbalte ift
e y @ __ 0 g CETRE T e
Gy g {’23 + (":s5 i e ((’1 —}—{;._, i Geiziy) o= 3" 0.

Diefe Forme! findet 3. B. Anivendung bei der Bevedhnung ded Jubhalts
: i} X f
regelmdgiger Polyeder.

IV. Permifdte Ubungsaufgaben.

35) a) Die Grbfugel habe einen Radiug 860 Meilen (860 ><
7420 m) Qinge. Wie viele Quadratmeilen hat ihve Oberflice?
Wie viele Kubifmeilen betvigt der Jnbhalt? Gieb bas MRejultat and
in Quadrat: bezw. Kubiffilometern an.

b) Ungenommen der Erbradiud hHabe 860 Mieilen, der Sonnen:
rabiug 100000 Meilen Lange. Wieviel mal jo grof ift ber Sonnen:
inhalt im BVerbdltnid zum Erdinhalt?

" 4 a 4 f . o -
Uuflojung. S rP=m: [ rjm=12"107 w | W,
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