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Beidinen bed Wiirfels. 974

Die rechtwintlige Cde. Der Wiirfel mit feinen Kanten, Fladen,
Diaaqonalen, Diagonalebenen. Sein Rauminhalf, feine Dberfladhe,
jeine Qantenjumme. Seine einbejdriebene Kugel. Die Kubifzahlen
und bie Raummafe. Der Rechtedsforper, feime Kanten, Fladen,
Diagonalen und Diagonalebenen. Sein Jubalt, jeine Oberfldche, jeine
Qantenfumnte.  Dreifantige Sanlen, die mit dem Wiirfel und bem
Rechtedstorper ujammenfingen. Jhre Juhaltsdformel. Lyvamiven,
bie mit pem Wiirfel und dem Redytedsivrper zujanumenhingen. X
pem Wiirfel cinbejchriebene vegelmdiBige Wchtflach. Die Dbeiden Ddem

Wiirfel einbejchricbenen regelmdBigen BVierfladje. — Die Symmetrie
im Raume. — Die Kugelflache alg Ort fonjtanten Abjtandes von

eitem Puntte. Halbmefier, Sehue, Durdymefler, Gegenpunite over
Rugelilide. Die Kugel als vegelmdafiger Kirper. Sdnitt einer Chene
mit der Sugel. Hanpt: ober grifte Kreife, fleineve Kreife der Sugel.
Meridiane und Parallelfreife. Kugelabjdnitt (Segment). Halbfugels
firper. Kugelbaube (Ralotte). Halblugelflade. Quaelausichnitt (Seftor).
Meridianfeil und Dievidiamed.  Kreidbiijhel auf der Kugelflade.
Quiimmung. Linge, Breite und Grabeinteihing am Globug. Sent
rediter Qreigzplinder (Walze). Sein JInbalt, feine Mantelflache und
Dberflade. Der fongentrifde Hohlzylinder. Dev fentrechte RKreisfegel,
jeine Mantelflache und Dberflache. Nepe einiger Korper. Kirpers
mobelle verjchiedener At

I. {ibungen om Wiirfel wund an dew ans ihue abgeleiteten
frpern.

2) Das Beidhuen ded Wiirfels. Die Kunjt, dreibimeniionale
@érper und jonftige Raumgebilde in der nur jweidinenfionalen Ebene
burc) eine forvefte Jeichnung iviederjugeben, heifit Die darftellenbde
Geometrie. Jebe Dbefondeve Art Der Darftellung eines Kivpers
in der Ghenme Degeichnet man al® eine Projeftion bes Kbrpers.
Die Veredhtiqung Ddiefes Namend iird fich aud ben jolgenden Ere
(duterungen diber die Darftellung des Wiirfeld durd) entjprechende
eidmungen ergeben.

a) SMan denfe fich dbas Drahtmodell des Wiirfels auf einem horiz
sontalen Neifbrett ftehend und die Sonne jo barauf fcheinend, bdaf
ber Sdatten ded Mobelld auf dag Neifgbrett geworfen (projigiert)
irh. Bei jhragem Cinfall der Sommenftrahlen, bie man tvegen der
fehr. grofen Gntfernung der Sonme ald parvallel betradyten darf,




272 Gtereometrie I  Witrfel und aug ihm abgeleitete Kovper.

nennt man dad entjtehende Schattengebilve eine jhrdage Pavallel
projeftion bes Wiirfels (BVergl. Fig. 137.)

Dabet decfen fich fitr dbad in bdie Sonne verjebt gedadhte Unge
bie unendlich diinn zu denfenden Trdihte der Grundilade A, B, C; D,
pea Modelld mit ihren ecigenen Scdattenlinien, die aljp ein Quadrat
bitben. Die Jenfrechten Wiirfelfanten aber werfen parallele Sdatten:
linfen, denn fteht 3 B. bie Sonne im
Siidojten, jo geben Ddieje Schattenlinien
N + jamtlid nad) Norvbwejten. Auferdem
If‘r T 1 jind bdiefe gleichlang. OSteht nimhd

pie Sonme 3 B. 50° iiber bem Hori:
sonte, und ijt % die LQinge der Wiirfel:
fante, jo ijt die ©dyattenlinge der jent:
redhten  Ranten b = kcot 50° Ul
N e |/P gemeiner it b = % cot «, fobald Die
= oemabp ©onne o« diber Ddem PHorizonte jtebt.
Die Drahte der obeven Wiirfelfladpe end-
(ich geben Sdattenlinien, tweldhe die Endpunfte der eben befprodhenen
perbinben, fobaf fie ein Lluadrat bilden, ivelched Ddem jzuerjt be-
jprochenen fongruent und gegen Ddiefes um die Strede b verjhoben ift

Sn Tig. 137 Obedeutet bei Dbiefer Auffafjung 4, B, C,D; bie
®rundiliche, 4 BCD bie obere Flache, 4,4, B, B, €, C und D, D
find bie Sdatten bder fjenfrechten RKanten. Die Sonne ift wo Fu
penfen? (Man errvidhte in D, auf der Cbene ber Jeidnung einn Lot
D, X =k Bieht man DX, fo zeigt diefe Linie nad) bev unendlid)
ferm 3t denfenden Sonme Hin.)

Aufgabe. Berjude Fig. 137 fo zu deuten, dah dad Wiirfels
modell mit der Flache 4, B,C; D, an
bie fenfrechte Wanbdtafel gehalten und
bas Sdiattengebilbe durd) die Soune auf
bieje geworjen toird. Weldes ift dann
bie horizontale Grundfldce des Wiirfels,
wo find bdie fenfvediten Seitenfanten,
und wie Hat man fid) den Stand bder
Sonne zu denfen?

b) Man fann fid) die Sonne aud
ShEes e as Rl jo ftehend bdenfen, daf ba3 ©Sdatten:
: gebilde fo wie in Fig. 138 erideint.
99" Die porher fidhtbaren Seitenjlidhen jind

jet unfichtbar geworben. Un Stelle besd
Winfels A, A B, der vorher 30° betrug, ift ein Winkel von 90° getveten.

Fig. 187.

Hig. 138.
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¢) e nad) ber Hihe bes Sonmenjtanded tonnen die Kanten A 4,,
BB,, €0, DD, tes Wirfeld verfiivzt, verfdngert ober auch
in ridtiger QLange erfdeinen. Jm lepteren Falle famn man e
eichnung ald eine ijometrifche Dbegeidnen. Jn der Regel wird
man aber irgend eine Verfiivsung twihlen. Chenjo willkinlid) Fann
man mit dem Winfel A, AB verfahren.

Man 1wird jeht verjtehen, was e3 heifen joll, in Fig. 137 fei
per Wiirfel in der Pavallelperfpeftive®) zu 30° mit § Bers
tiirzung gezeidhnet.  GEbenfo fann man bie SRarallelperipeftive
45° und +, 1, 1+ ujw. Verfiivzung nehmen; ebenjo die Parallel:
perfpeftive 3u 90° und 1 BVertiivzung njw.  Statt Parallelperipettive
im allgemeinen moge man abgefitryt jagen ,Scdyragbilo™

Die gewdhnliche Stellung des Wiirfels ift dabet die jog. Front
ftellung. (Durd) die in Fig. 137 eingeseichuete Dialgonalebene ijt
sugleich Dargejtellt, wie die Ddreijeitigen Sdulen, in die burd) jene ber
Wiivfel zerfleat ift, ericheinen witrden.)

d) Unfgabe. Den Wiivfel in der Parvallelperjpeftive
s 300 und L Verkiivzung in  Mbereditellung” ju geidnen.®)

(Man fann bie Figur aud Fig. 137 ableiten. Seft man n
biefer AB — 1, fo geichne man einen Witrfel von der Kante V2, jo-
baf feine Hibe leidht su bejtimmen ijt. Die ®rundlinien erjdheinen dann
pont Derfelben Linge und Richtung, tvie in Fig. 137 4, B und A B,.)

e) Bwei Sonberfalle dev Parallelperipeftive jind von bejonderer
Wichtigteit, bei dement e8 ficdh um die Berkiivgung 1 — 0 hanbelt.

Stefit die Sonne fenfrecht itber dem Reifsbrett, bejiv. per Fldche
per Wandtafel, Jo fillt A BCD auf 4, B, C; D, und e3 with 44, =0,
BB, — 0 ujn. Jn dem einen Falle entteht damm bie Grunbdrif-
Beidynung, in dem anberen Ddie Aufrif=Beidhnung ded Wiirfeld, in
peiben Fallen zunachit ein Quadrat. Jm Gegenjabe ju den Sdrdg:
bildern bejeichuet man diefe Seidhuungen als jenfredte PBrojeftionen
(orthogonale ober orthographiicde Projeftionen) bes Wiirfeld. Die
Jeichnungen der Baus und Majchinentechit werden in der MRegel
ourd) Gruudrif und Aufrif jugleid dargeftellt. ©o ijt in

* Der Name Perjpeftive fommt dafer, daf man das unendlic) jdharfe
Yuge ded Beobachters an die Stelle der Soune verfeht vent. Diefem Auge
pecen fich die Drahifanten ded Modells mit thren Sdhattenlinien. Fhm er:
fdheint der Wiirfel fo, wic das gezeichnete Bild.

#) Mifheres iiber diefe Darjtellung findet man in des Berfajjers ,, Ein-
fithrung iu dbag jteveometrijche Jeidynen”. Veipzig bei B. . Teubuer,
1886.

Solamititer, Glementarmatbematif. I 4 Aujl 18
POl
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Fig. 189 der Wiirfel im Srundril und Aufrif zugleic) gezeichuet. SFiir
bie mathematijhen Jwede der Schule ijt die Schragprojeftion im all=

)

o

gemeinert die geeignetere, da fie
nur eine Seidnung erforbert.
e Saur fiic die Feichnung der Kugel

ift die fenfrechte *Projeftion bov-

i | suziehen, weil fie in diefer ald
i i Qreis, bei ber jdragen Ddagegen
IIM.’J '?fw < i_u} .niimam‘imu alg Ellipfe ex-
s . jchetnt.

ﬂ['_”_ L -,],J,i?(; f) Die Grundz und Auf=
'. rifizeichuung ijt jehr geeignet, den
| ; Wiirfel in Dden verjdhiedenjten
:I Stellungen zur Darjtellung 3u
| . bringen.  Wie Ddied gefdhehen

!’;’; e —(),j fann, ergibt jih aus Fig. 140.

X biefer ift unddit bie ge
wihnlice Froutjtellung getvablt, wobei Ddie vevbedten ‘Puntte mit
eingeflamuerten BVudhjtaben begeichnet find. Denft man fid) dann
pen FWiirfel im Unfrif um ivgend einen Wintel unter Sejthaltung
ber Qante AE gedbreht, wobet dag Anufrifbilo jonjt ungeanoert Bletbt,
o wandern die Grundripunite in Borizontaler Bahn. Wie fre im

D
i.

Al

HE

m

sweiten Bilbe liegen, ergibt fid) ausd vem Hevabprojizieven dev Anfrif-
mmfte in den Grunbdrif. Dann drehe man bag Grundrifbild, wobet
bie Puntte des Aufrifies Horizontal wandbern. Jhre Lage ergibt jich
aug bem Hinaufprojisieven. Jm Aufri fann man jlieBlih nod
eine andere Drehung vorvnehmen, wad eine ganz allgemerne Qage ergibt.
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g) Dentt man fich die Kante ded Wiirfeld ald 1, fo Hat die
einbefdhriebene Kugel den Radiud o = 1, die umbefdhricbene aber hat
ben Radiug » = £J/3, (warum?) fann alfo ebenfallg feicht Eonjtruiert
werden.®) Den Mittelpuntt beiber Kugeln findet man durd) den Schnitt
je aeier Hauptdiagonalen. Die Kugeln jind aljo fitr alle vier Lagen im
Grund- und Wufrif al8d je zwei gleidh grofe Kreife feidht u jeichnen.

h) Madht man den exrften BVelenchtungdverjuch ftatt mit den
Sonnenjtrablen mit einen Kerzenlichte, jo erbalten die Duadrate ver:
jchicbene Grofe, und bie Schatten der fenfrechten Drdafte laufen fo
auseinander, ald ob fie von einem Punfte audgingen, dem duferen
S{pmtichfeitapuntte der beiden Duadrate. Fig. 141 ftellt eine joldpe
Brojeftion dar, die man alé Bentralprojeftion (Bentralperfpettive,
Malecperipettive) Dded
Wiirfeld begeichnet. Ste 975
ftellt Den Wiirfel fo dar, G e
toie er dem in endlicher s
Entfernung befindlichen el : R 4
Auge erjcheint. NRdum-
lih ift dad Kevzenlicht
top zu benfen? Mian
ervichte in einem @d:
puntte 7, ded fleineven
Quabrated auf ber Ehere |- z
ber Beidnung ein Lot
D, X glei) ber Seite diefed Duadrated. Jft nun D der Enbpuntt
der zugehibrigen Sdyrdglinie, jo zeigt bie Gerabe DX nad) dem lench:
tenben , Punfte” Hin. Mad)t man Dbdiefelbe Konjtruftion an einer
andberen Ede, fo johueiden fidh) die beiden Raumlinien im leuchtenven
PBunfte. — Dad Auge befindet fich an derfelben Stelle.

Auf diefe Beidnungsdart fann hier nod) nidht ndbher eingegangen
werben. *¥)

3) Mufgaben. a) Der Wiirjel Habe die Kante k; wie grof it
feine Dberflache, fein JInbalt und, wenn p° dasd jpesififhe Gewidyt ift,
fein ®ewicht? (Bei Gifen 3 B. ift p' = 7,56 ju nehmen.)

\|
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‘ﬂllfli.il'liﬂ[;a 0O=256 f.-ir Frsip® L=t -’T':{_jr(,

b) Wie grop find & I und p Dbei gegebener Lberflade O?

Lebterer Kreid geht nicht dburch die Eefen vex juerft gezeichneten Ditadrate.

) Die Einfiihrung in bad ftereometrifche Beichen teilt dad Widhtigite
baritber mit.

18%
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/0 e’)
Ruflojung. £ _—-l/ = I = k® (]/ . P = U
wobet aud) p’ gegeben fein muf.
¢) Wie grof find &, O und p bet gegebenem I?

r

Auflojung. ~= r; I = I% 0= 6k = EJS B = 1= p

d) Wie fang miifjen Ddie Qanten eines foiivfelformigen Heftoliter
gefifed gemommen terben?

ﬁi[llﬂﬁillltq 2% = 100 chdem, folglid) z = | 100 =

e) Wie lang miiffen die Ranten eined Eijenmwiirfels i'
1000 kg totegent joll?

Aufldjung. Aus p—1-75=2"-7,5 fol r,—‘/” l /1600,

".I')

Der

f) Ein Wiixfel von per Rantenlinge & Habe das Gewidt p.
Wie grof ift bag jpesififhe Gewicht der Mafie?

Auflsjung. o’ .‘;I'_’:,,-*“i.

4) Yufgaben. Wie grofy ift bei dem in Fig. 137 bargejtellten
Wiirfel jede Dwadratdiagonale, 3. B. A, B; e qrof jebe Haupt:
biagonale, 3. B. BD,; wie grof ber rrrﬁiuﬁm Diagonaljdnitt A, BC D,
tie grof der Dreiedige Diagonaljchuitt ACD,?

ujldjung. Nad) Pythagoras ift A, B? = B4 b= 2k
alfo 4, B = V2. Nad) Pythagorvad ijt fermer BD; A, B
L A D — 21F + I = 3% alfo BD, = EV3. Flache

A BOD, — A, B - A4, D, =LY 2k=1*)2. Jlide ACD, 'll_f"p’:-;

o

[ -

o S
— i V8 = ’) V3.

5) Die Houptdiagonaljdnitte 4, BC Dy wnd AB; C; D (Hig. 142)
jhneiden fich in der Mittellinte FG pes Wiirfels. Die Dbeiden
anberen Paare von Schnittfladhen geben dic Miittellinien HJ und K1

Se jwei ber Geradben FG, HJ und KL bejtimmen eine Ebene,
bie Den Witrfel in fongruente Teile zerlegh. Dieje Ebenen  Beifen
bie MitteljGnitte des Wiirfeld. Der Punft I, ber diejen prei Gbenen
gemeinjhaftlid) ijt, ift augleic jamtlihen Haupidiagonaljdnitten ge-
mein, in thm fdhueiden fich fjotvohl die Mittellinien FG, HJ, KL,
afs aud) die vier Hauptdiagonalen AC,, BD;, B, D wmd 4,C. M

# 1lber den Wirfel, die Kubifzablen, bie Maunt= und Gewidismafe,
pie Glitffigfeitdmafe, dasd jpesifijhe Gewidht, iitber bie Urmape und {iiber
numerijde Anfgaben vgl. BVorfurjus § 76 hid § 79. Mian beachte bejonbers
bie Dort unter 78e) gegebene Jechenregel.
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beift der Mittelpunft bes Wiirfels. €8 ift gleihiveit von allen
Gden, gleidhveit von allen Ranten, gleichiveit von allen Fladen dez
Witreld entfernt. CGr ijt alfo Dder

: < - fip =3 Fig. 142.
Mittelpunft der einbejdyriebenen Kugel, D, 2 {__
T i - . R

beren Rabiud o = - ift, und zugleid D/ s
per Mittelpuntt Dder umbejdhriebenen :' @
Rugel, bderen Rabiug FBD; oder s 1L I .

R A & Tl I ;
r——)/3 ijt. Gr ift aud) ber Mittel: ok
puntt einer RKugel, die jede Wiirfel- _,iLt_*______";_“___L_E_JB
fante in ihrev Mitte Dberithrt. Jn der T e BN 4

friftallographie nennt man Ddie Drei
Mittellinien F'G, HJ und KL dad Achienfreuy bes Wiirfels.

6) Mufgaben. a) Wie grofi find die Kanten %, die Dberflide O,
ber Snbalt I eined Wiirfeld und ber Radius » der umbejdricbenen
fugel, wenn der Nabiud ¢ ber einbejdyriebenen gegeben 1jt?

b) Wie grof find & O, T und g, wenn » gegeben ijt?

¢) Einer RKugel mit Nadiug r fei ein. Wiirfel um= und ein
auberer einbefhrieben. Wie grof ift der Unterfchied der Kanien, der
Oberflachen, der JInbalte betber Wikrjel?

d) Wie grofy ift der Radiud », wenn irgend eine Der genanuten
Differengen gegeben 1ift?

e) Welde Neigung hat jedbe Hauptdiagonale des auf horizontaler
Bafig jtehenben LWiirfels?

uflojung. In Fig. 142 ijt tan f = jl,; ?I‘ = :-., = ]/E— -VJ.U..-"‘!',
lg 0,5 = 19,698 97 — 20, ober lg V0,5 = 9,849 49 — 10, aljo
B = 385°15"50". Man nenut bdiefen Wintel den Neigungdwinfel der
Hauptdiagonale gegen die Grundilache. Der Winkel, den eine Gerabe
mit einer Gbene bildet, wird ftetd in Dderjenigen Cbene gemeffen, die
purd) bie Gevade geht und auf ber erjteven Gbene fenfrecht fjtebt,
alfo in der projizierenden Ebene. ©3 fandelt fich alfo um ben Winkel
swifchen den Gevaben und ihrer Projeftion auj die Ehene.

ede Pauptdiagonale ded Wiirfels bilbet mit jeder der Wiirfel-
flachen den Winfel 35° 15" 507,

f) Welden Winfel bilbet jede Haupidiagonale bes Wiirfeld mit
den von ihr getroffenen Kanten?

Wufldjung. Fig. 142 zeigt, daf ed fih nm den Komplement:
wintel bed vorigen Handelt, alfo um B, = 54°44° 107, fiir den
tan B, = V2 it
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Bemerfung. Dan founte auch) nach der Neigung jragen, die
eine Hauptbiagonale gegen Wiirfelfanten hat, mit denen fie fih nidht
trifit. So find 3. B. die Diagonale BD; und die Rante D einander
fragende Geraden. Die Neigung der beiden gegeneinander wird durd
ben TWinfel gemefjen, denn man exhalf, wenn man duvd) einen Punit
der einen diefer Gevaden eine Parallele zur andeven legt. So ift 3 B.
O, | DC, ed Hanbdelt fich aljo um den Wintel B D, ) = 54°44 10"
ic Neiqung der Pauptdiagonalen gegen jamtliche Wiirfelfanten it
pemnad) diefelbe.

g) Man fonnte ferner nac) der Fleinjten Enifernung ber cin=
ander freuzenden Gevaden D und BD; voneinander fragen.

Wuflojung. Die Gevade DC ijt pavallel zu jeber durd) D, C,
qelegten Gbene, aljo aud) pavallel zu der dburd) D, C;, und B, ge
(egten Gbene BC, D, A, die unter 45° gegen Ddie Horizontalebene
geneigt ift. Bon Ddiefer Ebene Hhat DC diberall die Entjernung
=D =% E"‘_ Berbindet man M mit dem PHalbiernungdpunite
port DC, fo erhaflt man den fleinjten Abjtand der Gevaden DC und
BD, voneinander, d. §. miederum H,f] Diefe BVerbindungslinie
fteht namlich auf betden Gevaden fenfrecdht, wad bei feiner ziveiten
Verbindungalinie ihrer Puntte jtattfindet. Jebe andere LVerbinbdumngs:
linie ift aljo ldnger.

X dhulicher Weife beftimmt man allgemein fiiv spel etnander
freuzende Geraden bad gemeinjdaftliche Lot umd die Hirzefte Entfernung
beiber vomneinanbder.

h) S Fig. 143 find die vier Diagonalen cined Wiirfeld ge-
weichiet, welche eine jenfredhte Pyrautide von der quadratijden

Grundfladhe A BCD und ber Spise M

D
1))

g 143, s ke Sl g

B ¢ Deftimmen, Der Wiirfel Laft fidh) in fechs

o s % folche Pyramiben zerlegen; ijt alfo «a
FHRTRINR S T "_'-Jf_""’? t feine Kante, jo hat jede diejer Pyramiden

ben Jnbalt = Dafiiy fann man jdreiben
]

¢ it o -
La? . = +a®-h, wenn man Ddie Pira-

mibenhiohe {:
bie Grundilade a®>=F, jo ift der Jun=
halt diefer Pyramide J = Fkh, b h. der bdritte Teil des
Brodutts ausd Grundflide und Hohe. (Diefe Fovmel wird ficdh
a3 fitr alle Pyvamiden und Kegel giilfig Hevausitellen.)

i) Nujgabe. Das Flachennes des Wiirfels ju zeichuen
und jein KRavtonmodell anzufertigen.

— J fepst. ©ept man nod
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Dad Neb ijt in Fig. 144 davgejtellt und bedarf feiner Erlduterung
(Bgl. Vorfurjus § 75.)
k) Den Witrfel vou der Kante c=(a+b) gemdp der ®leichung

¢’ = (a + B = a® 4+ 3a%b 4+ 3ab® + b°
in Witrfel von den Kanten a und b, in dret quadbratijche Sdulen von

per Grundildche «® und der Hohe b, und in drei quadbratijhe Saulen

Frig: 144.

pon ber Grundildche b und der Hobhe a ju zerlegen. (Cin genaues
Sdrighild wird geforbert.)

1) Die Kante eines Wiirfels jei c=a —Db. €8 joll fteveo
metrijh gezeigt werden, daf

)= (g — h)"; — at — 30t |- 3ab® — b’

it (Gin genawed Schraghild with geforbert.)

Bu beiben Anjgaben vgl. BVorfurjus § 93.

Bemerfung. Jn der Wiinevalogie fritt der Wiirfel auf ald
Qriftallform fitv Steinjalz, Fhthipat, Silber, Gold, Bleiglanz, Schefel=
fied ujw.

7) Yufgabe. Das regelmifige Adhtflad (Dftaecder) aus
bem Wiirfel abzuleiten.

Huflojung. Die Mitten der Witrfelfladhen find die Ecden eines
vegelmipigen Ahtilachs, weldes ihm einbejdyricben ijt. Diejed Iann
alfo leiht gezeichuet und Devechnet werden. Jn Fig. 145 ijt die
Aeidhnung andgefithrt.  Jft @ die Linge jeber Halbacdhfe, fo it
BO2— g L o = 242 alio BC—a)/2. Dies ift die Ldnge jeder
ver 12 Ranten der Lorpers. Die 8 Fladen find demnady gleidieitige
Dreeiede. 3 bandelt fih alfo um dag rvegelmdaBige Dftaeder
ober Achtflad). Sebe Flade des Oftaedersd ift, tvemn man die Ofta-

eberfante mit & Dejeichnet, F = 1 13, die gefamte Dberflade alio
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0= 21%Y3 = 4a2y/3. Der forperlihe Juhalt twivd erjt fpdter
beredet.

Qn ber Stellung ber Figur ift die Neigung jeder jdrigen Kante
gleic) 45° Sebe Rante bildet mit den drei mit ihr ujammenitoBenden
Qanten ztvei Winfel von 60° und einen von 90°.

Die Neigung der Flide A BC mift man mit Hilfe der WMittel-
linte DC 1ud der Geraden DM, da beide auf der Schnittfante A B
ber Fliche ABC und der Horizontalebene A B M jenfrecht ftehen.

MC a
Ly
wan KM, welded ebenfalls in der Ghene MCD fegt, alfo CD in
etnem Punfte E jdneidet, wobei <= KM D nad) obigem (gl 6)
gleidhy 35915° 50”7 ijt, fo folgt, daf << DEM = 90° ift. Da nun
sugleich die Gbene CDM | ABC iit, jo ift EM das vom Ntiftel
punfte M auj die Flade ABC gefdllte Mot

Yuad tanc=)2 folgt, daf EM = DEY?2 ijt, und bda
ADEM~ AMEC, 5o folgt, baf CE= EMY2=DE}2)?2
— 2D E ijft. Demnad) ift X dber Mittelpuntt ded gleichjeitigen Dreieds
ABC. Da DO='y5 ="Viy5 _a)E, dfp DE=2°
— a)/L iit, fo folgt EM = DEY2 =a)iV2 =al)} Dies
gilt fitv alle Flachen bes Dftacders. Folglidh: Dem vegelmaRigen

Dabet ijt tan « = = 1/2, aljo « = 54%44° 107, Bieht

il

Oftaeder lapt fid) eine Kugel einbejdyreiben, beren Radius o = a}/;
ift. Gbenfo likt fich thm eine Kugel vom Radiud » = a umbejdyreiben.

e zwet mit ben RKanten ancinanbder ftofende Dftacderfliden
bilben einen Winfel von der Griffe 2« = 109°28° 207, je atvei nur
in einer @de zujommenftofende bilden einen Winfel 180° — 2¢
— 70°31740”. Man adyte auf folgende Beztehungen:

Weil der Wiirfel 6 Fladen Hat, bejibt dad Oftacber 6 Ciden,

i 5 8 Eden i i - 5 8 Fliden,
P o 19 Ganten % i . 12 Santen,

penn jeder bdreifantigen Ede ded Witrfels liegt eine dretfantige Flddye
be3 Oftaebers gegeniiber, jeder vierfantigen Gde des Dftaeders ent:
ipridht eine vierfantige Flade des LWiirfels.

e 3wei einanber gegeniiberfiegende Kanten bezw. Flichen bder
Oftaebers find parallel.

Das Flachennep ded Dftaeders ift in Fig. 146 bdargeftellt. Die
gleichieitigen Dreiede find dabei fo angeordmet, dafy in jeder Gde ded
Korpers dier von thnen zujammenijtofen.
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Bemerfung. Dad vegelmipige Oftaeder ift die Kriftallform fiir
Magneteifen und einige anbere Cifenevze, fiiv Roffupfer, Schivefelfies,
Bleiglang, Silberglang, Platin, Alaun,
®old ufw. LE

8) ufgaben. a) Vei einem regel:
migigen Oftaeber fei eine Dder Grifen
a, k, O, r, o gegeben. Die andeven follen
ausd ihr Devedmet twerben.

b) Giner Rugel vom Rabing » fei
ein vegelmdfgiged Oftacder einbejdhrieben
und dasd entjprechende umbejdyrieben. Wie
grofs ift die Diffevens ihrer Halbadjjen,
ihrer Kanten, ihrer Oberfladen?

c) Eine bdiefer Differengen fer ge-
geben, wie qrofy ift dann der Rabiud »?

d) ©ude zu Dbeweijen, baf Dbie
Mittelpuntte der Flachen ded regelmapigen
Oftaederd die Ecfen bdesd einbejchrichenen
Wiirfeld find, aeihne bdie entjprechende
Figur und bevechne die nene Wiirfelfante aud ver Halbad)je des Dftaecders.

¢) Ginem Wiirfel fei ein Dftaedber, bdiefem ein Wiirfel em=
geseidhnet.  Wie verhalten fich bie Kanten dev beiden Witrfel?

£) Reichne den ebenflidyigen Kirper, deflen Eden die Halbierungs-
punfte ber Dffacderfanten find, und bejdjreibe und berechne diefen.

g) Life biejelbe ufgabe fitr die Halbierungspunite der Kanten
bes Wiirfels. (Bu f) und g) vgl. Fig. 172.)

9) Aujgabe. Dasd regelmdpige Bierflad) (Tetraeder)
aund bem Wiirfel abjuletten.
Nufldjung. Jn FJig. 147 find am
Wiirfel vier Ddreijeitige Diagonaljdynitte T
gefithet, welche die gleichieitigen Dreiece ,
ABC, ACD, ADB untd BCD gegeben |
faben. Diefe begremzen bdad gefuchte i} _
'

|
b m B e

Tresm

Bierflad) oder Tetraeder ABCD. Die
Beidhnung ded jo aufgejtellten Kdrpers
macht alfo feine Schivierigleit. Daf jeine
Sladhen gleidjeitige Dreiede von bers A¥=—=---- :

felben Grige find, rveiht fdhon Pin, ihn

al8 einen regelmaBigen KRorper erjdjeinen zu lafjen. Man fann ihn ald
bie eingige wirtlid) vegelmdfige Pyramide betrachten.
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Verbindet man die Mitten der Gegentanten bdiefes Bierflacdhs, jo
fchneiden einander die Verbindbungslinien in einem Punfte und bilden
toieder bas Ucdhjenfreny X X,, Y'Y, ZZ, bed Kijvpers.

Rerbindet man die Mitten dev Kanten aud) in anderver Wetfe
fo echilt man da3d bem Tetraeder einbejdyricbene vegelmafhige Achtilach.
Bon den adt Flachen ded lepteren fallen vier in die Flachen des
Tetraehers. On der Suiftallographie wird dafer dag Tetvaeder als
per Halbffachner (die Hemicdrie) ded Oftacders beseichnet. Dentt man
fih die Flachen eined Dftacderd abivechielnd mit + und — Dbezeichuet,
penft man fich die mit dem Minugzeichen verfehenen weg, und er-
weitert man Ddie jtehenbleibenden big zum Schlieen, jo entjteht em
Tetraeber. (Eudlich erfennt man an der Figur nod), dah die Wuf
febung einer gewijfen 2t von %Jmuiiben auf die Fladen ded Tetra:
eders Den FWiirfel ald etnen Sonberfall ded Byramidentetraedersd ent:
fteher 1dft.)

g}

D

ie Tetracderfldchen Haben demmad), twie die Dftacderfladien, m
ver gejeichneten Stellung jdmtlic) die Neigung 54° 44" 1€ 0" gegen Die
Horiontalebene, bilden alfp, wie an dev fante €D gegeigt tnerden
fannt, miteinanber Winfel von der Grife 180° — 2(54°44°107)
— 70°31°407. Die einbejhriebene Kugel jtimmt mit ber des Dfta
eberd itbevein, ift aljo vom Radiug ¢ = a}/4, wenn a die Ldinge der
Halbadic M X ift. Die umbejchriebene Kugel dagegen Hat den Radnd

MD = a)/3, ftimmt alfo mit der ded3 Wiirfeld iibevein. Da
bie Hauptdiagonalen bes Wiirfels fidh in einem Punfte I jdyneiden,
und da jede vor ibhnen eine der Tetvaederflachen fentredht | purd)jchnetdet,
fo treffen fich die vier Dohen bed Tetraeberd in einem Puntte M,
und von jeder ift burc) bdiefen Der vievte ZTeil abgejdhuitten, tweil
r— 3¢ ift. Qedbe Tetvaeverfliche twird von den Kanten der fibrigen
Flachen unter Winfeln von der Guife 54°44° 107 gejdynitien.

Qft k, die Tetvaederfante, & die Wiirfelfante, a die Halbadie,
fo it 12 = 2k = 8d? alfp & = 2a /2, folglic) jede Tetracderfliche

By S . 5 e . s
{ V3 =2a)3 und bie gejamte Oberflacdhe des Norpers O =8a” /3,
9. §. boppelt fo grof, al8 die Dftacdevoberflache, twad fich aud) ohue
Redhnung  zeigen it 1\‘1 fovperfiche QJubalt joll erft jpdter Dbes

rechnet twerden.

Fig. 148 ftellt dad Flachenueh ded Tetraeberd bar.

Die Bahl der Gcen des Ribrpers ijt 4, die ber Kanten 6. Die
Mittelpuntte der Flachen bed vegelmiBigen Tetraederd bilden wiederum
ein veqelmiBiges Tetvacder. Je zivei Gegenfanten ded Tetvaeders
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freuzen einander fenfreht. Legt man duvc) jebe Kante eine Ebene
parallel zur Gegenfante, {o erhalt man den umbejdhriebenen Witrfel
(Fig. 148).

Sn ber Mineralogie erjdeint das Tetraeder mehriad) ald Krijtall-
form, 3 B. beim Fahlers, bet der Binfblende uji.

[(Nufgabe. Die beiden Tetvaeder, bie fich dem Wiivfel
einzeichnen lajfen, in ifrver gegenjeitigen Durddringung
parzuijtellen.

uflofung. JIn Fig. 149 ijt die Aufgabe geldft, roobei gunddjt

=

alle Duadratbiagonalen deg LWitrfeld gezogen find. Bor je zwei fich

ithneidenden Dreiecen, wie 3 B. ABC und DEF, find dabei je jwe
Snittpuntte, 3. B. X und ¥, zu judjen und durd) eine Sdnittlinte
st berbinden.®)]

10) Yufgaben. a) Bei einem rvegelmdipigen Tetvaeder fei cine
ber Grbfen «, k, O, r, o oder h (Hibe ded Tetvaederd = » + o)
gegeben.  Die dibrigen jollen davaud bejtimmt iverben.

b) Giner Kugel vom Radiud » fei ein veqelmdpiged Tetvaeber
um-, ein andered einbejhrieben. Wie groB ift die Differeny threr
Qanten, threr Halbadhjen, ihrer Oberflachen?

¢) Ginem vegelmdpigen Tetracber von bder Ranfe & fer ein
anderes einbefchrichen, bdeflen Ecden mit den Flachenmittelpuntten desd
anderen zufammenfallen. Die Kante Ded zwveiten Tetvaedersd joll be-
rechnet tverben.

d) Cinem regelmdfigen Tetraeder bon der Rante X fei ein
Wiivfel umbejdhricben. Die Nante desfelben joll bevedmet roerdem.

# 3 empfiehlt fich, die fichtbaven Flachenteile jedes Tetraeders mit
feidyten Farbentdnen o angulegen, dafy sufammenqehdrige Stitde fich deutlich
hervorheben. Das gegenjeitige Durchdringen tritf pabet flar Herbor, und der
&chiiler bt jich darin, die cbene Feidhnung vémmlid)y (plajtijc)) su jehen.
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¢) Unter welhem Winkel jdyneiden fich die Fldchen der Detden
jidh durdhbringenden regelmdBigen Tetracber Der Fig. 1497

t) Bwei gleiche Wiirfel follen eine Diagonale gemein Haben und
unter 60° gegeneinanber gedreht fein. Wie fieht die gegenfeitige Durdh=
dringung aus?

(Fia. 150 ftellt die Beihnung dav, tr ber aewijfe Wiirfelfanten
hafbiert find. Der eine Witrfel ijt jchraffiert, der anbeve weip gelajfen.)

o) Bei gwei gleidhen Dftacdern jollen jvei Gegenfladjen in Ddies
jelben Gbenen fallen, und Ddie Korper jollen um 60° gegeneinanbder

Fig. 151,

ig. 150. ]
= /
= = /
- A, = |ll
- l"‘-‘r\_—_. —

gedreht jein, joda jeme beiden Fldchen ald regelmifpige Sedysediterne
ercdeinen.  TWie fieht die gegenfeitige Durdidringung aus?

(Fig. 151 ftellt bie Jeihmmg dar. Dev eineg  Rorper 1jt
jchrafiiert. Nur bdiejenigen Dreiecde find unjdjrafficrt, die ben Sedhged-
jtern vollenden.)

Bu beiden Aufgaben vgl. den BVorfurjus.

[11) Wujgabe. Auf die Fladen eined Wiirfelsd Pyramiden
pon gegebener Hohe Jo aufpujepen, oaf ein Pyramidenmwiirfel
entiteht.

Sn Fig. 152 it aunddit der gegebene Wiicfel gezeichnet und der
Mittelpuntt jeder Flicpe beftimmt. Dort find auf jeder Fldche Lote
pon Der gegebenen Linge BC erridytet, das nac) vorn gevidjtete Yot
DE natiieli in der gewdhlten Bertiiryung (3. B. in 1 per Linge)
gejeichet.  Die Cudpunfte ber Lote find mit den Wiirfeleden ver:

e

punden. Aus der Wiirfelfante & und ber Pyramidenhhe 2 laffen jich



Regelmipiges Zwiliflad). 285

Qantert, Oberflache, Winfel, Radiug o der einbefchriebenen Kugel uftw.
oes Qbrperd Devechnen. (©ine wmbejchriebene Rugel Hat der Korper
mir i einem Sonberfalle. Jn tweldhem?)

Dasd Neh des Korperd ift leidht zu zeidhnen. Hier oird an
genommen, baf ber Rorper itberall fonvey ift, bap aljo die Pyramiden
nicht fo Hoch find, daf einfpringende Winfel entftehen. Der Grensfall
foll ber nachftehende fein. (Fig. 153.)

Bemerfung. Der Pyrvamidentoiivfel ift ald Kriftallform in der
Mineralogic von Bedeutung. Cr it Hier befproden, weil fidh aus

ihn  aubere Rorperformen Teiht ableiten laffen. IMadht man bdie

Fig. 153,

Ryramidenhiohe gleih der Halben Wiirfelfante, jo erhalten die Pyra-
mibdenflichen die Neiguug 45° gegen die Wiivfelfldchen, und die Kante
awifchen je awei benachbarten fallt weg, jodah ausd 24 Dreteden
12 Rbomben entjtehen. Fig. 153 ftellt dieferr befonbderen Fall des
Ryramideniviirfels, dbas Rhombenzwilfflac) odber Rhombendbobefaeder,
bar. (Dies it die haufigite Krijtallform ded Granats, der RKdrper
wird baber auc) ald Granatoeder™®) begeichnet.) Wug der Wiirjelfante
k laffen fich bie Ranten, die Dberflache, die Winfel des Kirpers leicht
berechuen. |

Da die feineren Diagonalen der Rhomben zugleid) Wiirfeltanten
find, die griferen bagegen die Lange der zugehivigen Lunadratdiagonalen
habern, jo jind die NHomben leidht zut zeichnen. 3n Fig. 154 ijt bas

* Das Wort Granatoeder ift fpradiid) als Mipbiloung zu betrachten,
(iRt fich aber in der Mineralogie faumt vermeiden.
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Flachennel ded Rbombenzwiliflachd fonjtruiert. Die Jabhlen in ben
Winfeln der Flachen geben an, twelde EGden ujammenyallen, iweun
man Had Kavtonmodell wirklich bilbet.

7. / 12) a) Bezeidynet man die Fldden des Pyra:

J i niibentviivfeld abwedhjelnd mit 4 uud —, wie ed
Y */_ -,..__1'5;7,_— in Fig. 152 aefdjehen ijt, (it man die mit -

"'\\ [ o bezeichneten Flachen twegfallen, und eriveitert man

bic {ibrig bleibenben fjo tveif, bay Der RKbrper

\ wieder qgefhioffen ift, Jo entjtebt ein im all

,.‘ij'[-‘_'!. 154,

7 P =1

gemeinen von unregelmdfigen, aber jymmetrifhen Fiinfeden be-
qremates Bmwilfflad), dad Pentagondodefaecder. Diefed ift aljo
per Palbfladhner oder die Hemiedrie ded Pyvamidenwiivfeld.  And
Jig. 152 feitet fich bdie Qonftenftion folgendevmafen ab: Je et
jtehenbleibende Ryramivenflachen bilben in ihrer Eriveiterung ein Dad),
pefien Firjtlinie zu den Grunbdfanten povallel ift. Cine jolde Firjte
ift ourd) € yvarafle! su KF zu fegen. Hehts veiht fie bid zum
Sdmitte mit bder buvd) H gehenden Mittellinie bder Flade F'GH,
wodurd) die Halbe Linge der Firitlinie gegeben ift. Eine joldhe von
berfelben Limge ift fenfrecht durc) E zu legen ujw. Die Enbpuntte
biefer jechd Dadjfirften geben mit ben Eden Des Wiirel i

i

sujamimen
die 12 4+ 8 — 20 Gden bes gefuchten Rirpers, der in einem Sonbers
falle durd) Fig. 155 veranjdaulicht werde.

Das nicht von regelmdpigen, fondern von fymumetrijden Fiinj=
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ecfenn  Degremste Pentagonbobefacder fommt in der Mineralogie al3
Qriftallform bed Scdhwefelficied ober Pyritd vor und wird dort ald
Pyritoeder bezeicdhnet (was ald fpradliche Mifbildung su betvadhten ift.)

b) Jebt wird folgendes behauptet: Macht man die Pyramiden
bed Byramidentviirfeld jo hod), daf die von der Mitte ded
Rocpers big zu jeder Pyramidenfpipe gehende Gevabe burd

wig. 156.
b of 1D
fr;%':; F
-2\
L | «
! :_J I.J 1
i
| [ ! i
| A = ST
d Y| It

bie Wiirfelflacdhe ftetig geteilt ift, dbann wird das aus dem
Q@brper hervorgehende Pentagondobefaeber ein vegelmdiger
ftorper.

Sn Fia. 156 ift dargejtellt, wad tm Mitteljdhnitte des Korpers
bei der vorvigen Sonftruftion jitr den Fall vor fid) geht, daB ILJ
und MO in Z bezw. in Y ftetig geteilt fiud. Durch J ift bie Fivft:
finte KD bi3 zum Sdmitte mit CA gelegt, jodaf auch ¢D in 4
ftetiq geteilt ift, bemm J, Z, M find Horizontal auf CD projiziert.
it man DX ald Qot auf ZA4, fo verbalten fi) aud)y XA wund
Y wie Teile einer jtetig geteilten Qinie (hulichteit der Dreiede),
und betde zujammen geben den ju Y C gehorigen gropeven Teil MY
ber fretig gefeilten Gevaben MC, fodap ZX = Y C ift. Demnad) 1jt

ZXDJ ein Quabrat, und die Firjtlinie KD = « ijt doppelt jo lang

T G o Il e iy : -
ald bie Pyramidenhohe h = - - (BVgl. Geometrie, 302, Vemertung.)

- T v S e = E
Aud der ftetigen Teilung vou M.J folat, wenn man M Z = - jest,
2 = N - i s I."/ril'-' . a s
w:d=d:(a+d), aljo d= £+ |/ +a’ oder, da nuur dad poyitive
Voo e = 2 [) ! Lo \ I QA P TE
TWurzelzeichen braudhbar ift, d= - (/5 -+ 1) al8 Qange der Wiirfelfante.
vt ” ) s
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e el a A e A S P |
Demunad) it XA=_ — = 1 U/.-J - 1) —

¥ &)

{1 e S o X = -
= ( V5 —1), wad nad

)

pem Gefels ved goldenen Schnitted aud) ohne Rechnung folgt. Demuad) ijt

e > - .-"""?2 ”ﬁf . . - = o .-’ - 3 4

AD =YDX F X2 =)/ + . (6—2V5) =" Vi0—2V5.
g 4 16 * 4 4

Man denfe fih nun in A auf der Jetdhnungdebene ein Lot von der

Qinge - evridhtet und deffen Endpuntt H mit D verbunden, dann fat

man eine mene Kante HD ded Rbrpers. Diefe ift von bder Liinge
S 1 /[
7o/ (<)

HD = a. Folglidh: Nicht nur die Fivjtlinien, fondern aucd) die Ber-
binbungalinien der Witrfelecten mit den Cndpuniten jener jind jamtlid)
vont Der Qinge a, d.§. bie Fiinfede des Kibrpers haben gleid) lange

1

Geiten. Sie find unadft mur jymmetrijd), befiben aber die Hibhen

/! £
2 T a

i ) (a1 aa/leEY | I’.f‘:l,f' a1/ .
Ealle bk 2V5) + T (10 — 2)/5) ober

= : al/5—15 9 /N a* f .";!‘_J S 5
abjduitte AD = l ul —umd AC ! (L) = ‘l )

2 2 S 2 2 |
weldhe die ded vegelmdBigen Fiinfeds von der Seite o find. Dem:
nach) find die Flacdhen ded entftandenen Pentagondodefacders
regelmafige Fiinfece, und der Korper ift ein vegelmdpiger.

Damit ift junddhit die CEriften ded vegelmipigen Pentagondo-
defaeders betviejen.

¢) Nadh) Fig. 157 fann man e3 folqendermapen Herjtellen:

Man nehme einen Wiirfel, deffen Kante gletch der Diagonale
eined regelmipigen Fiinfeds ift. Dad Fiinjed lege man jo an eiue

ig. 158,

Hig. 157.

Wiirfelfante an, daf die Ede D genau o tweit von der zugehirigen
Wiirfelfldche entfernt ijt, ivie die Grundlinie BF bon bder ju diejer
gehbrigen (wobei die Gntferung gleid) ber Halben Fiinfedstante 1it).
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MNadht man dasfelbe im gamzen mit 3w6If fongruenten Fimfeden, jo
erhalt man bad vegelmdBige Bentagondodefaeder.

d) Gine zweite Herjtellung ijt folgende. Man Ffonftruiere ein
Achjentreuy, teile eine der Halbacdhien nad) bem golbenen Sdnitt jo,
paf der grofere Teil von der Mitte ausgeht, ervidte im CEndpunite
jeder Halbachie ein Lot, deffen Richtung den befprochenen Firvitlinien
entivricht und markiere
bie Ccpuntte de3 zum SR
verfletnerten  Achjen- O
freuze gehorvigen Wiir 4 i
feld (3. B. dburd) defjen ; :
Diagonalen), dann hat Do B
nan alle Gden bes Kir ; e T
persd, die muir nodhgerad: ; A
finig 3u verbinden find. ; b s

e) Die Beidhmmg H 2 2
inParallelperfpeftivezn N\ | EFES e S TR
30 und § Berkiirzung '
it in Fig. 158 bar
gejtellt uno geht am | :
bequemiten vom Wiirfel L e RE St Ty
aud, defjen Achientreus !
s jeichnen und in an- ' oy
gegebener Weife 3u ber: \ e
lingern ijt.

£) Gine Aufripzeichnung ift in Fig. 159 im Anjdhlup an Fig. 156
bargejtellt. Da ber Rabiug bder umbejdhriebenen Sugel aud) bem
Witrfel angehort, ift » = j /3 FL (V5 + 1) V3. Das Fiinfed

s . s e 1/5+V5
mit Seite a Hat als Radiusd ded umbejdriebenen Kreijed r,—a l s
Demnady it der Rabiud bder dem Kbrper einbejdhriebenen Kugel Fu

a ],«”25 1+ 1175
2 10

o) Die Hiilfte des Flachennepes ift in Fig. 160 geseichnet.™) Und)
in biefer Fiqur fpielt bie Teilung nach dem golvenen Scnitte eine
bedeutende Nolle. Man adte auf die Finfedjterne (Pentagramne,
0. b Fiinfede, die exjt nad) zweimaligem Umgange iuﬁltuf;en) T

¢
mitteljten Fiinfec und im groBen Fiinfed.

berechnen aud o = MO> — OP*=*>— 1] ald o =

*) Bejdyreibe die Entjtehung diejer Figur. (Vgl. Vorfurjusd § 100.)

Dolymiiller, Elementarmathematil. L 4. Wuil. 19
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h) Denft man fich) jeded ber fitnf duferen Finfede bex Figur
fo foeit um bdie Rante geflappt, die fie mit dem innerjten Fiinjed
gemein Haben, big ifre Seitenfanten jih paariveife treffen, jo entfteht
eine Art Sdhitffel alg Hilfte der Oberfliche des Korpers. Wihrend
ber entjprecdienden Betwegung twandern Ddie eingelmen Punfte auf
Qreifen, deven Projeftionen auf die Grundflache gerade Linien find.
©o  anbert
5 B. dbie Pro:
jeftion bon H,
auf bder Ge-
raben H, I, bie
von Fy attf der
Geraben F. 5.
Wo H, E und
F. B einander
jchnetden, Dda
liegt die Pro-
jeftion bed ben
Puniten H,
und F, ent

ibrechenden
Sditfelpunties
Z%)  Ebenjo
geben F) unb
H, einenr fpm:
metrijd) ju 74

liegenden
Sditjjelhuntt
Z,, wobet ZZ, = H, F; und bdie Projeftion ber lehteven Linie in
ber neuen Qage ift. ZZ, ift die Diagonale des 3iweiten vegelmaBigen
Finfeds mit Horizontaler Grunbdlinie, weldes fich in den RKreis M,
legen lagt. AZ ift alfo bie Seite ded bem lepteven einbefdhriebenem
Bebneds, aljo gleid) 3 (V5 — 1), wenn bder Radiug gleich 1 gejebt
wird. Damn it MZ =1+ L(Y5—1) =1 (V5 4+ 1) ber Radius
bed stveiten der fomgentvijchen Sreife.  Uuf ihm liegen Dbie {fiing
Punfte 7 der Schiifjel und zugleidh bdie Punite M, big I, denn
audy ML, ift gleich L (V5 + 1). Die erfte Schiifiel wird ndmlid)

Fig. 160

# Man jdhreibe Z in Fig. 160 ein. €8 ergibt {id) ver eine Punit, o
ber um M, gelegte ®reid und der mit Radiud M M, um M gelegte etnauder
jdmeiden. Der jweite Sdmittpunft ift mit Z, zu bezeichnen.
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pon Der weiten noc) fehlendben Sdhiiffel fo bebedt, dafy die Spiben
pon Deren feitlichen Ffinfeden mit den Punfien Z zujammenfallen,
wihrend die fonjtigen Raundpuntte nac) den Punften M, bis M
falfenr, denn bie PLrojeftionen beider Teile jind fongruent. Folglid
bilden die Projeftionen ber Ranbpunfte jedber dev beiden
Sdfifjeln im Grundrifp dad regelmdapige Jehned der Punfte
M, bié M, und der zwifdenliegenden Punfte Z auj dem
Queife mit Radiug MM, Dies lGht fich auch durd) Redhnung
nad)i eifen.

i) Somit ift die Grundrifizeichnung ber Fig. 161 bequem ber-
suftellen. Man denfe fich fongentrijhe Kreife mit den Radien o =1 und
= i-_a_],-":"; -+ 1), beren Radien fid) alfo verhalten wie die Teile
etter nach) dbem golbenen
Sdnitte  geteilten Oe- Olfclbl
raden, gezeidhnet. JIn Myan el S i
pen inneren Kreis lege A
man wei rvegelmifige il '. i NS
Fiinfedfe mit je einer 1\ """" /”-\ SRR
jentrechten Seite fo, daf v \ Sr g e
ihre @Eden 1‘.1'111 rrr:grpf St ’;ﬁ'}”f """ R ; 7(1“3"
mdhiged Sebhned Dbilben. B o RS
Durd) die Ccken lege man PR A 'fs;'-.lr'f;} -._-1,;’5;5;; F )
bie Fortiebungen von A ) '
Radien, Ddie big zum i
duperen Kreije reidhen
und zeichne bag daburch
bejtimmte Sehned fertig.

MNian 3iehe die Ge-
raben, bie fichtbar oben
liegen jollen, frdftig aus
uno deute die anberen ges
jtrichelt an.

k) Siir die geeich: d
nete Qage crgibt fid) bie e
AufriBzeichnung dadurd,
pafy man die Puntte des
unteren Fiinfedd nad) der oberen Grumdlinie projiziert, was Ddort
Puntte A, (B), (0., D, B, gibt. Dag RNadbarfiinfed gibt
auBerdem im Aufrif die Punfte F, G und (H). Beim Auf:
flappen Dbewegen fich ¥ und (H), audh) G auf Kretfen um 4, jo
weit, i3 bie Punite in die fenfredhten Geradben OPO; bezw. NN,

19*

_:‘:,-l
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falfe. Sm die durd) O, und N, gelegten Horizontalen fallen dann
bie fibrigen Punfte der Winde beider Schiifjeln, die aljo leicht nach
oben au projizieven find. Die obere Sdyiifjel eridjeint ald Der unteren
fongruent, der Abftand Der beiden oberjten SHihenjdhichten ijt aljo
gleich dem ber beiden umterften. Uuc) die Punite pes pberen Fiinfeds
fud nun leicht nod) oben zu projizieven.

Die WufriBseihnung ift diefelbe, die in Fig. 159 gegeben tvar,
mur ift bie Dortige Linte OJ jesit horizontal geftellt worden.

[Denft man fich den inneven Kreis einem Fiinted von ver Seite a

A : by atls N1/ 6-+VY5 e
umbejdhricbent, danm ift der Nadiug oy = ¢ l 'LF,' , Der Ded auperen
i

T S : Bt b s Al F IR N i .'.;,
freifes ift dad i : fache oder 7, = ) e l 1“1 '
T ~ . : " /5 + V5 | i e |
bie Summe beiber aljp o + 1y = @ |14 —

o=, . 10 | H 2

Y AE A VG - S : b 2 =
e ] 54 V5 I-‘gl ) ober A rr] .E“] }|ll-—';l""”.‘

=
3

i

ed it aber bad Doppelte

@ I ..-"'11'n1;—-1-L]-':'.a & l_’m_ 115
10 10

be3 oben Deredneten Radiud o der einbejdricbenen Kugel, folglicd

fiegt Die oberfte Schicht bes WAufrifjes in der Hobe r, + o, und da

bie Dohen bder beiden mittleren Sdyichten Dder ftetigen Teilung ent

jorechen (tweil A, N, ftetig geteilt ift), fo find die Hohenlagen aller

vier Sdyichten durd) Null, o, oy, und (1, + o) gegeben. |

1) Aufgabe. Pian drehe den Grumdriff der Fig. 161 o, Daf

et der Behnedsfeiten fenfredht mwerden und
Big. 162 fonftruiere den zugehdrigen Unfrip.
= ' Die Hihenlagen der Anfrifpuntte bleiben
biefelben. Der Wujrify jelbjt fallt jymmetrijch
augd. (BVgl Fig. 171a.)

m) Yufgabe. Den Grundrif des
auf einem Edpuntte balancierenden
regelmipigen 3wolffladyd ju zeidhnen.

Sn BFig. 162 ift die Wnjgabe geldit,
auch) die uwmbejchriebene Kugel mitgezeichnet.

&
-

13) Wujgabe. Man bejtimme Dbdie Mittelpuntte bdex
Sladen bes rvegelmdahigen Bwdlifladsd und unterjude das
purd) diefe Cdpuntte beftimmtie Polygon.

a) Qe brei aneinanber jtoende Flachen geben drei Mittelpuntie,
die gleichiveit von 7 entfernt find unb miteinander verbunden ein
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gleidhjeitiges Dreied gebem. Der entjtehende Korper ift ein dem
Bwilfilach) einbejdhriebener bon zwanzig regelméiBigen Dreieden be-
grenzter regelmifiger Sirper, bet dem je fiinf Flahen zu einer Ede
gehoren. Wibhrend basd Zwolfflach 12 Fladen, 20 Ecen und 30 Kanten
bat, hat der neue Korper 12 Eden, 20 Fladen
und 30 Kanten. Er Heipt dad regelmdahige
Bwanzigflad oder Jfojaeder.

Die Mitten feiner Dreiedsflacden bilben
ein ihm einbejchricbenes regelmdBiged Bwolf-
flad). Jn Fig. 163 ift ed in Der der Fig. 158
entiprecdhenden Lage gezeichnet.

b) Dag Neb Dded regelmdRigen
Biwanzigflads zu zeidnen

Sn Jig. 164 ift dad MNep gegeichnet,
wobet vom Dreiede ABC aus-
gegangen ijt. Jn die Winfel jind
jtetd bie Bablen eingejdhrieben,
welche angeben, welde Eden bei
ver Bilbung des PMobelld zujam:
menfallen. (Jm BVorfurjugd § 90
ift dieje Ungelegenbhert emgehender
exfrtert tworden.)

¢) Die Eden, bdie Fliden
und die Kanten desd Bwilfflads
hangen mit ben Fladen beziv.
Eden und Kanten des Jwanjig:
flady3 ebenjo eng zujammen, iwie
die Ded Wiirfeld und Dftaeders.
NMan nennt jededmal den einen
Sorper den veziprofen ded anbeven.
Bwei Flachen bed etnen entjprechen
aei Ccpunften ded anderen, Dder
Edynittlinie der erfteren entjpricht
pie Berbindbungslinie der l(ebteren.
Denft man fid) den einen Korper
ald den etnbejdjriebenen De3 amn=
peren, fo entpricht jeber Geraben
an  bem einen eine fie redt
winfelig freuzenbe Gerade Ddes
anberen. (Dem Achienfreuze Dded einen entfpreden Geraben, bdie

Fig. 163,

in  unendlicher Cniferung fiegen und jene Wdjen reditwinfelig
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freugen. Died gilt von jeder duvd) den Mittelpuntt gehenven Ge-
vaden.) Dev BVerbindungdlinie jiveier Gegeneden des Dftaebers 3. B.
entfpricht bie Sdnittlinie ber zugehbrigen pavallelen Gegenflachen des
Wiirfe(s. Der BVerbinbungdlinie der IMitten sweter Gegenfeiten ded
Wiirfels entfpricht die Schnittlinie Ddex sugebirigen parallelen Gveny
fachen Des Oftacbers. Der durd) die Ecden gehenden Qugel ded einen
entipricht die die Fldchen Deriihrende Kugel bes anmbeven. Der Wuj:
jebung fenfrechter Pyvamiden auf dem einen entfpridit regelmifige
Abftumpfung dev Gden de3 anderen ufw. So fommt e3, ba man
pon Dem eimen Korper unmittelbar auf den anberen dhliefen Tann.
Eintge folche Scliiffe jollen gezogen und nadytraglic) betiejen twerden.
e adyt Gden des regelmipigen Brdliflachs (iegen fidh als Eden
eines einbefdricbenen Witrfeld betracdhten. Da jebedmal nur eine
Diagonale jedes Fiinfedd al3 Wiirfeltante zur Geltung fam, jo licken
fi) dem Ribrper fitnf Wiirfel

Fig. 165. einbefchreiben. Jedem Wiirfel

| aber Tiefen fich zwei Jwiliflache
umbefchreiben, dad der mit +
beseichneten Flacdhen dez be-
treffenden  Pyramidenviirield
und das der mit — begeid:
neten Jlachen. Beide Bwidlf-
3B flade find um 90" gegen em-
ander gebreht.  Folglidh: Je
adht Fladen bded regel:
maphigen Bwanzigflads
fajfen fid) als Fladen
eined umbejdhriebenen
Adhtiladhs betradten. Jn
Fig. 165 find die betreffenden
Borberflachen f{draffiert worben, bdie bvier entjprechenden hinteren
Slichen gehoren nod) dazu. (€8 wird fid) seigen, dah BD wmd ED
ftetig geteilt find, jobap bei BD ber grofere Teil oben, Det ED
unten liegt. @benfo ift BE ftetig geteilt, die Beidmung aljo feidht
anufertigen.) Die Kante DE geht durc) eine Ecfe des Jtojaederd und
liegt mit der von Der Achfe M D DHalbierten Firftlinie in einer Haupt:
jhnittebene der sugehbrigen Pyramide. Da aber jebe Sante biefer
Gde ald Firftlinie betrachtet werben famm, find fiinf jolder Dftaeder-
fanten durd) jebe Gde moglid). Folglich Taffen fih dem Bwanzig:
flach fiinf Dftacder umbefchreiben. Tedem Dftacder laffen fich ziver
Bwanzigilade einbejdyreiben, die wm 90° gegeneinander gedreht find,




Regelmipiges Bwanzigilad. 295

3. 8. um bdie Achfe CD. Unten find die beiden Kovper pavgejtellt.
(Fig. 167).

Die Deiben demjelben Wiirfel umbejchriebenen Jwilfflace Haben
einen Pyramidenviiciel gemein, bei dem die BVerlingerung ver Palb-
adhjen einer ftetigen Teilung
entiprad). Folglich: Die bei-
vpen bemfelben Dftaeper
angehdrigen Jfojaecber
find Dbemfelben abge-
jtumpften Dftaeder eim-
befchrieben, bei bem Die
Abjtumpfung einer fteti
gen Teilung der Halb-
adhfe entipridht. Der Witr:
fel und Die beiden ihm um=
bejdyriecbenenBiviliflacie haber
diefelbe umbejchriebene Kugel,
per Pyramidentviicfel und die
beiben Bwolfflache haben die
felbe einbejhricbene Rugel.
Bolglich :

DagOftaeder
und bdie beiden
ibm einbejdrie-
benen Bwanzig-
fladje Haben Ddie:
felbe einbejdrie:
bene Qugel; da?d
abgeftumpfte Of-
taeber unbd Ddie
beiben Bwanzig:
flade Haben die-
jelbe umbefdyrie-
bene Qugel

Su  Fig. 166
find die beiben dem- B
jelben Witrfel um= O
bejchriebenen Jwilf: Ny
flache inihrer Durch-
dringung dargejtellt. Das eine von beiben ijt jchraffiert worben. Der Wiirfel
und ebenjo der gemeinfchaftliche Pyvamidentviiviel find (eicht u erfemen.

Ftg. 166.
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&ig. 167 fjtellt die beiden bdemfelben Dftaeber einbejdyricbenen
Kfofacdber in ihrer Durddringung dar. Dad eine von beiden 1jt
draffiert worben, nur war bei der Sdyraffievung folgenbed zu be-
achten: Jn ber Oftaederfliche BB D liegen el gleichieitige Dreiecte
JGH und J,G,H, ber beiben Bwanzigilade aufeinanbder und bilben
etnen unvegelmaBigen Sedpeditern. (€3 wird fich zeigen, dap jebe
Dftaeberfante, 3. B. BD, auf jwei Wrten ftetig geteilt ift, 3 B. in
H und H,.) Bei den iiberichiegenden Dreieden bes Sterns, bdie dem
idraffiecten Oftaeder angehiren, ift die Sdraffieung angedeutef, die
gemeinjdaftlihe Jldde ift unjdraffiert gelafjen. Diefem Sedyseditern

entipricht in Fig. 166

. oie an der entjpreden=

5 < den Wiirfelede befind-
fiche ,CSternede” mit
e einjpringenden  LWin-

feln.

Fig. 168.

S G
o : Das Oltaeder 1jt

pureh quabdratifche
il Bladen  abgeftumpit
===l (entedt), von Ddenen
A . —i nur bie Diagonalen
- gegeidhnet find.
t PMan verjuche 3u
| jedem  Punfte ober
jeder Flade der einen
‘ © Gigur bie jugehorige
Slade Dbezw. den Fu=
gehorigen ‘Punft der
2 anderen zu bejtimmen,
st jeder Rante bder
ginenn bie jugebbrige rechttvinflig Freuzende Kante der anberen auf:
sufinden.

d) Bum DBeweife ded oben Gejagten veidt folgendes Hin.

[ Jig. 168 ift ein Adhfentrenz gezeidnet. Cine jetmer Halb-
acdhjen ift in B nadh) dem goldenen Sdhnitte geteilt. Der grofere Teil a
ift an jebem Achjenenbe nach ziwei entgegengejessten Achjenrichtungen ald
Lot angebradht worden. E3 wird behauptet, dah die 3wolf
Cndpunfte diefer in der Figur gezeidyneten Lote die Eden
eined vegelmdBigen Jfofaebers jind.

Beweis. FC'=FE*4 EC*=FE*+4 HC?+4 HE®. Eest
wan MB=a, BA=20, aljp M A= a-+}0b, jo exhilt man FE=aq,

ke
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HC — -”- c"|/';') + 1), H_JI =2 I;'_la-"':f_r —1). Daber witd FO*=do®
+ - (5 - 21/5) —§— (h4+1—2 ]"13'_3 = dat—(2q) D
FG=32a, FO =24 me ebenfo GC = 2a ijt, fo it FGC emn
gleichfeitiges Dreied. Soldher gleihieitigen Dretede laffen fih) an dem
®ebilbe 3wanzig nadeifen, folglih find die Ccen die emed regels
migigen Jwanzigiladh.

Bemerfung. Verlingert man jede Halbachje nod) wm a, jo find
die meuen Wchfen ftetig geteilt und man erhilt die Edpuntte des einen
pem Sfofaeber wmbejchrichenen Oftaeders. Daf 3. B. die Kante DE
in §ig. 165 fjtetig geteilt ift, folgt aud dem Pavalleligmus von KM
und der , Firftlinie’. Jm Jfofacder befinden fidh 3 = 5 gleichberech-
tigte Achjentreuge, cbenjo im Dodelaeder.

Die Verbindbungslinte jeded Flachenmittelpuntted mit dem Mittel:
punfte deg Korpers gibt den Radiud dev einbejdyriebenen Kugel. Die
Sliche FKC liegt fo in dem zugehorigen Oftacder ded Achjenirveuses,
baf o mit allen Adhfen biefelben Wintel bilbet. €2 hat ndmbid die
Qage einer Wiirfeldiagonale fiiv die normale Wiivfeljtellung. Demnad
ift die zugehirige Ytormalfliiche, wie behauptet war, eine Dftaederjladhe.

[e) Der Radiug der umbejdhriebenen Kugel desd Q\fmm‘m; uqtht
fich bei der gewahlten X Beseichmung aud FM>= ME+EF=(a+b)*+a®
=| “ (V5 + ;J +at="[5+1+2Vb+4]=7 gl.a +1/5),

o o ,-’ ‘P—— 15"
jodaf unter Vorausdfepung der Kante b= 2 der Rabdiug » —r:] dl

e e . ’ o .IFI. § f‘”:"] ]I -l, {'T]. 7 f_.-".:‘] el 1;" 5
ijt. Jiiv die Kante & ift dbemnad) r = l = = l e

Der Radiud Dber einbefchrichenen RKugel ergibt fih aus
— ME®— (LEC)%. Hier ift die Pohe EC bed gleidyjeitigen

P\t niEa ol 2 2a o o R i 1 /o
Dreieds von Seite 2a gleid —- V8 —=a)/3, alfo LEC=3a)3

S(V5+1)| — (V3 = 7(6 + 2V/5)

2

= a)/t ©o folgt o=

@ a 2
(15 (1 e e a* g(* =

s LAY V_-',_.]_..:_I.:”._— 9+3)5—2]= — e V'5). Dem:

v 7R . i)
l 74 816

nach ift Gei der RKamte & = 2a bder Radiud ¢ =a a Titr
]
ok } ‘sp 5 'lr‘i B
) - = = [ L/ ! .
bie SKante % aljp ift o / ~ |

t) Wujgabe. Das n;a_fm_ncbcr. im Anjdhlup an Fig. 168
im Aufrif zu zeidnen.
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Wuflojung. Die in Fig. 169 gegebene Darjtellung unterjcheivet
fih von ber in Fig. 163 und 168 gegebenen nur dadurd), bap bie
oritte Adpje in der Liange Null erjcheint,
ebentfo  Die beiden zu ihr parallelen Firjt
(inten.

Der Grundrip ift leicht dagu zu fon-
jftruieren. Gr fieht ebenjo aud und ijf nur
um 90° gebreht zu zeidhnen.

g) Die Grund- und Aufripzeid:
nung des Jfofaeders nad) der Auj:
flappmethode herzuijtellen. JInFig.170
jind im Grundrif zundadjt fiinf gleidjeitige
Dretede  regelmdpig um  einen Punit
gruppiert tworden, twobei bdad cine eine fjenfrechte ©eite Daben
foll.  Syebes Dreted foll um eine Achie gedreht werben, bdie durd) den
gemeinjdajtlichen Edpunit M geht und zuvr Dbetveffenden l&)eqmivitc
pacallel ijt. Die Dreh-

Fig. 170.
v ung joll jo tveit geben,
/\\ bis bie Ranten gleich-
; \‘\ mifig aneinander
/ o f"“';” \7‘" jtoken, jodap eine Art
,f' \-. s Tridhter entjteht, .9

eine auf bder Spibe

‘\4\42—@;;; ﬁiﬂ’f} baloncievende  flinfjjer:

X tige Pyramide. Dabei

: 7-}.‘ ﬁ: . HPIU'H _ bewegen fid) 3 °B. bie
i T B Projeftionen von A
' : '-__! Lt und B normal gegen

ol il

o |
\ f
A \ F)
"l 1
Y 3 A {
WG L ST
A >
T . \ /y
e g yo
b 8 ,; ~
b g Y
\ \\"‘-. S— =t

AB. Gbenjo maden e3 bdie fibrigen Wufenpuntte, und jo entjteht in
ber Figur baz Gvundrififiinfed NLOPQ, defjen Cden mit M 3u
perbinden jind.



«
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Der Aufrifs diefes Trichters entiteht folgendermapen: M, A und B
qeben, auf die Grumblinic des Unjrifjed projistect, DL, A, und (By).
Pan jdlage mit DL A, einen Rveisbogen um M fo toeit, bid NN,
und (L) fenfrecht iiber NL Tiegen. Damit ift die Hihenlage fiix
oa3 Fiinfed N, L,0, P, Q, gefunbden. Bugleid) zeigt fih, dap bdurd)
die Gevade I, Q, beyw. I, O, die Ebene des Fiinfeds I, @ Iy Vy 0,
bargeftellt ift. Diefed Fiinfed erfdheint in berjelben Rrojeftionszeid)
nung ivie dad vorige, aljo ift MG — P,Q, md QR = @ Ny,
alio A P, M, Q, gleichjchenflig und, wenn man nodh) P, R, 3tebt,
AQ M N, = @PR. Mt R ift die Hobenlage filr bag obere
Sitnfed R, V, S, Wy T, gefunden. Der oberfte FTrichter (Pyramide) ift

¢

ig. 171 a. F¥ig. 171 b,

= _'fl__J'— ".'—'ll:_l

\ \
e

aum  unterjten fongruent ju seichnen, jedod) entjprecdend au drehen.
Die Figur ift leiht u vollenden. Dev Aufrif ftimmt mit dem in
Fig. 169 gegebenen itbevein, mur find 3tei dber fdrigen Parallelen
Borijontal geftellt worden, bie Udje AB bagegen fenfrecht. Gegen
Q,S, finbet Symmetrie jtatt. Sn ber nebenftehenden Figur ift Der
®rundrify vollendet, der fidh ald ein reqelmapiged Sehued mit jtvel
einbefchricbenen Fiinfeden und den augehovigen Rabdien daritellt.

h) Yujgabe. Den Grundrif Fig. 170 fo zu brefen, daf aivet
Behnedsieiten fenfrecdht werdem. Jm Yufrif findet danm nur Hovi-
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sontalverjhicbung jtatt, und die Figur wird fymmetrijd) gegen eine
vertifale Achie.

i) ufgabe. Dasd auf einer Fliche ftehende Jtojacder im Grund:
und Wnfrif davzuftellen. (Jn Fig. 171 b ift die Anfgabe geldft. Dabet
ift geseigt, baf, wenn man im Grundrif diefelben Hilfstretie wabhlt
ie beim Pentagondbobdefacder, die vier Punitihichten ded Aufrifjes in
dpiefelben Hohen fallen toie bei diefem. Der Sdhitfer fithre die Kon=
fteuftion und die Beweife jelbjt ausd.)

14) Ginige Halbftumpfe und ihre veziprofen Kirper.
Mnter Halbjtumpf joll ein Kbrper verftanden werben, der dadurch aus
einemt anberen entfteht, daf man die Ranten des lepteren Halbiert und
die Abjtumpfung der Eden (Entedung) 6i3 dorvthin dburdyithrt. Dabet
fannt Dexjelbe Rovper aus jwei verjdjiedenen entjtehen.

a) Der Halbftumpf des vegelmipigen Ucbtilachd ijt in Fig. 172
geseichnet. Gr it jugleid) der Halbjtumpf des Wiirfeld. Seine Flachen
find fechd Quabdrate und adt regelmdpige Dreiecte.

Fig. 173.
B
Fig. 172. = e s
T e e P
A A T
v b}
; / o
./ \ \\
et B 1
S — = A 1
A = e
S |
e i
Sre
i |
= \ ! ‘//,I'
™, -
M o
- i
X i
S s
il f{
..")V
q_____‘__p il
B

Die Flachenmitten bdiefed Korperd bilden ein Rhombenzwilijlad,
weldhes demnacd) ber veziprofe Kbrper iff.  Der Wbjtumpfung bed
Wiirfels ober Oftaeders 0i3 zur RKantemmitte entjpridht alio ein Auf:
fepen fo hober Pyramiven auf die Wiirfelflachen oder Dftaederflichen,
bak je awet benadbarte Pyramidenfliden in bdiejelbe Ebene fallen
und wmur die Halbe Anzahl von Fladen bejtehen bleibt.

b) Der Halbjtumpf des regelmipigen Jwanzigiladd ift in Fig. 173
pargejtellt, ©r it ugleidh der bes regelmdfigen Bwilfflachs. Er
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seigt als Flacden wilf regelmapige Fiinfede und jwanzig gleihjertige

Dreiede. Dem Achjentreuze entipricht etn einbejdyriebenes Lftaeder.
Die Flachenmitten bdiefed RKovpers [iegen auf einem Rhomben-

preifigilach. Diefed ijt in Fig. 174 davgejtellt. Beide Korper find

rejiprof  jueinander.  Die

unterite und oberjte Fldache glg 1t

ped  Rbhombendreifigilachs, i

: i : 2t T B

pie vorderite und Dinterjte, R e

bie linfe und rvechte find b et

Fldachen eineg umbejchriebe: B x)ir,f---f--'*},”:

nen Wiirfels. /,«-"I{U\- .'
Jn bad  regelmdpige 3 Z |

Awdlfflach laffen fid tm | o sl '

gangen fitnf Witrel einjtellen. Ju _ H““\,-h;____

Die dreipig Witrfelflacgen |1 \N & L \ |

umbiillen  ein  NRhomben: H\\_: o s H

oreifigiladh), wdhrend die N\ . B /S | G

e e o : SN i i 3 =
Eden ber Wiirfel (von denen R ey / Z
je el gujammenfallen, jo: o
paf ihre Bahl ¥ = 20 Dbe
trdgt) bie Eden bdes Dobefaeberd bilben.

Um bad vegelmafige Bwanzigilad laffen fih im gamgen Ffitnf
Dfttaeber legen. Die bierzig Hlachen diefer Oftaeber, vonm demen je
stwel in diefelbe Ghene fallen, jodbafy nur zwanzig jelbitindig bejtehen,
umbitllen das Stojaeber, die bdreiffig Cden bder Oftaeder liegen aber
i pen Ecfen ded durd Fig. 173 bdargejtellten Halbjtumpis.

Auf die Flahen einesd Rpombendreipigilachd lajjen fid) die Kanten
eines vegelmdfigen Bwidliflachs zetdmen. Die betreffenden Fiinfece
werdent durch bdie Fleinen Diagonalen der Nhomben gebilbet.  Aber

aud) die Lanten eined vegelmipigen Swanzigilads lafjen fid) aufzeichnen.
®ie betreffenden Dreiefe werden bdurch die gvoen Diagonalen der
Rhomben gebildet.

Da Oy Dy Diagonale des Finfedds und gleiy CD ijt, A, B,
bagegen alg Finfedsfeite auftritt, fo verhalten fich bie Eleineven und
bie groferen Dingonalen jeded Rbombus wie die Teile einer ftetig
geteilten Geraden. Dad Nep bes Korperd ift daher mit Hilfe eined
tegelmafigen Fiinfedd ober ber ftetigen Teilung lewdht herzuitellen.
Su Fig. 175 ift die Hiljte bes Neped gezeichnet und dabet angedentet,
elche Gcden beim Bilben bes Mobdelles zujammenfallen.

Die genannten Eigenidaften Des Rhombendreifigilachs hingen
bamit jujammen, daf e8 der Bwijdenfall fitr dag Pyramidenzriliflad)




302 Stercometrie I Witrfel und aud ihm abgeleitcte Korper.

besv. a3 Pyramidengmwanzigilad) ift, bei dem je stvet Byramiden-
5-12 320
== besw. —— obex

fldchen u einer ujammenjallen, jodbaB nur
30 Jlachen bejtehen bleiben.
Diefen Cigenjdaften ftehen reyiprofe bed jugehirvigen palbjtumpis
gegeniiber, welche aufsujucdjen dem Sdbitler itberlaffen bleiben joll. —
Shuliche Betvachtungen verjude man fiiv dasd
Rhombendodefacber und den Halbjtumpf des Wiirfels

1 augzufiihren.

\ /| Fig. 175. Dexr  Halb:

1 X / {

\\ ; T 7 £ 5oz T

e 1/ 4';%- A fumpf bes Te-
Nt T T Sl traeders 1)t em

Dftaeder.

15) LWie
fich bem Rbom:-
benbobefaeder
fiinf2Biirfel ein=
bejdyreiben laj-
fert, lajfen fidh
ihm auc) 3ehn
Tetraeder ein:
bejdhreiben,
benn in jebem
Wiirfel fonnen
jiel eingezeidy
net toerber.
Bon bdiefen Tetvaebern fann man je fiinf ausjucen, die feine Ecfe
miteinander gemein Hhaben.

I'.f'?//

Denft man fidh aljo die jwanzig Een eined regelmdfigen Jroblf-
flachd gezeichnet, jo famn man ftetd je bier ald Ecfen eined Tetraebders
betracdpten.  Diefe Tefvaeber bilben ben jogenanuten ©tern der fiinj
Tetraeder. Diefer ift durd) Fig. 176 davgeftellt. So find 3. B.
A,, By, C,, D, Gden eines Tetraeders, davon D; bie auf per Miid:
feite au benfende. (Der Punft Hat nod) eine anbere BVedeutung. Sede
Tetraederfante ift an zwei Stellen ftetig geteilt, 3. B. ByCy i Dy
und in dem durc) A. verdedten Punfte, aud) ift jie halbiert an ver
Stelle, wo fjie 3wijden zwei Tetvaederflichen Ivieder fidhtbar twerden
mbehte, ofue jedod) ind Frete zu gelangen. Jebe ber auftretenden
Scnittlinien qeht verlingert bdurd) eine Dder Tetvaedereden. i
swanzlg Flachen umbiillen ein Jfofaeder.)

¢

"
[
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Um dag Jfofaeder lieen fidh) fiinf Oftaeber [egen, bom bdenen
jebed ztvei umbejdjriebene Tetvaeder ald Halbjladner hat. Wihit man
pont den jehn Tetvaedern eben-
fall8 fiinf voneinander frete aus,
jo entjteht tvieder ein Stern von
filnf Tetraedern. Der reziprofe
Rirper zu etnem jolchen Tetras
eberftern ijt aljo ivieder etw
jolcher. —

16) Bemerfungen iiber
bie regelmdaBigen oder Pla-
tonifden Korper. LVon ben
regelmifigen Korpern jind drei
von gleichieitigen Dreieden be-
grenat. Beim Tetvaeber ftofen
in jeber Gefe dret Deetede zu-
jammen, Dbetm Oftaeder wvier,
beim Qfofaeber  fiinf. Ein :
jeitever von Dreieden begrenzter Kidvper ift nicht mioglich, denn fech
gleichieitige Dretecde bilben feine Ede, jonbern fallen, da 6 - 60° = 360
ift, in Diefelbe Gbene. Cin Wintel von mehr ald 360° ijt ferner
unmbglich, da die Summe der Winfel um einen Punft bei einer Ton-
peren Ede 360° nidt iiberjteigen fanm.

Ein vegelmapiger Korper, der Wiirfel, ift von Quadraten begrent,
pont Demen je drei in jeder Ede zujammenftoBen. Ein tweiterer von
Quabdraten beqrenzter Korper ift unmiglich, denn vier Quadrate bilden
feine Gcfe, fie fallen in Ddiefelbe ECbene, da 4 - 90° = 360° ift. Nodh
mehr Caadrate fonnen erft vecdht feine ©de bilben.

Cin regelmifiger Kbrper, dagd Jwilfjlad), war von regelmifigen
Giinfecfen begrenzt. Ein tweiterer bon jolden begrenster Sdrper ijt
unmbglih, da 4 -108% = 432° den Wintel von 360° Jchon iiberichreitet.

Ein von regelmdpigen Sedygeden begrenzter Kirber 1jt unmibglid),
beun drei {older Fladhen fonnen feine Ccfe bilden, fondern jie fallen,
ba 8 -120° = 360° ift, in Diejelbe Ehene.

Bei drei Siebeneden twiirde ber Winfel bon 360° jdhon tveit
{iberjchritten twerden. Folglich gibt s micht mehr ald die genannten
fitnf reqelmdpigen BVielflache. WLE Grenzfall, d. §. ald regelmdiBiges
Unendlichflach, Fonmmen nur die Kugel oder etwa die unbegrengte ECbene
geften, Denm auf der leteren laffen fich umenblich viele gleichieitige
Dreiecfe oder Quadrate oder rvegelmdapige Sed)ecte Hidenlod aneinanber
jchliefsen.

Fig. 176.

= By
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Von den fitnf vegelmdpigen Polyedern find das Awbliflach und
vas Bmwangigilach rveziprofe. Die Jahl dev Fldaden, Santen, Cden it
beim erfteven 12, 30, 20, beim lepteren 20, 30, 12. Den Fiinfecen
ped erjteren {'uhpud]ul fiinfedige Qanten bed lepyteren, den dreifantigen
Geen Des evfteren die Dretece bed lehteren. eziprol find ach Liirfel
and Oftaeder. Die Detveffenden Bahlen find bet beiben 6, 12, 8 beziv.
8, 12, 6. Das Tetveader ift su fich felbjt veziprof. Die Jahlen find 4,

4. Man bezeichnet diefe fiinf Korper ald dre Rlatonijchen Krper.

i.'m Bemerfungen iber Halbregelmifige ober Ardyimes
pifdhe Rbrper und ihrve vegiprofen. Kirper, bie pon regelmdRigen
,\Imlw*t perjchiedener Art mgml«,t find, pilegt man alé halbregelmdpige
Qirper 3u Degeidhnen.  Hievher gehbren cigentlich anc) alle Saulen
pon regelmapiger Grunbdjldche und quadratifhen ©ertenflacdjen (Der
RWiirfel ift auszuidhlicken). Da aber dann Ddie Anzahl der Formen
unendlich qrof fein wiirde, pilegt man die Saulen aus ssujdliepen und
T mmu Formen hierher zu rvedmen.

3u ben Dalbregelmdfigen ober *T[ldjmu,bmlmr Sorpern gehoren
bie beiden oben betracdhteten Halbjtumpfe de3d Wiirfeld (oder Achtjlachs)
ud ded Bwblfflachs (oder Bwangigilachs). €& gibt jolde Korper
mit awei Arten von Fladhen, die Dreiece und Quabdrate, Dreiede und
Gedysede, Quabdrate und Sedhdede, Dreiede und ﬂtd}tvrﬁ Dreiede und
Fitnfede, Sedhsede und Fiinfede, Jehnede und Dretece fein founen.
Yndere hoben dret Avten vegelmdfiger Fldden, 5 B. AUdptede, Sedydede
and Quadrate, ober Fiinfede, Dreiede und Duadrate, ober Fehnede,
Sechecte und Duadrate. Damit ijt die Anzahl der Miqlicheiten bejchloffen.

Auch die Archimedijchen Kbrper haben ihre veziprofen. ©o ge:
povte zum Palbftumpi dved Wiirfels dad Rhombenbodefaeder, um
Salbftumpi bed Bwiliflach3 daz RHombendreipigilad). Das erjtere
hatte rvegelmdfige Dreifanteden und regelmdpige Bievfantecden, welde
dbie reziprofen Gebilbe der Dreiede und Duabrate find. Beim Rbomben:
dreifiigilach Dagegen gab e3 regelmipige Dreifanteden und Fitnjtantecen
ald Bilber der vegelmipigen Dreiede umd Fiinfecte.  Die reziprofen
Q@prper der Urchimedijchen twerden auch als antavchimedi) jche Dezeichet.

Niber auf diefe Gebilde einzugehen, iviirde ju eit fithren.®)
(Auf die Kepler-Poinfotihen Kirper und auj bdie verjdyiedenen
Qriftallformen jei befonberds aufmerfiom gemadht.)

Teitered Material findet man im Anhange des ‘Jﬁmmrlu« in bed Bey:
fafiexs , Einfithrung in dasd jtereometrijde Beidhnen’, Leipsig Dei
B. . Teubner, und in ]_Li.]].t!l[ pierbdnbigen Werke , Elemente der Stereo-
mefrie’, Qeipyig bei &. J. Gojden.
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