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[II. Die Funftionen ded ftumpien Wintele unbd dad allgemeine Dreie. 261

14) Das regelmdpige Bieled. Sind » und die Seitengahl »

: N . s TN - 360° .
gegebert, fo ift Der Bentritvinfel fitr jede Seite ¢ = _;1 ;. der Winfel
MEA. B S : o 1807
an der Bafis jedes Cingeldreieds ift f = 90° — - oder f = 90° — - =
w e . W g 3 a
Aud r und 5 ober § lift fid) bie BVafis, die Hihe, die Flade des
Ginjeldbreiedd bevecdhnen, fodbaB aud) am Bieled alled berechnet
werben fann.
Fitgre bdies durd) am 5:Gd, 10-Cd, 15-Ck, am 8:Ed und
16-Gd ufio. Neben n fann ftatt » aud) gegeben fein o, «, w, F' ujt.
Yuch bie fibrig Hleibenben Segmente des Um-Kreifes lafjen jich) berechnen.

1. Mie Funktionen des fumpfen Winkels und das
allgemeine Dreied.

15) Qn Fig. 134 fei e ein frumpfer Winfel.  Fdllt man ebenjo
wie in Fig. 132 von B aud auf den Scenfel M C ein Lot, und ijt
MB =1, jo nennt man naturgemafp
die Projeftion M A von MB iie e
porher die Rojinudlinie. Da biefe
aber auf die NRitdverlingerung bdes
iwiederum al3 pofitiv aufzufafjenden
Sdienfeld MC fallt, fo mu man
MA alg negativ auffaffen.®) Aus
sin e = V1 cos® @ foiirbe, wenn
man bad Fortbejtehen diefer Fornel
verfangt, 4 B al3 Sinudlinie folgen,
benn o3 it AB = V1 — MA?
wobei M A aud) negativ fein fanu.
Da aber jebt die Sinuslinie diejelbe
Richtung tvie vorher Hat, fo ift fie .
wiederum alé pofitiv aufzufaifen. — \
Rergleicht man bdie Kojinusd- und bie
Sinuslinie des ftumpfen Winteld «
mit der feined Supplementivintels :
B = 180° — «, fo erfennt man, D

#) Bergleidje die geometrijhe Darjtellung pojitiver und negativer Grogen
i Figur 129,
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baf bdie entjprechenden Qimien fitr beide TWintel abjolut genmommen
einander gleic find, alfo aud) bie Sinud felbjt, und war ijt

1) sin o = sin (180° — ), cose = — co0s (180" — «).

Solglich mup jein:

sin o gin (180" — &) CO8 — cos (180" )
cose  — mjé (180" — a) nd sin ¢ 8in ::I-HU" e
. b
2) tane = — tan (15‘0“ — @), Ccote = — cCOl i:IH(_!“ — &).

Qepteres erfennt man aud) an dber Figur, benn erftend fchneidet die
in ¢ bevithrende Tangente ben viidwdrts verldngerten Sdentel M B
in D, fodbaf bdie Tangentenlinie CD jebt nach unten gevichtet,
p. h. negativ ift, ferner it CD = — CD,. Ebenjo ijt die nady l(ints
gebenbe, in F berithrende Qotangentenlinie FE jebt negativ und
abjolut gleid) FE,. Man Hat alfo den Sab:

Die Funftionen von Supplementwinfeln jind abjolut
gemommen eimander gleid), und ed unterjcheiden jidh nux
Q@ojinus, Tangente und Kotangente jolder Wintel dburd) das
Borzeiden. (Deshalb find Tafeln fiir die ftumpfen Winkel ftberflitifig.)

Bei pem Aufjchlagen des Winfeld fiiv einen gegebenen Sinus
gibt e3 aljo ftetd swei Winfel, den betrefjenden jpiben und feinen
fumpfen Supplementwintel. Dad Nufihlagen de3 Winfeld Ffiiv bdie
fibrigen Funftionen gibt aber Det pojitiven Winfeln swifchen 0" und
180" nuy einen eingigen Wert.

Durd) bdiefe Ausdehnung des Begrifie der trigonometrijdyen
Sunftionen auf fhumbfe Winkel tird der Betweis einiger Sige v
pa3 allgemeine Drete evmiglicht, aus denen leidhte Berechnung3arten
fitr Diefed folgen.

16) Der Sinudjoh. Sn jedem Dreied verhalten jid) die
Geiten tvie die Sinud der gegeniiberliegenden Winfel

ip. 13ba.
_/T‘-._ Fig. 135 b.
; I\ o~
! = L N Tl
1 x MR e
A =i
X oy
ar L L+ \ J”f —
- bt i e
ey S e e - o T o, oo
Beteis. Ju Fig. 135a Yt sine = ==, sin = ) folgldy
o @ ' :
h h e |
Sin o SN |:ﬂ = — — = —— b
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1L Die Funitionen ved ftumpfen Winfeld und das allgemeine Dreied.

Allgemein ijt alfo
) a:b:c=sine:sinf:smy.

[Beim ftumpfoinfligen Dreied in Fig. 135b ijt
; e \ g
sine =— sin (180" — o) = ==,
» “ ]

fonjt aflez, wie vorber.|

17) Der Kojinusjas. Das Duabdrat einer Dreiedsfeite ift
gleidh der Summebder Quabdratederbeidenanderen Seiten, ver:
mindert um dad doppelte Produft aus diefen beiden Seiten
und dem Rofjinusd dbed ein-
gejdhloffenen Wintels.

Beweis. J[n der Geo:

#ig. 1364,

>
il

metrie ijt in Ubjdmitt 258a Hlg %
. St i e
und b gezeigt tworden, dap in // D
rohe Drete (eE ol >
jedem Dreied T &
L el u,
] 2 1 B i et
=1 -|-— b® - 20bp Y .
s = ey ; / N i e
ift, je naddpem ber Seite ¢ e St
htenr S pner” Shsmnfer - Jhmtel oal e L — i
: . 1 .

gegenitberliegt.
Sm Falle des fpipen Winkeld (Fig. 136a) ift nun die Projeftion
p = acosy. Einjebung diecjes Werted qibt

2

o a9 >
¢? =@ 4+ b — 2ab cos

Sm Falle ded frumpfen Wintels (Fig. 136Db) ijt die Projettion

p == (I €OS (]8(.)“ — :,\; —

a cos y, was, oben en- Fig. 1861
gefest, ebenfalls & = a*
—+ b* — 2ab cos y qibt. I >

Wiihrend alfo die Geo- [F A 2,

metrie el Sibe zu unter- e :
jeheiden Hat, fennt die Trigo: /” 6 e o
nometrie nur den einen Sal: : . ' MH_.B

I-J I‘_"g--— a* —1— -J.-'?'—'.'.}rh'l: COS y.
Der Unterichied [iegt jebt in dem Ausdbrude cosy, der pofitiv fite
jpite, aber megativ fitv ftumpfe Winkel ijt.

18) Der Inhaltsjah. Der Inhalt cines Dreieds ift gleid)
pem Halben Produfte aus wei Seiten und dem Sinusd des
eingejdhlojjenen Wintels.




264 Dritte bteilung: Trigouometrie.
Bl B c-h, X :
Beweid, Jn Fig. 185a und 135b ijt F'= ~_*, alfo, da
hg = bsine ift, F'= i be sin .
Allgentein ift:
F= _1, ab siny = lr besine = 1, ca sin f.

19) Uufgabe. CEin Dreied zu bevednen aud zwei Seifen und
pem eingejchlofjenen Winfel. (Dem erften Kongruenzjabe entiprechend.)
Nuflofung. Sind o, b und yp gegeben, fo gibt der Kofinusfab

S 5 ; e I o @ sin y
0 = ;/;r ~+ b* — 2ab cosy. Ans bem Sinugjae jolgt sin ¢ — o 4
e, bsiny = * _ £
und sin g = = . PMan wahlt zum Rednen dad exfte ober das

goeite, je nadbem « ober b das Ileinere ift, denn daun Hhat man
feinen Bweifel itber fpif oder ftumpf. Dex bdritte Winfel folgt ausd
ber Winfeljumme 180° Jubalt F'=  ab siny.
20) Nujgabe. Cin Dreied zu bevehnen aud einer Seite und
wei Winteln. (Entfpricht dem jweiten Kongruenzjate.)
3 ] g1aBe.
Aujlojung. Sind a,  und y gegeben, jo folgt « = 180° — (8 4+ 7).
% s { e

em[

asiny
Aus dem Sinusdjape folgt b = — S
510 o

1 .
und ¢ =———; F=5absiny.

21) Aufgabe. Cin Dreied aud den drei Seiten ju Ferechnen.
(Dem britten Rongruenzjage entfprechend.)
© SuEis : £ i Ape 30 = 2 b — ¢®
Grite Lojung. Aus dem Kofinusiabe folgt cos y = A '-'*:;b :
(p ift fpib, wenn der Jdabler pojitiv, flumbf, wenn der Jahler negativ
ift.) Man fahre wie bet 19) mit dem Sinusfape fort.
Bweite Lojung. Nad) Geometrie NRr. 262 ijt

g [/- gt hrola —0+g@-cli—cle l} Ps Py
Rt o ” JI_ b e . '
a-+b+c : : s
oo p = 5 By ===, Pa=— P — Irf|l Ps— P ' l]T_
. o g o o 20 f 7] 20
Davaus folgt tan — = — Ctan & — — = .
Daraus folgt 2 P, —tI—|—IJ 2 Pe a—Db-e¢
¢ Y 0 EE\) > ] A -
3 . PN S e Trphe ber I8 . 1
(tan 3 5 T ey fann  jur Lu[f‘ mit der Winfeljumme
; 24 a b+ ¢
benust werben.) F = gp = o - +2; .
Dritte Lojung. Aus Geometrie Nr. 262 folgt =V p - p,-ps-
. vor G 2 . o I
ferner ift ' = F, folglid) iy = T, wobei « al3 gropte &-mfc an:

genommen tverden mag. Aud ben redhtvinfligen Dreiecfen folgt dann

-
W
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: h : h : . ot : :
siny = und sinf = —- (b, liegt innerhalb bes Dreieds, iveil

a bie grofite Seite war.)

22) Aufgabe. Gin Dreied zu bevednen aus jwei Seiten und
bem Der qriferen Ceite gegeniiberfiegenden Winfel. (Dem vierten
Qongruenzjabe entjprechend.)

Nufldjung. Gegeben a, b, « und a > b; dann gibt der Sinus-

2 . e : At bsin o .

jap Den fpigen Winfel f aud sinf=—", y= 180° — (e« + ),
@ sin y = Jio sex s

c g F=—absiny.

23) Nufgabe. Cin Dreied zu bevedhnen aud zwei Seiten und
bem ber feineren Geite gegeniiberliegenden Winfel. (Vem fiinften
Qongruenzjape entfprechend.)

uflijung. Geqgeben a, b, ¢ und a<b. Wan Hat el
Qojungen zu berechnen, bdie eine mit bem fpifen Winfel aus
i hosin ; . i o : : —
sin f = T bie andere mit Defjen ftumpfem Supplementivintel.
Die Werte fiir », ¢ und F bezw. y,, ¢, und F, .verden ivie vorber
gefunber.

24) Nufgabe. Weldhe Besiehung befteht beim Dreied wijdyen der
Seite a, dent gegeniiberliegenden << e und dem Rabius » ded Um-Kreifes?
Hufldjung. jt A BC dbas Dreied mit @, « und », o siehe
man von B aud den Durchmefier B A, ded Um-Rreifed und berbinde
A, mit €, bann it L BAC=0; =« (Reripheriemwintel), und

: : T AT T e e nn SR a
/A BCA, ijt ein redhtwinfliges Treted. Jn diejem 1jt sine, = o,
) . Y
= Ve Ve v - - v S - & u
folglich ift in Dem urfpriinglidhen Dretect ebenfalld sin « = 7
s b A c
Ebenfo ift sinf = AR L et

Bemerfung. Samtliche Aufgaben, die man ald Dreiedsion:
freuftionen mit Bivfel und Lineal duvdjfithren fann, laffen jich aud
als trigonometrijhe Rednungdaufgaben ausfiihren, wobei jedesmal
orei voneinander unabhiangige Stiide gegeben fein mitjjen. It
2. B. a und r gegeben, jo fann o nidt gegeben werden, jonbern man
fat e3 aud sine = .:’r su Devechnen; ein drittes ©tild, 3 . 4y,

muf nod) ald gegebene Gvofe herangezogen werben.
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25) Nujgabe. Cin Berggipfel C erfdeine von einem Punite A
per Meeredfliche aus unter bem Elevationdwintel (Crhshungswintel) .
Mm bdie Hohe und Lage bdes Verged zu bejtimmen, jegelt man um
eine meBbave Euifernung ¢ in der Ridhtung auf den Gipfel vorwarts,
woranf er von B aud unter dem griBeren Elevationdmwinfel g er:
fjeint. Wie Hody ift ber BVerg und in iweldher Entfernung von A
ift jein Gipfel auf der Landfarte jejtzulegen?

Wuflojung. Bervedine Seite AC im Dreied A BC, fobann die
©eiten ¢, ¢ und AC, im redtwintligen Dreied CC, 4, wo | Dder
Brojeftiondpuntt von C ift. (Die Keimmung der Erde joll vernad)-
[afjigt terden.)

26) Uufgabe. Gin BVerg auf etner Jujel fet 3000 m Hod.
Wie teit fann man vbon ihm aus diber den Ozean jehen, tvenn bdev
Rabding besd Crdforpers zu S60 Deilen (860 - 7420 m) angenominen
wird, und wie grof ift der Wintel zwijchen der bevechneten Tangente
und der Hovizontalen? (Deprefjionsivintel.)

uflojung. Nad) Sap 299 und Aufgabe 300b der Geometrie
it # =~ (k- 2r), wo ¢ dbie zu bevedhnende Tangente an ben Crd-
forper, 1 die Hihe des Berges und » der in demjelben Mage ge-
meffene Grdradius ift. Nadh BVevedhung der Tangente £ ijt ihr Be-
viirungspuntt auf den fenfredhten Radiud zu projizieren und ber
geforderte Winfel zu bevedhuen.

27) Nufgabe. Feldmefjer haben eine horizontale Standlinie 4 B
biesfeitd eines Stromesd gemeffen und wollen die Entjernungen A ¢ unbd
BC nad) einer Marke jenfeitd derjelben beftimmen. Wie grof find
biefe, wenn fid) beim Wifieren die Winkel C AL =— « und CBA = f§
ergeben? Davauf foll die Hiohe der Mavke, 3. B. eined Verggipfels,
bejtimmt iverden, mwenn «, der ju A gehorige Clevationdwintel ijt.

[28) ufgabe. Die geographijchen Breiten des Kaps ber guten
$Hoffnung und der Stadt BVerlin find 33°55” (jiidlich) und 5231
(nbrdlich). Beidbe Drte liegen nabheju auf demjelben Mevidiane.
Lalanbde beftimmte am 6. Degember 1751 zu Berlin den Jenit
abjtand des jiidlichen Mondbrandes im Momente ded Mieridiandurd)-
gangs u 41°16°, Lacaille fand am Kap gleidhzeitig 46°34°. €3
jei mun A dag Kap, B Berlin, ¢ die beobachtete Stelle bed Monbea.
Der Crdradiug tverde zu 860 Meilen angenommen. Wie bevechnet
man die Sehne A B? BWie grof jind die Winfel ded Dreiedd ABCY
Wie qrop find die Cnijernungen AC und BC? Wie grop ift der
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Durdhmefjer des Mondes, wemt er von B aus unter einem TWintel
pon 32 erjdjeint?]

29) Nadhtrag. JIn Nv. 19 ijt die Aufgabe geldft worden, das
Dreiect aus zwei Seiten und dem eingefdhlofienen Winkel Fu bervechnen.
Werdben dabel alle Stiide verlangt, jo wendet man befler den Tan-
gentenjap an. Diefer lautet:

Xn jebem Dreied findet fitr je zwei Winfel o und § und
fiir bie gegeniiberfiegenden Seiten folgende Beziehung jtatt:

e+ B
SEn 2 a -+ b
 e—p a—0
tan 3

(Suche died in Worten audzubriicen.)
Reweis, . Am Dreiect ABC in Fig. 136¢ fei CE =D und die
Rerlangerutg CD =1b, alfo BE=a — 1 utdb BD = a + b.

» wig. 1d6¢c
I. 5 - o
1% SR A
] 'I '-L\_‘ 2
LY /// 53 \..?_
; o \_\.i =

9
y
/
']
!

o b ol

B,
=
A
[,
B
!
Vel
\
o
=~
h -

Die Verbindbungdlinie DA it big zum Sdjnitte mit dem Yote BF

% e g : (1] pf v
verldngert. Dabei it L CDA = 3, folglidy, ba - + 5 -{- :

R . : ' o 4 f , e
— 90° ift, < BF'D = gpt i L e Tt 2, Ferner ift BEAF

&) -2
ein  Sefnenvieved, Denm feime Wintel ber A und B jind redye

(2 EAD = (90° — ?) + £ = 90%), alfo ift SCAFE =< al8

: e Ay S L e = ‘ ; a—
Peripheriewintel iiber A E, folgli) s< BFE = = . e f=— e,
- B BD a b . o — @ BE a—b

Nun 1jt tan = 5 P — BF I—’I_I , unbd tan — P — BF = BIF':'
Durd) beiberfeitige Divifion folgt aud den leten Gleichungen

e g

BN a b

o — B ~— g —b>b
tan
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nwendung. Um ein Drveied aud a, b und p zu beredynen,

7
=
|
|-

" J ;
bilbet man « 4+ § = 180° — p, fodaf — ~ = 90° — i befannt
ift. Der Tangentenial giebt

o« —f a—b, o-p
4 e ¥ .
tan — P tan —

~ . (¢4 e i - §
Hat man tan —; P berechnet, fo ergeben bie Logarithmentafeln

_ o — o v — iy . i
pent Wert von —— Plogus “TF o 5 : folgen turc) Adbdition

und Subtraftion die Werte fiiv « und . (Cine Probe fiir die Ridytigeit
der Rechmung ergibt fich daraus, dah « + § -+ y = 180° fein muf.)
sin y

Der Wert von ¢ folgt aud bem Sinusjape als ¢ = a . -

Bufammenfiellung der widgtigfien Ergebnife.
1) Redtwintliges Dreicd.

; Eioel ia .
sing = — = ¢o3 § = cos (90" — «a).
P S )
] e SR |
CoB e = = Bl pic== SR 90 —a).
& _. J{.. 0 5
tane = — = cot § = cot (90" — a).
b . /
cot 0 = — = tanp = tan(90° — @)
8in o 1 08 € 1
tan ¢ = = - o ocote = . = .
COS & cot e’ Bl tan o
s . / A A / I3
sinfa 4+ cos’ae =1, cose=})1—sine, sine=J)1— cos«c
sin @ = sin (180" — «), COS ¢ = — COS {MJHUU — ),

tan @ = — cot (180° — «), cote = — tan (180" — «).
2) Fur das allgemeine Dreied ijt
a:b:c=sina:sinf:siny,
¢ =a"+ b — 2abcosy,
I = 1 absiny = Vpp, 919-;-5

S 11 Via+b+c)(—a —|— b —|— e)(a—b—4c¢)(a+b—c)=pe,
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