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Sritte - Abtetlung
Trigonometfrie.

Qefranfgebe der Unterjefunda.

I. Mie frigonometrifdien Funktionen am redyfwinkligen
Mreiedh.

1) Unter Trigonometvie (Dreieddmeptunit) verjteht man Die
Berechnung von Dreiecen aud drei gur Bevedynung geeigneten Stiiden.
Goldhe Beredhnungen fanden jhon in bder Geometrie ftatt. Sie bes
icheintten jich aber auj die Veftimmung von Seiten und Flachen,
fodfhrend Wintel nur infoweit jur Beredhnung famen, ald fie, tvie
oie Winfel 60° 30° 45° 36° u. {. . geometrijd fonftruiert werden
fonten. Auch waven die gegebenen Stitde in der HRegel nur Seiten
und Fladen, mue augnahmsiveije fonftruierbarve Winfel. Sdjon Ddie
QandmeRfunit beanfprud)t volle Befreiung von jenen Einjdrantungen.
Sie verfangt die Bevedhnung ded Dreiedd mit Hilfe beliebiger
MWintel und die BVerechnung beliebiger Winfel aus gegebenen Stiidern.
Das Biel der Trigonometrie bejteht zuniichit davin, jene Schranfen
aufgufeben. Bu diefem Biwede ift ed nbtig, stvijden den Setten
und Winfeln beftimmte Bezichungen aufzujtellen.

2) MNacdh der Uhnlidfeitslehre Haben redtwintlige Dreiede
biefelben Wintel, Jobald fie in einem Seitenverhilinis iibereinjtimmen.
Aus dem Ceitenverhiltnid alfo miiffen fich die fpiben Winfel be-
frimmen faffen; umgefehrt folgen aus den Winfeln die Seitenverhiltnifje

(4] -

Sit 3. 3. in Fig. 131 ==, o it o == 45% it =
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jo ift @ = 60° B = 30", denn e3 Handelt jich um die Haljte einesd
gleichjeitigen Dreied3, u. j. w.
Soldjer Seitenverhilinifje find fed)d miglich,

Sig. 181, e : o & ke b
Fig 18L. B Sy und ihre Umtehrungen =
G & 4 r

bl u

._ f’-i Nur mit dben Drei erftgenannten braudht man fid)
/ | su Defdhdftigen, die Cinridhtung ber Logavithmen:
|

: - b
tafe(n macht ed aber zwedmdpig, aud ., Devan:
|“  sugiehen.
/ | Die bier Dbezeichneten Seitenverhalinijfe bHat
: man mit dem Winfel o folgendermafen in Be:
| iehung gejebt:

e e a

g Man bezeichnet 5 a8 penn Sinug bed Win-
b GRS D e s o e e =
fel3 «, 5 ald ben Rojinud bdesjelben, i ald bie Tangente bes-

jetber, :, alg feine Sotangente.®)
Man jdreibt abgekiirat:

: T b a
sine = —, cose = —, tane = o,
. c bh!

b

cotax =

Sn Worten: Jm redtwintligen Dreied ift

der ©Sinug eined Winteld dad Verhdltnid der Gegenfathete zur
Hippotenuie,

per Rofinusd eines Winfeld das Werhdltnid der anliegenben
fathete zur Hypotenuje,

bie Tangente eined Winfeld dag Verhilinis bder Gegenfathete
sur anliegenden Kathete,

pie Rotangente ened Winfeld dad BVerhiltnid bder anliegenden
Rathete jur Gegentathete.

Weil biefe vier Verhiltniffe bon der Grofe der Winfel abhingig
find, bezeidhnet man fie al8 Funftionen der Dreieddwinfel ober
al3 bie trigonometrifdhen ober goniometrijden Funftiomen.

*) Die Juver hatten fiir die halbe Sehne dad Wort dschyld oder dschiva.
Die Araber iibernahmen e3 al8 dschiba. Wurden die BVofale nicht gejdrieben,
jo fonnte man lefen dschaib, wad Bujen, Herz, Tajde bebentet. Die faljde
Qesart biirgerte fich ein, und jo wurbe bie Uberfebung sinus (burd) Gerhard
bon Cremona) Herbeigefithrt. — Die iibrigen Worte werden jpdter gelegentlid)

G : o T RS e e =e=k
exldutert, Die Verhdltniffe ~ = Sefante bon o, und — Rofefante bon «

: b
find fiir die Sdulzwede fiberfliijfig.
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3) Beijpiele. Fiiv a=10 ift 9Ce= 45", und babei ift
E=a 4 b =24 alfo c=a}/2 =10)2, afjo:

: ~ o 1 o > o
sin 45° = - - = =) — — /0,5 = cos 45°;
a V2 yz & g
_ (4] e i
tan 45" = — =1, cot45’ = — = 1.
[ (i §
’ " ai
Sm gleidyjeitigen Dreie mit Seite o ift die Hohe 1 = ]/ a* — 1

:V; a* = fi V3. Demnady ift in dbem durd) diefe PHihe ab-
gefdnittenen redjtivinfligen Dreied:

—1/3 -
SE h 2} T /8 e .
B0 o =i Vs =V = 10,75 = cos 30°,
a
2 () 2 1 = an0
cos bl)” = = = sin a7,
{1 E
24
3
h o b ;
tan 60" = =2 = }/3 = cot 30°,
o i
2 2
(1]
2 1

cot 600 = —— =
e
V3

I

/L = tan 30°.

Xdallt man ferner Dbei einem fonjtruierbarven Bentriwvinfel vom
Bentrum aud bas Lot auf die Sehne, fo entjtehen vedhtwintlige Dreiede,
beren Winfelfunftionen man bHeveduen fann.  Jjt 3 B. » der Radiud

bes Kreifes, fo ijt bie Seite ded regelmdafigen Behneds S @5 —1

bie Dalbe Seite alfo ; (V5 — 1), folglidh:

9% 3
4 (l = l,}r V5—1

cos 72 = = = = gin 18° ujin,
5 ;

Nady Art von Abjdnitt 308 der Geometrie famn man ftetd vechnend
su dent Halben Winteln iibergehen.

©o erfennt man die Miglidfeit von Tabellen fiiv die Funitionen
ber Wintel von 0° bid 90° und von Tabellen ber Logarithmen ber trigo-
nometrijchen Funftionen. Dad Aufidlagen der Funttionen (beziv, ihrer
Qogarithmen) zu gegebenen Winfeln ift su itben, ebenjo dad Aufjhlagen
ber Winfel u gegebenen Funftiondtverfen (bejw. ihren Logarithmen).




256 Dritte Abteilung: Trigonometrie.

4) Aufgabe a) Cin vechtivintliged Dveied Habe die Hypotenufe
c = 12 und bie Rathete « = 7. Wie qrof find jeine Winkel?

Nuflojung. sine =, aljo lgsine =1g,, =1g7 — lg12.

lg 7 =0,84510
lg12 = 1,07918
lgsing = 1g7 — 1g 12 = 9,76592 — 10%)
folglidy <% o= 35%41" 10"
X B = 54" 18" 50",

ufgabe b) Cin vechtivintliged Dreied Habe die Katheten « =15
und b = 8. Wie grop find die Winkel?
Aufldjung. tane — =, lgtane = 1g15 — Ig8.

g/
lg15 =1,17609
lg & = 0,50309
lgtan ¢ = 1g 15 — 1g 8 = 0,27300
folglidy X o= 61°55" 40"

X =28" 4'20".

Nufgabe c) Cin redhtwinfliges Dreted Habe die Hypotenuje 13

und den Winkel « = 35° 20" 107, Wie grof find bdie Seiten a
und b und ver Jnbalt £'2

We @ : i ‘ ; b "

Anflojung. : = gine, folgli) a = c-sine, : = cos e, alfo

b=ccosa (aud) b = V¢ — a®> =V (c+- a) (¢ — a) fann angewandt
: ab =
wetden). F =" UAlfo:

-

lga=Ilge+ lgsine, lgb=Ilgc+}lgeose, lgF=Ilga-1gb—I1g2.

lge = 1,11394 lgc = 1,11394
lgsing = 9,76221 — 10 lgcose — 9,91157 — 10
lga — 0,87615 lgh = 1,02551
a = 17,5188 b = 10,605

lga = 0,87615
lgb = 1,02551
lga + lgb = 1,90166
lg 2 = 0,30103
lg F = 1,60063

F = 39,869.

*, Sn den Tabellen ijt ftatt 0,..... — 1 jtetd gefept 9,....— 10, ftatt
¢ [ — 2 ftetd 8,... — 10, ftatt 0,...—3 ftetd 7,...— 10 u. | t0.
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Hufgabe d)  Ju einer Stadt, die unter 51° 30" nordlicher Breite
liegt, judt jemand bei Nadht eine Stellung auf, bei ber ihm bdie
©pite eines Domturms genau den Polavitern verdedt. Wie hHod)
it bie Spike iiber Dem Wuge ded Beobadhters, toenn jeine Horizontale
Gutfernung von der Mitte ded Turmed 120 m Dbetrigt?

uflojung. Unter bder genannten Breite fteht der Polarftern
51° 80" fiber bem Horizonte. €8 it alfo ]_JZ'U == tan 51 30', b b
J-= 120 tan 51% 30"

lg e — 2,07918
lg tane = 0,09939

lgh = 2,17857

h = 150,86 m.

Aufgabe e) Wie viele Meilen (bezto. Kilometer) betragt Dder
Umfang des 50. Pavallelfreijes der Crdfugel, wenn der Radiug bdev
Grbe 3u 860 Metlen angenommen wird? (Geogr. Meile = 7420,44 km.)

Nuflojung. Bieht man von einem Puntte desd TPavallelfreifes
aud einen Grovadiug » und ein Lot o nady der Erdadyfe, fo entfteht
ein redjtvintliged Dreied mit dem Winkel (90° — 50°) bei dem Erd-
sentrum.  Alfo wird o = 7 sin 40" = r cos 50°. Der gejudhte Umfang
ift u=20m=2rmcos50". Alfo lgu=I1g2+lgr-+lgm-lgcos50";

Igr — 2,93450
lg = 0,49715

I

lg cos 50" 9,80807 — 10
3,64075

34734 Meilen.

lg 1

I

(1

5) Bwijden den Funftionen Deftehen einfade Beziehungen, die
{ogenannten goniometrijden (ber Winfelmefjung entjpringenden)
Bejiehungen.

Bildet man die Funttionen der fpigen Winfel ¢ und f = 90" — «
eined vechtwinfligen Drveieds, jo ergibt {ich folgendes:

1) sin (90° — @) = cose, tan(90° — &) = cot,

in Worten: Der Kojinud eines Winfels ift gleidh dem Sinud feinesd
Somplementivinfels; die Kotangente eines Wintels it gleid) ber Tangente
feinesd Somplementwinfe(s. Bufammengefapt: Die Kofjunftionen eined
Winfeld find gleih den Funftionen ded Komplementwintels. (Kofinus
Hetfit alfo des Komplementes Sinus, fodaf es fidh um eine abgeliivyte
Sdyreibiveife hanbelt.)

Holgmitller, Elementarmathematil. I. 4. Wujl 17
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Deshald Haben die Logarithmentafeln nur die Winfel von 0°
big 45" nitig. —

6) Ferner ift

3 - sin o . COS
2) tanoe = ——, Ccota = — 7
s cOS o 21N &
[
gin « c a
Denn = — = — = ftana,
Coso b ]
C
b
COS & C J
—_— == —— —— OO [,_rJ
sin «o “ a
c
voraué nod) folgt
o 1
3) eob o — - .
: tan o

(Folglich ift lgeote =I1gl —Ilgtane = 0—Ilglane=—Ilgtane,
was in ben Tafeln zu vergleihen ift. So ift 3 B. lg tan 18°
= 951178 — 10 = — 0,48822 = — Igcot 187, Die ‘Tabelle der
Sotangenten ijt aljo leidht ausd der der Tangenten abjuleiten, telde
ijrexjeits aud lgtan ¢ = lgsine — lgcosa hervorgeht.)

7) Gine weitere Fovmel ift:

4) sino 4+ cos*a=1.
5 : a b
Beineis, gin = —, CoOS@=——
' G
S 5 5 ' b*  a*+4 u* ¢
folalih sin*a 4 cos*a = 5 + 5 = — = =],
; c” - G c”
Solgerungen darans jnd
b cose = /1 — sin«e, sine=}1— cos®e.
(Aug cose =1]1 — sin*a ergibt fich, tvie man aud Der

logarithmifchen Sinustabelle bie der Rofinus bevedmen famn. Man
fennt DHiernach und nad) obigem jamtliche Funitionen aller Winkel
atijdjen 0° und 90° twenn man mir die Sinusd von 0° bis 4 5Y fennt.)

8) Qft im vehtwinfligen Dreied die Rathete a von der Linge

il

Mull, fo ift aud) <<« =0, undb ed ergibt jih sin 0° = — =0,

i = > ) Fl : 0 2

und, dba b und ¢ aujeinander fallen, cos0’'=—=;=1,tan0"= 5 0,
Y L ¥ /

b B : g RN =g

cot 00 = — = oo (unendlich grof). Fiix den Komplementtvinfel 90°

0
folgt: sin90% =1, c¢0s90° =0, tan90’ = o0, cot 90" = 0.
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9) Sn Figur 132 fei ber Radbiudg MB =1, damn ijt
AB AB

= AB. Deshalb heift AB die Sinusdlinte

G

filr ben Winfel « (Die IMapzalhl

ifrer Linge ftimmt dtberein mit bem Blisy -

Sahlenwerte des Sinus.) Gbenfo ift T —~_ &

cos ¢ = ﬁ 1; = "”1"1- — M A, und M A | \r\/"'??'/

heifit die Rofinuslinie. Diefe ift | =N

affo die Projeftion des Sdjenfels | oo~

MB =1 auf ben Sdenfel MC. =% ——~-__}—'c'

- i AB cD CD g

Ferner 1jt tan @ = WA — MO — 1

— ('D, bafer heift OD die Tangentenlinie. (Cigentlid) ftammt

umgefefrt der Name der Funftion tan « daber, baf CD ecine RKreis-
T e M A rE rE o

tangente 1t.) Enbdlicy ift nod) cote = T T e e FE:

21N o

-

FE feift die Qotangentenlinie, und ift zugleich die Tangenten:
finte fiiv den Komblementwinfel.

10) An der Fiqur erfennt man folgenbed:

Wachit der Winfel von 0° big 90°, fo wddijt der Smus von
0 bi3 1 und die Tangente von O big co, dagegen nimmt der Kofinus
ab von 1 big 0, die Kotangente nimmt ab von oo bi3 0.

[Weil Hier die Funttionen Sinus und Tangente mit dem Winkel
wadhfen, werden beim Anfjhlagen ihrer Logavithmen bdie jogentannten
{ogarithmijdhen Diffevenzen adbiert; dagegen iverden fjie jubtrabuert,
fobald e2 fich wm Kofunftionen Hanbelt, denn die lesteren nehumen ab,
wenn der Wintfel wadit. |

I1. Seredymmng redjtwinkliger und gleidpfdyenkliger Dreiedie
und cegelmiBiger Vieledve,

11) Wufgabe a) Gin rechtivinfliged Dreied zu berehuen aus
d UND o

[

Hufldfung. sine= , f=90"—«, b=ccose (ODer

i

5 5 /7 : - : ab G
b=V —a*=V(e+a)(c—a) F= - Entfprechend ge-

ol
ichieht die Berechming bHed Dreiedd aus b und c.
Wufgabe b) Gin vechtivinfliged Dreied zu berehnen ausd « und b.
17
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