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3weite Abteilung.
Aritbmetik.

A. Lehraufgabe der Untertertin.

I. Mas Gebiet der gewdhnlicgen (abfoluten und gangen)
Bahlen.

1) Um angeben ju fomnen, ivie oft gleidhartige Gegenftinde
porfanden find, erfand der Menid) die Zahl. Durd) dag Wbzihlen
ber Gegenjtinde entjtand die Sahlenreihe. Die Rethenfolge, m Dder
man bie Gegenjtande zahlte, ergab ficd) ald gleidhgiiltia. Dasd Bebiirj=
nié nad) leidter Nberfidhtlichleit veranlafte die Jujammenitellung der
Bahlen zu geordneten Gruppen. Wahrideinlid) var ber Umijtand,
bafy der Menfd) 10 Finger®) Hat, an bdenen er abzuzdbhlen und zu
rediuen Degaun, der Grund bafiiv, daf die Gruppierung Fu je 10,
bag Dezimaliyftem, bdie Alleinferrjdhaft eroberte. [Wnd) anbere
Syfteme waren in Gebraud) und Hhaben anch, wie dag Duodezimal:
foftem, wiffenjdhaftlidge Bearbeitung gefunben. |

2) Diefez Syjtem erforderte alfo 10 Beichen ober Jiffern.
Dabel erjdien e8 aber zwedmdipig, aud) fiix dad Nidtborhanbeniein
(fein wmal vorhanbden) ein Wort und ein entfpredjendesd Beidjen feft:
uftellen, die Sahl Jull oder O, und jo zdhlte man die erjte Gruppe
nidht von 1 bi3 10, fondern von O Bi3 9. Died furben bie ein:
jtelligen Bablen. Von 10 bis 99 folgten die zweiftelligen Bablen,
pon 100 i3 999 die breiftelligen, ufw.

Sebte man nun feft, daf die vor die Jahl gefdriebene Tull die
Bahl nidht anbert, jo fonnte man ftatt 7 aud) 07 ober 007 dyretben,
biefe Babhl alfo ald ein:, sveis, dreiftellig ujtw. anffaffen, und fo

*) Man denfe audh) an die Jehen (10) an den Fiitpen bed Menjdyen.
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ergab fidh, dafp man die Angahl der sweiftelligen Jahlen als 100,
bic Der breiftelligen al8 1000 ufr. betvachten durfte.  [Diefe
Ginfachheit war 3. B. bei ber Sdhreibiveife dev vomifden Bahlen nidt
vorhanden, denn bort erjdyien XIII al8 viexjtellig, XXI als dreijtellig,
C afs einftellig ujro., jodafy ein einfached Hedjenjdema gar nicht
miglih) war und fogar dad Kefen grdperer Fablen Sdywierigteiten
machte. |

3) Sebe Bahl der Bahlenveihe ift groper (>), al3 alle vorher-
gebenden und fleiner (<), ald alle folgenden, und jwar ijt jie um
bie Ginheit 1 grofer bezw. fleiner, al die beiden Nacdybarzahlen.

A8 Einbeiten galten unddijt die gejdhlten gleidartigen Begen-
ftinde. So fpricdht man 3 B. von 10 Biumen, obtoohl unter diefen
vedt auffallende BVerjdhiedenbeiten bemerft iwerden Tdnuen. Bejjer
ftimmen jchon bdie aud dem Bebdiirfnid genaueren Bergleidhens und
Meffens Hervorgegangenen Mafeinheiten diberein. So Fonnen 3. B.
swei Metermafftabe in ihrer Qinge oder jivei Rilogrammitiide in
iprem Gewidte jo genau iibereinjtimnten, dap man mit getwdhnlichen
Hilfamittelit Feinen Unterfhied zwifchen ihnen roabhrnimmt. Wohl aber
werben feinere Mep- beyw. Wiagunadmethoden Unteridyiede nadpweijen.
Jeigt Do) 3. B. die Phyfif, daff fogar devjelbe Meterftab ber vers
{chiedenten Temperaturen veridyiedene Ringe Hot, und daf dasjelbe
QifogrammitiiE an verfdhjiebenen Orten und in verfdjiedenen Hoben:
{agen verjchicdened Gewidht zeigt. Dazu fommt aud) nod) die all:
mafliche Abnubung der Mafitibe und Gevidte.

Die angewandte Mathematif fieht von allen Unterjdjieden sufilliger
Act ab und femnt nur genan dfibereinftimmende Mafeinbeiten.
Die veine Jahlenlehre aber bejdhiftigt fich nicht mit Mapeinbeiten
biefer ober jemer vt, fonbern nur mit ifjrer WAnzaBhl (Venannte
Bablen, unbenannte Babhlen.) Wie die JFabl iiberhaupt nur etiwas
Gedachtes, nicdht etwad wirklid) Vorhanbenes ift, jo ift aud) bie abjolute
Ginbeit der Sahlentvelt, die Bahleneinheit, oder bie unbenannte
3ahl Eing, nur etwas Gedadjtes. Jebe Jahl, 3.B. 3 =1 + 1 - 1
bebentet eine Mehrheit foldher unteveinanber abjolut gleidhen
Bableneinfeiten. Grft durd) da3 volljtindige Entfernen alfer Unter-
fiede Der gejblten Ginbeiten entjteht bie Moglichleit, itber bie
Soealtelt der Bablen beftimmte Ausfagen von untriiglicher Siderheit
su madyen.

4) Um gewiffe Ausfagen nicht nuv fiir eingelne beftimmte

Bahlen, fondern fiiv jede befiebige Bahl madjen ju fonnen, fithrt man
ald neue Beichen Budftaben ein, 3 B. a, b, ¢ uj., die man als
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allgemeine Bahlen betvadhtet, da jede befomdere Bafhl fitr fie gejebt
werben fann. [Allgemein jind dieje Babhlen aud) in vem Sinne, als
fie neben bem Degimaliyftem auc) anbdere Spfteme umfajjen Lonnen.]
Borliufig befdranfen wir und auf die abjoluten Jabhlen, bie eine
Mehrheit von Cinbeiten darftellen, die alfo ganze, nicht gebrodjene
Jahlen und, von O und 1 abgefehen, jamtlich grofer ald 1 find.
Man nennt diefed Bahlengebiet aud) dad ber gamngzen, pofjitiven
Bafhlen. Die Bedeutung der Worte abjolut und pofitiv foll erft
fpater erlautert werden.

5) Daé Redmen mit unbenannten Bahlen wird injoweit als
befannt voraudgefeht, al@ e fidh wm die vier Grundbredhynungdarten
(vier ©Spezied) handelt, um dad Ubbieven, Subtvahieven, Multiplizieren
und Dividieven. 1lber jede bdiefer Redhnungdarten jollen allgemeine
Bemerfungen gemad)t und dabei foll dagd NRedmen mit Dejtimmten
Rablen auf bad Rednen mit allgemeinen Bahlen iibertragen mwerden.

6) Unter Abbieven vevjteht man die Kunit, anzugeben, wie viele
Einfeiten , mefreve Jahlen zujammengenommen enthalten. Dadurd)
erhilt man die Summe Dder eingelnen Bahlen. Die lepteven Deipen
@lieder Der Summe oder Summanden (0. §. zufammenzuzdhlende
Bablen).

So ijt 3. B. 2 +.5 =7, und zugleich 5 4+ 2 = 7. llgemein
alfo gilt, wie fidh aus der Gleidgiiltigeit der Reibenfolge beim Ab-
sablen erfldvt, die Fornel

a+b=0-1a,
ober Dei einer groperen Anzahl von Gliedern:
a+b4+ec+---=at+ect+ b4+ =0b+ec+4 a+---un.

S Worten: Cine Summe dnbert ihren Wert nidt, twenn
man ihre Glieder beliebig umitellt.

7) Jit bie Unzahl ber Glieder eine grofere, fo famn man
junddjt eingene @ruppen jummicren und dann die Summe der
Gingeljummen bilden. Deutet man die Gruppen durd) Klammern an,
fo ift 3 B.

54+24+9+1=06+2)+OB+1)=7410=1T7.
Allgemeiner ijt 3. B.

a+bt+c+d+e=(a+0)+(c+d+e)

(@ 4+ ¥4 @) + (¢ + ¢) = ujw.
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Die Gruppierung fann eine gany beliebige fein. So ijt 3. B.

1521 4 342 + 13 4 2 = 1000 + (500 -+ 300) -+ (204 404-10)
4 (1 4+ 2 4 8 + 2) = 1000 4 800 4 70 + 8 = 1878.

Dier tourden aflfo die Einer, die Jehner u. §. w. in je einer Gruppe
vereinigt. So entjtand dad gebraudiliche Abddbitiond{dema, fiir unfer
Beijpiel alfo

[Bei der rimijden Sdyreibiveife der Jahlen wiivde ein o ein:
faded Sdjema nidt miglid fein.]

8) Unter Subirafhieven verfteht man bdie Kunjt, anjugeben
wie viele Einheiten iibrig bleiben, wenn man von einer junddit groferen
Anzahl von Einheiten eine (fleinere) Anzahl wegnimmt.

So ift 3. B. 7T— 5 =2, PHier Heiht 7 der Minuepdus (die
Bahl, die verfleinert twerben foll), 5 der Subtrahendus (die Jah,
bie abgejogen werden foll), 2 Deifst der Neft, ober bie Differeny
(ber Unterfchied) der beiden Babhlen. Minuend und Subtrahend biirfen
nicht umgeftellt werben, jedod) ténnen Subtrahend und Differeny
ifjre Stellen vertaujden. So ift 5 B. 7 — 5 = 2 und zugleich
7T — 2 =25. Ullgemein:

Augd a —b=c folgt ¢« —c=10.
9) Abdbbiert man zur Differenz (7 — 5) ben Subtrabend 5, fo
/ 5 i} ; 1 ﬁ_\ ) !
exhilt man die nfangdzahl 7. Alfo:

Differeny + Subtrahend = Minuend,
[’_(L — ff-f:_f' -+' ==
(r!. —+ I»jl — b= g,

Aljo: Addition und Subtraftion berfelben Zahl heben
fich gegenjeitig auf.
s jeder dber Gleichungen

pber:

Ebenjo 1ft

at+b=¢ c—a=b e—b=aqn
folgen Die Deiben anberem. Obder:

oud a+b=-c folgt b —=¢—a und a=c—>b.
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10) Hat man von einer Jahl mebhrere andere abzuziehen, fo
fann bied Sdritt fiiv Sdritt gejdehen, man fann aber aud) bie
Summe bder abjuziehenden Jablen bilden und diefe Summe von ber
exjtgenannten Babhl abziehen. So ift 3. B.

12 —5 —3=7—3=4,aberand)y= 12— (54 3)=12 — 8=4.
Folglich ift allgemein:
a—b—c=a— (b4 c).

Umgefehrt erqibt fih ber Sah: Man Jubtrabhiert eine
Summe von einer Jahl, indem man die einzelnen Glieder
jubtrabiert.

11) Da dad Summieren qruppcnmciie gejhehen fann, fo ift
auch) gruppemveifed Ubziehen gejtattet, 3. B.

2978 — 1286 = (20004 900470+ 8{; — (10004 200+ 304 6)
— (2000 — 1000) + (900 — 200) + (70 — 30) 4 (B8 — 6)
= 1000 -} 700 4 40 4 2 = 1742.

Aus diefer Gruppierung der Einer, Behmer u. §. w. entjpringt
bad befannte Subtraftiondjdema, bei unjerem Beijpiele alfo:

G

4 o)

2978
123
45

—-\1 Lo
B

[Aud) biefes Scdhema i{t bei der romijdhen Scdyreibiveife nicht
moglid). |
Aus der Willtiirlichleit der Gruppierung folgt:

r‘!-T[f)—:__{.'f—i—hj—-—.r
Aljo: Man abdiert eine Differeny zu einer Bahl, inbdbem
man den IMinuendus addiert und ben Subtrahendusd jub:
ttabrert 8. 8.
84+ (5—38)=(8-+5)— 3=13— 3 =10.

12) Dagegen ift 8 — (5 —3)=8 — 2 =6 und zugleid
8 —(5—38)=(8—5)+3=3-4 3=26. Soll nimlid von
8 dbie Differeny (5 — 3) abgejogen iverben, und zieht man undadit

5 ab, fo Hat man 3 zuviel abgezogen unb mup, um das ridtige
Refultat zu erhalten, 3 adbieren. Nlgemein folgt:

aEi(b ) B bk
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Afo: Man fubtvafhievt eime Differvens, indem man den
Minwendud jubtvahiert und den Subtrahendusd addiert.

13) Ginen jpweiglicovigen Ausdrud nennt man ein Vinom,
einent  dreiglicbrigen ein Trinom, einen wehrglicdrigen Ansdrud
fiberhaupt ein Polynom. Aus obigem ergibt fid) fiiv das Redmen
mit Polynomen folgended: €3 ift

e+ 0b+c—d+e—f—g)=ad+b+c—d+e—[f—y,
pagegen:
a—@b+c—d+e—f—g=a—b—ct+d—et+f1g

Demnad) fann bei der zu adbierenden Klammer das
Qlammevzeiden einfad) weggelajfen werden; will man da:-
gegen die abzuziehende Rlammer entfernen, jo fjind afle
Apdbitionsdglieder der Klammer zu jubtrabhieven, alle Sub:
traftionsglieder zu adbieven. (Umfehrung der Borseidjen.)

Diefed Cntfernen ded RKlammerzeichend begeidhnet man ald das
Auflofen der Klammern.

14) Sm Qunern der Klommer fommen ftaft der Jablen aud)
Qlammern ftehen. Dann giebt man, um BVerwedhjelungen vorzubeugen,
pen Slammern verjdicdene Gejtalt, 3. B. () oder [ ] oder {]. Beim
uf(ofen fann man erjt die duBeven ober erjt bie inneven Rlammern
entfernen. o ijt 3. B.

p—(—=le-(d—"¢) —={f—g— R+
a—{b—[c+d—e—f+ g+ #+ i)
a—I{b—c—dt+e+f—g—h+ij

a—b+ctd—e—f4g+nr—i,

I

oder
—a—b4[e+(d—e—(F—g—Nh]—i
—a—b+c+(d— f’)—i{f"‘“!?'_"":“_é

—aqg—b4+ct+d—e—f+g+h—i

15) Unter Multiplizieren verjteht man bie Sunft, die Summte
mehrever Summanden von gleidher Grope in einfacdher Weife ju
finden.

Handelt e fih 3 B.um 74+ 7 4+ 7 4 7= 28, jo |dreibt
man einfacher 4 -7 = 28. Der mehrfacd) wiederholte Summand
heiBt der Multiplifand (bie Bahl, welde vervielfdltigt ferben
joll), die Anzabhl der gleichen Swmmanden Deifgt der Multiplitator
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(bie verbielfaltigende Bahl). Das Refultat der Redynung hetpt
Vrodutt; Multiplitand und Multiplifator Heifen Faftovem bed
Lroduttes.

Dabei Dbeobachtet man 3 B., bafp 4-3 =12 und aud
S =12 brit
e o o o Jn der That ift e3 gleidhgiiltig, ob man die nebenjtehenden
e o o o 30ilf Punfte al8 bdrei Horizontalveihen zu je 4 oder alg
e ¢ o o bier BVertifalveihen zu je 3 betracdhtet, was fid) wiederum
aud der Gleichgiiltigleit der Reihenfolge beim Abzdhlen und Gruppieren
erflact.  Allgemein ift alfo

a-b=D>b-a,
o. h. Multipliftator und Multiplifand fonnen miteinanber
vertauidit merden, ohne daf dad Probdbuft jid dndert.

Auj die Stellung bder erjteren joll Ddaber nicht mehr geadhtet
erden.  Wabhrend zwifden jivei miteinander zu multiplizievenden
Babhlen gewohnlicher Arvt ein Punft ald Beihen der Multiplitation
fteben muf, fann er bei Budyjtaben entbehrt werden, jo daf 3. B. ab
basfelbe bedbeutet tvie a-b. — E3 ijt a-1=a, der Faftor 1 fann
alfo weggelaffen werden. Ferner ift a- 0 = 0.

16) @ind mefhrere Bahlen miteinander zu multiplizieven, jo ift
bie Reibenfolge der Multiplitation gleidgiiltig, aud) fann man dabet
Qlammern anwenben oder vorhandene Klammern weglafjen. So ijt 3. B.

2:84=(2:3)4=2:(3:4)=3:2:4=3:4:2 =1ujw.
Allgemein alfo:

abe = I:.{f{_;}r = r'r{hr,'jl = gecb = buc = bea = cab — cba,
D. §. der Wert eined Produftesd ijt unabbhdingig bon ber
Reihenfjolge der Faftoren. Man multipliziert ein Produft
mit einer Jabhl, indem man einen jeiner Faftoven mit ihr
multipliziert; man multipliziert mit einem Produft, inbem
man mit jeinen einzelnen Faftoren multipliziert.

17) Aud) eine Summe fann ald Faftor auftreten. 3J. B. ijt
3(14+2)=T4+2+(T4+2)+(7T+2)=28-9=27,
augleicdh aber
3(T+2)=3-7T+38:2=21+46=27.
Allgemeiner 1jt

3(a+b)=(a+?b + (a+0b)+ (a+0)
=(a+a+a)+ ::h + b+ b)=38a-+ 3D
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und gang allgemein
(@t ble=c (a 4+ b) = ca + ¢b = ac + be.
Folglidh:

a) Man multipliziert eine Summe mit einer Bahl, in:
Sem man die eingelnen @lieber mit ihr multipliziert (und
die entjtandenen Produfte adbdiert).

b) Man multipliziert eine Bahl mit einer Summe, in:
pem man jie mit den eingelnen Gliedern dev Summe mul:
tipliziert (und die entitehenden Produite addiert).

MAus ac + be = c(a 4 b) folgt nod):

¢) Sommt in einer Summe bvon Rrobpuften bderfelbe
Xaftor in jedem ®liede bor, ip fann man ihn abfondern;
b. b man Defreit jebes ®lied von bem Faftor und multipliziert mit
diefemt bie Summe ber bletbenden Baflen.  (Ubjondern ded gemein:
jchaftlichen Faftors.)

Beijpiel zu a):
9312 - 3 = (2000 + 300 4 10 + 2) 3
2000 -3 4+ 30084+ 10:34+2:3
6000 4+ 900 -+ 30 - 6 = 6936.
Darauf beruht a3 befannte Multiplifationsidema:
2312
5,
6936

I

Beijpiel 3u c):
17 - 122 L 17 - 340 4 17 - 538 = 17 (122 340 + 538)
= 171000 = 17000:

18) Uber aud) beide Faftoren fonnen Swmmen fein. Dann
ift 3 B.
(a +0) (c+ d) =(a+ b) e+ (a+ b)d=ac+ be+ ad+bd,
ober aud)
(a4b)(c+ d)=alc+ d) + b(c+ d) = ac+ ad+be + b4,
twag dasjelbe ift. — Ahnlid) ift ed mit mefrgliebrigen Summeny 3 B.
123 - 21 = (100 4 20 + 3) (20 4 1)

— (100 4+ 20 + 3) 20 4 (100 + 20 311
— (2000 + 400 + 60) 4 (100 + 20 ~+- 3),

oder (wenn man die mit gleidyoiel Nullen behafteten Glieder addiert)
— 2000 4+ 500 + 80 4 3 == 2583.



[. Dad Gebiet ber getwdhnlidhen (abjoluten und ganzen) Bahlen. 139

Daher fommt dag Multiplifationsidema fiix diefed Beijpiel:

]
—t s

()

b BO BD

<

|

(2]
Cht
o0
i

Can
)
s

19) it bagegen ein Faftor des Produftes eine Differens, fo

ird 3 B. folgenbermafen bverfahren:
(a—10):-83=(a—b+(@—b 4+ (a—1)
=(at+a+t+a)—0b+b+0) =

Durd) Umitellung folgt ebenfo

Ja — 3.

3(a — b) = 3a — 3b.
Folglich:

a) Man multipliziert eine Differeny mit einer Fahl,
indem man den PMinuendusd und den Subtvahendud fiir jid
mit ihr multipliziert (und vom erfteven Produfte das lehtere
abgzieht).

b) Man multipliziert eine Fahl mit einer Diffevens,
inbem man die Bahl erit mit Dem PMinuendusd, dann mit dem
Subtrahendbusd multipliziert (und vom erfteven Probdufte
bas lehtere abzieht). B. B.

(o)== 38)3=50-3—38-3=150—114=236. Probe: 12-3 =36.

20) it etner der Faftoren eine Summe, Der andere eine
Differeny, fo ift nadhy 17) und 19)
(@a4+b)(c—d) = (a+b)c—(a+t0)d
= ac + be — (ad + bd) = ac + bc — ad — bd.
Beijpiecl. 4+2)(71—8)=5-7+2.7T—5:-3—2-3
=354+ 14 — 15 — 6 = 28. Jn der That ijt 7 -4 = 28.

21) ©ind beide Faftoren Differengen, jo ird
(a—b)(e—d)=(a—b)c— (a—b)d =ac—be— (ad —bd)
= g¢ — bc—ad + bd.
Beijpiel. (5 —2)(7—38)=5-7T—2:-7T—5-34 23
= 35 — 14 — 15 4+ 6 = 12. Jn der Tbat ijt 3 . 4 = 1
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22) Ginige Sonderfille:
(a 4+ b) (a + b) = aa + ba + ab + bb = aa + 2ab + bb.

Abgefitrst jdhreibt man o® ftatt aa (a® [ie3: ,a-Duabdrat” oder ,a hod) 2).
Dies qibt die Formel:

a) (@ 4 b)? = a® 4+ 2ab + V',

i1 Worten: Das Quadrat der Summe yweier Jahlen ift gleid
ber Summe der Duadrate der einzelnen Jahlen, vermehrt
nm dad boppelte Prodbuft aus beiden Jahlen. (Vergl. Geo-
metrie Abjdnitt 256a.)

Beifpiel. 10042 = (1000 4 4)* = 1000* 4 21000 4 447
— 1000000 4 8000 -+ 16 = 1 008016.
Ehenjo it

b) (@ — b)® = a® — 2ab 4 ¥,

in Worten: Das Duadrat der Differeny jhweter Bahlen ijt
gleidh) ber Summe der Duabrate dev eingelnen Jahlen, ver:
minbert um bdad doppelte Probuft beider Jahlen. (Bergl.
eonetrie Abjdhnitt 256h.)

Beifpiel. 997 = (1000 — 3)? = 1000* — 2-1000-3 + 3
= 1 000 000 — 6000 + 9 = 994 009.

¢) (a 4+ b) (a — b) = ¢* + ab — ab — W= a® — I~

L}

Rurz ausgedriidt: Summe mal Differens gleid) ber Differens
ber Luabdbrate.
Beijpiel. 1003997 = (1000 + 3) (1000 — 3) = 1000* — 3
= 1000000 — 9 = 999 991
Beifpiel. 83242 — 16762 = (8324 + 1676) (8324 — 1676)
= 10000 - 6648 = 66 480 000.
Beifpicl.
(@ +b)? — (a — b))’ =0a’+ 2ab+ b? — (a® — 2ab -+ b*) = 4ab,
3. B. 1007 — 9982 = (1000 4 7)* — (1000 — 7
— 4 . 1000 - 7 = 28 000.
Beijpicl.
{_a+ I‘)_L;Jz—i— [::.L—b:]ﬂ =“2+ 2ab + b2+(uj—"—2iffx "+—I::) = Q(Hz—f— E:::‘J_}',
3.8, 8217 4 7792 = (800 + 21)* (800 —21)* =2 (800*4-217%)
= 2(640000 4 441) = 2 - 640 441 = 1 280 882.
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Nad) a) wird

(a+b)y=(a—+b)(a+b)(a+ 1) =(a+ b (a4 D)
= (a®* 4+ 2ab + 1V?) (a 4+ V) = a® + 360 4 8Bab® 4+ B

(a° = aaa, lied ,a hod) 3" oder ,a jur dritten”.) Uljo:

d) (a + b)? = a® + 3a°b + 3ab® + 1°,
3-9B.1004°= (10004 4 )’ =1000"+ 3 :1000%- 4 4 3-1000- 4* - 4°
= 1000 000 000
12 000 000
48 COO
64
1012048 064
Ebenfo ergibt fid
e) (a — b)® = a® — 8a®b 4 8ab® — 1’

1.98. 996°=(1000 — 4’ =1000° — 3 - 1000*- 4+ 3 - 1000 - 4* —4°
= 1 000 000 000 — 12 000 000 4 48 000 — 64 — 998047 936,

Beadte die abwed)felnden Vorzeichen.
Beijpiel. (f: - Efjlﬁ —- {\'r:. -= EJ:J:" —=2(a®+ 3ab?)=2 (u. a®*+ 3ab?)
= 2a(a® + 30%).
Beijpicl. (a+0)°—(a—b)°=2(3a*b+ ") =20b(3a* 4 b?).
Bildbe jelbft Bahlenbeijpiele su den beiden lebteven Formeln, um
vie darin liegende Vereinfachung besd Redmend fennen zu lernen.

1;.:' I:fl' —:- b -fP C —i— a —]I— .f';l-l'g == ;52 _}_- bg ._!_.. 1'2 __+_ |',;|I.:-’ + P + 2ab
4+ 2ac+ 2ad+ 2ae~+2bc+ 2bd+ 2be+ 2¢cd+2ce+ 2de.

S Worten: Das Quadrat einer Summe ift gleid) der Summe
der Gingelquadrate vermebhrt um die Summe der mogliden
poppelten Produflte.

Widhtig ijt nod) folgende Unorbnung, bei bder [drittieife
quadriert wirb:
(a+b+c+a+ e} =a+ (2ad + V%) + [2(a + blc+ ]

+[2(a+ b+ a4+ &+ [2(a4+ b+ ¢+ d)e 4 €]

Auf diefer Sdhreibiveife, die leidht in Worten audzudriiden iff,
beruht das jpater ju lehrenbe Wusziehen der Tuadrativurzel.

Nujgaben. Jeige, dah:

(a +b—cf =a*+ b+ &+ 2ab — 2ac — 2be¢,

(g ——h==10)° rr-2+b2+:'3u?r:b—2frtr—}— 2be,

I
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(¢ + U+ ) = a’ -+ 1P+ &+ 3a®b + 3a*c 4+ 3al?® 4 3b%c
4+ 8ac® 4 8b + 6abe,

(a4 b—e) = a® + 0°* — ¢ o 8a*h — 3a%¢ 3ab® — 3%
_I_

3ac® + 3bc¢* — Babe,

(6 —b—¢)P = a2 — ¥ —¢® — 3a%b — 8d’c 1 3a b® — 3b%c
: + 3ac* — 3bc* 4 6abe,
(a® + ab + V*) (a — D) = a® — b,
(a® 4 a*b + ab® + ¥)(a — b) = a* — ' = (a® + b*)(a® — 1),
(Et'i 4 a®b + a*b? + ab® 4+ E'J'Lj {(-I- —b) = a® — b’°,
(a® — ab + V%) (a + D) = a® + V°,
(@® — a®b + ab? — ) (a + b) = o* — %,

li-’{-'1 — rE-F’f! + H:Qr'a:" — abd Jl—- |".l'i] rf/_.f.!. —;—- EJ-] — b Il— b2,

Sepe in eingelne diefer Formeln fiiv Die Budhjtaben gripeve
Rahlen ein, mwm aud) Hier die Crleidjterung bes Rechnend fennen
au fernen. Man fann fiiv jeden Budyftaben aucd eine Klammer ein-
fegen, 3 B. (2« + 36) an Stelle von a . i. ., und zunddijt mit
Ser Qlammer ivie mit einem Bucdjtaben vedmen. Grft am Schlu,
nad) Grledigung aller Bereinfachungen, jept man Dden usprud fiir
bic Slammer ein und vollendet die Rednung.

Beiipiel,

[(2e + 368) + (3y + 40)]* — [(2e + 368) — By + 49)]*

= [a+ b —[a—b]f = 4ab = 4(2¢ + 38)(8y + 490) = ?

23) Unter Dividieren verfteht man die Kunit, diejenige Babl
su finben, die, mit einer gegebenen Bahl multipliziert, eine andeve
gegebete Bahl gibt.

Beijpiel. Welde Bahl gibt mit 3 multipliziert die Fahl 67

Nuflojung. 2, denn 2.3 = 6, oder {:} -3 = 6. Dafer
jchreibt man 6:3 = 2 oder 5 — 2 (lie3: 6 durd) 3 = 2).

Die gefundene Jabhl 2 oder ; gibt am, wie oft 3 in 6 ent:
halten ijt (wie oft 3 in 6 aufgeht). Aus 2-3 = 6 folgt 3 -2 = 6,
alfo ijt aud :=3, jodaf 2 und 3 in Dbezug auf ihve ©telle
vertaufdht werden fomnen; 6 enthilt die Zahl 2 dreimal als Teil
in fih, dagegen bie Bahl 3 nur jweimal.

Allgemein: Welde Bahl gibt, mit b muliipliziert, die Bahl a?

Nujlojung. Die Jahl (z} ober (a:b); benn (:)b=u.
Hierbei werde jundchit vorausgefebt, daf a ein BVieljades von b ijt
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& . - -3 —~ b = v é
(baB b in @ aufgeht). Seht man —=1¢, {0 ift ¢-b = @, sugleid
/)
= ' (] . :
aber aud) b - ¢ = a, folgli) aud) b = = Demnad) fnnen b und ¢

in bejug auf ihre Stelle vertaufht werden; b ift in a c-mal, ¢ in a
b=mal a8 Teil enthalten.

O spe aol AT 2 ;
SN 5= c nennt man « den Dividendus (die Jahl, die ge-

. . PR AR e A = ; i}
tetlt werden foll), b den Divifor (die teilende Bahl), ¢ oder - den

Quotienten®) der Jahlen a und b (bie Zahl, welhe angibt, wie
oft b in a enthalten ijt).
Aus jeder der Gleichungen

@ L

Sl ¢, &= }‘rJr'r — i
folgen Die Deiben anbeven. S Worten lauten fie:
. 2§
Qauotient = Dividend durd) Divifor,
Dividend = Divijor mal Quotient,
Divtfor = Dividend durd) Duotient.

Divifor und Quotient founen vertaujdt werben, dagegen fanm der
Dividend nicht mit einer der anbeven Grifen in eine Vertaujhung
einfreten.

Mg « = a -1 folgt : =1, 0. h. jede Babl ift in fich felbit
ein Mal enthalten. Auferdbem folgt ;f" = a, 0. 0. eine Sabhl bleibt

bei ber Divifion durd) 1 ungedndert bder Divijor 1 darf alfo tweg:
gelajjen mwerben.
=) . PR 18 - e X :
Aus der obigen Erilarung (bjfrzn yolgt: Wird eine Babl

burd) eine tveite bividiert und bann mit derfelben multipliziert (ober

umgefehrt), fo Dbleibt fie ungednbert. Alfo: Multiplifation mit

einer Zahl und Divifion durd) diefelbe Bahl heben fich geqet -
b

{eitig auf. (Died folgt aud) davaus, daf a F=a:1=a i)

24) @8 it I +3=2-3 =6, aber aud ‘T = SI'L” = 6, folg-
iy ijt ﬁ.;:'{: : -3, €3 1t alfo gleidhgiiltig, ob man 8 exft mit 3

") Dad Wort Brud) fitr Duotient wird vorldufig vermieden, weil das
Aufgehen voraudgejelt war. Danad) richten fich vorldufig audy die Bahlen-
beijpiele.

Dolgmiuller, Elementarmathematit. I. 4. MAujl. 13
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muftipliziert und dann durc) 4 Ddividiert, ober ob man eé erjt durdy
4 bividiert und dann mit 3 multipliziert. Allgenten ijt aljo

ac e (1]
o el X FornaiDng
Dies lift fih folgendermaken deuten:
a) Man dividiert ein Brodutt burd eine Bahl, indem
man einen der Faftoren durd fie dividiert (unb den Duotienten
mit bem anberen Faftor multipliziert).
b) Man multipliziert einen Quotienten mit einer Jahi,
inbem man den Dividendusd mit ihr multipliziert (und das
Rrobutt durd) den Divifor dividiert). |
¢) Man multipliziert eine Bahl mit einem Duotienten, '
indem man fie mit bem Dividbendus multipliziert und dburd .
ben Divifor dbividiert .

25) Man fann 30 erft durd) 2 und damn nodh durd) 3 bivi:
bieren, affo aud) unmittelbar durd) 2 -3 = 6 teilen. Dabet ijt

/80) /80"
( 2 ,] 50 ( 3 J 3 5

—_— = = —— )

o
s
L]

Allgemeiner: Jjt a erft durd) b teifbar, und bann nod) durd) ¢, jo it

leise = )

= o HT b

S Worten: a) Man dividiert einen Quotienten dburd eine
Fafhl, indbem man Dden Divijor mit der Fahl multipliziert.

b) Man dividiert eime Fahl dburd ein Produff, indem
man fie erjt dburd) ben einen Faftor bipidiert und dann pen
Suotienten durd) den andeven Faftor teilt. Die Reihenfolge
per Divifionen ijt babei gleidgiltig.

26) Aus 24b) und 25¢) folgt
it [ o a . S @
Ry P e
T 24 8 24 -6 c
. —_— = —_ 19
Beijpicl. sy = = 12
Sn Worten: Man multipliziert einen Quotienten mit
einem Quotienfen, inbem man bdie beiden Dipidenden unbd
ebenfo die beiben Diviforen miteinanber multipliziert.
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& = {
27) Bejonderer Fall: e

A
a) Multipliziert man

mit bderfelben Habhl, fo
(Criveitern ded Quotienten.)

" )
e . :1 r——

I
T b .f.«"
den Divibenden und den Divijor
bleibt bder Quotient ungednbert.

folglidy:

b) Laft fid) vom Divifor und vom Dividendusd derfelbe
Haftor abjonbern, fo fann diefer bei beiben geftridhen werben,

ofne daf der Quotient jid) anbert.
4 !

(Riirzen desd Quotienten.)

am G G- DH ."iH. 90 ot 109 i 1]

Beijpiel. =i B —

S VB he faey b 3 g

28) G35 it 45— = ) ( ) = a. Nun folgt augd k-1 = q

e \ 0 e € ]
- [ e Bhira seind
baf k= o ift, folglid) ijt aud

a0 il a i
= ober: = ¢

f

\

7B F'j }
i)

on Worten: Man dividiert durd) einen Quotienten, indbem
man ihn wmehrt und dann multipliziert, d. h. inbem man mit

vem Divijor multipliziert und durd) den Dividendben bdividiert. (Selbit-
verjtandlid) ift — in a czmal jo oft enthalten, ald b, tweldjes :f:mnf
parin anfgeht.)
3.8 =y
(z)
fa
= : . { i d id
solglidh it aud ) =:, — = [;.[
- (€ ] } c 1 e
[\d’.—
()
TR AR (ST s ST R
Beifpiel: () == .=
e 7 a b ~ :
29) €8 ijt (.r: -+ C) Ui -4 Sc=a =+ b. Mun folgt aus

ke = (a 4+ ,',u_\] j > _{{__E’ :

et man aljo fiir & die Klammer

(. [ A I’J l fl\ fufln-
L C | /! 3 a —f b &5 a _'r b
c ( = ¢
: . fu] 12 4. 19 20 = : 1
Beijpiel: - L "= 1_-.4..' =2 _5—2943.

St Worten: a) Man dividie

indem man jebed eingelne

tt eine Summe dburd) eine Jabhl,
Glied dburd) jie dividiert.

13*
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b) Quotienten mit bemielben Divijor werden addievt,
nbem man die Dividbenden abdievt (und bie Summe durdh den
Divifor dividiert).

A0 -9 f &

b1 690 60 {1 : e At
Beljpiel: T ober =5 — 5 + 5 = 20+ 3. Dievauy be:

fs] o

ruht das Divifiondjdhema

it wag fid) ebenfalls auf gweierfer At in Worten ausbdriiden akt.

S e el C el be ad + be
a1 (§3 ! — i [ — .
31) €= Ht bt Blgl b b

Folglich gelten die beiden Fovmeln

i ¢ addbe
b — d bd . !
in deren die obeven Beichen () und die unteren Beichen (—) 3=

jammengehoren. Sn Worten: Jwei Quotienten mit ungleichem
Divijor werdben addiert, inbem man jeben bon beiben mit
sem Divifor ded anderen erweitert und danu die neuen
Duotienten gleidhen Divijors abbdiert Dasjelbe gilt bom
Subtrahieren. (Gleichnamig maden. Multiplizieren iibers Kreuy.)

TR Pk b i -l-lHFﬂ-ﬁ+-i-12~_?-L+-tﬁ T2 L
Beplel: = v — b e - 6y e o,
ie aud 2 - 4 zu erwarten ivar.
32) Einige {1bungsbeijpiele.
a1 2ab (5= (o - b)) (a i)
5 i i )_'. T i b
a -+ b e b
a® — 2ab + b° (& — b) (¢ — b)
- = : “ =g —b
i — f' = EJ
ac — b (@ + b) (& — b) ]
=] - == — .
a-+ b a + b '
a? — b? (a - U) (@ — b)
L | \ = + b
a— b a—b
ac -t betad+bd clat+b)+detb)_(a+bic -+ d) L3

¢+ d c+4d t':-;—rrl
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10ac + 18be -+ 1d4ad |+ 21bd be (2a 4 3b) 4 7d (2a -4 3b)
2a -+ 30 = 2a -+ 30
2 - 80) (be + 7d)
__(2a+ 30) (be -+ Td) Bt R
20 1 8b :

-‘-"h"l'lxr,'?
——

abe :

Ube an eingelnen geeigneten Beijpielen jhon jesit das Divifionsichema ein.

Beijpiel: 5 : ;
L [ku” + 2ab + V%) : (a + b)=ua -1

!I: —|— (i n",'
ab + 12
9
ab —%— (7l

Detipiels (o b Loda L ba) oS A)= w4 b
(e -+ ad
be ~+ bd
be ~- bd

II. @Erweiterung des  Bablengebietes duvdy Einfithrung
per negativen und der gebrodyenen Ballen.

33) WBisher bezeichneten die Budhftaben «, b, ¢ u. {. . nur
jolche gange Bablen, die fich duvch Adbition aud der Jahl 1 Her-
ftellen lafjen. Jnfolgebeffen wurde die Subtraftiondformel a — b=¢
auf bdie Fdale bejdhrantt, wo b < « ift; und die Divijiongformel
e ¢ - oy v e - T L 1
, = ¢ auf bdie gdalle, wo a ein BVielfaches von U ijt. Beide Be-
jranfungen engten die Wafhl bder Ubungsbeifpiele ein, und jhon
einfache Aufgaben bes praftijen Lebend verlangen die ufhebung
diefer Sdyranten.

34) Jemand befibe 300 Marf und Habe einen Gefdhdftdveriujt
vont 400 Mark. Wie ftellt fidh fein BVermogen? E3 ift 300 — 400
= (300 — 300) — 100 = 0 — 100, affo ergibt fich ein Ber-
migen von (0 — 100) Mart odber wie man fHivzer Jdhreibt, von
— 100 Marf (led: ,minud Hundert Mart”’). €3 Hanbelt fid) aljo
um 100 Mart Schuldben, wenn man dad  negative” BVermbgen ald
Sduld Dbegeidhnet.

n dbnlider Weije gibt jede Differeny, deven Subtrahend grifer
ift, ald ber Minuend, eine Zahl, die fih ald Differens zwifdhen O
I und einer anderven ferausitellt. o ift
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