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1. Properiiowen und Abulicyheitsbesiehumgen am Rreife,
die Retige Teilung wnd ihre Amwendnng; Bereuungen
aur fAreife.

298) ©n. Jieht man durd einen Punft innerhalb Ded
Qreijes Deliebig viele Sehuen, jo ift das Produtt (Rechted)
aud den Ubfdmnitten jeder Sefhne gleid) dem Quadrate iber
per Halfte der Hleinjten Sehne, die burd den Puntt gelegt
werden fann.

Betueis, AB in Fig. 114 ijt die Heinfte miglide Sehue durd) I,
wenn fie jenfrecht auf dem burc) P gelegten Durdymefjer jtebht.
(Rarum?) Dabei ift AP=BP. Aud =y und 0=4, (Peripherie

Hin. 115

winfel diber gleichen Bogen) folgt, baf AN\ ADP~ /A CBP it
Folglidh ift DP: AP= BP:CP ober DP: AP= AP: CP, folgz
li: DP- @P = AP (AP ijt affo mittlere Proportionale ju CP
und DP.)

299) Sah. Bieht man von einem ‘Punite auperhalb
eines Qreifed Deliebig viele ©Sefanten, jo ift dasd Produft
(Rehted) ausd jeder Sefanfe uud threm duferen Abjdynitte
gleid) dem Quadrate ber von dem Runfte aud an ven freid
gelegten Tangente

Bemweis. BVerbindet man in Fig. 115 4 mit B und C, jo ijt
A PAB ~ /A PCA, venn & ijt gemeinjajtlicher Winkel und «=y
nach dem Sabe vom Fangenten-Sehnenwinfel. Folglid) 1jt PB : PA
_ PA:PC und PB-PC=P4%: (Die Tangente ijt alfo mittlere
Rroportionale yu PB und PC.)




154  WBlanimetrie. Lehranfgabe der Obertertia und Unterfefunda.

Bemerfung, Verjuche die Sdape 298) und 299) in einen =
jammenzufaffer.  Dex in beiben auftretende fonjtante Ansdbrud PA* fann
babei als Potenz ded Punfted P in bezug auf den Kreid begeichnet
werben.  (Jebod) pilegt man nad) Steiner PA* nur dann zu jdreiben,
wenn P auferhald liegt, und — PA® wemn P innerhalb Tliegt, mweil
pannt die Stitde P4 und PB nad) entgegengejebsten Richtungen geben.

1
P

9. . biefe Qéingen iverden reziprofe) Ginige bder

Xt PA® =+ 1, jo tird bad eine Mal CP = — Dad andere
1

) TP =

Mal OP = 5=,

fritber audgefithrien Berithrungsfonjtruftionen laffen fich von hier aus
itbexjichtlicher al8 frither durchfiibren.

300) Aufgabe. a) Cinen RKreid zu fonftruieren, der durd
swei gegebene Puntte geht und eine gegebene Gerade beriifrt.

Nuflojung. Sind B und C die gegebenen Puntte und AP
te gegebene Gerade, o it eine ber Lofungen durch) Fig. 115 dar-
geftellt. Man ziehe CB bi3 zum Sdmitte P, made PA gleid) dex
mittleren Broportionalen z3u PB und PC und lege einen Kreid durch
A, B undb €. — Gine jiveite Lojung findet man, indem man PA
in entgegengefepter Michtung von P aud auf der gegebenmen Geraden
abtrdgt, wad A, und einen Rreid dburd) 4,, B und C gibt.

Wufgabe. b) Cin Berg auf etner JInjel habe 1000 m Wieeres-
hohe. Wie weit fann man von ihm aud jehen?®)

Auflojung. Sit » der Grdradiug in Metern (3. B. 859 - 7420 m),
und % die Hihe fo ijt die von P aug an Ddie Erdfugel zu jziehenve

Tangente 31 berechnen aus * =h (b + 2vr), alfs 7= 1""'3»_{.fr _—:_— 2-;"\_1.
Beijpicl. Aud welder Cnifernung fonn von dem 80 m Hohen
Mafte ecined Sdified dad Feuer eined (auf eimem Berge ftehenbden)
Lenchtturmed von 100 m Mieeredhihe gejehen twerben?
Die Gerade PA ift joweit zu verldngern, big der neuwe Enbd-
punft 30 m von ber Crdfugel entfernt ijt. €3 wird e=14 + 4
—Vhy(hy + 27) + Vhy(hy + 21).

301) ©af. Gebhen durd) zwei Punfte beliebig bviele
Sreife, fjo jind Die vou jedem auBerven Punite der gemein:

# Yuf manchen Land- ober Seefarten find die Grengen fiir die Sidt-
barfeit pon Leuchifemern durch) Kreife angegeben. — Wenn A flein gegen 27
ift, fann man ficdh bei Aufgabe b) auf ¢ = Y2 rk bejdrinfen. Daun ift die
Entfernung (nabezi) proportional der Duadratwurzel aus ber Hohe. Bei ber
folgenden Aufgabe wird dann e =Y/ 2rk, + Y2rh,. Man erprobe den Cin-
flufy der BVernadldjjigung an den beiden BVeijpielen.

ey e e LT
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idhaftlichen Sefante aus an die Kreife gegogenen Tangenfen
einanber gleid.

Beweis. In Fig. 116 gehen die Kreife M und I, durd) P
und Q. Bom Punfte A ber Sefante P aus find an bie beiben
Rreife vier Tangenten gelegt. Dabei ijt dad Duabrat jeder bdiefer

Tig. 116
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Tangenten gleid) AQ - AP, aljo find dieje Tangenten etnander gleid).
Died qilt fitr beliebig viefe durd) P und ¢ gehende Sreife.
Bemerfung. Der um A mit Radiud AB gejdlagene Rreid
ichneidet pag durch P und @ gehenve SRreisbiijchel redhtwinflig, venn
Radiug M L jteht fentredht auf Tangente A E; ebenip ift ed an den
andern Scnittitellen. Sdlagt man alfo um etnen anberen Punft A,
ber Gefante PQ nod) einen andeven Rretd mit Der entjprechenden
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J a )

Tangentenlinge A, B, ald Radiug, jo jdyneidet auch bdiefer die durd) P
unb @ gebenden Kreije vedhtvintlig. Folglich find aud) die Tangenten
M,E, M,C, M,C, und M, E, einanber gleih). Folgli) loutet der
perbollftandigte Saf:

Qegt man durd) et ‘_J31r11‘frf ein Rreisbiijdel, jo liegen
pie Mittelpunite der bad Biifdel fenfredht jdneidenden
Qreisfdar auj ber gemeinfdaftlien Sefante. Die Tanz
genten von jedem duBeven ‘Punifte ber ge Tl[llIHLI]ﬂTI[IElJ"H

\\ //(\‘ \ | / 7 /

Wik __\‘--, AE0°

Cefante ded Bitfdheld an die Kreife desd BViijdhels jind ein-

ander qleid). Cbhenfo find die Tangenten von jebem Punite

‘w Rentrale deg BVitjdels an die Kreife der orthogonalen
eidfdhar einander gleid.

[801a) NAufjgabe. Die Karvte der ditlidhen ober wejtliden
Halbfugel mit Meridianen und ”arnilc!frciimr int Ubftande
pon 15° zu 15° genau ju zeidynen™

Auflofung. Sdlage um M ‘mn Grenztreis der RKavte mit
beliebigem Radind und ziehe die aufeinander fenfrechien Duvchmeifer

) Der projeftivijhe Grund zu der anzugebenden Lojung fann hier nur
mrmmhaum{)t nod) nicht ftreng mathematifc) mitgeteilt werden. €8 Hanbelt
fidh alfo nur wn eine vorldufige Anleitung sum Jeidinen der Halblugelfarten.
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P¢ und RS, die beide 3zu verlingern find. Jn Fig. 117 1t der
Biertelfreiz R in drei Bogen von fe 30° geteilt, wad bdie Punite
A und B qibt. Die Tangenten tn A und B geben die Mittelpuntie
M, und M, fiir bie Parallelfreife 30° und 60°%  Entjpredend {ind
die Parvalelfreife 15° 45° 75° au fonftruieven. — Durd) @ lege

wan eine Tangente Q71, jodak < TQV = 90° ift. Duxdh) QW

und @Z werbe diefer Wintel in Wintel von je 30° eingeteilt. Daj
Lot auf QW iu @ qibt den Mittelpuntt w, ded den Grenzireid unter
0 fchnetbenden Meridianfreifed. Dad Lot auf QZ in @ gibt den
Mittelpuntt w, desd unter 60° hneidenden Meridbianfreifes. Halbievt
man die Winkel bei @, {o erhdalt man bie Tetlung von <C 'YV m
Winfel von 15°% Die Qote auf ben newen Teillinien geben Dbie
Mittelpuntte fiir die anderen Mieridiane. (Diefe Konjtrutfion vihrt
pon dem Uftronomen Hippard) Her, fie wird jebod) in der Regel nad
bem Geographen Ptolemdusd benannt.)
[Bemerfung. Aud) die Halbfugelfarten ber groft

Wajjermaffe zeigen ein Kreisbitjdel (durd) exzentrijd
bon denen nur einer gezeichnet ift)
und bdie fenfrecht jdhneidende Schar Bigghls
bon Strejen. Die erfteven ftellen die '
Meeridiane, die lepteren die Parvallel-
freife Der Erdfugel dar. Bet bder
Rolarfarte ijt ftatt desd Kreigbiijchels
ein  Strahlenbitjchel gegeben, bie
Parallelfretie find aljo fongentrijdhe
freijfe.  Das  Cntftehen der Siid-
polarfarte i)t burcd) Fig. 118 bper-
anfjdaulicht, wobei bon N aus auf
bie gegenitberliegende Beriihrungs-
eberte  projiziert twird. Bei Dder
Halbtugelfarte nach Fig. 117 Dbdenfe
man ficd) einen Punft dez Uquators ald Projeftionspuntt. Die Pro-
;rfhnn tL‘lI_}[LI:}I ebenfalls auf die gegemiiberliegende Beriihrungsebene. |

02) Aufgnbe. Cine Gerade AB fo zu teilen, daf der
gri\iaum Teil mittlere LProportionale zwifden Dder ganzen
Linie unb dem fleineven Teile ift. (Stetige Tetlung oder
goldener ©Sdynitt, ober nach) Kepler: sectio divina.)

Huflojung. Crrichte im Cndpunfte B der gegebenen e
raden A B (Fig. 119) ein Lot BIM = + A B, dlage mit BIM um I
einen. Qreid und lege duvd) M die Sefante AE. Durd) D jiehe eine
Rarallele zu EB, die in ¢, jduneidet, dann ift €, der gejuchte Teilpuntt.

3

iten Qands ober
) liegende Pole
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Beweis., Nach Nr. 299 ift AD: AB = AB: AE, bier ijt aber
AB = DE, flgliy AD:DE= DE:AE, aljo ijt zundidjt 4AE

T ™
/ N,
/ P
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,—/ |
3 | |
: /
/
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B

in D ftetig geteilt. Da nun D, | EB, fo ift aud) AC; : C;B

= C,B: AB (warum?).

2. Uuflojung. Beginne tvie vorher und made AC = AD,
pann ift BC: A0 = AC: AB. (Die Teilung ijt jept in enigegens
gefebter Ridung ausgefithrt.)

Beeis., BVerlangere DM big zum Punfte £ der Peripherte,
pann it
AB*— AD-AE— AD(AD + DE) — AC(AC 4+ AB)

— AC? & AB - AC,
folglich

AR = AB* — AB-AC=AB(AB— AC)= AB-BC.
Daraud folgt:

BO: CA=CA A

[Ynderer Beweid, AE: AB= AB:AD, folglid
(AE— AB): (AB— AD)=AB: AD pber AC: BC=AB:AC,
alfo aud

BC: AC= AC: AB]

Bemerfung., Augd dber Figur folgt, dap
— DE — AD, bah afjo dad Abjdjneiden Dded
qubferen cbenfal(d eine ftetige Teilung gibt. Dasdfelbe gilt vom Anz
feben be3 griferen Teild an bdie gange Linie.

303) Nujgabe. Jn einen Kreis ein regelmipiges Jehned

B0, = AD, AC,
fletiteren Teild bom

eingugeiduen.
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uflojung. Teile den NRadiugd nad) Ddem goldenen Sdnitt,
bann ift der griBere Teil die Seite ded regelmdpigen Behneds.
Beweis, Jjt M A in C ftetig geteilt, und tft A B=MC (Fig. 120),
fo it AC:CM=CM: AM oder AC: AB= AB: AM, aufer:
bem it < « den Dreteden A B C i
und BAM gemein, folglich ift ———
AABC ~ ABAM (etfter s s
Ahnlichteitsfat ), und dba A M B ' \p
gleichjchentlig ift, jo it aud)y / P\
ABC gleihidentlig, folglih / i )
aud) M C = BC. Daraus folgt |
< B = B, Aus der bewiefentenr | M- o —14
Ahnlichfeit Der Dreiede folgt |
B=4p;, alfoift<c MBA=28 \
und  auch) Dder andere Bafid- N !
winfel « = 2. So hat man RS
im Dreted MAB fiinfmal -
ben Winfel L. Folglich 1ft
5p = 180° alfo = 36° =37, Demnach it jih AB gehnmal
auf der Peripherie abirvagen.

e

304) Mufgnbe. Cin regelmafiges Fiinfed in einen Kreid
etngugeichnen.

Unflojung, Nan teile den Kreis, wie vorher, in 10 gleiche Teile
etnt. und iiberjdhlage Deim Biehen ber Sehnen jededmal eimen Punkt,
Der Jentritvinfel wird gleidh 72° it aljo
der Ded vegelmiabigen Fiinfeds.

305) ﬁhmlgf’vnuigaﬁm."="_] a) Be:
redhne alle beim vegelmafigen Fiinfed
und feinen Diagonaflen vorfommen-
benr Wintel

b) Beige, dap im regelmdfigen
o o s roem . \ Vel /
iinfed je 3wei Diagonalen einanbder ':_—j’/’
ftetig tetlen. ASTs W B

(Die  gleihichentligen Dreiede BCD

und CDE find fongruent, folglich die Winkel o, oy, oy, «, einanbder

ey

) Pie bier genannten ftetigen Teilungen geben Aujjchlufy {iber die in
8§ 99 bis 103 und 151 bi§ 156 Dbed LVorfurjus behandelten Modelle. €3
handelt fid) aljo nm Boribungen fiix einen widtigen Ubjdhnitt der Sterco-
metrie.
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gleidh, alfo ift auch A CDF gleidhihentlig und dhnlih L CED.
Daraud folgt CF: (D= ED:CE, alfo %a EF = AB = DE = DC
ift, auch
CF:EF=EF;:CE)

Beige, dap im regelmiBigen Fiinfed die Seite und

tagonale jid) verhalten, wie der grofere Wbjdnitt
einer ftetig geteilten Gevadben zur ganzen Geraden. (ABFE
ift etn Rhombus.)

e)
= i
e ¥

d) Beige, baB bdie Hihe dbed vegelmdBigen Fiinjeds
durd) bie vehtwinfelig {hneidende Diagonale jtetig geteilt it
(BD ift ftetig geteilt, demnac) durch die Barallelen FE und HB
audy D H.)

3 ber qrifere Teil der Hihe durd) zivet
anbere Diagonalen ftetig geteilt ift (3 B. durd) EB und AC.
Sit K ber Teil-
punft, o ijt
DEKC ein
Rbhombus, aljo
ijt vom grife-
ren Teile der
Hibhe ber flei-
nere Teil Der
borigen Hohen-
tetlhung  abge-
jchnitten.)

[f) Sude
jtetige Zeilun-
genangyig. 122
auf, die nad
pem Vorfurfusd
die Hiljte vom
ey bed regel

ndapigen
Bilfflad)s
darjtellf  und
gib fonftige Gigenjdaften diefer Figur an, in der aud) regelmifige
Behnede vorfommen. |

g) Gude jtetige Feilungen am vegelmdBigen HSehned auf
und Dbevedjne die bei ihm und fjeinen Diagonalen vorfommenden
Winfel.
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306) Unjgabe. Das rvegelmihige Finfzehned zu fons
jtruterer.

Nuflojung. Die Sedpsedafonftrnttion qibt den Jentritvinfel 60°,
pie Behnedsfonftruttion gibt ben Winfel 36° bdie Differeny beider
Wintel ift 24° = T, Schneidet man alfo vom Sedhsedbogen den
Sehnecdbogen ab, fo hat man ben Bogen des vegelmifigen Fiinfzeheds.
(Ritrger: ¢ — 5 =1.)

Bemerfung. Man fann jebt folgende vegelmdBigen Bielede
genau fonftruteren: 5:€¢€, 10-Gt, 20-Cd, 40-CE ujw., 15-Cd, 30-Cd,
60-&d ufw. Bu Dden genau zu fonjtruievenden Winfeln find aljo
nod) gefommen: 729 36° 18° 9° 41 ufw., 24° 129 69 8% 110
:0 ufw. Vgl Nr. 116 5ig 119. Cigentiimlid) mup 3 erfdeinen, dah
¢6 unmiglich ijt, den Winfel 1 Grad mit Jicvfel und Lineal ju fon-
jtruteren, und daf man ihn tropdem ur Grundlage der Grad-
tfetlung gemadt hat.  Dieje

e i . Tin. 123.
Cintetlung ift eine durdans B
fiinftlidhe und wird wohl in oS
ver Chronologie bder alten I\

Babylonier  ihren  Grund )
haben, die dag Jahr zu 360 '
Zagen annahmen. Beildufig
fet bemertt, daf e3 unmiglich
i)t, mit Birkel wud Lineal basd
vegelmipige 7:Cf, 9:Cd
11:G, 13-Cd, 19:Ec ujm,
su fonjtruteven, twabhrend bie
Sonftruftion ded 17-Cds, des
257-:Cd8 und ihrer Ablei:
tungen miglicijt. Bgl.B.IIL |

307) Wbleitung der /|
Beziehungenzwijhenden [/ |
Seiten,denRabien derBe: /
viibrungsfreife ded Drei- A\ o
etd und den Detreffenden K y A
Tangenten mit Hilfe der =4
Ahnlichteitalehre.

on ber jdon behandelten Fig. 128%) ift AMCD ~ A M, CF
(warum?), bavaus folgt

¥) Bgl. Fig. 66 und 66 und die daju gegebenen BVemerhungen, auferbem
die Cntwidelungen in Nv. 2624, e, £ die zur Hevoniiden Fovmel fihrien. Die
Holgmitller, Clementarmathematif. I 4. Aufl. 11
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Pg:0=01:P

(1) 001 = Palls-
Ferner it ANIAME ~ A AN, G, folglid)

Pri s P = 0

pher

o 0 Py
9 e P
2) : :

\%) 04 »

Durch betderfeitige Multiplifation folgt aud Gleidhung (1) und (2),
ba fich o, Dabei tweghebt,
] _.?1 .'h-:p::

IJ,J

-

pbexr

) Lei(e+-b—¢)

(3) o= ]f’. PPy _ 1 ', —a+b+fgle—b+
S i i 2y a--b-te¢

Durd) beiderfeitige Divifion folgt aud (1) und (2)

. o PPy
(4) ot = B2
= - ; Py

__.n‘.”_'!';l! P i

unb gy” =
= Py

& o % " o ¥, Da
CEntiprecdhend finbet man o,” - :j{z:i"

Wie davaus die Heronijde JInhaltdformel F = Vpppsps
folgt, ift in § 262 gezetgt.

e ; , et e ek ks

Die Hohen hy, hy, hy ergeben fid) hier einfad) aus St = T ujw.

=} e

A i — = V pppeps MIN.

el

L4

alg hy =

308) Yujgabe. Aus dem NRabdiug » eined Kreijes unbd
pem Rabdiud o ded ihm einbefdhriebenen reqefmdafigen n-Cds
pen Radbius o bded ihm einbejdriebenen reqgelmafigen
2n-Eds zu beredhmen.

Nuflojung. Jn Fig. 124 fei 4B die Seite bed n=El3,
MD —r der Radiud dez ihm umbefhricbenen, MC ber bed ihm
cinbefchriebenen Rreifed, D ber Halbierungdpunit dez Bogend A B,
AD alio die Geite bed 2n-EGd3, ME bder gefudhte Nadbind o,
EF | EM, jobafy F Halbierungdpuntt von CD ijt. Wusd lefterem

dortigen Bezeichnungen find in Fig. 123 fejtgehalten, jobaf 3. B. AG — p,

e = . 5 : a-4-0-e¢
AE —=p,, CF=CG=p;, OD= CE = p, ift, wobei p = — —
—a-t+b4+c o — b-le a4+ b—c
= s YRR ¢ Pa ol AR =i e 9 iat.

el -] i
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folgt MF=""TC. %ad) Pythagorad ift aber ME2 = MF . MD,

S r—+e e =3 ; ; .
aljo o2 = ~—1=.p, 0. B. ¢ mittlere Proportionale ju MF und M D.

Demnach ijt

. ; L .*':.'Ir, 1 9}_}, _‘ 194,
( ]_"| 0 = l/ SR Ih ] i
2 }/
giir » = 1 vereinfacht jidh) bdie For- A
mel 3u i \
. 4 /1 -+ 0 fs
K= ¢ l’f 2 P GO
Bemerfungen, Fiir das Sechded |\ | !._/f' 3
ift im fepteren Falle o — 1V/3, fiir EX |
Sy e D 2 1/14+ 1y \y
bad Fiwdlfed alfo o,, = 5 ey =

! l 91} 2 1 i"'-: +¥3
itjw., jobaf bei 6 .27 bie Fahl 2 im Gangen mzmal unter bden
TWurzeln erjdeint.

Die zugehovigen Bieledsjeiten find allgemein von ber Linge

s, =21 —o2=2)/1—92. Demnacd)ift3.B.s,=1, 5,,=2V1—-1(2+V/3)

Sta ' o—Vai1Vo + /8 ujw., fodaf s, fih von oo nur um ein
Borzeichen und bag Wegfallen ded Faftors 5 unterdjeidet und von dort

ab ftetd8 dasjelbe ftattfinbet.
Die Seiten der umbejdricbenen Bielede werden allgemein im
Berhaltnis —, Dier im BVerhaltnid — grisher. Died gibt, wenn man

jie ald Berithrende mit ¢ begeidmet, 3 B.

— Gy == =2/ L Va1 _,)/a= Vs
Oy ; V3 o AL % 0. L1/ 9 1 V2 % TG 1;‘.'). ]
/e 9 L 3 i / e o ;
r‘.s,l _} I/'f l 1 ,l‘h‘ = _-_) lf - ] 1 ] !» 11]“1
: zZ /
oL Ve L /3 e
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Fitr die beiben 48:Cde folgt, daf = zivijdhen pen Werten

/7 : e / =
?: = 24 ‘f o Vo +V24+V3 und : e -l-rﬁl/ = el
3 2 24+ Vet Vo4y3

T

Vot VatVe+y3

fiegt. Da man aber fofort bie Ndaherungsiverte fiir Ddas 96-Ed,
192:G¢ ufw. ohne ieitere Rechnung DHinjdreiben fann, jo erfennt
man den Voraig vor der frither behandelten Bythagoreifdhen Methode
ber Beredhmung.

(Tropdem ift aud) diefe Methode zur Bevedhnung von = in ber
wirflidhen Ansfiihrung Hochit langwierig und erjt in neuever Jeit burdh
befjeve arithmetifche Wege erfelt worden, bei demen nur wenige Glieder
getiffer Jeiben zu berecdhnen find, um eine Genauigleit bis 3. B.
7 Gtellen zu evhaltern.)

309). Uufgabe. Die Werte o4, 05, 016, IR ret
e e e g R s s o bR ID et B et e
jpie in Der vorigen Bemerfung die bon dem Sed)ded auss
gehenden ju bevednen.

Man begimne mit o, =V, s, = V2, t, =2

L 2
310) Anfgabe. Die Werte 019, 90r Qu0/ - -« Si0r S201 Savr

tios tans taoy - <~y Fror Fagy Fagr -+ om Behned aus zu beredyumen®)
Man beginne mit der ftetigen Teilung bes Nabius 1, indem

man den gqroferen Zeil, die Seite ded Fehnedd, mit x, ben Reft mit

(1 — ) Degeichne. Dann ijt

(I—z)iz=u:1,
ober 22 =1 —uz, 0. 0.

Die Auflojung diejer Gleihung qibt
— 1475

&)
&

e L 1 LA e b
e — —3' i -} '-1- e !_ =

Bon diefen Werten ijt der mit dem negativen Wurzelzeichen zu ver-
werfen, da er eine Hier nicht verfangte dufeve Teilung bder Geraden
1 bedbeutet. Demnad) ift

#) PBei nidht Hinveichender Ubung im Wurzelvechnen founen die iiber das
Befmed, Finfe und Fiinfzehned geftellien Anjgaben einer der oberen Klafjen
{tberiwiefen werben. Gie bieten interefjanted Ubungdmaterial zum Umformen
ber Wurzelausdriide. F foll die Fliche ded Bieleds bedeuten.

B

T
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: ¥ _r —1
40— 2 !
von o aud g, und t, leicht mitteld der Gleidhungen s;, =2} 1 —o

A e ]', i ;
Al 1 f e S Nt A £
und &= ju getotunen fnd.

abet g0 = 114 — 55— |/ 2%
b 8 Oy
S _H' = 2
1.- o—1 .."’.l'-l' 5] i b .
F / S - =
A e e s A 2/ 56—21/5
ey == / e~ S
/5 -+ V56 / Hh+Vh bbb
/ a
o (s ]
il = -
215

B}

S diefer Weife ift fortzufabren.
311) Nujgabe. Die Werte o, 55, 1; 31t beredynen.
Man faun damit Geginmen, die zu A C gehirige Hibhe ded Drei-

ABC in (Fig. 120) zu berechnen, twelde die Ddlfte von s; it

ectd
&3 ergibt fich
V6—1 3—V5

5 0 AC\2 T ;
ht=A f—f-—( = ) Dabet ijt AC=1—2=1—"— =

womit der fleinere Teil der ftetig geteilten Geraden 1 gefunden ift.

Einfeung der Werte von AB und AC ergibt

o (VB=1) _ (B=VEY _ 4@ +1=2/8)—0 +5—c/)
(oo ) Ly 16
24 — 876 —14-1-6)5  b5—15
16 8
Demuad 1t
B Q-II 5 ]-'f:'l : l » — b
2 8 2
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312) Unfgabe. Die Werte o5, 55, Ly, Fys 31 berednen.

Die Sﬁfnng findet fich in Band IL

Bemerfung. Nad) obigem fimnen vorldnfig folgende regelmdpige
Vielede jhon jest beredhnet werden: Die 2":Eide, die 3 - 2"zCde,
bie 5 - 2Ede, die 3 - 5 - 27=Cde. (Spiter wird fidh zeigen, daf aud
bie 17.2":Ede, 3-17 - 2"Ede, 3 - 5 - 17 - 2%:@Ede und getvifje anbere
fich fonftruieren und Dbevednen lafjen, nirE)t aber dagd 7-Gcf, 9-Cd,

1=k 13-CE 19-Cf, 23-Cf, 25-Cf ... und Dderen Ubleitungen.)

313) Unfgabe. Die Seite s, unmittelbar ausd s, abe

: i mn
suletten.
\ /14-e,
Wujl. 1) Avithmetijdhe Lojung. Oben war o, =] .
/ 5 / Girn /1—ae,
S — 21 — g4 = '—’l' e R ] 5. ermer mwav
f £ T ,"'Ir .\"',]' ;
s.—2)1—on, alfo o, = [ 1 — -1.-f = 1V4 — k. Demnad ift
] 1 —4]/4 — sk o,
S s ober &, =V 2 —J4—4.
s 2) Geometrifde Lofung. Jn Fig. 125
t":' 5. et T = f oy
C it AB=s,, BC=z=3s,, MB=r=1,
d £ - I’ 5 bann ift CE- DE = BC? vber h(27r —h) = ;
| af N Wug Dbiefer Oleichung folgt  unddit
\ A Wil = Nur dad negative Seichen
e/ ift brauchbor, Ddenn bdad pojitive fiihrt auf
s [77 5 T ~ ¥ [ et B J (o)
S e den groperen Sehnenabidmitt 2y, = DE. Dem:-
D nadh
Aoy /"‘ . s i rs T |
e 5 (S5 )- / el
1 l ety / lx’ ( 7 ek ( i (i
.f:_ 2

Eine einjadere qwmurmfc Lojung ergibt fich aus ber Ufnlichteit der
Dreiefe ABC und BMD, die den Winfel « je jweimal enthalten.
Darvaud folgt 1:y==2:5. Ausd

n

Z+yi=4 undb 22y =2s,

folgt Durd) [w.itsm'ieii'tge Adbdition
2yt 2oy —=4-4+2s, ober x+y=7)4+2

s

7l
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ourch beiderfeitige Subtvaftion folgt

g2+ 9y — 2wy =4 —2s, ober &—y= V4 — 2s

1 ne
St mun y > @, wie in der Figur (wag bei n > 2 jtetd der Fall ift),
To ift in bder lepten Formel Dad negative Wuvzelzeichen zu twiblen,
in Der vorlepten fiiv pofitives 2 und y dad pofitive. Durd) beider-
feitige Subtraftion und Halbierung folgt dann fiiv x =8

20

i :{ l,/l _ 3\ g 1 e 2.‘”] = I-l 4 8, Ay _11 2 .i,; )

£ 2

et ift 5., durch ztvei einfache Wuvzeln davgejtellt, bilbet man aber
pbent und Bier pasd Daabdrat, fo erfennt man die Mbereinjtimmung der
Werte.

314) Ginige Anfgaben. a) Den Fladjeninbalt des rvegel-
méfigen Jehueds fiiv den Radiug 1 ded einbejdricbenen Rreifed zu
Gerechen.

b) Den Flacheninhalt bed vegelmipigen Fiinfeds fitr ben Radiug 1
bed einbejdhricbenmen Rreifes zu bevechnen.

¢) Den Flacheninhalt bed vegelm. Fiinfzehneds fitr Den Radiug 1
be2 ecinbefchricbenen Kretfed 3t bevechnen.

d) Diefelben Aufgaben fiir das vegelm. 5= 10 15:Cd von ber
Geite a zu [bjen.

e) Diefelben Aufgaben fiiv beliebige vegelm. n-Cde zu lbjen, o
% bon ber Form 2%, 3-2¥ 52" 15-2% ijt.

5) Hufgabe. Die Kreisflacde ju berednen.

Wufldfung. Der Kreid (ARt fich, wie jhon im Borfurjus § 141
geseigt tourbe, alg regelmdpiges Bieled vou unendlich) vielen Seiten
betrachten. Die Flade Ddesd reqelmifpigen Bieledd Ivar J".”:—g:(
wennt « der Umfang, o der Radbiug bes einbejdjricbenen Sreifed toar.
Fiiv unendlich viele Seiten jfreben aber o und » derjelben Grenze 3u,
jobafi man beibe vertaujchen fann. Der Rreigumfang aber ift beim
Radiugd 1 von der Qinge 2w, beim Radind » von Dder XYinge

g Al = 2y ; p
w = 2rx alfo ift der Rreisinfalt F = rx"- = mr®, wo = der jdhon

melrfach angegebene Wert 1t
316) Berednung von Kreidbogen und Teilen der Kreid-
flade.
a) Der Kreidbogen vom Rentriwinfel «° ijt, wie jdhon in
Nr. 56 gezeigt tourde, von der Linge
0 0

84
= T e
180"

(14

o — g =
@ =-aT1 a5Hn
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b) Der zugehirige Kreidfeltor haf die Flade

F=mrt
abl)’
penn auf jeden Grad fommt der 360 Teil ber Rreisflache. Alle zu
gleichen Bentritvinfeln verfdjicdener Rreife gehirvigen Seftoren find ein:
ander dbhnlidh.
¢) Dag zugehivige Kreidjeqgment Hat ald Fladhe den Unter:
jhied Dbes augehirvigen Seftors und bed von der Sebhne und ben
Grengradien gebilbeten Dreieds. Alle zu gleihen Bentriwinfeln ges
hovigen Segmente veridhiedener Kreife find einanber ahnlicd.
Bemerfung, Mande Segmente laffen fidh leidht bevecdhuen. So
Danbdelt e3 fich in Fig. 126 um dad zum Winfel 90° gehbrige
Segment.  Dabet ift ber Seftor
et ABM = mr® - 30 = T: Das Dreted
MAB iwirde allgemein aud ber
Grundlinie A B und bexr DHihe 2 u
bevechnen feim, bhier aber ift e3 De-
quenter, bdie Grundlinie » und die

o 4s . T T
Hihe » zu nehmen, alfo » - =
Solglich ift:
£ Seqment = Seftor — Dreied
\\h“—'_ '_'_rﬂ_-/ — :.T:.- —_— % == oL === 1_. e ] -":'
y 5] 219 ==l bt R,

Das grofie Segment Hat die Flache
g 1w S e et p O S8R c
7T —-,__)L_B—IJ-—IﬂJ tis '4I.=’7T'l 2].
Rann man eine Kreisteiftung mit Jivkel und Lineal durchfithren,
jo laffen fid) aud) die entfprechenden Segmente leicht nacd) den obigen
Methoben Dberechuen.

317) Nufgabe. Jn Fig. 127 fei ABC ein redtwinflig-
gleid{dentliges Dreied, dem ein Rreid umbefdrieben ift;
auferdem ift um C ein Rreidbogen mit dbem Radiug CA4
gelegt, der ein (fdraffierted) RKrveidbogenzweied, bdie {og.
Lunula de8 Dippofrated, abgeidnitten hat. €8 foll De-

*) Die KRlammer fann mit beliebiger @enauigleit berechnet twerben, fe
nadjpem man w = 3,14 ober gleih 3,14156 oder gleid) Ddem angegebenen
NiherungSiwerten —

3565

pher = macht.
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wiejen werden, daf bdieje mondfdrmige Figur bdenfelben
Snbalt hat wie dbad Dreied.

Die drei unfdraffierten Kreisjegmente gehoren zum Bentri:
winfel 90° fjind demunad) dhnlich, dad iiber A B ftehende ijt aljo nad
Poythagorad die Summe der beiden anderen.
Bieht man aljp bad grifere von dem oberen

Fig: 127.

Halbfreife ab, dbie beiben anbeven von bem T
unteren, fo miijjen Ddie {ibrigbleibenben ,/d \
Rejte gleidh grop fein. Demnach ift Ddie ,""_’,,--—-—j:;—----- !
Lunula bon derfelben Flide wie ba3d Dreied. j" r M
Bemerfung., Wit Hilfe diejes Sabes <\ i
boffte man bder ,Luabratur ded Hirfeld" 6\;\
ndber zu fommen, d. §. der Konftruftion \\j\ =
cined Quadrated, twelched Ddiefelbe Flidye ﬁ“(i/

baben joll, twie Der Kreid. ‘Briift man aber
ven ©ap durd) Redhymmg, fo erfennt man, wie halilod dieje Hoffnung
war. Seht man nimlid MA =», CA = o= +}2, fo ijt dex Halb-

o = ; rea e _ : - ;
freid von ber Flade F — ——, Dag Segment AEB nad) borigem

Y e [ e = g1 ; o vzl 2rifmw o] e 8
Beifpiele von ber Fladhe F, =" |, — 1| == [ —& |={—— r“)-

ot : rio frim &) 2 E h o~
Demnad) it F— F, =— — ( —— ;) = r% 0. h. gleid) bem Jn-

Dalte bed Dreieds A BC, und geradbe der ben Faftor = enthaltenbe
Teil ift weggefallen.

[Crit in neuefter Beit ift duvdh) Lindemann Dbewiefen worben,
dafy Die RKonjtruftion der Kreidquabdbratur mit Jivfel und Limeal un:
miglich iit. ]

318) Nujgabe. Sefit man den Kreiz AEFB nad) unten fort,
jo entjteht eine neme qrifere Lunula, deren Bervedhnung audgefithrt
und ju den MNeftfeqmenten des fleineren freifes in Veziehung gejest
werden joll. —

319) Ginige libungsaujgaben. Bei den nachjtehenden Auj:
gabent it zu vaten, zundchft die umgefehrte Aujgabe durd) Rednung
qu [bjen. Aug dem Rejultate ift dbann die Lojung ber gejtellten Auj-
gabe leicht abzuleiten.

a) Bei einem rvegelmafigen 2-Cd fei der Umfangsunteridhied o
bed Um:= und des Jn-Rreijes gegeben. Wie qrof ift bie Seite bHes
nEds? (Die Fille n=3, 4, 5, 6, 8 10, - - - follen durchgefithrt
werben. )
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b) Bet einem regelmdpigen n-Cd jei der Sladenunteridied des
Wt und ded Sm-Rreifed gegeben. Wie grof ift dbie Seite ded 7:Cdg?
(Diejelben Fille follen behandelt werden.)

c¢) Bei einem Kreife fei der Umfangdunterjdjied des um: UId
bes einbefchricbenen vegelmifigen #-Cd3 befanut. Wie grof ift der
Radius bes Kreifes? (Diefelben Fille.)

d) Bei cinent Kreife fei der Flichenuntierjdyied ded wm: und ded
einbefchriebenen vegelmipigen n-Cd3 befannt. Wie grof ijt ber Radiud
bed Sreijes?

e) Demjelben Kreife fei ein vegelmaBiges Dreied und ein Vuabdrat
einbejdhricben. Wie grof ijt der NRabdiug ded RKreifed, wenn a) dev
Umfangsunterjdhied, b) der Flichenunterfdhied diefer Bielee beFannt 1t ?

f) Die beiden entjprechenden Anufgaben fiir anbdeve rvegelmdpige
Vielekepaare von nicht fibeveinjtimmender Seitengahl zu Ibfen, 3. B.
n=3, n =5 6, 10,--+; n=4, n, =5, 6, 10 ujw.

g) Demfjelben Kreife jei ein vegelmipiges Dreied und cin Dauadrat
umbejchricben. Wie grof ift der Kreidradiug, wenn a) ber Umfangss
unterjdhied, b) der Flichenunterichied betber Vielecte befamnt ift?

h) Die Deiden entjprechenden Aufgaben fiir andeve vegelmipige
Bieledspaare von nicht iibeveinftimmender Seitenzahl zu djen.

i) Demjelben Kreije fei ein gleidhieitiges Dreied einbejchrieben,
ein Quabdbrat wmbejdhrieben. Wie grof ift der Rreidradiug, ivenn
a) ber Umfangsunterihicd, b) der Jnbaltdunterjdyied ber beiden
Stgurent befannt 1ft?

k) Diefelben Anufgaben fitr andere vegelmihige Jiguven von nicdt
itbereinftimmender ©eitengahl zu lofen.

1) Der Umfangsunterichied eined Kreifes und des umbejdriebenen
Siinfecs fet befannt. Wie grof ift bev Kreidradbiugd und die Fitnfeddijerte?

m) Der Jnhaltdunterjchied eined Kreijes und bes einbejdriebenen
Siinfedd fei befannt. Wie grof ijt ber Kreidradiug und die Fiinfedsjeite?

n) Diejelben Wufgaben fiiv andere vegelmapige Bielede 3u [bfen.

I Amwendungen der Algebra anf die Geonietrie.

a) Geometrijde Deutung und Konfteuftion algebraijder Ausdritde.

320) Qn diefem Abjchnitte jollert @, b und ¢ ftetd3 Geraden vou
gegebener Qinge bebeuten, 2 die Linge der gejuchten Geraden. Damu
gelten folgende BVeziehungen:
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