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Dreiede ziehe man A BEJ, von bdem anbderen dad qgleidhe Dreiec

BHJ ab, jobann von dem erjten nod) A DGJ, vom anbderen bad
glethe Dreied D EJ, dann miiflen von jedem bder groBen Dreiece
flachengleiche Stiice itbrig bleiben, fodah /, / AEJG = /[ JJHCF
ift. [Man nenut bie

beiben Parallelograntnre Fig. 90.
Crginzungdparalle:- D AR e jedop
(ogramme, toeil fie VET f/
ndtig ftnd, um die beiden R Y S pinkd

bont ber Diagonale ge- / /
chnittenen Parallelo- / /
qramime um gangen ’-Eﬂ-" [.r' '

vallelogramm ABCD ju ~* E B
ergdngen. ]

Bemerfung, Jjt dad Pavallelogramm ein Redytedt, o erhalt
man flacengleiche Crganzungsrvechtecte; ift e3 ein Rhombus, jo werden
bie Ergamsungdparallelogramme fongruent; ift e3 ein Quadrat, fo
werben die Crgdngungsredhtede fongruent.

Der Sab fiihrt jur Lijung folgender

Nufgabe. Cin gegebened Parvallelogramm in ein fladen:
gleigesd mit Denjelben Winfeln zu verwandeln, von dem
eine Seite gegeben it

Man betradite dad gegebene Parallelogramm alé dag Crginzungs-
pavallelogramm bder Fig. 90 und JH ober JF al3 die gegebene Seite
bed gefuchten. Die Figur ijt leicht u vervolljtandigen, jebod) braudt
man nicht alle Linien ju geihnen.

e) Rangenz und Fladenbereduungen an geradlinigen Gebilben.

260) Berlegung ded RNedhtedd in gleiche Quabrate unbd
Formel fitx die Redytedsflade.

Koo T . Lo e v pe Hig. 1.

a) Pat ein Redhted Seiten, bdie fid) verhalten 5
: S S x iy . e e
ie 3wei ganze Bablen m und =, o lift e3 jid) (b

injoviel Quabrate jerfegen, ie Dbas Produft der | | | |
Bahlen angibt, aljo in m - n Quadrate. (BVgl. § 63 i e s
bed Vorfurfus.) Man nehme dabei an, daf m und » — |
feinen gemeinjchaftlichen Teiler Haben. Das Wnfjuchen | |
bed gropten gemeinjdhaftlichen Teilerd gehovt in bdie
Arithuetit.

Beifpicl. it AB: BC=3: 5, fo Hhandelt ed fih um 3-5=15

A SR N ) Lo :13




118 Planimetrie I Fortfepung des Lehrgangs.

Ouadrate.  Dasjelbe gilt fiiv die Werhiltniffe 6:10, 9:15 ujin.
Man  verlangt ftets bdie mdglidhit fleine nzahl von uadraten.
(Fig. 91.)

5 fragt fich jebod), ob bdie Giuteilung i Quabvate audy fir
nicht ganze Bahlen miglich iit.

b) Berbalten fich Ddie Redhtedsieiten iwvie 3ivet gebrodjene
ahlen, jo loffen fich die Briidye gleihrnamig machen, und die Bahler
geben ein ganzgahliged Berhaltnis. Dag Brodutt der nemen Zahlen
gibt bie Unzahl der Quadrvate. (Vgl. § 66 pe3 Borfurjus.)

Beijpiel. St AB: BC=32: 7, fo ift aud) AB:BCO = 123

18:85. Das Redted Lkt fich aljo in 18-35 Duadrate einteilern.
(Bigtweilen ift nodh ein Nitrzen ded BVerhiltnifjed miglid).)

3

¢c) ©ind bie gebrochenen Babhfen gejdloffene Dezimalbriiche, jo
ift bas ganzzahlige Berhdltnis feiht u finven; 3 8. AB:BC
— 1,923 :2,156 gibt 1230:2156. @3 faun nodh) in 615 : 1078
gefiivat werden. Die Anzahl der Duadrate ift 615 - 1078.

d) Berhalten fich die Rechieddietten jo, bap im Verhdltniffe ein
pber awei endlofe beriodijdhe Degimalbriihe vorfommten, jo berivandelt
man diefe in getobhnliche Brithe und verfahrt wie vorher.

Beijpiel. Das Verhilinid et 2 : 5,23 8154 81548154 .. ..

Man fepe den Degimalorud) gleih «, jodab

10000002 = 5238154,815481564.... ., und
100z = 592381548154 . .... . aljo  burd)
beiberfeitige Subtrattion
9999002 = 5237 631,00000000 . . ... - und demunad

ber Desimalbrudy o = 5BIGL g5 %) ebt ift dad BVerhaltnis der
Rechtecafeiten 2 : 5237651 pher 1999800 : 5237631, Die Angahl
per Ouabdrate it demuad) bad Prodbuft bder beiden lepten Jablen.
Dabei fei vorausgejebt, dap Rirzungen nidht mehr miglich find.

Sn allen Ddiejen Fallen war dasd BVerhialtnig in ein
ganzzahliged zu vermanbdelm, und bdie Quabdratteilung war
theoretifd) moglich. Solche Berhaltnijfe nennt man rationale
Berhaltuijfe. Die Seite des gefundenen Quadrates heibt das ge-

%) Nerfe folgenbe furzgefajte Negel: Sdjreibe die Bahl bis zum Sdhiup
der crften Peviode ald gange Jahl hin, ziehe vou ithr ab bie bor ber erften
Periobe jtehende Bahl, und bdividieve den Peit purd) eine Bahf, die borm fo
oft die Biffer 9 hat, ald die Periobe Stellen ihlt, und hinten jobiel Nullen
hat, al8 die eigentliche Vorperiobe Stellen zdhLL. Der entjtehende Bruch it
ber Wert ded periodijhen Dezimalbruchd in gewdhnlicher Brudhform und
fonn Biufig nod) gefitezt werden. Der Beweis fiir die Ridhtigteit des Ver-
fahrens evgibt jich aus dem obigen Beifpiele.
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meinjdaftliche Mah der beiden Rechtecsieiten. Sind bie miglichen
Qitczungen duvdjgefiihet, jo Hanbdelt €3 fich um dad groBte gemein:
fdhaftliche Maf.

[6) Unmoglih) iwird bdie Ginteilung bez Redteds in fleine
Quabdrate, jobald dad BVerhiltnis fein rationaled, aljo ein ivrationaled
ift. Dies findet 3. B. jtatt, fwenn die cine ahl eine ganze, die anbere
ein endlojer Dezimatbruch ofue Periode, d. h. eine Jrrationalzahl ift
Solde find 3 B. die Duadratwurgeln and den Prumzablen, bie Kubik
wurgeln ufw. augd folden und die durd Multiplifation mit gangen
Qabhlen aus diefen Srrationalzahlen entjtehenden. ©8 qibt aber nod
Srrationalzahlen, die nicht mit der Wurzelausziehung sijammenhangen.
Gine foldje ift 3 9. die mit dem RKreidumfange sfammenhingende
Bahl 7 = 3,141 592 653 589793 ... Der Nadyweid bafiir, bdap
eine Babl der lesteven Gruppe eine Jvrationalzahl ift, [Ept fid wuw
jdjtoierig fithren und geht iiber Den Standpunit ber Klaffe hmaus.
Mant fann = ald einen Dezimalbruc) mit unendlich langer Periode,
aber aud) ald Desimalbruc) mit unendlih Tlanger Borperiode be-
trachten.  Qm erfteren Falle famn man daber m = *Seeeis - feben,
a3 einen Brud) gibt, der im Jahler und im RNemner unendlid) viele
Stellen hat. Dentt man fich) die lepte (unendlid) fern liegenbe) 9 ge-
ftvicgen, fo evhilt man al3 gleidgwertig = = 3550560 - Uud) hiev
find Bdbler und Nemmer big ind Unendliche fortzujepen. Cin
irrationales Berhaltnis fann aljo nidht al3 BVerhalinis

r

sweier enbdlicher ganzen Jahlen davgejtellt werden

Stehen bemmad) die Seiten eines Rechtedd in einem ivrationalen
Perhiltnis, o mithte jede Seite in unendlid) viele unendlich Fleine
Teile zerfegt werdem, wenn man eine Ginteilung in Feine Quadrate
exzielen toollte, die Quabdrate iviicden umnendlich Hein wund unendlid
sablreid) werben. Die beiden Seiten haben alfo fein gemeinjdaftlicdhes
Map von endlicher Grofe, man nennt fie daher infom menjurabel.
So find 3. B. 3wei Gerade vbon den Langen 1 und 1/2 infommenjuvabel.

S folchen Fllen begniigt man fid) im praftijchen Leben mit An-
niherungdmwerten. Cntiweder bejchrantt man den D aimalbrud) auf eine
endlicdhe Anzahl von Stellen, was 3. B. bei 1: 7 auf 100: 314, oder auf
1000000 : 3141593, ober auf 1000000000 : 3141592 654 ujmw.
fithrt. Ober man judht Nierungdwerte, wie F = 3,142857 .. ., wad
allerdingd zu grof ift, ober toie 35 = 3,1415929 ..., was nur
Tt wenig abweigt. Der Wert ¥ war don dem Archimedes befannt.
Bur Auffuchung ded zweiten und anderer Ndherungswerte gibt bie
Arithmetit geeignete Methoden an.|
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£) AB Fladenmap fonn man em Qaadbrat von beliebiger
Seitenlinge wahlen. Jm praftijfen Seben wdhlt man die Seiten:
{ange al8 eine Der Qingeneinfeiten des metrijchen Syjtems. Luadrate
pon 1,2, 3, 4, ... cm Seitenliinge Haben dabei Fladjen von 1-1=1,
2.2=4 8:3=9, 4-4=16,... qom pher: 12,99 8% 42 _ . .qem
ober em? Gin Quabdrat von vierfacher Flacdge erhalt man duvd) ges
eigneted Anlegen von drei Duabraten berjelben ®rife, ein Luabdrat
pon neunfacher Flache durd) geeignetes Unlegen von noch) fiinf joldgen
Quabraten an dad vorige ujw. o exgibt fid) folgende Tabelle der
Duabdratzahlen:

1%

=] =]

fobaf jedbe Duabdratzahl gleid) einer Summe aufeinander
folgender ungeraber Bahlen iff. Die Writhmett Tehrt, Ddaf,
tent » cine beliebige ungevade Babl ijt, 1+34+5+--- --,L-ﬁ:({{ F]I_l]
ift, was an der Tabelle anf bie Ridtigleit erprobt twerden faun.
(Daviiber und iiber bdie Unwendbungen vergleidhe man den Borfurius
& 58 'big § 61.)

g) Sjt dad Rechted in Heine Quadrate zerlegt, jodap 3 B. bie
@runblinie in 3, die Hihe in 5 gleihe Teile zerlegt ift, aljpo 3:5=15
Duabdrate vorhanden find, und betrachtet man jeded Luaorat al?
Slicheneinheit, fo Dandelt & fih um 3.5 = 15 Flcheneinheitern.
Xft allgemeiner die Grundlinie bed Redjteds von ber Linge b, bie
$Hbhe von ber Linge h, beided in Bentimetern gegeben, jo ift bie

Slade gleidh bh Duadratzentimetern, ober, wie man einfacher fagt,

=1k,

Diefe Formel*) gilt nad) obigem auch fiix gebrochene Bablenm. It
3. 8. b=38tem=jem, h= 52 cm = em, fo made man bie
Briihe gleidnamig, jodaf b =% em, h=% em ift. Jebt fteile

# Da s jedem Redyted oder Pavallelogramm, itberhaupt zu jeder gerad=
linig begrenzten Fldche ein gleic) grofies Qitabrat gefhort, defjen Ceite gleid) f,
befjen Flache gleich f*2 fei, jo mir‘o'iintt F vieljad geir’hr_irben f? f{obaf Die
Formel lautet £2=bh. Dadurd) wird angedentet, dap es fich lint8, wic vedyts,
um einen Ausdbrucd zweiter Dimenfion Handelt. Diefe jehr zu empfehlende
Sdyreibiveife ijt leider noch nicht allgemein getworden.



Berecdhnungen an geradlinigen Gebilben. 121

man b in 24, % in 34 gleidje Teile ein und fonjtrutere die ugehdrigen

91 - 84 = 714 Duabrate bon je L em Eeitenlinge, alfo bon g qem
Slide. Dad ganze Rechted Hat alfo ¥ qem = 2+ 3 qom = T - { qem

— bh Quadratzentimeter Flade. Die Formel F = bl ﬁdiH aljo
aud) fiir gebrodene ,, Magzahlen b und 2, alfo aud) fiiv endliche
Dezimalbriige und fitr unendlihe Degimalbriihe mit Periode, alfo
fiiv vationaled BVerhdlinid b: A

[Fiir irvationaled Berhaltnig fann man fie ebenfalls al3 jtreng
ridhtig Deweiferr, Dier aber foll im UnjchluB an e) nur gejagt werbden,
bafy fie wm fo vidhtiger ift, je mehr Degimalftellen man bei & und A
beriidiichtiat. |

961) SJedbes Parallelogramm ift inhaltdgleich einem Redhted
pon Derfelben Grundlinie b und Dderfelbenr Hohe ~.  Sein Inbalt ift
bafer ebenfalld gegeben Ddurd

B=bh.

262) a) Jedbed Dreied von der Grundlinie b und der Hihe &
ift die Hilfte eines entjprechenden Parallelogramms beztv. Redjteds.
Die Jnhaltsformel ijt aljo

A bh
(1) F=—-

b) Begeihnet man die Dreiedsjeiten ald a, b, ¢, die jugehirigen
g = ; e - bh. ch,
iben ald ky, hy, hy, jo folgt, dag —* = —F = ~° ober ahy=bhy=chy
ift. Daraus aber folgt
|2) a:h= ff._, 2 a"r-'Jr i frﬁ : .i'fﬂ, e ,i';j 4 ,T,f:“

. h. 3wei Seiten eines Dreieds verhalten fid) umgefehrt
twie bie jugehorigen Hohen.
¢) Gtatt der erften diefer Proportionen fann man aud) jdreiben:
h hy h i |
a:b=1:1 poer a@:b=2:1t=-—1
b h, o b i Tl e
bemnach) lafien fich biefe Proportionen in folgende gemeinjdjajtliche
Fornel zujammeniaffen:
T L
B s e

(3

(3) WA —

9. b Dic Seiten eined Dreieds verhalten fid) wie die ume-
gefefrien (veziprofen) Werte der Hohen ober wie Ayl hghy iy hy.

d) Sind a, b, ¢ bic Seiten eined Dreieds, unbd ift ¢ der Rabdius
bed Sn-Qreifes, fo ergibt fidh) cine tveitere Flachenformel. Berbindet
man namlich) in Fig. 65 den Mittelpuntt M Dbed RKreifed mit den
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Gden A, B, € beg Dreiecdd und mit den BVeriihrungspuniten, jo wird

s : a : 2 home St g co pe A _
NAMEB = ;} NBMO = AL MA=_, ver Gejamtinhalt
: U imps - be co a -0 ce . !
Wit dllo =+ -+ 5= = , foofii man, da a + b +¢

S E o e e T v wo Sl
gleidh) dem Umfange w ift, aud) jdhreiben faun F = .~ Der Audbrud
a—+b-+e . 2 1 : ST g

T T ipar aber dort mit p Dezeichnet, alfo ijt Der Dreiecds-

&)

inbalt aud

i P a4+ b+ e i
(4) F="T_T o= _"o=yo

(S Worten?)

e) Berbindet man in Fig. 66 den Mittelpuntt M, Ddes die Seite
berithrenden Wn-RKreifed, bdeffen Rabius o, fei, mit ben Ccden Des
Dretedd und ben DBerithrungspuntten, jo it

A = A g ; e A = ] :
AABC=ABMC+ ACMA— ABMC=-3t 7% M

¥
=% (b4 ¢ — a).

o b — : . ’ v . "
Der Ausdbrud —— wurde aber dovt mit p, begeihuet, alfo ift
v L b-+e¢—a
E\-‘}_\) = -l -0, = P04

=2

Gbenjo ijt e3 mit p,, sy, besiv. 9,, 0, Man Hat aljo die Gejami:
formel

(6) F'—=po=p0y = P30 = P30
DDEr
- at+bt e -a-+b-t+¢ a—b ¢

(6)* = 5 o = -'2 - gy = 5 ' 05

Fig. 02 i e P e

A & 2 T
RS f) Davaud ergibt i) nod) etne andere
4 b s g ' - i o, .
// i Fovmel:*) Fig. 92 ftellt ein Dreied mit der

gl 2 lax\, Hihe hy = AD dar**) - Diefe foll aud bden

TS ey ©eiten @, b, ¢ berechnet werben. Man jebe
& BD =gz, aljp DC=a— 2 damn ijt nad
Pythagoras in den redtwintligen Dreteden

# Der Abjdhnitt £) fann vorldufig zuriidgeftellt werden, twenn die Lehre
pon ben Tabdratiwurzeln nod) nidt befproden ijt.
= D ift in die Beidhnung einjivagen.

T e o
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2 2 __ 72
Ll — frl
B [, )
(a r)* = b — hj

Doer

Sept man Hier den Wert von «* aud der erjten Gleidung ein, fo folgt

@ L] 0 - = 1.2
a* -+ ¢t — I — 2ax = bE—— i

pber, wenn man k3 beiderfeitd ftreicht,
Hi: —!—— oF — R ar— b

Darvausd folgt

Diez fese man ein in die erjte Gleidung, die fidh aud) jdreiben

51 o 9 r; i i e
e e s B R
Is] — X (& + )L z)*)
a* - ¢* G a® - ¢ — b*
—| 1 =l - — ] g - .
iz I 2a | | 2

Madht man die Ausdriide in jeder Klammer gleihnamig, fo erhilt man

;l? Dae L a2 I t...:i __hE Do — {-.'ﬂ =2 E.E :_ EJ’H
s 2 2a
|'|_'\'rr -+ €)* - b - ||’a2 — (@ — ¢€) :3]
FT3 da?

Su jeber Rlammer fteht die Diffevens ziveier Duadrate, die fid) wicder
in Summe mal Diffeveny der Grunbdzahlen zerlegen lgt, und jo folgt

5 (@ + ¢+ 0) (@ 4+e¢—b)b+a—c¢c (b — a - ¢)%)
el'_ ——
1 4
pder
- i6 atbte —atb+c a— b4+e at+b—e 4 - =
s = g 2 : 2 ' 2 ‘ 2 = 2 PPiPaPy

Demnady ift die Hobe ky

o 29 /a - b -+¢ -ag+b+¢ a— bt+c a4 b=
() b= Y i % S 2R e T
S A 2 2 2 2
5] =

(41

= -l."':!‘li: PsPs-
Ebhenfo ift
9

=
By 2 S
ir!::, == ‘ !;" PP Ps Py J'In':; = o I/:J_Jj.l] Pa Py

Sdyafit man in Gleihung (7) ” nad) linfs, jo jteht dovt (-{'21 =i,

# Gumme mal Differen; jiveier Jahlen gibt die Difjeveny threr Duadrate.
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affo bie Flacde des Dreietd. So erhalt man bie berithmtie Heronijde

prmel fiir den Inhalt dbed Dreieds:
- ,_—_f_'_ F o
(8) F=)ppi1p20s

=1V@F o+ ato+9@—b+olatbd—0

Vergleicht man diefe mit

1t . S DR
7 Po—0y0; — Pals = Vg¥31

jo findbet man unddit

PO = Vpp p:ps OO @ = 3,1*’1})?13*»_-1%.; = l 2 }fl"p* = ]’ Bilsta ;

P
Sn dfnliger Weife find die anderen Fovmeln zu behanbelr. Jmt
garnzen ergibt fich

(9) o _1,/ PP o Z‘lf..-fwg s s | oEds "_r/ﬁmeg'
¥4 y 2 Ps Py

_}. h _|_ @

. ; ; A B S 7 :
wo Fiix die p die aud den Seiten hergejtellten Ausdriide uji.

cingefest twerden fommen. Man Dalte dabet feft, Daf nach den Fig. 65
und 66 p bden BHalben Umfang bed Dreieds, p,, Pe, P etnfache
Tangentenlingen bedeuten.

Bemerfung. Bilbet man ausd (9) bas Probuft der vier Radien
und fitest man Den entftehenden Brud), fo lift fich die Wurzel ausds
siehen und e3 entjteht

0010205 = PP1 Pelg = b
ober
(10) F—Voo,0,05 = Vorraps,

fobafs fich die Jldche e Dreieds auch aus ben Radien bder Be-
ritheungstreife bevechnen (aft und dad Produit der Rabien qleich dem
: jnen | gleid)
Brodufte der p ift. — Nod) anbdere Formeln laffen fidh Ddurch Minlti-
! ; J )
. . . i o ] T o
plifation und Divifion finden, 3 Bo 00, = Pals. ; ——‘;; uji.
1 5
)

L

—
-

Ferner ift nad)

0

8 Zeks
hyhshy = —— V(001 9e5)" = 450 V(0010:205)° = 4 s
fobaly 3 .
= I—é-glfiﬁ-bf'hl}hghﬁ ift.
Die Heronifhe Fovmel foll in der Ahnlichleitslehre Fitger ab-
geleitet twerden. ©ie bedeutet einen qrofent Fortjdhritt in der Lehre
vom Dreied.
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263) Cine Gigenjdajt ded gleidyjeitigen Dreieds. Fallt
nan bom einem hciiuhiqm Bunfte P innerhalb eines gleichjeitigen
Dreiedd Qote 1, L, I, auf defjen Seiten und verbindet man P mit
pent Gcen bed Dreieds, jo ijt die Jlache ded Dreiedd F = /A ABP

al : : S
—i _J,. .J)’ ()rjf'} | ‘ (-r‘_t }'j s ri? HiE .-’ljg _, “j_-. il i: ':._'J: : F:J‘ __ JF',}?J_ %E!TD
S 2.1 =5 : ; —
it L, +6L+1L= e h,  Solglidy gilt ber Sab:

Die Summe der von einem beliebigen Punite inner:
halb Ded gleichieitigen Dreiedd auj defjen Seite gefdllten
Qote it fonftant und zwar gleih der Hohe ded Dreieds.

Qiegt der Puntt P auBerhalb ded Dreiecks, fo ijt entweder einsd
der Uote, ober e3 jind zwei jolche von aufen {}m auf bie Dretecieitern
su fallen. Dann bleibt der Sab DLeftehen, jobald man bdieje Lote alsd
negativ auffafit.  (Vian e
verjudje den Sah aud) _T'_”.'__
phne Recdhning, d. §. rein G =

"
v ¥ " . 5 (f \
geottetrifch) au Deweijen.) /:J \

264) Gine Cigen- 'i;. 3= \-._
jchaft bed redhtivint i
ligen Dreieds. Fig 93 - — =
ftelle ein  redhtwinkliges
Dreied mit der Hihe 7
(auf ber Hhpotenufe) dar.
Die Abjdhnitte der Hypotenuje bezeidhne man mit p und q.

&)

Dabet 1jt

o o i
= a= — T

e = b* — p®,
aljo burch beiderjeitige dbdition

oKt = o’ f b® —jiﬂ = fjfg = ¢! "';” = ’HE

pber, da ¢ = p + q ift,

2= (p+ 9 — (P + P =0p"+ 4+ 2pq — (»* + &%) = 2pq.
Davausd folgt A% = pg, b h.:

Das Produft aus den AUbjdnitten der Hypotenuje ijt
gleidh) dem Quadrate ber Hohe
L
s q
man k die mittleve Proportionale u p und ¢ Dieje fann daber
fonftruiert werben, indem man p und g aneinanderlegt, baritber einen
Halblreid zeidnet und im Teilbunfte ein 0Hid jum RKreife veichended

Aud h-h=p-q folgt oder p:h=h:q Daber nennt
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Qot ervichtet. Cine Propovtion, in der das zweite und britte Glied
fibereinftimmen, nennt man eine jtetige Proportiom

S Fig. 82 tar dag Quadrat itber BC qleidh dem Rechted aus
der Hypotenufe und dem anliegenden Ubjchnitte Der lepteren. Jn Der
Bezeichnungsiveife der Fig. 93 iofgt affo a®*=gq-c umd V¥*=p-c
Demnad) ijt « wmittlere Proportionale u p nd e; ebenjo it b
mittlere Proportionale st p und e. Tied gibt eme neue Ronjteutiion
der mittleren Proportionale gweier Geraden. (LWelde?)

(In der Jihnlicheitslehre crgeben fid) biefe Sibe in febhr ein:
facher Weije.)

265) Das allgemetne Bieved gewdhnlicher Art [ajt fid)
purd) jede Diagonale in awet Dretece zerlegen. Seine Flache (apt
fih) 3. B. berechnen, wenn bie Diagonale BD = p unbd bdie von A
und ¢ auf diefe gefdllten Lote 7y und /Ay befanui find. Dann 1jt
.Jr'J.i‘.'] e phy 0 re L

3 (W
(3] ! O] ) '-_( 1 |

i

Stefen Die Deiden Diagomafen p und ¢ aufeinander jentredht, jo it
hy + hy = q und
t X
F—E£L.

Dies ift 3. B. der Fall beim Rhombus, beim Deltoid, weldesd aus
stpei berjchiedenen gleidhjchentligen Dretecent {iber bezt. unter derjelben
Diagonale befteht, aber auch bet gewifien unjpmmetrijden Rieveden.

Sind von eimem BVieved die Seiten a, b, ¢, d W Die eine
Diagonale gegeben, fo [dft fid) jeded burdh die leptere abgefchnittene
Dreied nad) der Heronijcdhen Dreiecaiormel berechnen, aljo ijt aud
bie Bierveddflacdhe befannt.

266) liber dbag Trapes, bei dem ein paraflcles Seitenpaar vor-
hanben ijt, mup fiiv Ddie fahenberechnung  folgendes al3 Defanmt
poraudgefelt werden: Palbicrt man in einem Trapes pie nidyt
parvallefen Seiten, uno sieht man die Rerbindungslinie der

Salbierungsdpuntte, fo ijt

3 pieje 3u Dem anbdeven Sei-
D ——-f\\ ------- - tenpaare pavallel und
B L qleidd der Halben Summe

S _‘?\ piejer Seiten.
i bty Beweisd. Jn Fig. 94 et
3 e e T R R —>B ABCD ba3 Trapez, E und

I feten bie Halbierungdpuntte
per nidht pavallelen Seiten AD md BC. Man lege duvd) I eine
Rarallele G H zu AD bon ber einen Parallelen big ur BVerlingerung



Bevechnungen an geradlinigen Gebilden. 127
ber anbeven, dann ift A FBG = A FOH (3veiter Qongruensiak),

alfo GF=FH und jomit EF Mittellinie des Parallelogramms
AGHD. Daraud folgt EF # AG i DH. Ferner ijt
EF=DC+ CH,
und zugleich
EF=AB — GB,
folglid) burdy beiderfeitige Addition 2EF = A B+ DC+ (CH— G B),
oder, ba CH— GB =0 iff, 2 EF=AB -+ DC
AB L DC

und BB —

Man nennt AL ', D bad avithmetijche Mittel Der beiden
Grundlinien AR und DC oder and) die mittlere Grunblinie.
Sindb AB—=a, DO =10 und die Hihe h (ber bjtand ber beiden
Parallelen) befannt, fo ijt die Flidhe des Trapezes leicht u bevechuen.
Denft man i) ndmlih dad Dreted FHC von Pavallelogrammen
abgefdhnitterr und in der Form des fongruenten Dreieds FGB an F'G
angelegt, jo erfennt man, daf da8 Trapey ABCD dem Parallelo
gramm fladengleid ift. Da aber AG = EF ijt, jo jolgt al3 Flade
filv Deidbe Figuven

U

Die Trapezflacdhe ift alfo gleid) dem Produfte aus der mitt:
leven @rundlinie und der Hiohe.

Bu den Trapezen gehict ein gegen die Mittellinie fhmmetrijches,
pag UAntiparallelogramm ober gleichfchentlige Trapes.

267) Dag gewohnlidhge Tangentenvieved. Hat da3
Tangentenvieredd den Umijang

uw=a-+b-+c-+ d, wobe i D
” " e TN
a-+e=0-+d= 5 ijt, und f __/;_-,.--fl
T e e . =t | / N
hat fein JInfreid den Nadiug o, < R A
1-.“ [apt fich feine Flache Teidht \\ :- ”‘x s 80
bevechnen. Denn ed ift A AM B S i i
Hhe T T \ /i W
+ABMC+ ACMD PN
A : (o bo co \\‘m | S b
+ ADMA =24 2 47 i
i dp B o ; (v Jine \"/
-+ — aljo ijt bie Gejamtfldde B
h 0 : 7 . g s oy |
F=>(a4+b4+c+d =—uw=0(a+¢) =po(b+4d)
Cy TN -_2 L. S o b

||
i
i
|
i
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268) Gine merfwiirdige Cigenjdaft ded Tangenten:s

/’

vieveds erqibt fidh aud dem Berhalten der vier Teilvierede.
Sn Fig. 96 it
(1) ANAMB— ACMB =22 —22_2(a—0),
z A d o co 0
(2) AAMD — A CMD == — =" = 2(d — ¢).
Fig. 96. Nuzd a —|— g=10 : d flﬂgf
po. aber a — b = c?_ — ¢, folg
AN (ich jtimmen beibe Dijf-
//---.-_ S i il
/ ferenzen itbevein. (Bgl.
o iR RNr. 286.)

St nun J ber Hal:
bierungspuntt bder Diago-
nafe AC, jo wird behaup-
tet, dbaf Die Diffeveny (1)
pa3 Doppelte vom Dreied

7 0 BMJ jei.
S Falt man  namlic
= ot A aud ein Lot AL

auf bie  Berldngerung
B g BM- AL SR
o BM, jo ijt A ABM = = . Palt man von C ein Lot

CO auf AL, jo ift OL bdbie Hihe des Dreiedsd B M fiir bie Grund-
BAM.OL

linte BM, aljo N BMC = 5 Die Differens (1) ift alfo
gleich £ Ul—ii ied 12 UL e “z 05 Falt man von J
aus ein Lot TN auf A0, fo it AN =22 affo

WL =2 mRr

0T qu’} oy

alfo nad) beiberfeitiger Subtrattion
AL — OL =2 NL.

fan

Demnad) ift die Diffeveny (1) gleid) BM - NL, oder, da
NL bdie Hohe des Dreieds BMJ fitr dbie Grundlinte BM
ijt, gleidh dem Doppelten ded Dreieds BIM I,

®ang ebenfo [(dht fidh mit Hilfe bder entfprechenven Hilfe-
linien beweifen, dafp die Diffeveny (2) gleich dem Doppelten bes

o ——— e i P
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Dreiedd DMJ ift. Da aber beide Differenzen itbereinjtimmen, fo
folgt, daf

]

{ J) ABMJ =/ DMJ 1]~I

Sit mun K die Mitte der Diagonale BD, jo ift aud) A BAM
— A DKM Bive alflo JMK eine qcbmrﬁuu‘ Qinie, o iviirde
Bieved BAMJ = ‘“tr’ucf f)_.?\ M.J fetr. Bieht man aber die Geradbe KJ,
o it aud) A BET = A DKJ. Folglih mup M auf JK liegen.
(Qdge ndamlich M m{Jt~ bor KJ, fo toiitbe BKMJ > DKMJ fein,
ldge ed linfd von JK, jo witthe e3 Feiner af3 diefed fein.) Dber:
[\ JMEK Bat den Jnalt Null, demnadh liegen J, K und M auf einer
Gerabert.

Solglich gilt ber Sab:

Die Verbindungslinie bder Diagonalenmitten eines

Zangentenvieveds geht ftets durd) den Mittelpunft des Jn-
Rretjes.®)

ﬂitmrrhluqm. a) it der Winfel bei D ein foldher von 180°
jo wird ba3 Tangentenvieved zum Tangentendreied und D toird
Bevithrungspuntt ded Jn-freijes. Jeht wirh J der Halbierungdpuntt
ver Dreiedsieite AC. Daraud folgt:

Die IMitte ber *-li-criil’ratnqiirﬂlwu tjale (BD) eines
Dreteds und die Mitte der zugehivigen Dreiedsfeite (AC)
haben eine BVerbindbungslinie, die durd den :htile[puuft hc:
In=freifes geht. Dort alfo {dhneiden einander die drei entfprechenden
LBerbindbungslinien fiiv da3 gange Dreied.

h) Begetchnet man bdie vier Teilvreiede AMB, BMC, CMD,
DAl A be3 Tangentenvieredd al3 J,, J,, Jy, J,, jo folgt aud ihren
Jnbhaltsformeln J, : Tyt gt Jy=a:b:ie:d  Uus der obigen Formel
Jy —dJy=J, —J; folgt nod) J; + J;=J, +J,. Man beweife
Jwrﬁ paf 9C AMB 4 9T CMD = 180" ift, ebenjo << BMC

“DMA = 180°% (Bgl. Nr. 286.)

L..I N\ezfmtgmt man Ddie Gegenfeiten a und e, cbenjo b und d
bi3 zum Durdhjdnitte P bezw. @, o hat man in dber Figur APCQ
et Bievect mit einfpringendem Wintel, tn BPDQ ein iiberihlagenes
Bieved. BVei dem erfteren find AC und PQ Diagonalen, bet dem
anberen PD und P@. Veiden ijt der Rveid M ein= beziv. an-

) Dies fdheint ver einfadyjte Clementarbeweis bdicjed Sapes zu jein. Jn

Tetl IIL, 2. *"[m[nr;e biejes Lebrbud)s ift ein umijtdndlicherer Nadhiveis qLImm

Der Sab ift ein Sonderfall eined Sahes von Gauf fiber die drei Diagonalen-

mitten Ded vollftindigen Vierjeitd und itber die Mittelpunite der einem Bier-

feit einbejdhriebenen SKegelidhnitte. (Vgl. Teil 1IT.)
Holymitller, Clementormathematil. L. 4. Aufl
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bejchrieben. Wian berjudje ebenfo ju zeigen, daf die Halbierungspuntte
alfer dret Diagonalen AC, BD und PQ auf bder durd) M gehenden
®evaben JK liegen. (Gaufide Gerade.)

969) Fladen der drei Arten anbefdricbener Tangenten:

vierede.
a) Fiiv bas Tangentenviered mit einfpringendem Winfel (bet D)

it #—=A AMB+ A BMC— A CMD — A DMA=a+b;

—¢ (j —d 0} =2 (a+b—c—d). (Bagl Jig. 97.)

9
b) Das iiberfchlagene Tangentenviere A BCD hat feinen Snhalt
im gewdhulicgen Sinme. Man verfteht unter jeinem Snbalte den

&ig. 98,

ot
A~ \
&rig. 97. i -.,‘I
. {1‘_/’/ | “H M ]
e o S |~
A 7% N et | i
’e s \ /'f I ¥
’/.}Jf \ };.z._:___}_ S S BT s
¢ & v = llf I| 2 ‘riJi / /-"'.
o = | / P
A a | o
e e i
g S i =i P

Unterjhied der Dveiede ABE und CDE. (Die Flade ded einen
Dreiedd titd gewiffermafen afé negativ aufgefafht.) Danm ijt wieder
Fe=AAMB+ABMC—ACHMD —AAMD~2(a+b—c—d)
— N ABE — A CDE. (Bgl $ig. 98.)

¢) Audy fiir die dritte Art von Tangentenviereden, bei der Leime
Seite unmittelbar berithrt, gilt bie genannte Flachenformel. (Bgl. Fig. 72.)

370) Die Flacdhe jedes einem Qreife umbejdricbenen Bieleds
getwidhnlicher vt ijt

Pl bl e gty ="g

DS 4 2
Verbindet ntar die Gden eined allgemeinen fouveren Bieleds (n-Cd3)
mit einem Punfte P feined Jumevn, fo zerfegt man e3 m n Dreiece.
Sind a,, a,, as,..., a, die Ceiten, by, hy, hy, ..., h, bie Fu=
qehorigen Hihen der Dreiece, fo ift die Fldde

1 .
F=3 [ashy + Gghy + G3hg 4+« - - + a, k).
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271) Bemerfungen fiber Pythagoreijdhe Fahlen

3

Bablen 3z je dreten angegeben, vbon benen jede den Seiten eined redyt:
winkligen Dreiedd entjpredien fonnte.  Diefe Pythagoreijdhen
Bahlen follen bier wiederholt und ergdnzt werben.

.,,.;

3.4 D BN s e 27, 364, 365 36, 77, 85
b, 12 13 17, 144, 145 28 5. 53 36, 323, 825
7, 24, 25 19, 180, 181 28, 1895 0 37, 684, 685
o Pl £ e 200 21, 29 29, 420, 421 39, 80, 89
9, 40, 41 20, 99, 101 31, 480, 481 39, 760, 761
It, 60 61 1220 221 32, 255, 2567 40, 399, 401
i B 23,264 265 33, :';t;, 65 41, 840, 841
13, 84, 85 24, 143, 145 33, bd4. 545 43, 924, 925
Loyl 12,113 050812031 3 - e85 8612 6435 44 417, 195

44, 483, 485

Multipliziert man die Bablen einer joldhen Gruppe mit einer beliebigen
ganzen Zabl, jo erhalt man ivieber eine foldhe Gruppe, die aber nidhts
neued Dbietet. MNur unabhingige Pythagoreijhe Jahlen find Hier bis
aur Babl 44 fiiv die fleinfte Seite angegeben.

Die im Vorfurfus angegebene vorldufige NRegel, fiiv jede beliebige
Babhl »n (> 5) 3wet zugehorige grofeve zu finben, twird jeht verftind-
lid) fjein.

a) Qft » ungerabe, fo febe man in p® — ¢ = n® die '-'!,*nrjf
p=g-+ 1. Dann wird (q + 1)* — ¢* = »® oder 2¢ + 1 = n?

- ne— 1 n*— 1 n®—1- 2 .Ja‘—L 1 e

. §. g- = 1 - =—"Lci Pie
Glniiis ibt alip die Rablenarubpe 2 HE =l e =
~opung gibt aljp ole Hablengruppe =, __’ ; 2

b) Ift » gerabe, jo febe man in p* — ¢ = n? die Bahl p=q < 2.
™ i a o 5 I Hr —4
Dann wird [\f,r + 2)" — ¢° = n? ober 4q + 4 — n? D)t T

n?—4 n* - 4 b e = n*—4 nt*l4
p [ T 2=—;—- e Sbpmg ijt alfo », = L' .

Man findet aber dabet nicht jdmtliche unabhingigen Puthagoreifden
Bablen, fonbern nur fjolche Gruppen, bei denen Ddie beiden qroferen
Sablen nur wm 1 ober 2 vonetnanbder unterjdhieden jind. (Beifpiele
finbet man im BVorfurjud.) CEine allgemeinere Ljung qibt folgende

¢) €ind @ und b beliebig gegebene ganze Bahlen uud ift dabei

> b, fo ift leiht zu zeigen, daf die Babhlen

(@ — 0%, (2ab), (& -+ b
eine Gruppe Pythagoreijdher Bahlen jind. G8 ift namlid:

A
(=
~ .

(a* — .Fr)' + (2ab)? = (a® 4 b*)?,
g9*

Sgm Borfurjud § 72 wurde eine Reibe von Gruppen ganger
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toeil
at — 2470 + b + Lab? = gt + bt} 24707
1it.
Sept man 3.B. a=2,b=1, {0 finbet man o —b*=4—1=3,
2gb=2.2.1=4 a®+b*=4-+1=25, aljo Die erjte ®rupye 3, 4, 5.

Sept man a=3, b=1, o folgt @* —b*=9—1=238,
9ab—2-3-1=86, a®+b2=9-4+1=10, alfo bie Gruppe 6, 8, 10,
bie aber nichtd newed gibt, da fjie aus ber erften durd) Wultiplifation
mit 2 Dervorgeht.

Gept man a=3, b=2, o folgt & —*=9—4=25
Sab—2-3-2—12 a*+0b2=9+ 4 =13, alfo bie Gruppe 5,12, 1

3.
Ghenfo fann man ber Reihe nah a =4, b =1, pher a — 4, b = 2,
ober @ — 4 b =3 feBen. Das erfte gibt dbie Gruppe 8, 15, 17,

!

f

bad dritte die Gruppe 7, 24, 25. Dad atgite qibt nihtd neues,
ba 12, 16, 20 aus der erften Gruppe duvdh Multiplifation mit 3
hervorgeht.

Yui diefe Weife findet man jamiliche Bythagoreijden
Bahlen bHis zu einer beliebigen Anfangdzahl a Hin
Damit ift eine widtige Gruppe von unbejtimmien Gleichungen
steiten ®rabes (Diophautifde ®feichungen zweiten Gvabed) von
per Form a? 4 yP =% wo @, y und n ganse Aahlen fein jollen,
ofne bejondeve Vorfenmtniffe jur Lojung gebradt. |

[272) Borlaufige Methode, die Jahl = mit Hilte ded
Pythagoreifden Lefhriahes Dbis auf 6 Stellen Genaunigteit
su bevedhnen™)

uflajung. Jn Fig. 99 jei der Radius ded Halbfreifes gleid) 1.
Da fidh ber Radius dreimal als Sehne eintragen [dgt, ijt aunddjt

1z pie Oalbfreislinie grofer ald 3.
. Mean hHalbieve den Bogen A B m C.

"‘ e Damm it AD=5, AM =1,

' C\\  folgli) MD VAN — AD?

: Y '\‘.\ \.I- ) l.;‘rl:: _.. |"\:_1“;|:‘I = -]’_a'f]_ — .JL — -[..-"r :;’ ;

it o \\ Folglih it €D =MC — MD

P S u N =1 — Vi, Folglid) ift die Seite
3 ped vegelmdpigen 12:Eds

A0 VAP TP Vi VD =Vi+ A+ 127D

V2 — V3.

# Qn der Whulichfeitdlehre twird eine bequemere Methode angegebern.
Hier Danbelt e3 fich nur um cine Ubung in der BVeredhnung bes Umfangsd
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Da /8 =1,732051 .- alfp 2 —}/8=0,267949 --- und daber
AC =710,267949 - .. — 0,5176380 - - - ift, fo folgt al3 DHalber
'llm'fnnq pes regelmafigen Swilfeds das Sed)dfadye vabon,
D. b ¢ m}‘?h o Died ift jdhon ein Dbeffever Naherungdivert jiiv =
ald bIL. _;yﬂl}[

Jebt [}ﬁ[[‘ft‘rt‘ man den Bogen AC, wad F gibt, dann wird
bied) F M die Sehue AC in E Dalbiert, und es toird

AE — "l_f'l (2588190 - « ,

EM—VAM?— AP =V1— AE,
FE—=1—EM=1—}1— AFE?

aljo die Selhne
AE?)

VAL — A —_sYi— A =Va(1 —Y1—4E)

3

Hier ift 4 L —0,06698728 ---, alfo 1 — 4 E*=0,9330127 - - -
md AP — V(1 —1/0,9330127 - - -), ober, da 1/0,9330127
— 0,9659258 --- ift, AF =7/2+0,0840742 - .- = /0,0681484 - ..
= 0,2610525 -+ Der Halbe Umfang ded 24-Cd3 ift bas
Bwilffadhe dbavon ober 3,132630, was nod) ndher an = legt.
©o fanmn man, de PHalbierung der BVogen wiederholend, fortjahren.

Su derjelben Weife fann man den Halben Umfang der umbe-
jchriebenen vegelmifigen Bielflache ber angegebenen Seitenzahl bevedjuen.
Withrend die einbefchriebenen BVielflache einen zu fleinen Niherungsivert
geben, gebent die umbejchriebenen einen zu grofien, aber z wird immer
enger zwijchen el Bahlen eingejdniivt. Die Rejultate Hid jur jedjten
Stelle find in ber folgenden ZTabelle ujammengeftellt.

Ginbejdyrieben: Umbejchrieben: ﬁ"ufgﬂir{}:
6-Edt 3,00000 3,46410 3 < <34
12:&d 3,10583 3215639 3,1 ey D
246 3,13263 3,15966 3,13 < 5.2 915
4 8-k 3138955 314609 3189 <= m< 3146
96t 3,14103 3 14271 31410 < = < 3,142.
1926 3,14145 3, 14187 3,1414 < < 3,1418
384-Ec 3,14156 314166 314156 <= < 3,14166
768-Ed 3,14158 314161 3,14158 < = < 3,14161
1536-Ed 314154 314160 3,14159 << = < 3,14160
|

Damit ift == 3,14159 auf fedh3 Stellen richtig berechnet.

regelmifiger BVielede, deren ein- ober wmbejdhricbener Kreid ben Rabius 1 fHat.
St bad Wurzelaudziehen nod) nidyt geiibt, fo ijt diefer Paragrapl) zu fiberfchlagen.
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