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lgemeines fiber Konjtruftionen und Kongruenzjdbe. 3

fiberein, unbd {ind bdie ber groBeren gegeniiberliegenden
Winfel gleidhartig, jo find die Dreiede fongruent.

£) Allgemeined ither Ronjtruftionen und Kongruenzidpe.

196) Ulle fonjtigen KRonjtruttionen von Dreieden aus bdrei
poneinander unabhdangigen gegebenen Stiden laffen jih auj bdie
fitnf bier angeqebenen qrunblegenden Dreiedfonjtruftionen
suriicfitbren.  Dasfelbe gift von ben fonjtigen Kongruenzjahen, Dbdie
gbenjo auf die Dhier angegebenen fiinj puriidjufitbren find.

Daf die gegebenen CStiide unabhangig voneinanbder jein miiffen,
eigt fidh 3. B. an den Dreiedswinfelu. Die Aufgabe, ein Dreied
aué gegebenen Winfeln «, § und » zu fonftruieren, ijt nur dentbar,
wenn y = 180° — (¢ -+ ) 1. Der Winfel y alfo darf gar nicht
gegeben iverben, demm er ift jdhon burd) « und S befjtimmt, midt un=
abhdngig von ihnen. Daber find undad)it nur ziver Stiide gegeben,
¢ und B, und bag drifte jur Ronjtruftion ndtige Stid fehlt nod).

BVei der finften Konftruftion hat man gejehen, daf eine Aufgabe
bisweilen zwet LWjungen Hat. Died beruht davauf, baf ein Kreis
einte ®erabe ober eimen anderen Kreis tm allgemeinen in ziwet Puntten
fhneiben famwn. Diefer Umitand fithrte bei diefer Aufgabe auf ziwvet
Punfte 4 und A4,. Uber bdies ift nidyt immer der Fall. So hat 3. V.
Fig. 30 der RKreis ebenjalls jwer Sdhnitte mit der Geraden, aber es
war trobdem nur ewne eingige Lojung der vierten Aujgabe mdghd).
Seber einbeutig [63baven Nonjtruftiondaunfgabe entipridt

ein Rongruenziab.

197) Die ﬁUlIﬁl‘lEfl’tL’=1i~':l‘1!if1__“5ﬁl'-"” perfangen in Der Hegel eine
Boruuteriudhung bdariiber, twie bie Anufgabe etiva angegriffen werden
faun. Diefe Unterjucdhung Dbejeichnet man als die Analyfid der
Aufgabe. An diefe jdlickt fih die Konftruttion an. Nadh BVollz
enbung Der lehteren ijt ber Beweis Ddafiir ju geben, daf dag fou:
ftruterte Gebilde bdie gegebenen Stiide fat. Die Analyjid fann
verfhiedenavtiq ausfallen, jodaf bisweilen ganz verjhiebene Kon-
ftruftiondwege mibglidh twerden. Je tweniger Grunbdoperationen man
dabet zur Ausfiihrung nbtig Hat, fiiv um fo befjer gilt bie Lojung. —
3n der NRegel wird nod) eine Unterjudung bdariiber verlangt, unter
welden Bedingungen die Aufgabe (68bar ift, wann fie eine obex
mehrere Lojungen Hat, 1und twelde Sonberfalle eintreten fonnen. Dieje
Unterfuchung beigt Determination.
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T4 Planimetrvie II.  Fortiepung des Lehrgangs.

198) Beijpiel einer Dreiedsfonitruttion.

1. ufgabe. Cin rvedtwintliges Dreied Tu'['f fonftrutert
perden aus der Hypotenufe « und dber ju diejer gehdrigen
Hohe k,.

2. Analyfis. Man denfe fid) dag Dreied ABC gezeichnet.
= BAC fei ber vechte Wintel, ihm gegeniiber liege die Hypotenuje a,

DA fei die zu diejer gehirige Hobe £, .
; Man evinnere fidh ded Sabes, dafy der
- *'-; _35____""_&!; 4 Winfel tm Halbfreis e Redyter iit.
2 =T Demnach) muf die Spibe A ded Dret
e eenol efd auf einem $Halbfreife liegen, ‘m
R iiber BC=a a8 Durdmefier 3u
seihnen ijt.  (WMan jagt: Der geome:
— trijdhe Ort der Spibe A 1ft der zum
Durchmejfer « gehovige Halbfreid.)
Ferner mup Ddie Spige A von Dder
Hypotenufe den Abjtand 72, habem, d. h. fie muf in einer Parvallelen
3 a liegen, bie von diefer Geraben den Ubjtand A, hat. (Died ijt
ein zweiter geometrifher Ot fiiv bie Spige.) Durd) die Kenntnid dev
beiben geometrijhen Orte wird bdie Konftruttion ermbglicht.

3. Sonftruftion. o und A feien die uebjt dem vedten LWintel
gegebenten ©titfe.  Man lege a ald BC beliebig hin und fonjtrutere
bie zugehorige Mittelfenfredhte, der man bdie Linge M E =, gebe.
Auf diefer ervidhte man im Punfte £ ein Lot }-,'.\'. Um M lege
man mit MB einen Sreig, der da3 Yot EX in A jdmeide. Ler:
binbet man A mit B und ¢, jo Hat man in A BC bad verlangte
Dreied.

{. Beweis. Nad) der Konjtruftion ifft M B = MC, aljo geht
ber gefhlagene RKreizbogen durdh) B und € und ift ein Halbireid vom
Durdmeffer BC =a. Da << BAC ein Winfel tm Halblreife 1t
mup er ein Redter fein. ME ii'cllt jenfrecht auf BC und hat bie
Qinge k,, alfo hat das zugehirige Lot EX itberall, aud) bei 4, von
ber Dypotenufe ¢ den WUbjtand 7, b. . bie Hihe DA DHat die ge:
gebene Ldnge. Das Dreied hat demmac) die verlangten Stiide.

:?;t"{ 48.

e . . i S 2 TRy 3
5. Determination. Jit », fleiner ald3 der Radwué —- bdes

b
Rreifes, Jo jind zwei Sdnittpuntte 4 und A, mibglhd). Dieje geben
aber jwei fongruente Dreiede, denu A ABC und A A, CB find
= er R et e a ;v :
fymmetrijd) gegen die Mittelfentrechte. Jijt ~, = -, fo Wwird dad Lot

EX Tangente ded Rveifed, damn ift alfo nur ein Dreted moglich
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und bdiejes it redhtivinklig gleidjdhenthrg. Jit L”,;-; =, |0 fjdhneiben

einander die beiden geometrifchen Ovte nicht, b. h. e3 ift feine ¥bfung
moglich). (Fiir den Gvemzfall 2, =0 fillt A nui B ober mit C
sutjammen.  Die Flache des Dreieds wird dann gleidh Jeull.)

Bemerfung. Jolgern fann man davaud den Safy: Stimmen
set rvechtvinflige Dreiede in der DHypotenufe und der jugehirigen
Hobe iibevein, {o find fjie fongruent. —

Biswet Iu: fiegt aber bdie 2Wjung der Aufgabe weit verftedter,
fobaf fie faft auf einen Sunftoriff hinausfithet. Aud) dazuw jollen
Beijpiele gegeben twerden.

199) Beifpiel einer andeven Dreieddfonjtruttion.

1) Anjgabe. Cin Dreied aud ben drei Mittellinien zu
fonjtruieven.

2) Unalpfis. Man dente fidh) dad Dreie ABC mit den Ddre
Mittellinten AD, BE und CF ober {,, &, #; gezeichnet und erinneve
jih Des ©abhed, bdah
dieje Geraden durd) ben Big- 49- A
felben Punft & gehen, [ [ |
purd) ben von jeber der | 4
britte Teil abgejdnitten . ' ek

wird. Danad) in LSl e ] % /
DG —=1it, BG =24, % | 4 S e
CG = ‘;r‘ Auperbem | | BT

it DB = DC. Madt | - Ak g
manalfonod) DH=DG, | it TR
fo it BGCH ein Paz | | B — =0
rallelogramm (denn die B S :
Diagonalen  Halbieren Fa it
einander). Die Hiiljte 74

B G H bdiejed Pavallelo-

gramms ift ein Drveied mit den Seiten 2f, £, i, fann alfo
leigt Fonftvuiert twerden, und auc) der NRefjt der Qonftruftion ift leicht
au itberjefen.

3) RKonftruftion. Sind in Fig. 49 £, &, t; die gegebenen
Mittellinten, jo {Hneibe man von jeder den dritten FTeil ab und fon-
jtrtere aud den Rejten dad Dreied BGH. Man made HD gleid)
14, siehe BD und verlingeve e3 um fich jelbjt iiber D hinaus, was
C gibt. H@G verlingere man itber G hinaud um fjich iL‘Hn"t was A
qibt. Berbindet man A mit B und €, jo ift ABC bad verlangte
Dreted.
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4) Beweid. Nad) der Konjiruftion iit D ber Halbierungdpuntt
pon BC, afio ift AD bdie eine Mittellinie Des Dreiedd.  Nad) der
Qonftruftion ift HA = 4t, HD=1t, ofjo AD=1#, b. b bie
Mittellinie AD hat die ridjtige Ldnge. Da aber Dex Punft G von
ihr ben Dritten Teil abjdyneivet, fo find BG und CG Teile der betben
anderen Mittellinien. Dabei it BG = 24, und audy gleiy $BE,
folglich ift BE = t,. Da nad) dex Qonftruftion G H und BC durd
D Balbiert find, jo ift dag Bieved BGCHU ein Parallelogrammn.
Folglich it GC = BH = 3t;. Da aber sugleid) GO = £ CF ift,
fo ift CF—=1t, a3 Dreied Hat alfo die verfangten Mittellintern.

5) Determination. Die Aujgabe ijt [6&bar, jobald bie Summe
oer beiben Heineren Mittellinien grofer ift al3 bie dritte, denn bann
fann A\ BGH fonftewiert und die Figur vollendet wevdenm. Jm
Grengfalle ¢, - f; =ty Wwird die Flade ded Dreieds ABC gleidh Null.
Warum? Sind stwei Mittellinien gleid), fo wird das Dreied gleid):
jchenflig, find alle drei gleid), fo oird e2 gleidyeitig.

Bemerfung. Darvaus ergibi fidh folgender Kongruenzjah: Stim=
men zwei Dreiede in den Mittellinien itberein, jo jind jie
fongruent.

200) Dritted Beijpiel einer Dreiedafonftruition.

1) Hufgabe. Ein Dreied ju fonjtruieren aus set Seiten
und ber gur dritten gehdrigen Mittellinie

2) Mnalyfis. Angenommen, ABC wive 0ad gefuchte Dreted
mit den Seiten BC = a und AC = b und der Mittellinie CD =4,
pantt [aGt fidh D alz Mitte eined Pavallelogrammd 4 ¢ BE betradyten,
weldhed @ und b ju Seiten und AB und CFE = 2{; ju Diagonalen
fat. Die Hilfte CBE diejes Pavallelogramms fann pemnady aud
den drei Seiten a b, und 24, fonftruiert twerden.

3) Qonftruftion. Man gebe der belichig hingulegenden Ge-
raben CE bdie Qéinge 21, dhlage um C und E Bogen vom Radius a
beztv. b, bie einander in B fdmeiden, jiebe BD und verldangere s
fiber D BHinaud um fich felbjt, und verbinde bem ncuen Gudpunft A
mit ¢ und C mit B, daun ijt ABC bad gejudhte Dreied.

4) Beweid und 5) Determination find einfa.

Bemerfung. Damit find jugleid folgenbe Uufgaben geldit:
a) Swifden zwei fonzentrifden RKreifen fei ein Bunit P
gegeben; durd) ihn foll vou Kreid ju Kreid eine Gerabde jo
gelegt werden, baf jie in P halbiert ijt. b) Gegeben jeien
swei fonzentrifde Rreife uud ein zwifden ihuen {iegender
Runft P. €3 foll ein Rechted gezeidnet werben, weldesd




Dretedstonitruttionen. 1

feine Gden ju je zweien auf dem beiben Kreifen und P jum
Pittelpunfte hat

201) Lajjen fidh zwei Bielede auf piejelbe Art in Hhomo:=
foge Dreiede gerlegen, jo jind bie Bielede fongruent.

Der Beweis ift fo einfach, daf er den Schiilern itberlaffen werben
fann.

Xn fongruenten Figuven ftimmen homologe ®eraben,
homologe Winfel, Homologe Kreife, homologe Flachenitiicde
fiberein.

y) Dretedsfonfrruitionen®)

202) Begeinungen. Die den Punften 4, B, C gegertitbers
liegenden Dreiectdfeiten follen in der Regel mit a, b, ¢ bezeichnet
werben, die zu A4, B, C gebivigen Winfel mit «, §, . Die Mittel-
finien de3 Dreiedd jollen ¢, f,, £, Deiften, die Winfelhalbicvenden, big
sur Gegenfeite gevednet, sy, w,, wy; die Hohen hy, hy, hyj dev Rabdiusd
bes Umfreifed », die Rabien bder vier Beviihrungstreile o, 05, 05, 05.
Dabet entiprechen bie Marfen 1, 2, 3
pen Budftaben 4, B, C beyw. a, b, c. g3
Der Wmfang eined Dreiedd Heife . /,\

Bei vedhtivintligen Dreteden joll Die /
Sopotenuje ¢ Beifen. Vet gleidy: /- \
jchentligen Dreieden joll b die BVafis /’ﬁh I

fein.
NS v nl En » £t 4s ToT o =
;‘(J.{__l Dretede ju fUII]hlE-.t.l\.‘.I ;’//, N
aus: 1) a, b n. 2) a b k. 3) a, = \
Fipp By &) @6, Boy Ra: D) @ b 4. /
6) a, {;, &. T} a, by, 3. 8) a b S~

I o i i e
RN A e R a B kl)w o g~ I.]
a, hs. 12)r, a4, 1. 13) 71, a & i In
14) o, @, f. 15) o, @, . 16) o, a,, ‘\ /
a, (a; wund a, jollen die durd) den /

Berithrungspuntt entftehenden Teile b /
von a jein). 17) o, w;, . 18) o, e
a, B. 151':] 0

e b % .
e . 20) 01, @y, Gy

1) o, wy, @ 22) o B k. 23) o, B By 24) o5, ¥ Iy.
9 )

:
: o S ¢ {
V@ o 0 26) ity gy 05 20) &, 05 Ry 28) «, 03, By (bgl.

9
9
# Einige der ufgaben find jchon vorfer bejprodhen.
#) Per Ort der Mitten aller Sehnen, die bon einemt Punite der Kreislinie
audgehen, ift ein Beriihrungstreid vom Halben Rabdiusd. (BVgl. § 153.)
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