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a) defjre von der Kongrienz. 67

(Das Lot, welhed auf dem Symmetrieradiug eined Bogenbreieds
tm Cnopuntte ervichtet ijt, beviihrt bie beiden vollenbeten Sreigbogen
ped Dreteds. Diefe Tangente ift bereitd halbiert. Man zeidhne iiber
ber cinen Hilfte einen Halbbreis. Diefer gibt auf bem einen Gren:
bogen den Berithrung8puntt mit bem gefuchten Kreife, denn bie dret
betveffenden Tangenten miiffen gleid) lang fein.)

1L Soxtfebung des planinetvifhen Lehrgangs.
a) Die Lefre von der Kongrueny.
«) Die grundlegenben Kongruenzjdse fiir basd Dreied.

190) Aujgabe. Cin Dreted zu fonftruieren aus zwei
Setten und dem von ihnen eingefdhlojfenen Wintel

Uuflojung. Jn Fig. 41 feien a, b und < p bdie gegebenen
Ctiide. Man lege dbie Gerade « ald CB beliebig hin, trage bei ¢
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an fie den Winfel » an, made den newen Sdenfel CA — b und
verbinde 4 mit B. Dann ijt Dyeied A BC dad gejudpte, denn es
enthdlt die gegebenen Stiide.

Bemerfungen. Die Aufgabe ift jtetd [58bar, fobald mur y ein
fontaber Wintel ift, was vorausdgefet werden foll. (It der < p =10,
jo jallt @eite b anf e Jft <<y = 180°% fo fdllt b in bie ju a
entgegengefepte Richtung. Jm exvjteren Grenzfalle wird Seite ¢ — a — b,
jalls a Ddie grdBere ift, im jweiten witb c=a -+ 0. Sn beiden
dallen ird die Dretedsflahe gleich NMull; im allgemeinen twird die
Sldahe verjdhieden bon Mull)

Die Aufgabe fithrt jtetd su ciner eingigen Lojung. So oft man

ein Dreiet and Dden gegebenen Stiiden fonftruiert, fei ed im einen
oder im enigegengefepten Sinne (Umtlappung), ftetd erhalt man

Dretecte, die fidh) mit dem zuerft fonftruterten deden.




b3 Tlanimetvie II.  Fortjebung ved Lehrgangs.

Qegt man némlid) dad zweite fo fonjtruievte Dreied jo auf das
ecjte, Daf die Winfel p aufeinander fallen und zwar mit den gleid)
langen Sdhenfeln, jo miiffen aud) bie Gnbpuntte B einanber Decen,
¢benfo die Gudpuntte A und demnach aud) die Lerbindungslinien A B.
Daber ftimmen die BVerbindbungadlinien in ber Liinge itbevein und bie
Winfel bei B, ebenjo die bei C in der Grofe. Uud) die Fldden:
infalte beiber Dreiecte ftimmen iiberein.

Darausd folgt
per erfte Songruenzjag: Stimmen zvei Dreiede in el
Seitent und dem eingefhloffenen Wintel ibervein, jo find jie
fougruent

Die genaunfen drei Stiide «, b, y geniigen Fur Konjtrultion
und ugleich zum Nachweife der Kongruenz, d. h. der Ubereinftimmung
ber iibrigen Stiide ¢, , f und F (Fladhe). Damit ift nacdhgewiefen, dap
bie Dreiecfe auch in fonftigen Stitden dibeveinftimmen miiffen, 3 B. in
gleichliegenden (Homologen) Hoben, in gleichliegenden Mittellinien, in
gleidliegenden Wintelhalbievenden, in Den einbefdhricbenen Kreifen, m
ven gleichliegenden An-Rreifen, in den Um-Rreifen ujiv.

191) Nufgabe. CEin Dreied zu fonftruieren aug einer
©eite und den beidben anliegenden Winkfeln.

Anflojung. Jn Fig. 42 fei a die gegebene Seite, f und y
feien die gegebemen Winfel. Man lege die Gervade « ald BC bes

liebig Bin, lege bet B und C die Winfel B und p auf bderjelben
Fig. 42.
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©eite an die Gerade an und verfangere die freien ©djenfel bis zum
Durdidnitt A, dann ift ABC dad gefudhte Dreied, denn ed Hat die
geqebenten Stiide.

Bemerfungen, Die Anfgabe ift ftetd (H3bar, jobald f -+ » < 180°
ift. (®renzfille findb B+ y — 0, wobei die beiden Schentel auf «
falfen, « — 180° und F = 0 wird, und p + y = 180° tvobei bie
Sdentel pavallel twerden und, tenn fie niht zujammenfallen, ein
unendliches Dreied geber.)



a) Qefre von der Kongruens. 69

Die Aufgabe Hat ftetd nuv eine eingige Qifung, denn alle anderen
Dreiede, die aud denjelben Stiiden fonftruiert werden, lafjen fidg mit
pem evjten sur Dedung bringen. Man fann fie namlid) mit ben
gleichen Seiten fo aufeinander fegen, dap bie gleichen Winfelpaave
aufeinander fallen. LWeil bdabei Dbie freten Sdyenfelpaare einanber
deden, mitfien aud) die Durdyjdnitidpuntte einander decen. Daburd)
ift dag [bereinftimmen in ben iibrigen Stitden b, ¢, ¢, F nacdhgetviefen.
(Die Tbereinjtimmung im Winfel « war dabei felbitverjtindlid)
Warnm?)

Davaud folgt
ber gweite Kongruengjng: Stimmen zwei Dretede in einer
Seite und ben beiden anliegenden Winfeln iiberein, jo find
jie fongruent.

Man fann aber all- Fig. 48.
gemeiner fjagen: !
Stimmen zwet e
Preiede in einer B
Seite und 3wei homo: o
(pgen Winfeln iiber= i |
ein, fo fiud fjie fon: / b
gruent. f \
192) Hufgabe. Cin I' fl
Dretedzufonftruieren | \
ausd bden Drei Seiten "x‘ / ; /
Nufldjung. Sind  \ / \ /
a, b und ¢ die gegebenen ‘\\ i X
Seiten, jo lege man 3. B. Mool /J—r’-,——-..._‘_.\\
a ald BC beliebig hin r—— \;/w’;h—‘ —‘:—}—h e -1
und fhlage mit ben Jivkel: e M_""i'_";/’ X
pifnungent b und ¢ Kreid- {-" \ o \
fogen um C und B. i Y
Sdyneiden Ddiefe einander
in A4, fo verbinde man A ’
mit B und €. Dann ift ' 7
S e

A ABC bag gejudyte
Drete, denn ed hat die
gegebenen Stiide.
Bemerfung. Die Anjgabe ijt jtetd [63bar, jobald die Sumnte
oer beiden feineren Seiten guifer ift al8 die dritte. (Im Grenfalle
a— b - ¢ fallen b und ¢ auf a und bder Flaceninhalt des Dretects 1t

Null.) Die Aufgabe Hat aber nuv eine einzige Lofung. Tenft man




T0 Plawimetrie 11 ,a\i."l.h‘bu[ q des Yehrgangs.

jih ndmlid) die Dretede mit der griften Seite jo aneinanber gelegt,
pap ein aug zivei gleid)jchentligen Dreieden bejtehenbdes Viered A BD C
entfteht, fo ijt Diejes fymmetrijd) gegen die Diagonale BC, aljo ift
A BCA >~ BCD. (Bgl. Fig. 43, die aber anbdere Budhftaben enthalt.)

PVean fann aud) jagen, dafy die ju gangen Kreifen vervolljtindigten
Sonjtruftiongbogen  einander brc‘fcn, paber auch ibhre Durchjdhmitte.
Aus der [bereinftimmung 3iveier Dreiede in den drei Seiten folgt
afjo die Mbeveinftimmung i ben drei Winfeln und im Fladeninhalt.

©o ergibt fich
per Dritte Qongruengjab: Stimmen 3wei Dreiede in den
drei ©eiten itberein, jo find Jie fongruent.

193) Cin Hilfsjah und feine Umtehrung Der griferen
bon jiwer Dreteddjeiten Tiegt ftetd der grioBere Winkel
gegeniiber.

Beweid. Jn Fig. 44 fei BO > AC, fodbaf man CA ald8 CD
bon CB abjdneiden famr. Man tue died und verbinde 4 mit D. Dant

it AN ACD gleidy-

¢ Btg. 44 jchentlig und<d=94,.
= Dabei ift << 0, al3

r,-"' 5 Aupenwinfel ded
/ af = AABD><8, alfo
f" = e PR H""‘a_x and) s d > <¢ B, jolg-
i fih it o, weldhed
o e Bl grifer af8 0 ift, m}

recht groBer ald |
Bemerfung., Den beiden fleineren Seiten eines Dreiects tnm
nur fpibe Winfel gegeniiberliegen. Der quihten Dretectaeite l:mm
eint fpiter Winkel (> 60°), ein rechter ober ein jtumpfer gegenitberliegen.
11111:1%&&1‘1‘ folgt:

C gig. 45- Dem groferen vou
/ B ,qmu' Dretedswin-
e feln liegt ftets die
/ e grofere Geite

;,f o e gegeniiber.
Vi e . = ._ Beweis,  Jn
o] otes L BN (1 e e
fodbap man <= § al8

L BAD = §, vom Winfel « absiehen fann. Tut man diesd nadh
Art der Fig. 45, fo ijt A 4 }Jj. gleichichentlig, 9. 0. BD — DA,
Sm A A0D ijt aber A C<CD 4 DA, aljo, dba man fiivr DA aud
DB jepen fann, AC < ¢D + DB, b.Y. AC < OB.




a) Qefre von Dder fongrueny. 71

Bemerfung. Die einem vechten oder einemt ftumbpfen Dreteds:
winfel gegenitberfiegende Seite ift jtetd die grifste des Dreieds. (Daber
war dad von einem Punfte auf eine Gerabe gefallte Qpt die fitrzejte
Qinie, die vom Punfte nach der Gevaden gejogen iverven fann.)

194) Yufgabe. Cin Dreted zu fonjtruieren aus 310 et
Seiten und dem der groferen gegeniiberlicgenden MWinkel

Yuildjung. Jn Fig. 46 feien a und b Ddie gegebenen Seitert,
a die qrifere davon; « fei Der a gegeniiberfiegene Winfel. TMan
Tege b a3 AC beliebig hin und lege bet A den Wintel ¢ ald 9 CAX
bavan. Sebt jhlage man mit ¢ um C einen freid, der die Gervade CX
an wei Stellen B und D fyneidben muf (weil « > ift). LVon
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oefen Wunften it nur der auf der Seite von « [liegende Punft B
proudhbar. Berbindet man B mit €, o Hat man bad verlangte
Dreied, denn e befibt die gegebenen Stiide.

Bemerfung. Dad Dreted ijt jtets miglid), jobald mu < e < 180"
(Was gejdhieht im Grenzjalle « = 180°%) Gtetd ift mur eine einmzige
Copmg moglid).  Madht man nimld bdiejelbe Konjtruftion nod) etn-
mal, fo laffen fich beide Beichnungen voljtindig jur Dedung bringen.
Der Sdiiler weife died jelbjt nac). (Cr fann aud) die Dreiece mit
ben Geiten @ fo aneinander legen, daf eine ymmetriide Figur entjteht.)

Darans folgt
per pierte Kougrucnzjoh: Stimmen zwei Dreiede in 3wet
Ceitenn und dem der groferen gegeniibervliegenden Winkel
iiberein, fo jind jie fongruent

pen

195) Nufgabe. Gin Dreied zu fonjtruieren aud e
Seiten und dem bder Fleineren gegeniiberliegenden Winfel.




T2 Plantmetrie II.  Fortjepung desd Lefhrgangs.

Auflojung. QJn Jig. 47 feien @ und b die gegebenen Seiten,
b Die fletnere bavon, f ber ihr gegeniiberliegende Winfel. Man lege
a ald BC beliebig hin und lege bei B den Winfel § alg <C CB X
an. Darauf {dlage man um C mit b einen RKreidbogen. Schneidet

biejer die Gerabe BX in zwei Punften 4 und A4, (wad nur auj
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oer @eite bes Winfeld g gefhehen fann, weil b < a ijt), und ver
bindet man € mit 4 und A,, fo geniigt jotvohl dag Dreied A B,
al3 aud) dag Dreied A, CB ber geftellten nufgabe, denn Leide b
fiben bie gegebenen Stiice.

Bemerfung. Soll die Aufgabe [65bar fein, jo muf erjtens
< B ein fpiter Winfel fein, da er der Heineren Seite gegeniibexlieqt.
Bioeitend muB b mindejtend fo lang fein iwie dag in der Figur ges
seidmete Lot CD. Jit b tirger als diefes, jo Hat die Uufgabe Feine
Lojung.  Jft b gleid) diejem Lote, fo Hat die Aufgabe eine Lijung,
und dabei ijt dag Dreied ein redtwintliges. IJft b langer ald diefes
Sot, aber fleiner alg «, fo hat die Anfgabe jivei Lojungen, eine mit
einem fpigen Winkel ¢ und eine anderve mit einem jtumypfen Winfel e,
ter ber Supplementwinfel von « ijt. (Warum?)

Ptan fann die beiden Dreiede, wie aud) Fig. 46 jeigt, mit den
©eiten b fo aneinanber legen, daf fie jujammen ein gletchjchentliged
Dreied bilden. Samtliche Dreiede, die man aud denfelben Stiicen
Tonftruiert, find enttoeber bem Dreied ABC ober bem Dreied 4, BC
fongruent. Bivei joldhe decen alfo eimanber, wemn die Winfel « in
beiben , gleidjartig” find, 0. h. beide fpif ober beide ftumpf, ober bLeide
redhte Wintel find. Der Beweid der Dedung fann iwie vorber dem
©dyitler itberfajfen werben.

Darausd folgt
per fiinfte Rongruenzjap. Stimmen zwei Dreiede in jwei
Setten und bem bder {leineven gegeniiberliegenden Winfel



lgemeines fiber Konjtruftionen und Kongruenzjdbe. 3

fiberein, unbd {ind bdie ber groBeren gegeniiberliegenden
Winfel gleidhartig, jo find die Dreiede fongruent.

£) Allgemeined ither Ronjtruftionen und Kongruenzidpe.

196) Ulle fonjtigen KRonjtruttionen von Dreieden aus bdrei
poneinander unabhdangigen gegebenen Stiden laffen jih auj bdie
fitnf bier angeqebenen qrunblegenden Dreiedfonjtruftionen
suriicfitbren.  Dasfelbe gift von ben fonjtigen Kongruenzjahen, Dbdie
gbenjo auf die Dhier angegebenen fiinj puriidjufitbren find.

Daf die gegebenen CStiide unabhangig voneinanbder jein miiffen,
eigt fidh 3. B. an den Dreiedswinfelu. Die Aufgabe, ein Dreied
aué gegebenen Winfeln «, § und » zu fonftruieren, ijt nur dentbar,
wenn y = 180° — (¢ -+ ) 1. Der Winfel y alfo darf gar nicht
gegeben iverben, demm er ift jdhon burd) « und S befjtimmt, midt un=
abhdngig von ihnen. Daber find undad)it nur ziver Stiide gegeben,
¢ und B, und bag drifte jur Ronjtruftion ndtige Stid fehlt nod).

BVei der finften Konftruftion hat man gejehen, daf eine Aufgabe
bisweilen zwet LWjungen Hat. Died beruht davauf, baf ein Kreis
einte ®erabe ober eimen anderen Kreis tm allgemeinen in ziwet Puntten
fhneiben famwn. Diefer Umitand fithrte bei diefer Aufgabe auf ziwvet
Punfte 4 und A4,. Uber bdies ift nidyt immer der Fall. So hat 3. V.
Fig. 30 der RKreis ebenjalls jwer Sdhnitte mit der Geraden, aber es
war trobdem nur ewne eingige Lojung der vierten Aujgabe mdghd).
Seber einbeutig [63baven Nonjtruftiondaunfgabe entipridt

ein Rongruenziab.

197) Die ﬁUlIﬁl‘lEfl’tL’=1i~':l‘1!if1__“5ﬁl'-"” perfangen in Der Hegel eine
Boruuteriudhung bdariiber, twie bie Anufgabe etiva angegriffen werden
faun. Diefe Unterjucdhung Dbejeichnet man als die Analyfid der
Aufgabe. An diefe jdlickt fih die Konftruttion an. Nadh BVollz
enbung Der lehteren ijt ber Beweis Ddafiir ju geben, daf dag fou:
ftruterte Gebilde bdie gegebenen Stiide fat. Die Analyjid fann
verfhiedenavtiq ausfallen, jodaf bisweilen ganz verjhiebene Kon-
ftruftiondwege mibglidh twerden. Je tweniger Grunbdoperationen man
dabet zur Ausfiihrung nbtig Hat, fiiv um fo befjer gilt bie Lojung. —
3n der NRegel wird nod) eine Unterjudung bdariiber verlangt, unter
welden Bedingungen die Aufgabe (68bar ift, wann fie eine obex
mehrere Lojungen Hat, 1und twelde Sonberfalle eintreten fonnen. Dieje
Unterfuchung beigt Determination.
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T4 Planimetrvie II.  Fortiepung des Lehrgangs.

198) Beijpiel einer Dreiedsfonitruttion.

1. ufgabe. Cin rvedtwintliges Dreied Tu'['f fonftrutert
perden aus der Hypotenufe « und dber ju diejer gehdrigen
Hohe k,.

2. Analyfis. Man denfe fid) dag Dreied ABC gezeichnet.
= BAC fei ber vechte Wintel, ihm gegeniiber liege die Hypotenuje a,

DA fei die zu diejer gehirige Hobe £, .
; Man evinnere fidh ded Sabes, dafy der
- *'-; _35____""_&!; 4 Winfel tm Halbfreis e Redyter iit.
2 =T Demnach) muf die Spibe A ded Dret
e eenol efd auf einem $Halbfreife liegen, ‘m
R iiber BC=a a8 Durdmefier 3u
seihnen ijt.  (WMan jagt: Der geome:
— trijdhe Ort der Spibe A 1ft der zum
Durchmejfer « gehovige Halbfreid.)
Ferner mup Ddie Spige A von Dder
Hypotenufe den Abjtand 72, habem, d. h. fie muf in einer Parvallelen
3 a liegen, bie von diefer Geraben den Ubjtand A, hat. (Died ijt
ein zweiter geometrifher Ot fiiv bie Spige.) Durd) die Kenntnid dev
beiben geometrijhen Orte wird bdie Konftruttion ermbglicht.

3. Sonftruftion. o und A feien die uebjt dem vedten LWintel
gegebenten ©titfe.  Man lege a ald BC beliebig hin und fonjtrutere
bie zugehorige Mittelfenfredhte, der man bdie Linge M E =, gebe.
Auf diefer ervidhte man im Punfte £ ein Lot }-,'.\'. Um M lege
man mit MB einen Sreig, der da3 Yot EX in A jdmeide. Ler:
binbet man A mit B und ¢, jo Hat man in A BC bad verlangte
Dreied.

{. Beweis. Nad) der Konjtruftion ifft M B = MC, aljo geht
ber gefhlagene RKreizbogen durdh) B und € und ift ein Halbireid vom
Durdmeffer BC =a. Da << BAC ein Winfel tm Halblreife 1t
mup er ein Redter fein. ME ii'cllt jenfrecht auf BC und hat bie
Qinge k,, alfo hat das zugehirige Lot EX itberall, aud) bei 4, von
ber Dypotenufe ¢ den WUbjtand 7, b. . bie Hihe DA DHat die ge:
gebene Ldnge. Das Dreied hat demmac) die verlangten Stiide.

:?;t"{ 48.

e . . i S 2 TRy 3
5. Determination. Jit », fleiner ald3 der Radwué —- bdes

b
Rreifes, Jo jind zwei Sdnittpuntte 4 und A, mibglhd). Dieje geben
aber jwei fongruente Dreiede, denu A ABC und A A, CB find
= er R et e a ;v :
fymmetrijd) gegen die Mittelfentrechte. Jijt ~, = -, fo Wwird dad Lot

EX Tangente ded Rveifed, damn ift alfo nur ein Dreted moglich
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Allgemeines itber Konjtruftionen und Kongruenzidpe. (D

PR e DE i . ; = = = i ! 5 e i
und bdiejes it redhtivinklig gleidjdhenthrg. Jit L”,;-; =, |0 fjdhneiben

einander die beiden geometrifchen Ovte nicht, b. h. e3 ift feine ¥bfung
moglich). (Fiir den Gvemzfall 2, =0 fillt A nui B ober mit C
sutjammen.  Die Flache des Dreieds wird dann gleidh Jeull.)

Bemerfung. Jolgern fann man davaud den Safy: Stimmen
set rvechtvinflige Dreiede in der DHypotenufe und der jugehirigen
Hobe iibevein, {o find fjie fongruent. —

Biswet Iu: fiegt aber bdie 2Wjung der Aufgabe weit verftedter,
fobaf fie faft auf einen Sunftoriff hinausfithet. Aud) dazuw jollen
Beijpiele gegeben twerden.

199) Beifpiel einer andeven Dreieddfonjtruttion.

1) Anjgabe. Cin Dreied aud ben drei Mittellinien zu
fonjtruieven.

2) Unalpfis. Man dente fidh) dad Dreie ABC mit den Ddre
Mittellinten AD, BE und CF ober {,, &, #; gezeichnet und erinneve
jih Des ©abhed, bdah
dieje Geraden durd) ben Big- 49- A
felben Punft & gehen, [ [ |
purd) ben von jeber der | 4
britte Teil abgejdnitten . ' ek

wird. Danad) in LSl e ] % /
DG —=1it, BG =24, % | 4 S e
CG = ‘;r‘ Auperbem | | BT

it DB = DC. Madt | - Ak g
manalfonod) DH=DG, | it TR
fo it BGCH ein Paz | | B — =0
rallelogramm (denn die B S :
Diagonalen  Halbieren Fa it
einander). Die Hiiljte 74

B G H bdiejed Pavallelo-

gramms ift ein Drveied mit den Seiten 2f, £, i, fann alfo
leigt Fonftvuiert twerden, und auc) der NRefjt der Qonftruftion ift leicht
au itberjefen.

3) RKonftruftion. Sind in Fig. 49 £, &, t; die gegebenen
Mittellinten, jo {Hneibe man von jeder den dritten FTeil ab und fon-
jtrtere aud den Rejten dad Dreied BGH. Man made HD gleid)
14, siehe BD und verlingeve e3 um fich jelbjt iiber D hinaus, was
C gibt. H@G verlingere man itber G hinaud um fjich iL‘Hn"t was A
qibt. Berbindet man A mit B und €, jo ift ABC bad verlangte
Dreted.




76 Planimetrie 1.  Fortjepung des Lehrgangs.

4) Beweid. Nad) der Konjiruftion iit D ber Halbierungdpuntt
pon BC, afio ift AD bdie eine Mittellinie Des Dreiedd.  Nad) der
Qonftruftion ift HA = 4t, HD=1t, ofjo AD=1#, b. b bie
Mittellinie AD hat die ridjtige Ldnge. Da aber Dex Punft G von
ihr ben Dritten Teil abjdyneivet, fo find BG und CG Teile der betben
anderen Mittellinien. Dabei it BG = 24, und audy gleiy $BE,
folglich ift BE = t,. Da nad) dex Qonftruftion G H und BC durd
D Balbiert find, jo ift dag Bieved BGCHU ein Parallelogrammn.
Folglich it GC = BH = 3t;. Da aber sugleid) GO = £ CF ift,
fo ift CF—=1t, a3 Dreied Hat alfo die verfangten Mittellintern.

5) Determination. Die Aujgabe ijt [6&bar, jobald bie Summe
oer beiben Heineren Mittellinien grofer ift al3 bie dritte, denn bann
fann A\ BGH fonftewiert und die Figur vollendet wevdenm. Jm
Grengfalle ¢, - f; =ty Wwird die Flade ded Dreieds ABC gleidh Null.
Warum? Sind stwei Mittellinien gleid), fo wird das Dreied gleid):
jchenflig, find alle drei gleid), fo oird e2 gleidyeitig.

Bemerfung. Darvaus ergibi fidh folgender Kongruenzjah: Stim=
men zwei Dreiede in den Mittellinien itberein, jo jind jie
fongruent.

200) Dritted Beijpiel einer Dreiedafonftruition.

1) Hufgabe. Ein Dreied ju fonjtruieren aus set Seiten
und ber gur dritten gehdrigen Mittellinie

2) Mnalyfis. Angenommen, ABC wive 0ad gefuchte Dreted
mit den Seiten BC = a und AC = b und der Mittellinie CD =4,
pantt [aGt fidh D alz Mitte eined Pavallelogrammd 4 ¢ BE betradyten,
weldhed @ und b ju Seiten und AB und CFE = 2{; ju Diagonalen
fat. Die Hilfte CBE diejes Pavallelogramms fann pemnady aud
den drei Seiten a b, und 24, fonftruiert twerden.

3) Qonftruftion. Man gebe der belichig hingulegenden Ge-
raben CE bdie Qéinge 21, dhlage um C und E Bogen vom Radius a
beztv. b, bie einander in B fdmeiden, jiebe BD und verldangere s
fiber D BHinaud um fich felbjt, und verbinde bem ncuen Gudpunft A
mit ¢ und C mit B, daun ijt ABC bad gejudhte Dreied.

4) Beweid und 5) Determination find einfa.

Bemerfung. Damit find jugleid folgenbe Uufgaben geldit:
a) Swifden zwei fonzentrifden RKreifen fei ein Bunit P
gegeben; durd) ihn foll vou Kreid ju Kreid eine Gerabde jo
gelegt werden, baf jie in P halbiert ijt. b) Gegeben jeien
swei fonzentrifde Rreife uud ein zwifden ihuen {iegender
Runft P. €3 foll ein Rechted gezeidnet werben, weldesd




Dretedstonitruttionen. 1

feine Gden ju je zweien auf dem beiben Kreifen und P jum
Pittelpunfte hat

201) Lajjen fidh zwei Bielede auf piejelbe Art in Hhomo:=
foge Dreiede gerlegen, jo jind bie Bielede fongruent.

Der Beweis ift fo einfach, daf er den Schiilern itberlaffen werben
fann.

Xn fongruenten Figuven ftimmen homologe ®eraben,
homologe Winfel, Homologe Kreife, homologe Flachenitiicde
fiberein.

y) Dretedsfonfrruitionen®)

202) Begeinungen. Die den Punften 4, B, C gegertitbers
liegenden Dreiectdfeiten follen in der Regel mit a, b, ¢ bezeichnet
werben, die zu A4, B, C gebivigen Winfel mit «, §, . Die Mittel-
finien de3 Dreiedd jollen ¢, f,, £, Deiften, die Winfelhalbicvenden, big
sur Gegenfeite gevednet, sy, w,, wy; die Hohen hy, hy, hyj dev Rabdiusd
bes Umfreifed », die Rabien bder vier Beviihrungstreile o, 05, 05, 05.
Dabet entiprechen bie Marfen 1, 2, 3
pen Budftaben 4, B, C beyw. a, b, c. g3
Der Wmfang eined Dreiedd Heife . /,\

Bei vedhtivintligen Dreteden joll Die /
Sopotenuje ¢ Beifen. Vet gleidy: /- \
jchentligen Dreieden joll b die BVafis /’ﬁh I

fein.
NS v nl En » £t 4s ToT o =
;‘(J.{__l Dretede ju fUII]hlE-.t.l\.‘.I ;’//, N
aus: 1) a, b n. 2) a b k. 3) a, = \
Fipp By &) @6, Boy Ra: D) @ b 4. /
6) a, {;, &. T} a, by, 3. 8) a b S~

I o i i e
RN A e R a B kl)w o g~ I.]
a, hs. 12)r, a4, 1. 13) 71, a & i In
14) o, @, f. 15) o, @, . 16) o, a,, ‘\ /
a, (a; wund a, jollen die durd) den /

Berithrungspuntt entftehenden Teile b /
von a jein). 17) o, w;, . 18) o, e
a, B. 151':] 0

e b % .
e . 20) 01, @y, Gy

1) o, wy, @ 22) o B k. 23) o, B By 24) o5, ¥ Iy.
9 )

:
: o S ¢ {
V@ o 0 26) ity gy 05 20) &, 05 Ry 28) «, 03, By (bgl.

9
9
# Einige der ufgaben find jchon vorfer bejprodhen.
#) Per Ort der Mitten aller Sehnen, die bon einemt Punite der Kreislinie
audgehen, ift ein Beriihrungstreid vom Halben Rabdiusd. (BVgl. § 153.)




8 Planimetrie 1L  Fortjebung bes Lehrgangs.
Fig. 50). 29) AUus den Seiten ay, by, ¢, bed Hohenfufpuntibreieds.
30) Aus a, § und der Summe s der beiden anbderen Seiten. 81) Wus
@, f und bder Diffeven d ber beiden anderen Seiten. (Vei bdiefen
beiben Anfgaben fommen Sdse vom AuBenivinfel beim gleichicdhentligen
Dretede zur Anwendung.)

204) Redytwintlige Dretede ju fonftruieren ausd: 1) Hy-
potenufe ¢ und Rathete @. 2) Hypotenmuje ¢ und «.  3) Pypotenufe ¢
und Hobe ;. 4) Hypotenuje ¢ und #,.%) 5) o und jpisem Winfel «
6) o und RKathete a. 7) o, (an Kathete «) und «. 8) o, und f.
9) ¢p uno @ 10) o und py. AE) g IMb o5 12) g, D 0.
13) o5 und a. 14) g, und f. 15) Hypotenuje ¢ und Summe s
ber beiden Kafheten. 16) Hypotenufe ¢ und Unterfchied d der beiden
RKatheten.

205) Oleidhfdhentlige Dreiede zu Eonjtruieren aus:
1) Bafis b und Hobe 7, (oder o;). 2) Bafid b und ¢. 3) Bafis b
und g,. 4) Bafid b und < f. 5) Bafisg b und ¢,. 6) Bafig b und 7, .
7) o und o,. &) o umd hy, (pber g;). 9) o und . 10) o und c.
11) @ und k. 12) « und w,. 13) B und w,. 14) o, und g.
15) g unbd «. 16) ¢, und e 17) g, und B.  18) a und .
19) b und Summe s der Schenfel. 20) a und Summe bder bLeiden
anderen Seiten. 21) r unb b. 22) r und @. 23) » und f. 24) r und «.

Der Schitler verjuche, die Beifpiele diefed Abjdnittd felbft su vers
mebhren. (Die Wintelhalbievenden pilegen Schivierigfeiten zu madhen.)

d) Einige anbere Ronftruftionen

206) ®egeben jeten eine unbegrenzte Gerade KL und
swet Punfte P und @ auf derjelben Seite der Geraden.
Auj biejer foll etn Punkt X {o bejtimmt tverben, dap deffen
Lerbindbungslinten mit P und ¢ bie Gerabde unter entgegen=
gefept gleidhen Winkeln {dneiden®*)

uflojung. Man jpiegele @ gegen die Gerade, wad @, gibt,
verbinbe @, mit P, wad den Sdmittpunft X gibt. Died ift der ge:
fuchte Punft, wie fich aud der Geraben X @ leidht ergibt. — Beweis
bem @djiiler 3u iitberlajfen.

Bemerfungen. Statt Q 3u jpiegeln, fann man auch P fpiegeln.
— eht bon @ em Lichtitrahl an die jpiegelnde Gerabe KL, o wird
er fo auriidgeworfen, daf <« =« ift. Gr bat alfo, um von @

) Bgl. Anmm. 2) auf Seite 77.
=5 Piefe Nufgabe wird vielfadhe Anwendung findben.
. ] g




Dretedsfonftruttionen. 79

aud ing uge, welded fid) in P befinden mige, zu gelangen, den
fonjtruterten Weg ¢ X P juriidzulegen. Dasd Auge jieht dann in der
Lerlangerung von PX dad
Spiegelbild ¢, von Q. &ig. 51.

Die Gerade @, P= X0Q,, Lo
+ PX ijt ber fiivzefte LWeg e
soifdgen @, nnd P Folg: T
lidh i)t aud) QX + X P dex e o e
tiivzefte Weg, der bon @ ausd 5 - =
sum Spregel und dann nad) /
P fithrt. Der Lichtitrahl, dex i S
pon @ jum @piegel und nach \ / N
pem Auge geht, hat bemnad \
den Fiivzejten unter den mig- vy
lihen Wegen ecingejdhlagen.

207) Gegeben jeien eine unbegrenzte Gerade AL unbd
swei beliebige Punfte P und @ auf verjdyicdenen Seiten der
Gervaben. Wuj diejer joll ein Puntt X jo fonjtruiert werden,
baf deffen Verbindungslinien mit P und @ die Gerabe unter
entgegengejeht gleichen Winfeln jdhnetben®)

(Die Aufltjung joll bem Sdhiiler fiberlafjen bleiben, ber iviederum
mit Der Spicgelung ded einen Punftes zu beginnen hat. Cr verjuche
auch zu zeigen, dbaf Dder lUnterjdhied Dder Wege PX und X @ ein
Pidjtwert fiix alle moglichen Wege von P zur Geraden und vom
Sdynitthuntte nad) Q ijt.)

208) Jnuerhald eined gegebemen Winfels PYR feien
stwei Punfte 4 und B gegeben; auf den Sdenfeln jollen
Runfte ¢ und D {o beftimmt werden, dap AC und CD mit
bem einen Sdenfel entgegengefet gleidhe Winfel bilden,
C'D und DB mit dbem andeven. (Fig. 52.)

(Man bilde bie Spiegelbildber 4, und B, von 4 und B in
bezug auf die Sdentel PQ und @R, dann gibt bie Gerade 4, B,
bie gefuchten Punfte C und D. Bilbet man bdie Spiegelbilber A,
und B, in bezug auf die vertaujhten Sdjenfel, fo erhilt man ein
seited Punfipaar €, und D,. Die Beweije fiihre der Schiiler.)

Bemerfungen, Denft man fih in A ein RKerjenliht, in B
ba3 Auge der Beobadhters, und find PQ und QR Spiegel, jo ift
AC -+ CD + DB der Weg cines zum Auge gelangenben Licdhtjtrahls,
ber von jebem ©piegel unter demielben Winfel zuriidgetvorfen (ve-

) Diefe Aufgabe wird vielfacdhe Unwendung finben.




80 Planimetrvie II.  Fortjebung ved Lehrgangs.

fleftiert) wird, unter dem er auf ihn fallt. Dad3 Auge jieht dann in
ber Werlingerung von BD ein Spiegelbild 4, von 4, und war ijt
A;B=AC+ CD + DB. Audh in A, fieht dad Auge ein Shiegel-
bild bon A, und dabei ift A, B=A4AC, + C, D, + D, B. — QP ijt bag
©piegelbild von QP, QR” da3 Spiegelbild von QR. Jn der Figur
jfindb 4, und A, mit A4, und 4, in gewiffe Beziehung gejept. — Jit
< PQR flein genug, jo jteht dad Auge B nod) weitere Bilber von 4,

die durd) dreimafige, viermalige ujw. Reflerion an den Spiegeln her-

> Hig- 52,
A
)
G ==~ :
= =P o 2
J'rla"'_ = 5 i [
B--- =S
45 iz P
=~ TP
4 I)J
}'l
‘R

vorgebracht tverden. Uud) fiir bdiefe Spiegelungen verjudhe man bdie
LWege der Vidbtitrahlen zu fonftruieren. Man unterjudie, ob der Weg
AC+ CD + DB ein fleinjter Weg (Minimaliveg) fiir dben Gang
von A nad) dem erften, dann jum weiten Spiegel, dann nach B ift,
ebenfo 0b AC"+ C'D"+ D'B ein Minimalweg ift ujin. — 4 und B
fonnen thre Nollen vertaujhen. Je nad) ibhrer Lage Ffomnen gewiffe
Sonberfille eintreten.

208a) Man verjude diefelbe Aufgabe fiir eine von drei
iptegelnden Geraben begrenjte Flade zu [Hien.

209) Cine Gerade von gegebener Linge a fo in einen
fejten redhten Wintel POR einzulegen, dap ihre Cndpunite
auf den Sdjenfeln fiegen und fie den einen Sdentel unter
gegebenem fpiben Wintel « jdhneidet.

(Nach dem Sae iiber den Um-Rreid des rvedtwinfligen Dreieds
hat bie Mitte der Gevadben zum geometrijhen Ort einen wmn @ mit

_ ¥ r -ty o - s A " ¢ ¥
pem Radiud - bejdhriebenen Kreidbogen. Man zeichne einen Hadiusd

*) Einiges aud den obigen Ubungen wird wiederfolt.
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: [ P e . ¥y = . i
QC = 1o, paB < CQP gleid) « ijt, und jdhlage um C einen Lreis:

bogen mit bemfelben Radius ‘: , der QP in A jdneidet. AC ift
pann die Hilfte der Geraden in der geforderten Lage, die BVerlinge-
rung CB b8 jum anderen Sdjenfel vollendet die Fonftruftion.)

Bemerfung, Gleitet eine Gevade von gegebener Liinge mit den
Endpuntien auf ben Schenfeln eined fejten vechten rechten Winfels, fo
bewegt fid) ihre Mitte auf dem befprochenen Kreije. Gleitet aljo bex
eine Cndpuntt auf bem einen Schenfel und twird die WMiitte duvch eine
Kurbel auf bem genannten Rreife gefithrt, jo mup fid) der anbdere
Cndbpuntt gevadlinig bewegen. (Cine widtige Geradfiihrung bder
Meajdyinenfunde.)

b) Lehre von den Parallelogrammen.
a) Die grundlegenden Sipe in fiberjidtlider Jujammenitellung.

210) Die Gegenjeiten und ebenfo die Gegenwinfel des
Parallelogramms {ind einander gleid.

Beweid. Durd) die Diagonale BD wirh Had Parallelogramm
ABCD (Fig. 53) in zwei fongruente Dreiede geteilt, benn beide
Dretecte ftinumen iiberein in bder
Geite BD, in ben Winfeln 4,
und B, (bie als Wedjjelwinfel bei O 7
LParvallelen gleich find) und in den \\\\ f/
Winfeln g, und d, (aud demfelben / = /
Grunbde), alfo nad) bem jweifen :
Songruenzjabe. Folglid) find die _j/_(g___ == QL;}
ven gleichen Winkeln gegenitber- ~
liegenden Seiten gleid), 9. §. AB = CD und 4D = CB; ferner ift
a = y, auferbem aber o, + dy =, + By, 0. h. <CADC =< ABC.

211) Sind in einem BVieved je zwei gegeniiberliegende
Geiten einander gleich, fo ift e ein Parvallelogramm.

Beweis. Die Kongrueny der Dreiede in Fig. 53 folgt jebt nach
pem Dritten Rongruenzjage. Wus ihr jolgt 4, = B,, jodbaf AD || BC
ift; auferdem folgt &, = B, jobafy and) CD | AB ijt.

Fig- 53

212) &ind in einem Biered wei Seiten qgleid) und
pavallel, fo ijt ed ein Parallelogramm.

Beweis, Jjt in Fig. 53 A B H CD, jo folgt aus dem Bavallelis-
mus, bap d, = f, ijt. Die Dreiede ftimmen jept in jwei Seiten und
dem eingefdhloffenen Winfel diberein, find alfo fongruent nady dem

Holagmiller, Elementarmathematif. I. 4. Mufl 6
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