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a) defjre von der Kongrienz. 67

(Das Lot, welhed auf dem Symmetrieradiug eined Bogenbreieds
tm Cnopuntte ervichtet ijt, beviihrt bie beiden vollenbeten Sreigbogen
ped Dreteds. Diefe Tangente ift bereitd halbiert. Man zeidhne iiber
ber cinen Hilfte einen Halbbreis. Diefer gibt auf bem einen Gren:
bogen den Berithrung8puntt mit bem gefuchten Kreife, denn bie dret
betveffenden Tangenten miiffen gleid) lang fein.)

1L Soxtfebung des planinetvifhen Lehrgangs.
a) Die Lefre von der Kongrueny.
«) Die grundlegenben Kongruenzjdse fiir basd Dreied.

190) Aujgabe. Cin Dreted zu fonftruieren aus zwei
Setten und dem von ihnen eingefdhlojfenen Wintel

Uuflojung. Jn Fig. 41 feien a, b und < p bdie gegebenen
Ctiide. Man lege dbie Gerade « ald CB beliebig hin, trage bei ¢
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an fie den Winfel » an, made den newen Sdenfel CA — b und
verbinde 4 mit B. Dann ijt Dyeied A BC dad gejudpte, denn es
enthdlt die gegebenen Stiide.

Bemerfungen. Die Aufgabe ift jtetd [58bar, fobald mur y ein
fontaber Wintel ift, was vorausdgefet werden foll. (It der < p =10,
jo jallt @eite b anf e Jft <<y = 180°% fo fdllt b in bie ju a
entgegengefepte Richtung. Jm exvjteren Grenzfalle wird Seite ¢ — a — b,
jalls a Ddie grdBere ift, im jweiten witb c=a -+ 0. Sn beiden
dallen ird die Dretedsflahe gleich NMull; im allgemeinen twird die
Sldahe verjdhieden bon Mull)

Die Aufgabe fithrt jtetd su ciner eingigen Lojung. So oft man

ein Dreiet and Dden gegebenen Stiiden fonftruiert, fei ed im einen
oder im enigegengefepten Sinne (Umtlappung), ftetd erhalt man

Dretecte, die fidh) mit dem zuerft fonftruterten deden.




b3 Tlanimetvie II.  Fortjebung ved Lehrgangs.

Qegt man némlid) dad zweite fo fonjtruievte Dreied jo auf das
ecjte, Daf die Winfel p aufeinander fallen und zwar mit den gleid)
langen Sdhenfeln, jo miiffen aud) bie Gnbpuntte B einanber Decen,
¢benfo die Gudpuntte A und demnach aud) die Lerbindungslinien A B.
Daber ftimmen die BVerbindbungadlinien in ber Liinge itbevein und bie
Winfel bei B, ebenjo die bei C in der Grofe. Uud) die Fldden:
infalte beiber Dreiecte ftimmen iiberein.

Darausd folgt
per erfte Songruenzjag: Stimmen zvei Dreiede in el
Seitent und dem eingefhloffenen Wintel ibervein, jo find jie
fougruent

Die genaunfen drei Stiide «, b, y geniigen Fur Konjtrultion
und ugleich zum Nachweife der Kongruenz, d. h. der Ubereinftimmung
ber iibrigen Stiide ¢, , f und F (Fladhe). Damit ift nacdhgewiefen, dap
bie Dreiecfe auch in fonftigen Stitden dibeveinftimmen miiffen, 3 B. in
gleichliegenden (Homologen) Hoben, in gleichliegenden Mittellinien, in
gleidliegenden Wintelhalbievenden, in Den einbefdhricbenen Kreifen, m
ven gleichliegenden An-Rreifen, in den Um-Rreifen ujiv.

191) Nufgabe. CEin Dreied zu fonftruieren aug einer
©eite und den beidben anliegenden Winkfeln.

Anflojung. Jn Fig. 42 fei a die gegebene Seite, f und y
feien die gegebemen Winfel. Man lege die Gervade « ald BC bes

liebig Bin, lege bet B und C die Winfel B und p auf bderjelben
Fig. 42.
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©eite an die Gerade an und verfangere die freien ©djenfel bis zum
Durdidnitt A, dann ift ABC dad gefudhte Dreied, denn ed Hat die
geqebenten Stiide.

Bemerfungen, Die Anfgabe ift ftetd (H3bar, jobald f -+ » < 180°
ift. (®renzfille findb B+ y — 0, wobei die beiden Schentel auf «
falfen, « — 180° und F = 0 wird, und p + y = 180° tvobei bie
Sdentel pavallel twerden und, tenn fie niht zujammenfallen, ein
unendliches Dreied geber.)



a) Qefre von der Kongruens. 69

Die Aufgabe Hat ftetd nuv eine eingige Qifung, denn alle anderen
Dreiede, die aud denjelben Stiiden fonftruiert werden, lafjen fidg mit
pem evjten sur Dedung bringen. Man fann fie namlid) mit ben
gleichen Seiten fo aufeinander fegen, dap bie gleichen Winfelpaave
aufeinander fallen. LWeil bdabei Dbie freten Sdyenfelpaare einanber
deden, mitfien aud) die Durdyjdnitidpuntte einander decen. Daburd)
ift dag [bereinftimmen in ben iibrigen Stitden b, ¢, ¢, F nacdhgetviefen.
(Die Tbereinjtimmung im Winfel « war dabei felbitverjtindlid)
Warnm?)

Davaud folgt
ber gweite Kongruengjng: Stimmen zwei Dretede in einer
Seite und ben beiden anliegenden Winfeln iiberein, jo find
jie fongruent.

Man fann aber all- Fig. 48.
gemeiner fjagen: !
Stimmen zwet e
Preiede in einer B
Seite und 3wei homo: o
(pgen Winfeln iiber= i |
ein, fo fiud fjie fon: / b
gruent. f \
192) Hufgabe. Cin I' fl
Dretedzufonftruieren | \
ausd bden Drei Seiten "x‘ / ; /
Nufldjung. Sind  \ / \ /
a, b und ¢ die gegebenen ‘\\ i X
Seiten, jo lege man 3. B. Mool /J—r’-,——-..._‘_.\\
a ald BC beliebig hin r—— \;/w’;h—‘ —‘:—}—h e -1
und fhlage mit ben Jivkel: e M_""i'_";/’ X
pifnungent b und ¢ Kreid- {-" \ o \
fogen um C und B. i Y
Sdyneiden Ddiefe einander
in A4, fo verbinde man A ’
mit B und €. Dann ift ' 7
S e

A ABC bag gejudyte
Drete, denn ed hat die
gegebenen Stiide.
Bemerfung. Die Anjgabe ijt jtetd [63bar, jobald die Sumnte
oer beiden feineren Seiten guifer ift al8 die dritte. (Im Grenfalle
a— b - ¢ fallen b und ¢ auf a und bder Flaceninhalt des Dretects 1t

Null.) Die Aufgabe Hat aber nuv eine einzige Lofung. Tenft man




T0 Plawimetrie 11 ,a\i."l.h‘bu[ q des Yehrgangs.

jih ndmlid) die Dretede mit der griften Seite jo aneinanber gelegt,
pap ein aug zivei gleid)jchentligen Dreieden bejtehenbdes Viered A BD C
entfteht, fo ijt Diejes fymmetrijd) gegen die Diagonale BC, aljo ift
A BCA >~ BCD. (Bgl. Fig. 43, die aber anbdere Budhftaben enthalt.)

PVean fann aud) jagen, dafy die ju gangen Kreifen vervolljtindigten
Sonjtruftiongbogen  einander brc‘fcn, paber auch ibhre Durchjdhmitte.
Aus der [bereinftimmung 3iveier Dreiede in den drei Seiten folgt
afjo die Mbeveinftimmung i ben drei Winfeln und im Fladeninhalt.

©o ergibt fich
per Dritte Qongruengjab: Stimmen 3wei Dreiede in den
drei ©eiten itberein, jo find Jie fongruent.

193) Cin Hilfsjah und feine Umtehrung Der griferen
bon jiwer Dreteddjeiten Tiegt ftetd der grioBere Winkel
gegeniiber.

Beweid. Jn Fig. 44 fei BO > AC, fodbaf man CA ald8 CD
bon CB abjdneiden famr. Man tue died und verbinde 4 mit D. Dant

it AN ACD gleidy-

¢ Btg. 44 jchentlig und<d=94,.
= Dabei ift << 0, al3

r,-"' 5 Aupenwinfel ded
/ af = AABD><8, alfo
f" = e PR H""‘a_x and) s d > <¢ B, jolg-
i fih it o, weldhed
o e Bl grifer af8 0 ift, m}

recht groBer ald |
Bemerfung., Den beiden fleineren Seiten eines Dreiects tnm
nur fpibe Winfel gegeniiberliegen. Der quihten Dretectaeite l:mm
eint fpiter Winkel (> 60°), ein rechter ober ein jtumpfer gegenitberliegen.
11111:1%&&1‘1‘ folgt:

C gig. 45- Dem groferen vou
/ B ,qmu' Dretedswin-
e feln liegt ftets die
/ e grofere Geite

;,f o e gegeniiber.
Vi e . = ._ Beweis,  Jn
o] otes L BN (1 e e
fodbap man <= § al8

L BAD = §, vom Winfel « absiehen fann. Tut man diesd nadh
Art der Fig. 45, fo ijt A 4 }Jj. gleichichentlig, 9. 0. BD — DA,
Sm A A0D ijt aber A C<CD 4 DA, aljo, dba man fiivr DA aud
DB jepen fann, AC < ¢D + DB, b.Y. AC < OB.




a) Qefre von Dder fongrueny. 71

Bemerfung. Die einem vechten oder einemt ftumbpfen Dreteds:
winfel gegenitberfiegende Seite ift jtetd die grifste des Dreieds. (Daber
war dad von einem Punfte auf eine Gerabe gefallte Qpt die fitrzejte
Qinie, die vom Punfte nach der Gevaden gejogen iverven fann.)

194) Yufgabe. Cin Dreted zu fonjtruieren aus 310 et
Seiten und dem der groferen gegeniiberlicgenden MWinkel

Yuildjung. Jn Fig. 46 feien a und b Ddie gegebenen Seitert,
a die qrifere davon; « fei Der a gegeniiberfiegene Winfel. TMan
Tege b a3 AC beliebig hin und lege bet A den Wintel ¢ ald 9 CAX
bavan. Sebt jhlage man mit ¢ um C einen freid, der die Gervade CX
an wei Stellen B und D fyneidben muf (weil « > ift). LVon
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oefen Wunften it nur der auf der Seite von « [liegende Punft B
proudhbar. Berbindet man B mit €, o Hat man bad verlangte
Dreied, denn e befibt die gegebenen Stiide.

Bemerfung. Dad Dreted ijt jtets miglid), jobald mu < e < 180"
(Was gejdhieht im Grenzjalle « = 180°%) Gtetd ift mur eine einmzige
Copmg moglid).  Madht man nimld bdiejelbe Konjtruftion nod) etn-
mal, fo laffen fich beide Beichnungen voljtindig jur Dedung bringen.
Der Sdiiler weife died jelbjt nac). (Cr fann aud) die Dreiece mit
ben Geiten @ fo aneinander legen, daf eine ymmetriide Figur entjteht.)

Darans folgt
per pierte Kougrucnzjoh: Stimmen zwei Dreiede in 3wet
Ceitenn und dem der groferen gegeniibervliegenden Winkel
iiberein, fo jind jie fongruent

pen

195) Nufgabe. Gin Dreied zu fonjtruieren aud e
Seiten und dem bder Fleineren gegeniiberliegenden Winfel.




T2 Plantmetrie II.  Fortjepung desd Lefhrgangs.

Auflojung. QJn Jig. 47 feien @ und b die gegebenen Seiten,
b Die fletnere bavon, f ber ihr gegeniiberliegende Winfel. Man lege
a ald BC beliebig hin und lege bei B den Winfel § alg <C CB X
an. Darauf {dlage man um C mit b einen RKreidbogen. Schneidet

biejer die Gerabe BX in zwei Punften 4 und A4, (wad nur auj
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oer @eite bes Winfeld g gefhehen fann, weil b < a ijt), und ver
bindet man € mit 4 und A,, fo geniigt jotvohl dag Dreied A B,
al3 aud) dag Dreied A, CB ber geftellten nufgabe, denn Leide b
fiben bie gegebenen Stiice.

Bemerfung. Soll die Aufgabe [65bar fein, jo muf erjtens
< B ein fpiter Winfel fein, da er der Heineren Seite gegeniibexlieqt.
Bioeitend muB b mindejtend fo lang fein iwie dag in der Figur ges
seidmete Lot CD. Jit b tirger als diefes, jo Hat die Uufgabe Feine
Lojung.  Jft b gleid) diejem Lote, fo Hat die Aufgabe eine Lijung,
und dabei ijt dag Dreied ein redtwintliges. IJft b langer ald diefes
Sot, aber fleiner alg «, fo hat die Anfgabe jivei Lojungen, eine mit
einem fpigen Winkel ¢ und eine anderve mit einem jtumypfen Winfel e,
ter ber Supplementwinfel von « ijt. (Warum?)

Ptan fann die beiden Dreiede, wie aud) Fig. 46 jeigt, mit den
©eiten b fo aneinanber legen, daf fie jujammen ein gletchjchentliged
Dreied bilden. Samtliche Dreiede, die man aud denfelben Stiicen
Tonftruiert, find enttoeber bem Dreied ABC ober bem Dreied 4, BC
fongruent. Bivei joldhe decen alfo eimanber, wemn die Winfel « in
beiben , gleidjartig” find, 0. h. beide fpif ober beide ftumpf, ober bLeide
redhte Wintel find. Der Beweid der Dedung fann iwie vorber dem
©dyitler itberfajfen werben.

Darausd folgt
per fiinfte Rongruenzjap. Stimmen zwei Dreiede in jwei
Setten und bem bder {leineven gegeniiberliegenden Winfel



lgemeines fiber Konjtruftionen und Kongruenzjdbe. 3

fiberein, unbd {ind bdie ber groBeren gegeniiberliegenden
Winfel gleidhartig, jo find die Dreiede fongruent.

£) Allgemeined ither Ronjtruftionen und Kongruenzidpe.

196) Ulle fonjtigen KRonjtruttionen von Dreieden aus bdrei
poneinander unabhdangigen gegebenen Stiden laffen jih auj bdie
fitnf bier angeqebenen qrunblegenden Dreiedfonjtruftionen
suriicfitbren.  Dasfelbe gift von ben fonjtigen Kongruenzjahen, Dbdie
gbenjo auf die Dhier angegebenen fiinj puriidjufitbren find.

Daf die gegebenen CStiide unabhangig voneinanbder jein miiffen,
eigt fidh 3. B. an den Dreiedswinfelu. Die Aufgabe, ein Dreied
aué gegebenen Winfeln «, § und » zu fonftruieren, ijt nur dentbar,
wenn y = 180° — (¢ -+ ) 1. Der Winfel y alfo darf gar nicht
gegeben iverben, demm er ift jdhon burd) « und S befjtimmt, midt un=
abhdngig von ihnen. Daber find undad)it nur ziver Stiide gegeben,
¢ und B, und bag drifte jur Ronjtruftion ndtige Stid fehlt nod).

BVei der finften Konftruftion hat man gejehen, daf eine Aufgabe
bisweilen zwet LWjungen Hat. Died beruht davauf, baf ein Kreis
einte ®erabe ober eimen anderen Kreis tm allgemeinen in ziwet Puntten
fhneiben famwn. Diefer Umitand fithrte bei diefer Aufgabe auf ziwvet
Punfte 4 und A4,. Uber bdies ift nidyt immer der Fall. So hat 3. V.
Fig. 30 der RKreis ebenjalls jwer Sdhnitte mit der Geraden, aber es
war trobdem nur ewne eingige Lojung der vierten Aujgabe mdghd).
Seber einbeutig [63baven Nonjtruftiondaunfgabe entipridt

ein Rongruenziab.

197) Die ﬁUlIﬁl‘lEfl’tL’=1i~':l‘1!if1__“5ﬁl'-"” perfangen in Der Hegel eine
Boruuteriudhung bdariiber, twie bie Anufgabe etiva angegriffen werden
faun. Diefe Unterjucdhung Dbejeichnet man als die Analyfid der
Aufgabe. An diefe jdlickt fih die Konftruttion an. Nadh BVollz
enbung Der lehteren ijt ber Beweis Ddafiir ju geben, daf dag fou:
ftruterte Gebilde bdie gegebenen Stiide fat. Die Analyjid fann
verfhiedenavtiq ausfallen, jodaf bisweilen ganz verjhiebene Kon-
ftruftiondwege mibglidh twerden. Je tweniger Grunbdoperationen man
dabet zur Ausfiihrung nbtig Hat, fiiv um fo befjer gilt bie Lojung. —
3n der NRegel wird nod) eine Unterjudung bdariiber verlangt, unter
welden Bedingungen die Aufgabe (68bar ift, wann fie eine obex
mehrere Lojungen Hat, 1und twelde Sonberfalle eintreten fonnen. Dieje
Unterfuchung beigt Determination.
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T4 Planimetrvie II.  Fortiepung des Lehrgangs.

198) Beijpiel einer Dreiedsfonitruttion.

1. ufgabe. Cin rvedtwintliges Dreied Tu'['f fonftrutert
perden aus der Hypotenufe « und dber ju diejer gehdrigen
Hohe k,.

2. Analyfis. Man denfe fid) dag Dreied ABC gezeichnet.
= BAC fei ber vechte Wintel, ihm gegeniiber liege die Hypotenuje a,

DA fei die zu diejer gehirige Hobe £, .
; Man evinnere fidh ded Sabes, dafy der
- *'-; _35____""_&!; 4 Winfel tm Halbfreis e Redyter iit.
2 =T Demnach) muf die Spibe A ded Dret
e eenol efd auf einem $Halbfreife liegen, ‘m
R iiber BC=a a8 Durdmefier 3u
seihnen ijt.  (WMan jagt: Der geome:
— trijdhe Ort der Spibe A 1ft der zum
Durchmejfer « gehovige Halbfreid.)
Ferner mup Ddie Spige A von Dder
Hypotenufe den Abjtand 72, habem, d. h. fie muf in einer Parvallelen
3 a liegen, bie von diefer Geraben den Ubjtand A, hat. (Died ijt
ein zweiter geometrifher Ot fiiv bie Spige.) Durd) die Kenntnid dev
beiben geometrijhen Orte wird bdie Konftruttion ermbglicht.

3. Sonftruftion. o und A feien die uebjt dem vedten LWintel
gegebenten ©titfe.  Man lege a ald BC beliebig hin und fonjtrutere
bie zugehorige Mittelfenfredhte, der man bdie Linge M E =, gebe.
Auf diefer ervidhte man im Punfte £ ein Lot }-,'.\'. Um M lege
man mit MB einen Sreig, der da3 Yot EX in A jdmeide. Ler:
binbet man A mit B und ¢, jo Hat man in A BC bad verlangte
Dreied.

{. Beweis. Nad) der Konjtruftion ifft M B = MC, aljo geht
ber gefhlagene RKreizbogen durdh) B und € und ift ein Halbireid vom
Durdmeffer BC =a. Da << BAC ein Winfel tm Halblreife 1t
mup er ein Redter fein. ME ii'cllt jenfrecht auf BC und hat bie
Qinge k,, alfo hat das zugehirige Lot EX itberall, aud) bei 4, von
ber Dypotenufe ¢ den WUbjtand 7, b. . bie Hihe DA DHat die ge:
gebene Ldnge. Das Dreied hat demmac) die verlangten Stiide.

:?;t"{ 48.

e . . i S 2 TRy 3
5. Determination. Jit », fleiner ald3 der Radwué —- bdes

b
Rreifes, Jo jind zwei Sdnittpuntte 4 und A, mibglhd). Dieje geben
aber jwei fongruente Dreiede, denu A ABC und A A, CB find
= er R et e a ;v :
fymmetrijd) gegen die Mittelfentrechte. Jijt ~, = -, fo Wwird dad Lot

EX Tangente ded Rveifed, damn ift alfo nur ein Dreted moglich
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Allgemeines itber Konjtruftionen und Kongruenzidpe. (D

PR e DE i . ; = = = i ! 5 e i
und bdiejes it redhtivinklig gleidjdhenthrg. Jit L”,;-; =, |0 fjdhneiben

einander die beiden geometrifchen Ovte nicht, b. h. e3 ift feine ¥bfung
moglich). (Fiir den Gvemzfall 2, =0 fillt A nui B ober mit C
sutjammen.  Die Flache des Dreieds wird dann gleidh Jeull.)

Bemerfung. Jolgern fann man davaud den Safy: Stimmen
set rvechtvinflige Dreiede in der DHypotenufe und der jugehirigen
Hobe iibevein, {o find fjie fongruent. —

Biswet Iu: fiegt aber bdie 2Wjung der Aufgabe weit verftedter,
fobaf fie faft auf einen Sunftoriff hinausfithet. Aud) dazuw jollen
Beijpiele gegeben twerden.

199) Beifpiel einer andeven Dreieddfonjtruttion.

1) Anjgabe. Cin Dreied aud ben drei Mittellinien zu
fonjtruieven.

2) Unalpfis. Man dente fidh) dad Dreie ABC mit den Ddre
Mittellinten AD, BE und CF ober {,, &, #; gezeichnet und erinneve
jih Des ©abhed, bdah
dieje Geraden durd) ben Big- 49- A
felben Punft & gehen, [ [ |
purd) ben von jeber der | 4
britte Teil abgejdnitten . ' ek

wird. Danad) in LSl e ] % /
DG —=1it, BG =24, % | 4 S e
CG = ‘;r‘ Auperbem | | BT

it DB = DC. Madt | - Ak g
manalfonod) DH=DG, | it TR
fo it BGCH ein Paz | | B — =0
rallelogramm (denn die B S :
Diagonalen  Halbieren Fa it
einander). Die Hiiljte 74

B G H bdiejed Pavallelo-

gramms ift ein Drveied mit den Seiten 2f, £, i, fann alfo
leigt Fonftvuiert twerden, und auc) der NRefjt der Qonftruftion ift leicht
au itberjefen.

3) RKonftruftion. Sind in Fig. 49 £, &, t; die gegebenen
Mittellinten, jo {Hneibe man von jeder den dritten FTeil ab und fon-
jtrtere aud den Rejten dad Dreied BGH. Man made HD gleid)
14, siehe BD und verlingeve e3 um fich jelbjt iiber D hinaus, was
C gibt. H@G verlingere man itber G hinaud um fjich iL‘Hn"t was A
qibt. Berbindet man A mit B und €, jo ift ABC bad verlangte
Dreted.




76 Planimetrie 1.  Fortjepung des Lehrgangs.

4) Beweid. Nad) der Konjiruftion iit D ber Halbierungdpuntt
pon BC, afio ift AD bdie eine Mittellinie Des Dreiedd.  Nad) der
Qonftruftion ift HA = 4t, HD=1t, ofjo AD=1#, b. b bie
Mittellinie AD hat die ridjtige Ldnge. Da aber Dex Punft G von
ihr ben Dritten Teil abjdyneivet, fo find BG und CG Teile der betben
anderen Mittellinien. Dabei it BG = 24, und audy gleiy $BE,
folglich ift BE = t,. Da nad) dex Qonftruftion G H und BC durd
D Balbiert find, jo ift dag Bieved BGCHU ein Parallelogrammn.
Folglich it GC = BH = 3t;. Da aber sugleid) GO = £ CF ift,
fo ift CF—=1t, a3 Dreied Hat alfo die verfangten Mittellintern.

5) Determination. Die Aujgabe ijt [6&bar, jobald bie Summe
oer beiben Heineren Mittellinien grofer ift al3 bie dritte, denn bann
fann A\ BGH fonftewiert und die Figur vollendet wevdenm. Jm
Grengfalle ¢, - f; =ty Wwird die Flade ded Dreieds ABC gleidh Null.
Warum? Sind stwei Mittellinien gleid), fo wird das Dreied gleid):
jchenflig, find alle drei gleid), fo oird e2 gleidyeitig.

Bemerfung. Darvaus ergibi fidh folgender Kongruenzjah: Stim=
men zwei Dreiede in den Mittellinien itberein, jo jind jie
fongruent.

200) Dritted Beijpiel einer Dreiedafonftruition.

1) Hufgabe. Ein Dreied ju fonjtruieren aus set Seiten
und ber gur dritten gehdrigen Mittellinie

2) Mnalyfis. Angenommen, ABC wive 0ad gefuchte Dreted
mit den Seiten BC = a und AC = b und der Mittellinie CD =4,
pantt [aGt fidh D alz Mitte eined Pavallelogrammd 4 ¢ BE betradyten,
weldhed @ und b ju Seiten und AB und CFE = 2{; ju Diagonalen
fat. Die Hilfte CBE diejes Pavallelogramms fann pemnady aud
den drei Seiten a b, und 24, fonftruiert twerden.

3) Qonftruftion. Man gebe der belichig hingulegenden Ge-
raben CE bdie Qéinge 21, dhlage um C und E Bogen vom Radius a
beztv. b, bie einander in B fdmeiden, jiebe BD und verldangere s
fiber D BHinaud um fich felbjt, und verbinde bem ncuen Gudpunft A
mit ¢ und C mit B, daun ijt ABC bad gejudhte Dreied.

4) Beweid und 5) Determination find einfa.

Bemerfung. Damit find jugleid folgenbe Uufgaben geldit:
a) Swifden zwei fonzentrifden RKreifen fei ein Bunit P
gegeben; durd) ihn foll vou Kreid ju Kreid eine Gerabde jo
gelegt werden, baf jie in P halbiert ijt. b) Gegeben jeien
swei fonzentrifde Rreife uud ein zwifden ihuen {iegender
Runft P. €3 foll ein Rechted gezeidnet werben, weldesd
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feine Gden ju je zweien auf dem beiben Kreifen und P jum
Pittelpunfte hat

201) Lajjen fidh zwei Bielede auf piejelbe Art in Hhomo:=
foge Dreiede gerlegen, jo jind bie Bielede fongruent.

Der Beweis ift fo einfach, daf er den Schiilern itberlaffen werben
fann.

Xn fongruenten Figuven ftimmen homologe ®eraben,
homologe Winfel, Homologe Kreife, homologe Flachenitiicde
fiberein.

y) Dretedsfonfrruitionen®)

202) Begeinungen. Die den Punften 4, B, C gegertitbers
liegenden Dreiectdfeiten follen in der Regel mit a, b, ¢ bezeichnet
werben, die zu A4, B, C gebivigen Winfel mit «, §, . Die Mittel-
finien de3 Dreiedd jollen ¢, f,, £, Deiften, die Winfelhalbicvenden, big
sur Gegenfeite gevednet, sy, w,, wy; die Hohen hy, hy, hyj dev Rabdiusd
bes Umfreifed », die Rabien bder vier Beviihrungstreile o, 05, 05, 05.
Dabet entiprechen bie Marfen 1, 2, 3
pen Budftaben 4, B, C beyw. a, b, c. g3
Der Wmfang eined Dreiedd Heife . /,\

Bei vedhtivintligen Dreteden joll Die /
Sopotenuje ¢ Beifen. Vet gleidy: /- \
jchentligen Dreieden joll b die BVafis /’ﬁh I

fein.
NS v nl En » £t 4s ToT o =
;‘(J.{__l Dretede ju fUII]hlE-.t.l\.‘.I ;’//, N
aus: 1) a, b n. 2) a b k. 3) a, = \
Fipp By &) @6, Boy Ra: D) @ b 4. /
6) a, {;, &. T} a, by, 3. 8) a b S~

I o i i e
RN A e R a B kl)w o g~ I.]
a, hs. 12)r, a4, 1. 13) 71, a & i In
14) o, @, f. 15) o, @, . 16) o, a,, ‘\ /
a, (a; wund a, jollen die durd) den /

Berithrungspuntt entftehenden Teile b /
von a jein). 17) o, w;, . 18) o, e
a, B. 151':] 0

e b % .
e . 20) 01, @y, Gy

1) o, wy, @ 22) o B k. 23) o, B By 24) o5, ¥ Iy.
9 )

:
: o S ¢ {
V@ o 0 26) ity gy 05 20) &, 05 Ry 28) «, 03, By (bgl.

9
9
# Einige der ufgaben find jchon vorfer bejprodhen.
#) Per Ort der Mitten aller Sehnen, die bon einemt Punite der Kreislinie
audgehen, ift ein Beriihrungstreid vom Halben Rabdiusd. (BVgl. § 153.)
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Fig. 50). 29) AUus den Seiten ay, by, ¢, bed Hohenfufpuntibreieds.
30) Aus a, § und der Summe s der beiden anbderen Seiten. 81) Wus
@, f und bder Diffeven d ber beiden anderen Seiten. (Vei bdiefen
beiben Anfgaben fommen Sdse vom AuBenivinfel beim gleichicdhentligen
Dretede zur Anwendung.)

204) Redytwintlige Dretede ju fonftruieren ausd: 1) Hy-
potenufe ¢ und Rathete @. 2) Hypotenmuje ¢ und «.  3) Pypotenufe ¢
und Hobe ;. 4) Hypotenuje ¢ und #,.%) 5) o und jpisem Winfel «
6) o und RKathete a. 7) o, (an Kathete «) und «. 8) o, und f.
9) ¢p uno @ 10) o und py. AE) g IMb o5 12) g, D 0.
13) o5 und a. 14) g, und f. 15) Hypotenuje ¢ und Summe s
ber beiden Kafheten. 16) Hypotenufe ¢ und Unterfchied d der beiden
RKatheten.

205) Oleidhfdhentlige Dreiede zu Eonjtruieren aus:
1) Bafis b und Hobe 7, (oder o;). 2) Bafid b und ¢. 3) Bafis b
und g,. 4) Bafid b und < f. 5) Bafisg b und ¢,. 6) Bafig b und 7, .
7) o und o,. &) o umd hy, (pber g;). 9) o und . 10) o und c.
11) @ und k. 12) « und w,. 13) B und w,. 14) o, und g.
15) g unbd «. 16) ¢, und e 17) g, und B.  18) a und .
19) b und Summe s der Schenfel. 20) a und Summe bder bLeiden
anderen Seiten. 21) r unb b. 22) r und @. 23) » und f. 24) r und «.

Der Schitler verjuche, die Beifpiele diefed Abjdnittd felbft su vers
mebhren. (Die Wintelhalbievenden pilegen Schivierigfeiten zu madhen.)

d) Einige anbere Ronftruftionen

206) ®egeben jeten eine unbegrenzte Gerade KL und
swet Punfte P und @ auf derjelben Seite der Geraden.
Auj biejer foll etn Punkt X {o bejtimmt tverben, dap deffen
Lerbindbungslinten mit P und ¢ bie Gerabde unter entgegen=
gefept gleidhen Winkeln {dneiden®*)

uflojung. Man jpiegele @ gegen die Gerade, wad @, gibt,
verbinbe @, mit P, wad den Sdmittpunft X gibt. Died ift der ge:
fuchte Punft, wie fich aud der Geraben X @ leidht ergibt. — Beweis
bem @djiiler 3u iitberlajfen.

Bemerfungen. Statt Q 3u jpiegeln, fann man auch P fpiegeln.
— eht bon @ em Lichtitrahl an die jpiegelnde Gerabe KL, o wird
er fo auriidgeworfen, daf <« =« ift. Gr bat alfo, um von @

) Bgl. Anmm. 2) auf Seite 77.
=5 Piefe Nufgabe wird vielfadhe Anwendung findben.
. ] g
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aud ing uge, welded fid) in P befinden mige, zu gelangen, den
fonjtruterten Weg ¢ X P juriidzulegen. Dasd Auge jieht dann in der
Lerlangerung von PX dad
Spiegelbild ¢, von Q. &ig. 51.

Die Gerade @, P= X0Q,, Lo
+ PX ijt ber fiivzefte LWeg e
soifdgen @, nnd P Folg: T
lidh i)t aud) QX + X P dex e o e
tiivzefte Weg, der bon @ ausd 5 - =
sum Spregel und dann nad) /
P fithrt. Der Lichtitrahl, dex i S
pon @ jum @piegel und nach \ / N
pem Auge geht, hat bemnad \
den Fiivzejten unter den mig- vy
lihen Wegen ecingejdhlagen.

207) Gegeben jeien eine unbegrenzte Gerade AL unbd
swei beliebige Punfte P und @ auf verjdyicdenen Seiten der
Gervaben. Wuj diejer joll ein Puntt X jo fonjtruiert werden,
baf deffen Verbindungslinien mit P und @ die Gerabe unter
entgegengejeht gleichen Winfeln jdhnetben®)

(Die Aufltjung joll bem Sdhiiler fiberlafjen bleiben, ber iviederum
mit Der Spicgelung ded einen Punftes zu beginnen hat. Cr verjuche
auch zu zeigen, dbaf Dder lUnterjdhied Dder Wege PX und X @ ein
Pidjtwert fiix alle moglichen Wege von P zur Geraden und vom
Sdynitthuntte nad) Q ijt.)

208) Jnuerhald eined gegebemen Winfels PYR feien
stwei Punfte 4 und B gegeben; auf den Sdenfeln jollen
Runfte ¢ und D {o beftimmt werden, dap AC und CD mit
bem einen Sdenfel entgegengefet gleidhe Winfel bilden,
C'D und DB mit dbem andeven. (Fig. 52.)

(Man bilde bie Spiegelbildber 4, und B, von 4 und B in
bezug auf die Sdentel PQ und @R, dann gibt bie Gerade 4, B,
bie gefuchten Punfte C und D. Bilbet man bdie Spiegelbilber A,
und B, in bezug auf die vertaujhten Sdjenfel, fo erhilt man ein
seited Punfipaar €, und D,. Die Beweije fiihre der Schiiler.)

Bemerfungen, Denft man fih in A ein RKerjenliht, in B
ba3 Auge der Beobadhters, und find PQ und QR Spiegel, jo ift
AC -+ CD + DB der Weg cines zum Auge gelangenben Licdhtjtrahls,
ber von jebem ©piegel unter demielben Winfel zuriidgetvorfen (ve-

) Diefe Aufgabe wird vielfacdhe Unwendung finben.
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fleftiert) wird, unter dem er auf ihn fallt. Dad3 Auge jieht dann in
ber Werlingerung von BD ein Spiegelbild 4, von 4, und war ijt
A;B=AC+ CD + DB. Audh in A, fieht dad Auge ein Shiegel-
bild bon A, und dabei ift A, B=A4AC, + C, D, + D, B. — QP ijt bag
©piegelbild von QP, QR” da3 Spiegelbild von QR. Jn der Figur
jfindb 4, und A, mit A4, und 4, in gewiffe Beziehung gejept. — Jit
< PQR flein genug, jo jteht dad Auge B nod) weitere Bilber von 4,

die durd) dreimafige, viermalige ujw. Reflerion an den Spiegeln her-

> Hig- 52,
A
)
G ==~ :
= =P o 2
J'rla"'_ = 5 i [
B--- =S
45 iz P
=~ TP
4 I)J
}'l
‘R

vorgebracht tverden. Uud) fiir bdiefe Spiegelungen verjudhe man bdie
LWege der Vidbtitrahlen zu fonftruieren. Man unterjudie, ob der Weg
AC+ CD + DB ein fleinjter Weg (Minimaliveg) fiir dben Gang
von A nad) dem erften, dann jum weiten Spiegel, dann nach B ift,
ebenfo 0b AC"+ C'D"+ D'B ein Minimalweg ift ujin. — 4 und B
fonnen thre Nollen vertaujhen. Je nad) ibhrer Lage Ffomnen gewiffe
Sonberfille eintreten.

208a) Man verjude diefelbe Aufgabe fiir eine von drei
iptegelnden Geraben begrenjte Flade zu [Hien.

209) Cine Gerade von gegebener Linge a fo in einen
fejten redhten Wintel POR einzulegen, dap ihre Cndpunite
auf den Sdjenfeln fiegen und fie den einen Sdentel unter
gegebenem fpiben Wintel « jdhneidet.

(Nach dem Sae iiber den Um-Rreid des rvedtwinfligen Dreieds
hat bie Mitte der Gevadben zum geometrijhen Ort einen wmn @ mit

_ ¥ r -ty o - s A " ¢ ¥
pem Radiud - bejdhriebenen Kreidbogen. Man zeichne einen Hadiusd

*) Einiges aud den obigen Ubungen wird wiederfolt.
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: [ P e . ¥y = . i
QC = 1o, paB < CQP gleid) « ijt, und jdhlage um C einen Lreis:

bogen mit bemfelben Radius ‘: , der QP in A jdneidet. AC ift
pann die Hilfte der Geraden in der geforderten Lage, die BVerlinge-
rung CB b8 jum anderen Sdjenfel vollendet die Fonftruftion.)

Bemerfung, Gleitet eine Gevade von gegebener Liinge mit den
Endpuntien auf ben Schenfeln eined fejten vechten rechten Winfels, fo
bewegt fid) ihre Mitte auf dem befprochenen Kreije. Gleitet aljo bex
eine Cndpuntt auf bem einen Schenfel und twird die WMiitte duvch eine
Kurbel auf bem genannten Rreife gefithrt, jo mup fid) der anbdere
Cndbpuntt gevadlinig bewegen. (Cine widtige Geradfiihrung bder
Meajdyinenfunde.)

b) Lehre von den Parallelogrammen.
a) Die grundlegenden Sipe in fiberjidtlider Jujammenitellung.

210) Die Gegenjeiten und ebenfo die Gegenwinfel des
Parallelogramms {ind einander gleid.

Beweid. Durd) die Diagonale BD wirh Had Parallelogramm
ABCD (Fig. 53) in zwei fongruente Dreiede geteilt, benn beide
Dretecte ftinumen iiberein in bder
Geite BD, in ben Winfeln 4,
und B, (bie als Wedjjelwinfel bei O 7
LParvallelen gleich find) und in den \\\\ f/
Winfeln g, und d, (aud demfelben / = /
Grunbde), alfo nad) bem jweifen :
Songruenzjabe. Folglid) find die _j/_(g___ == QL;}
ven gleichen Winkeln gegenitber- ~
liegenden Seiten gleid), 9. §. AB = CD und 4D = CB; ferner ift
a = y, auferbem aber o, + dy =, + By, 0. h. <CADC =< ABC.

211) Sind in einem BVieved je zwei gegeniiberliegende
Geiten einander gleich, fo ift e ein Parvallelogramm.

Beweis. Die Kongrueny der Dreiede in Fig. 53 folgt jebt nach
pem Dritten Rongruenzjage. Wus ihr jolgt 4, = B,, jodbaf AD || BC
ift; auferdem folgt &, = B, jobafy and) CD | AB ijt.

Fig- 53

212) &ind in einem Biered wei Seiten qgleid) und
pavallel, fo ijt ed ein Parallelogramm.

Beweis, Jjt in Fig. 53 A B H CD, jo folgt aus dem Bavallelis-
mus, bap d, = f, ijt. Die Dreiede ftimmen jept in jwei Seiten und
dem eingefdhloffenen Winfel diberein, find alfo fongruent nady dem

Holagmiller, Elementarmathematif. I. 4. Mufl 6




29 Planimetrie II.  Fortjepung ded Lehrgangs.

o

erften Qongruenzjape. Folglidh it aud) d, = f, und daber and
AD | €B, aljo ABCD ein Parallelogramn.

213) Die Diagonalen jedesd Parallelogramms halbieren
etntander.

Beweis. Sn Fig. 54 find die Dreiede ABE und CDE nad)

bem jweiten Kongruensjope fongruent, denn DC = AB, d = und

y = «, folglid) find Die den glei-

LR chen TWinfeln gegeniiberliegenden

];WW_ =: J;('I s Seiten gleid), d. h. AE = EC
SN T S ST DR = B

A { o= jc{, Bemerfung. Jedes Paral-

e felogranim Dat ztwer Mittellinten

ey (FG und HJ), die zu ben

Pra '-;i'—' — B Seiten parallel find und bdurd)

pent Durchjchnittdpuntt der Dias
gonalen gefen. Sie zerlegen Ddad Rarallelogramm in vier fongruente
Rarellelogramme, denn diefe laffen fich mit ben gleichliegenden Diaz
gonaflen o aufeinander deden, dafy fomgruente Dreiede (3tveiter Kon-
qruenzfai) aufeinander fallen. Die Mittellinien Halbieven alfo die
Seitenn und find ihnen besiiglich gleich. Jede burc) den Mittelpunit
bes Pavallelogramms gelegte Gevade zerlegt das Parallelogramm in
fongruente Hiljten.

914) Halbieren jidh in einem Bieved die Diagonalen
gegenjeitig, fo ijt das Bieved ein Barallelogramur.

Beweis. St in Fig. 54 DE= BE und AE = CE, jo fnd

dic Dreiede ABE und CDE bda aud) die Sdeiteltvinfel iiberein-

ftimmen, fongruent (nach) dem erften

f_”;_'% Rongruenzjage). Folglich ift A B=CD,
// “\\ und da aund) die Wechjelointel fiberein-
/ - Ay ftimmen, AB | ¢D, alfjo it ABCD
AR £ SEmE 4k : i
L | ein Parallelogramm.
= N _
( l— .EH‘““- e % \ \ et - : L
G| b———o af;m{:: —H" 215) it im Parallefogramm ein
\ - i ! ’ - 'l [ i £ 1
| /,/ |/ Wintel ein rechter, jo find jamtliche
4 | R tretd | == ; v ks z
| e 'rl‘ —>Jp  Winkel rechte (warum?), pad Parallelo-
N ' / gramm ift aljo ein Redted. Jm
S e Redhted jind Dbeide Diagonalen

gleid). Sind in einem Parallelo-
qramm bie Diagonalen gleihlang, fo ijt e ein Nechted. (Warum?)

Durd) die Celen des Nechteds (aft fich ein Kreid legen. Dad Redhted
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hat wei Symmetricad)jen, bdie Mittellinien Ddesd Rechteds. (Vgl.
Fig. 55.) Der dem Redted umbefdhricbene Krei3 ift gleichzeitig Dex
pen rechtivinfligen Dreieden ABC, A BD ujw. umbejdriebene. (Bgl.
Winfel im Halblreisd.)

216) ©ind in einem Parallelogramm Fwei zujammen:
ftogende Seiten gleid), jo find alle Seiten gleid) (warum?),
pad Parvallelogramm ift aljo ein Rhombus.

Der Rpombus wird durd) die beiden Diagonalen in
pier fongruente Dreiede jzerlegt (Warum?) Folglidh: Jm
Mhombus jtehen die Dia-

gonafen aufeinanber jenfs &i“'fiﬁ'

vedht. VBeide jind Symmetries H o F

adfen bed Rhombus. Die _,,--—//T| \:mh

Wintel des Rhombus iwerden ==l ______\E___"‘_fxi__ %
ourd) die Diagonalen halbiert. ~ SR T e
Die vom CSdnitthunfte der Sl /
Diagonalen auf die Seiten des j:*_;— 7

Rhombug qefallten Lote find
gleich fang, 1in den Rbombug [apt fidh alfo ein Kreid befdreiben
(Bewetje died an Fig. H6.)

©teben in einem Vieved die Diagonalen aufeinander

jenfredht nnd DHalbieren fie {id) gegenjeitig, fo ift da3
BVieved ein Rhombusg. (Warum?) Werden in einem Paral:
felogramm bie Winfel durd) die Diagonalen halbiert, jo ijt
¢d ein Rbombus. (Warum?)

217) Dad QVuadrat ift Rhombus und Redted zugleid), jeine
Diagonalen find aljo gleid), Halbieven fich gegenjeitig und fjtehen aufs
einander fenfredht. Die Winfel ded Duabdrated twerden bdurd) bie
Diagonalen halbiert. Jn dad Cuadrat und uwm bdasdfelbe [agt fid)
ein Qreid bejchreiben.

p) Duabdbratfonftruttionen.

218) Folgende Ronftruftionen jind {don durdgefiihrt
worben: Uber einer gegebenen Geraben ein Duadrat zu erridhten.
Ein Quadrat von gegebener Diagonale zu zeihnen; oder, wad bas-
felbe 1ijt, einem gegebenen Rreife ein Qaadbrat einjugeidhnen. Um
einent gegebenten Rretd ein Quadrat zu jeiduen. Cinem gegebenen
Luadrate ein geqebened fleinered einzuzeichnen (jodak deffen Eden auf
feinen Seiten fiegen). Um ein gegebenes Duadrat ein gegebened
griferes zu legen (jodaB Deflen Seiten durd) feine Ecen gehen).

b
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219) Folgende Ronjtruftionen jollen burdhgefithrt
fverdemn:

1) Gin Duadrat zu jeidnen, dejjen Umfang gleid) etner ges
gebenen Geraben 1jt.

2) QJn ein gegebened gleihichentliges DreieE ein auj der Grund-
{inie ftehendes Quabrat fo einguzeidynen, dap Dbefjen obere Ecen in
bie Schentel fallen.

[Denft man fih) die Figur gezeichnet, jo ervfennt marn, paf fie
einfach fymmetrijch ift.

Xjt BC die Grundlinie ded Dreieds, A D bie Hibe, ErGH
baé Quadrat mit der Grundlinie EF, die auf BC liegt, fo ijt diefes

in et Rechtede vom Seitenverhaltnid 1 : 2

s serfegt. Die Diagonale AG Hat eine be-
f ._ jtimmte MNeigung gegen AC, die dem Rathe-

b S tenverhiltnis 1 :2 entjpricht.

ARy \\ Man Hat aljo in dem gegebenen gleid)-
—1 jchenfligen Dreiedt dad Lot DA zu fillen,
.|__._ﬁl-"' A voit A aud von der Grunbdlinie ein beliebiges

i/ X

\ Stitd AF, abzujdneiden und im Enbdpuntte
\_ ein Qot F, G, von doppelfer Ldnge zu er-
A —  ridten, AG, zu ziehen und jo tweit ju ber:
{angern, bid e3 Den Sdjentel in & trifjt,
purc) G die Parallele G H gur Grundlinie zu legen und dad Luadrat
st vollenden. |
3) Sn einen gegebenen Halbfreid ein auf dem Durchmefjer jtehen
bes Qatabrat einguseichnen, von dem iwei Eden in die Kreislinie fallen.
4) Sn ein gegebened Rreidfegment ein Luabdrat in entjprechender
Weife einguzeichnen.
5) S einen gegebenen Seftor ein Quadrat jo eingugeidnen, dafy
stwei Gcen auf ben Rrcidbogen, ziwei in die Grengradien fallen.
(Dean geicdne in den Winfel des Seftord zunddhft ein Fleineres
Oatabrat fymmetrifh ein und fege durd) Ddeffen Grumbdeden ben Fu-
gehorigen fomgentrijchen Qreisbogen. Dann verbinde man bdie Spise
it ben Grundecen ded Hilfsquadrated und verldngere bie Geraden bid zum
geqebenen Rreigbogen. Died gibt die Grunbdeden des gejuchten Luadrates.)
6) Jn einen gegebenen Rhombus ein Duadrat einguzeidynen.
7) Ginem gegebenen Doppelfegmente®) ein  Daadrat ein:
aubejchretben,

# 8 ift die Figur gemeint, die burd) Uneinanderfegen yweier fon-
gruenter Rreisjegmente lings der Sefhnen entjteht.

——




Qefre von den Parallelogrammen. 85

8) Durch den Mittelpuntt eines gegebenen Duadbrated fei eine
belichige Gerade gelegt. Um bas Tuadrat il ein andered befchrichen
werben, von dem el Gegeneden auf der Geraben fiegen. (Man
hiloe bon einer der gegebenen Databrateden das ©piegelbild.)

A\
A
.fJI

220) Uufgaben ofue Kreife.

1) Gin Redytet von gegebenem Umfange fonftruieren, bet bem
Sa8 eine Geitenpaar doppelt fo lang ijt ald Das anoere.

2) Diefelbe Aufgabe fiir has Seitenverhiltnis 3 :1 ober 4: 1,
pber 3 : 2, ober 4:3 ujw. 3u [bien.

3) Gin Redhte von gegebenem Umiange «» und gegebener Dias

Redptedstonjtruttionen

; : >y i o . . ’ (1]
gonale d gu geichnen. (Man fonjtrutere sunddft ein Dreted aus -,

bem anfieqenden LWinfel 45° unb der diefem gegeniiber liegenden Seite d.
_ lnten iwird fich noch ein anberer Weq ergeber.)

4) Gin Rechted von gegebener Hihe in ein gegebened gleid):
fchentliges Dreied fo einjugeihnen, oaf e auf defjen Grundlinie jteht
unb zwet feiner Ecden auf den ©dhenfeln bat.

5) Diefelbe Anjgabe Hiv ein Redhted mit gegebener Grundlimie
2t [dfen.

6) Diefelbe Aujgabe Hie ein Jechted mit gegebenem Seiten-

perhltnis 2 : 1 ober 1:2 zu [bfen. (e pilfte des Redhteds, die
purd) bie Dreiectshihe Dbegrenst witd, Hat eine Diagonale vom be:
ftimmter Jeigung. Bal. 151a.)

7) Diefelbe Yufgabe mit Nedteden von beliebigen Seitenverhalt-
niffen, 3 B, 3:1 ober 1:3; 3:2 oder 2:3;5 4:1 pder 1 : 43
{ -3 pber 3:4 ujw. zu [bjen.

8) Folgenden Hilfsfap su beweifen: Samtlidhe Redytede, die
einem Quadrate einbefdhrieben jind (wobei ihre Seiten
paarweife parvallel u pejjen Diagonalen fein miiffen), haben
penfelben Umfang, namlid) bie doppelte Diagonale. (dz : )

9) Folgerung: Denft man fich diefe Rechtece fo auf die eine
Diagonale Heg Duabrated gefjtellt, vaf die andere Diagonale gemein:
ichaftliche Shmmetrieachie bletbt, jo fiegen Ddie freien Eden auf ben
Schenteln eined gleidhichentligen Dreieds, deffen Grundlinie ebenjo wie
bie Hihe gleid) Dder Duadbratdiagonale ift. Davaus folgh: Hat el
gleidhfhentliges Dreied eine $Hiohe, die gleidh ber Grund:
(inie ift, fo Daben afle auf bem lehteren ftehenden ein-
befdriebenen Redhtede Ddenfelben Umfang, ndmlid Ddie
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poppelte HPohe (BVeibe Sipe lafjen jid) zu Konjtruftionen benupen,
bet bemen es fich um Rechtede von gegebenem Wmfang Hanbelt.)

10) Die Aufgabe 3) mit Hilfe ded unter 8) bejprodjerten
Quabdrated zu Tojen.

11) Gin Rechted von gegebenem Umfange und gegebenem Sdynitt-
winfel dber Diagonalen zu zeichnen. (BVgl. dad unter 8) Dbefprodjene
Quadrat; zivei Lojungen find miglid).)

12) Die Anfgaben 1) und 2) mit Hilfe des unter 8) bejprochenen
Quabrated zu (ifen.

13) €in Rechted von gegebenem Umfange in ein gegebenes gleid)-
{chentliges Dreted jo einguzeidhnen, daf ed auf der Grumdlinie jteht
und swei Gden auf den Schenfeln hat. (Man benupe dad unter 9)

- s : ; B : :
genannte gleidjchentlige Dreted mit b =4 = _ - Wo die jujommen:

gehovigen Schentel beider Dreiede cinander jhneiden, liegen zwei Eden
oes gefuchten Redyteds. Schneiden fidh diefe Schentel nicht, jo ift bie
Aufgabe unlighbar. Die Determination mit den Grenjfillen ijt ans-
fithelich zu Dbeavbeiten.)

14) Cin Redjted von gegebenem Umfange in einen gegebenen
Rbombus einguzeichuen. (Man ziche dad unter 8) bejprochene Dunabrat
g Dilfe.  Die Determination ift ausdfithelih u geben.)

15) Gin Redhtet von gegebenem Seitenverhaltnid in einen ge-
geberent  Jthombus eimpuzeichnen. (Dad Verhaltnis fei 3 B. 1:2
pber 2:13 2:3 ober 3:2: 1:4 pher 4 1; 3 :4 pber 4 : Ei.:}

16) Cin Redhted von gegebener Diagonale in einen gegebenen
Rhombud einzuzetchnen.

17) Gin Redte von gegebenem Schnittwinkel der Diagonalen
in etnent gegebenen Rhombus einjuzeichnen.

18) Cin Redhted von gegebener Seite in einen gegebenen Mhom-
bus eimjuzeichnen. (Bwei Lojungen.)

19) Um einen Rhombud ein Rechted zu Lefdhretben, von dem
eute Seife der Ridhtung nach gegeben ijt.

20) Um ein gegebenes Mechtect ein anbeves ju fegen, von dem
eine ©eite ber Ridhtung nad) gegeben ijt.

21) Jn ein gegebened Rechted ein andeved von gegebener Dias
gonale einguzeichnen. (Die Diagonale ift in enge Gremgen -ein-
gejchloifen.)

22) Folgenden Hilfdjap zu beweifen: Die einem vedhtmwintlig
gleihjdentligen Dreiede einbejdriebenen Redtede, bdie
Stitde der Ratheten jur Seite haben und deven cine Cde in
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ote Hypotenuje fallt, haben famtlidy benfelben Umfang.
(Ginfache Folgerung bon 8.)

23) Einem Delicbigen vechtvintligen Dreiede ein Redhted ge-
gebenen Umfangs efigugeichuen. (Die Qofung beruht anf dent porigen
Hiffsfae. Man nehme ein gerifjes vedtivinflig-gleidhichentliges Dretec
s Hilfe.)

921) Uufgaben mit Sreifen.

1) Ginent gegebemen Qreife ein Nechted cingubejchreibent, von demt
cine Seite gegeben ift, bie Horizontal jein joll.

2) Ginem gegebernen Qreife ein Rechted einzubejchreibent, fitv
weldes der Sdmittivinfel Dder Diagonalen gegeben {ijt und  defjernt
qrifere Seite enttveder wagevedyt oder fentvecht fein joll.

3) Ginem gegebenen Qretfe ein Nedyted vom Seitenverhiltms 1 : 2
einzubejchreiben, defjen qropere Seite entiveder wageredht oder jenfredht
jein foll. (Man geichne aundchit ein beliebiges Rechtedt diefes Seiten
perhiltnifies mit einer Diagonale und benupe den pabei auftretenden
Wintel.)

4) Diefelbe Aujgabe fitr beliebiges Seitenverhiltnid zu [Biemn.

5) Einem gegebenen Qreife cin Nechted vor gegebenent Umfjang
einzubejchreiben, dejjen qrifere Seite entiveder wageredjt oder fenfredt
fein foll.  (PMan fann 3 B. bas in S, 220) unter 8) bejprochene

s

=

Duadbrat benupen, weldyed oent reid jchueiden iwird, tvenn pie Wuy=
gabe H3bar ijt.)

6) iz 10) Die Aufgaben 1) pis 5) fiiv ben Fall zu Ldjenm,
pafy dag Rechte etnem Hatbivetje fo cinbejchricben twerden foll, dak
¢3 auf deffen Durdhmeffer jteht und sei @cen i den Rreidbogen
fallen. (Die gednderte Yufgabe 1) gibt zwei Xalle, entweder ijt die
Grunblinie oder die Hihe des Redyteds gegeben. Die gednderte Auf-
gabe 2) fann man fo {5fen, bap man zunddit ein beliebiged Redhted
mit dem gegebenen Schnittwintel er Diagonalen geichnet, diefes purd)
oie eine Mittellinie Halbievt und bie eine Diagonale dev Redytedshilite
seichnet.  Die Neigung diefer Diagonale ift bei dem gegebenen Halb-
freife s Genupen. Sihulich ift bei ber gednbderten pritten und vierten
Yufgabe zu verfahren. Bet der gefinberten fitnften fann basd in Nr. 220)
unter 9) befprochene DretecE benupt werden.

11) big 15). Die ufgaben 1) bis 5) fiir Den Fafl zu {Bfen,
oaf bas Mechtedt in entfprechender Weije einem gegebenen Kreidjegmente
einbefchrieben terden joll.

16) bisg 20) Die Anujgaben 1) big 5) fiiv den Fall ju [fen,
bap dag Mechted einem Riertelfreife jo einbejdhrieben twerden joll, daB
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bie Redytecte Teile der beiden remjradien jur Seite Haben und die
freie Gcde in die Rreidlinie fallt.

21) Man verfuche einige diefer Aufgaben fiir den Fall zu lofen,
DaB Dbas Jedted einem gegebenen Rreidfeftor fpmmetrijh jo ein-
bejdjrieben toerden foll, dafy dag eine Cdenpaar in die Kreislinie, dad
andere in bie Gremzradien fallt.

22) Ginem gegebenen Doppelfegmente ein Rechted nad) Art der
Aufgaben 1) bi8 5) eingubejdhreiben.

d) Rhombustonfiruttionen.

222) Uufgaben vlhune Kreije.

) Um ein gegebened Quadrat einen Rhombus su setdhnen, von
pem ein Winfel gegeben ijt.

2) Um ein gegebened ﬁ,unbmt einent Rhombusd zu zeichuen, von
pem eine Diagonale gegeben ift.*

3) Wm ein gegebenes Euabmt einen Jhombud ju zeichnen, defjen
Diagonalenverhiltnis gleich) 1:2 ift. (Man seichne die Mittellinien
bed Yuabdrates und geidue einen beliebig qrofien Rpombug vom
Diagonalenverhdlinis 1:2, fiiv die die Mittellinten die Symmetrie-
adhfen find. Bu feinen Seiten fege man Pavallelen durd) die Gefen
Des Luadrates. Die Ronjtruftion (aft fich erheblich abliirzen.)

4) Diefelbe Aufgabe fitv ein beliebiged Diagonalenverhiiltnia U
1ifen.

5) big 8) Die Aufgaben 1) bis 4 ) dabin abzudndern, dafy ber
Rhombug etnem gegebenen Redht ect umbejchrieben twerden foll.

9) Jm einen gegebenen N menIum einen anderen einguzeichnen, von
dem bie Linge einer Diagonale gegeben it

10) Jn einen gegebenen RHombud einen mﬁerun einjugeidhnen,
bon dem bie Nichtung einer Diagonale gegeben i

11) Wm ein gegebened Quadrat einen :h[_mntbué:% au legen, Det
dem ber eine Winfel das Doppelte, oder das Dreifache, vber bas Fiinf:
fadhe ded anberen ift. (Der geftvedte Winfel ift bezw. in 3, 4, 6
gleihe Teile zu serlegen.)

12) Diefelbe Aufgabe filr den Fall des Redhteds ftatt Ded
Luabrated zu Idjen.

13) Cimen Rhombus zu fonjtvuieven, von dem ecine Seite und
bie Summe ber Diagonalen gegeben ijt. (Man fonjtruiere sunddit

*) Die Aufgabe, um ein Duadrat einen Rhombus zu seidhuen, von dem
! b ! i : ; (i ] 1A ' 4
eine Seite gegeben ift, 1Bt fich erft anf einem Hoheren Standpunite lben.
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ein Hilfsdbreied aus der halben Diagonalenfumme ., dem anliegenden

Winfel 45° und der diejem gegeniiber liegenden Rhombusjeite a. Durd)

b "'I T . . -~ 13 ' - C 5
Beidnung bder zu - gehorigen Dreieddhihe twird der Tuadrant des
gejuchten Rhombus vollenbdet. )

14) Durd) den Mittelpunft eined Rbhombué fjei eine Gerabe
gelegt. Um ben Rhombusd einen anberen zu zeichnen, der zwei Gegen-
eden auf der Gevaben DHat. (Man bilbe dag Spiegelbild einer Dder
Rhombuseden. )

223) Unfgaben mit Kreijen.

) llm einen gegebenen freid einen Rbombusd ju legen, bdefjen
tagonale nad) Ldange und Ricdhtung gegeben 1ft.

) Um einen gegebenen freid eimen Rhombus zu legen, von
pem ein Winfel gegeben 1jt, und beffen eine Diagonale eine gegebene
Richtung Haben joll.  (Verfchiedene Falle find mbglich.)

3) Um einen gegebenen Kreid einen Nhombusg zu legen, von
bem cine Seite @ nad) Linge und Ridhtung gegeben ift. (Man fon-
ftruiere zunddit ein vedhvinfliged Dreied von der Hypotenuje « und
der jugehirvigen Hobe o.

4) Um einen gegebenen Kreid einen Rhombué von gegebenem
Wmfang an legen, deffen eine Diagonale gegebene Ridhtung Haben joll.

5) Wm einen gegebenen Rreid einen NRhombng zu Yegen, fiir
beffen Seiten ivet veridicdene Ridtungen vorgejdhrieben find.

6) Wm einen gegebenen $Kreid einen Nbombud zu fegen, von
demt zivei ©eiten ober ihre BVerldngerungen bdurd) ziwei gegebene
Raumpunite gehen jollen.

) Um einen gegebenen Kreid ecinen Rbombus zu legen, deffen
eine Diagonale der Ridtung nad) gegeben ijt, twdbhrend eine feiner
Seiten einen zweiten gegebenen Kreid beritbren joll. (Un Stelle desd
yoeiten freifed fann aud) ein Punft treten.)

i i
e D
2

S

8) Um einen gegebenen SKreid einen Rhombusd zu legen, bon
bem zivei aneimander ftofiende Seiten eimen j3iveiten gegebemen Kreid
beriihren jollen. (Mebhrere Falle find miglich.)

9) Um einen gegebenen $veis eimen Rbombus zu legen, defjen
iagonalen bag Lingenverhiltnid 1:2 Haben. (Un Dde3 leteren
telle fann audy ein beliebiges Ydangenverhdlinid treten.)

10) Mm einen gegebenen Kreid einen Rhombud zu legen, deffen
Wintel im LVerhaltniz 1 : 2 ftehen, und bdeffen grifere Diagonale
eine vorgejdiriebene MRicdhtung Hat. (An Stelle ded LWerhdltniffes 1:2

o
A1
=4
&f
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parf auch irgemd ein anbeved trefen, elched mit den bigher bDefamnten
Fiillen der Rreisteilung erfedigt jperden fann, 3. B, 1:3, 1:5, 1 7.)

11a) Wm einen gegebenen Rhombus einen andeven zu legen,
oer eimen um pie Mitte ded erfteren gelegter unbd pefjen Setten
jchneidenden Rveis periifrt.

11D) Gegeben jei ein Rhombus und ein gang i jeinent Jmmeri
fiegenber fomgentrifcher ®reis. 1lm piefen freig foll ein Rhombus
gelegt werben, Defjen Seitenverlangerungen duvd) die Eden Ddes ge
gebenen Rhombud gehen.

Bemerfung. Nach diefen Aufgaben faffen fih) burd) die Cden
cined Jhombug bdie Seiten (besw. Seitenverlingerungen) anderer
Rbomben legen, Deren Diagonalenrichtungen und Flacheninhalte gany
beliebige fein fonnen, twdbhrend die Radien Dder fonzentrifhen Be-
rithrungstreije jwijchen Null und eimem gewiffen Hodftwerte liegen.

12) Einem gegebenen Doppeljegment einen Rhombus einzubejchreiben.

13) Einem gegebenen Doppelfequent einen Rhombus umzube:
jchreiber, von Dem eine Diagonale (oder ein Wintel, pber einte Seiten=
ridjtung, oder ein Diagonalenverhdltnis, pber ein einfaches Wintel-
perfilinid) gegeben ijt.

14) NMm ein gegebened Doppeljegment einen Rhombud zu legen,
defien eine Seite einen gegebenen Qretd Derithren jofl.

&) Rarallelogrammionjtruttionen

9224) Einfade Aufgaben.

1) Gin Parallefogramm u Fonjtvuieren aus swei  ungleidhen
Seiten und dem eingefdhlofienen Winkel.

2) Gin P. 3 L aus einer Seite, Der 3ugehbvigen DHohe und
einem Winfel.

3) Gin P. 3. £ aud einer Seite und den beidben Diagonalen.

4) Gin PR 3 £ aus wei ungleiden Oeiten und einer Ddex
Diagonalen.

5) Gin P. 3 L aud den Diagonalen und demt von bdiefen gin=
gejchloffenen Winkel.

6) Gin P. 3 L aud ben Diagonalen und dem Wintel, den bie
fleineren Diagonale mit der grdferen Seite bildet.

7) Gin PB. 3 L and den Diagonalen und dem Wintel, ven die
grofeve Diagonale mit der griperen Seite bilbet.

8) Gin P. 3 L oud eimer Diagonale, bdem Dbiejer gegenitber
liegenden Winfel und dem Umfange Ded Parallelogramms. (Man
fonfjtriiere zundchit ein Dveied aud Der Diagonale (d), dem DHalben
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Umfange (j} und ber Halfte des der Diagonale gegenitber liegenbden

N (= A
Wintels (_,)

9) Gin Parallelogramm zu Fonjtvuieven aud jivei ungleichen
Seiten und der Vorfchrift, daf Der eine Winfel bad Doppelte (vder
bas Dreifade, nder dasd Fiinffade, ober dbag Siebenfache) des anderen jei.

10) Gin Parallelogramm zu Tonftruieven ausd einem Wintel,
pem UWmfong und der Vorjdrift, Daf die eine Seite dag Doppelte (ober
bag Dreifache, Bierfache ufw.) ded andeven fein foll.

295) Wufgaben fitr umz und cingubejdreibende Porallelo:
gromme,

1) Ginem gegebenen Bieved (beliebiger Art) ein Pavallelogrammnt
einguichreiben, deffen Gcen Ddrei von den Seiten bdesd Bieveds bhal-
bieren. (G8 ijt zu seigen, baf aud) bie vierte Seite halbiert wird
und bdap die PLarallelogrammieiten parvallel zu ben Diagonalen Dbes
Biereds find.)

92) Ginem gegebenen Wieved ein Parvallelogramm einguzeichnen,
deffen Seiten pavallel 3t den Diagonalen ded BViereds find, und bon
pert Schenteln des einen Bieveddiwinteld den dritten (ober bem viertem,
ober Den fiinften) Teil abjchneiden. (Die Miglichfeit der Konjtruttion
ift nachziveifen.)

3) Ginem gegebenen Rhombug ein Pavallelogramm einzubejdjreiben,
beflen Diagonalen gegeben find. (Die Eden deg Parallelogramms
folfen auf deu vier Seiten ded Rhombus liegen. Sind die Diagonalen
pes Parvallelogramms? zu qrop, jo fonnen die Ecden ded Bavallelogramms
auf die BVerlangerungen der Rhombusjeiten fallen. Der Rbhombus
fann aud) ein Ouwadrat fein.  Un jeine Stelle fann auch ein Redt
et ober ein Parvallelogramm trefen.)

Ginem gegebenenn Doppeljegment ein Parallelogramm eingube:
jchreiben, deffen Diagonalen gegeben find.

5) Ginem qegebenen Doppeljegment cin Parallelogramm etn-
aeidinen, bon bdem eine Seite bereitd eingezeichnet tit.

6) Um ein gegebened Doppeljegment ein Parvallelogramm von
gegebenten Gettenvichfungen zu legen.

¢) Unfangsgriinde der Kreidlehre,

o) Ridblid auf pad jdon Belannte.
226) Befaunt find bereitd folgende Begriffe per Rreidlehre:
Rreidlinie, Rreisflache, Rreisumfang (Pevipherie, die Fahl =), Sehne
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)

(Ehorbe), Sefante, Durdhmeffer (Diameter), Halbmejjer (Rabdius),
Bogen, Jentriwintel, Kreidansjduitt (Settor), Rreidabjdmitt (Segment),
Beriifhrende (.Tu‘cngmitr\_l.‘mtr umbejricbene Kreid (Mm-Rreid) deg Dreieds,
ber einbejdhrichene Kreid (Jn=SKreid) ded Dreiects, bie dufeven Be-
rithrungstreijfe (An-K reife) Des Dreieds, bie Qreizteilung, dasd regelmipige
Rielect mit wm- und einbefdyriebenem Qreife.  Der umbejdriebene
Qreis pes Nedjteds. Der einbejdhricbenc Rreis bed Rhombus.

927) Befannt find bereitd folgenbe Sédpe Der Kreislelre: Bet
ebem Rreife gehoven u gleichen Senen gleiche Mittelpunitsabitinde,
qleiche Bogen, gleide Segmente, gleiche Seftoven, aleiche Bentriwintel.
Wuch Jamtliche Umiehrungen diejes ©abes find Dbefamnt. Der Sab
pom vechten Winfel im Halbireife. Die Sipe itber dad vom Kreids
mittelpunfte auf bie Sehmne gejallte Qot und Ddie entjprechenden Um-
fehrungen. Die Sie itber die Gfeichbeit der von eimem ‘Punite aud
an den Kreis gelegten Tangenten und bie Palbievende ihres Sdnitt-
winfels. Der Say vom umbejdyrichenen Kreife des Dreieds.  (Durd)
brei Runfte ift im allgemeinen nur ein Qreis mbglich) Dnrd) e
Punfte find unendlid) viele Qreife moglid), die ihre Mittelpuntte auf
Sem Mittellote Haben. Cinfacpe Siibe iither Dad Qreidbitjchel. Der
Sap vom einbejdjricbenen Qreife bes Dreieds. Der Sah bom et
anbejdricbenen Kreifen Ded Dreieds.  (UAn drei nidht pavallele Ge=
raden laffen fih vier SKreife fegen.) An ztvet ®erade laffen jich une
endlich viele Sreife legen, Ddie ihre OMittelpuntte auf den beiden
Feinfelhalbicvenden DHaben. Jeded veqelmifige BVieled Hat einen une
uid eimen einbeidhriebenen Rreiz.  Bu jedem QRreife gehort ein ein:
ad ein wmbeichricbenes regelmifiges Biele von gegebener Seitenzahl.
Gage iiber Den Aujommenfhang wifdhen Winfeln und Bogen, 3 B.
o =TT I:lJJ“' o?- :_Cr 180°. Dabet ijt © = :1,1-'113151'2["15 T

228) Befannt find Bereitd 3. B. folgende Konftruftionen ber
Rreislehre: Vervielfadung des freisbogens, feine wiederholte Halbievung.
Die Einteilung der Peripherie n 2, 4, 8, 16, 32, ... Zeile, in
3,6, 12, 24, 48, ... Teile. Die Qonfruftion der entjprechenden
Winfel. Die Konjtruftion per entiprechenden regelmdBigen Bielede,
vie dem Sveife eins ober umbejdyrieben find. Die Konjtvuftion eimiger
vegelmafiger Bielede itber gegebenen Geraben (von gegeberer Seite).
Die Konjtruftion ves umbefdhriebenen Kreifed und der pier Beriithrungs-
freife fiiv Da3 Dreted. Cinige Dretectsz und Bievestonjtruttionen,
oie mit ber Sreiglehre zujammenbangen. Qonjtruftionen eniger
Reibenr von BVeriihrungdfretjen. Qonjtruftion ber bom einem Luntte
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qud an cinen gegebemen Rreid gehenmoen Tangente.  Konftrution der
Gufierenn und der inmeven gemeinjdaftlichen Tangenten seier Sretje.

f) Die Peripherie=und Jentrimintel, der Tangenten-Sehnenwintel

9299) Qegt der Scheitel eines Rinfeld auf der Rreidlinte, und
jind ime Sdjentel Sehuen, jo Heipt ber Wintel ein *.annul
wintel. (Gin folder ift 3 B. 2y ober L ADC in Fig.
Von bdiefem Winfel jagt mau, daf er auf
oem fonfaven Bogen AC fteht.  Berbinbet dig: 57
man einen Punft E diefes Vogens mit 4 e
und C, jo echdlt man einen Peripheriewintel, 7 / Ve
ber auf pem fonveren Bogen AC {iebt. |©o N / A
iteht aud) ber fonfave Bentritvinfel A 8 N2/
auf dem fonfaven Bogen AC, ber fombere “‘\ e
Bentritintel AMC ober f auf dem o = \ e
peren Bogen AC. [ber einer Sehne AC
fann jorwoll ein fonfaver, afd aud ein fonz ‘¢
peger Bentriwinfel jtehen.]

230) Jeber Beripheriewmintel ift Die pHalfte bed auf
pemielben Bogen ftehenden Jentriminfels.

Beweis, Griter Fall Scentel AM (Fig. 58a) liegt auf
AB. Damn it = + 7 (Yargentvintel), da aber f =y iit, io

jolgt « =28 und f=-
Bweiter Fall. I Tiegt swijden AB und BCO. (Fig. 58b.)

.

Man siehe ven Durcdhmeffer BD. Dann ift « = 2B, (joeben De:
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siehe den Durchmeffer BD. Damn ift « + o = 2 (f + B;), aber
ay = 2, folglidh durd) Subtraftion « = 2.

231) Jolgerungen. a) Alle BVevipheriewinfel, die auf
pemielben Bogen eined Kreifes ftehen, jind einanbder gletd)
Denn fie find Hilften desjelben Fentriwinfel?.

b) Peripheriewintel auf gleihen Bogen gleidher Kreife find
einander gleid).

¢) Qeber itber einem Ffonfaven Bogen ftehende Peripheriewintel
ift ein jpiper Winfel, denn fein Ientritvinfel ift Feiner ald 180°
Seber fiber eimem fonveren Bogen jtehende Peripheviewintel ift ein
jtumpfer, denn fein Bentriwintel ift grofer als 180°% Jm Jwijchen-
falle exhdlt man wieder den ©ap: dev Peripherviewintel im Halblreije
ift ein Rechter, denn fein Bentriwinfel ijt gleih 180°

d) Darauz folgt der Saty: BVon zwei Sehunen ijt die dem
Mittelpunite niheve die grifeve. Wan denfe fid) beide Sehnen

pon etnem Punfte A audgehend und in dem:

e felben Oalbfreife legend (Fig. 59). Dann ift
A = <= ACB ein jtumpfer. Folglich ift AB groper
: \ alsg AC, denn dem griften Dretectdinfel liegt

B ~B  oie quofte Geite qegemiiber. Mum it aber

= ME > MD, denn der mit Rabdiug MDD um M
<& 7€ qelegte Rreis hliefit die gange Linie AB (mit

Yusnahme des Punftes D) aus, aljo aud) alle
Runfte ded durd) AB Degrenzten Segmented ACB. (Bgl. Nr. 75.)
Affo ift die dem Mittelpuntte nibere Sehue die grifere.

Nun gehiren aber zu gleichen Sehmen gletche Abftinde, alfo
gilt ber Sal aud) dann, wenn die Sehnen nidht von demijelben Punite
ausgehen und nicht in demijelben Halbtveife liegen. Der Sah wird
fpiter (nach Pythagoras) auf ecine andeve vt bewviefen.

) Jeder Winfel itber einem Bogen, der feinen Scheitel auper:
Dalb Des Rreifed Dat, ijt fleiner af8 jeber zum Bogen gehirige
Beripheriewintel; jeber Wintel iiber einem Bogen, der fjeinen ©Scheitel
immechalb des Kreifed hat, ift grofer als jeder Veripheriewintel {iber
bemfelben Bogen.

Beweis, S Fig. 60 it 0 > p, weil & Aupenwinfel ded Drei-
eds ADC ijt. Gbenjo ift ¢ > d (als Aufemvinfel des Dreieds AED).

Bemerfung, Samtlide gleichen Wintel itber einer Gevaden A B
Haben ihre Scheitel auf einem duvd) 4 und B gehenden Kreidbogen;
fleinere Winfel iiber A B haben den Scheitel auperhalb diefes Bogens,
grifiere dagegen innerhalb.
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252) Bu jeder Sehme A B gehbven jwvel Bogen, folglih aud
awei Urten von Peripheriewinfeln, fpipe und ftumpfe. Die ent:
iprehenden Winfel find Supplementivinfel. JIn Fig. 61 3 B. ijt bie

gig. 60 o
// v
AL &g bl
//_r— === ,/i_ o “‘{
~ . | - BN
/’ i \ ! | ’. - 33 } _\\-
s "\" _.,r'1 ¥ _"_ = =
[ ! - &
| / D | \ — _‘f_
| b -5 |\ )
\ - f| \ Z L
s /] \ ~
P - — I \ i
e T o i
/fi NG .
- I\"‘x._ =

Sumine deé fonfaven und bed fonveren Sentriminfels gleich 4 Rechten,
folglidy ift y + 6 = 2R.

Sebes Bievect, deffen Eden auj einem Qreife ltegen, heit ein
Sehnenviered. Demnad) gilt fiiv fonvee Sehnenvierede ber Sats:

Sm Sehnenvieved ift die Summe gegeniiberliegender
Wintel gleich zwet Redten.

Umfehrung: Sft in einem Vieved bdie Summe jlweier
gegenitberliegender Winfel gleid) siwei Redyten, fo ift dad
Bieved ein Sehnenvieved; d. §. Der durd) Ddrei feiner Eetpuntte
qelegte Rreis geht auch duvch den vierten. Warum? (Bgl. Nx. 231¢e.)

Bemerfung. Ift das Sehuenvieved ein

fog. itberichlagenes, wie ¢3 burd) Jig. 62 dar- gly-68
geftellt ijt, jo find die Gegenwinfel 4 und C ==
gleich, ebenjo B und D, an Stelle der Supyp- e
fementintel treten affo gleidhe Wintel. L

B~ M

233) Den Winfel jwijchen einer ZTan: e :
genfe und einer von ihrem VBeviihrungspunite e _"-x,uifl
audgehenden Sehme Dbegeihnet man al3 einen =
Tangenten-Sehnentwintel.

Gin folcher ift in Fig. 63 ber fpibe Winfel A CD oder «, eben:
jo ber ftumpfe Wintel BCD oder B Dort it im Berithrungs=
punfte C etn ¥ot CK ervichtet, und E mit dem Cndpuntte D ber
Sefie verbunden tworben. Dadurd) ift ein Peripheriewintel «, ent:
ftanden, der ald Komplementivinfel von p ebenfo grof fein muf,
wie ¢ denn << CDE = 90°, aljo o = 90° — 4. Demnadh ijt jever
Peripheriewinfel iber CD, der auf berfelben Seite von C.D [iegt,
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fo grof wie «. Jeder auf der auberen Seite von CD liegende Pert
pheriewinfel iiber diefer Sehue ift aber gleidh 180° — o, D, h. ebenjo

grof, wie 3. Folg:

]

lih gilt der Sab:

ig. G5

r

,/_,..._l-_f_-l;;'_—"-- ..H!.\ SL‘DL‘L :"‘_ an g][_,‘ll.’
.z;r-f:"" NG tut:'-_vfch-mumnf-
SN = \,\ fel it jo grop,
o= ! \ ibie bder Peri-
e "! pheviewinfel im
L ; | entgegengejehten
j-‘\'\.f'?' N ot freisabjdnitte
\\ \ ;_f
N wAe /-/ : 234) Aunjgabe.
A —'"-'f=---3,-~"-"" ——— B lber einer ®e:

raden AB einen
Rreisbogen zu zeidnen, ber einen gegebenen Winfel « als
Peripheriewinfel itber AB in jid faft.

Yuflijung. Jjt AB bie gegebene Gerabe (Fig. 64) und «
der gegebene Winfel, jo trage mon « ald <= BAD an die Gerade
AB an. Jn A erridite man
ein ot auf 4D, ebenjo auf 4 B
e i im  Halbierungspunite €. Die
. Qote jdneiden fich im  Mittel
Vi punfte ded gejuchten SKreisbogens.
; (Warum?)

Bemerfungen. Jjt o ein

wig. 64

i ’r‘f | vechter Wintel, fo Hat man iiber
Sy | AB al3 Durdymejjer einen Halb-
Pl | /) feeid gu jdhlagen. — Der geo:
¢ B metrijhe Ot fiiv bie Sdjeitel
/%% aller gleihen Winfel, die fich

iiber einer @eraben A B nad

perfelben zeidhnen lafjen, ift ein

beftimmter Rreidbogen. Cin eben:

jolder ift ber DOt fitr die Sdheitel

D\ aller gleichen Winfel, die fich unter-

halb ber Geraden zeidhnen lafjen.

235) Anfgabe. Cin Dreied zu Fonftruteren aug einev

Seite, bem ihr gegenifiberliegenden Winfel und ber zu ihr
gehorigen Hohe
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Auflojung. Jft AB die gegebene Seite und « der gegeberne
v gegenitberliegende Wnkel, jo Tfonjtruiere ntan Dden iiber A B
ftehenden Rreisbogen, ber « al8 Peripheriewinfel fagt. Jit 7 bie
gegebene Hibe, jo ziehe man zu AB im Ubftande & auf der Seite
ped Bogend eine Pavallele. [t C ein Shnittpunft der Parallelen
und bed Bogens, fo ziehe man CA4 und CB. Daun ift ABC dad
gejuchte Dreted.

Qit die Hohe & zu grop (groBer ald bie jog. Pfeilhdhe bes
Bogens), fo qibt e3 feinen Schnittpumit, und das Dreied ift unmiglich.
it 2 Heiner, al3 die Pfeilhohe, jo jind zwei Dreiede moglid), bdie
fongruent find.  Jft A gleich der Pfeilhohe, jo twird die Parallele
Tangente, und ed ijt uur ein eingiged Dreted mbglicdh, tvelded redt-
tinflig-gleichidentliq ift.

Bemerfung. Der Kreizbogen ift jugleih der dem Dreiede wm-
befdhrichene Kreid. Sind aljo @ und o« gegeben, jo ijt der Radius
be3 umbejchriebenen Rveifed jhon bejtimmt Man fann aljo nidht
sugleid) a, ¢ und » geben, denn » ift nidht mehr unabhdingig,
jobald @ und « gegeben Jind. G3 ift gleidhgiiltig, ob ein Dreted
aud a, ¢ und einem dritten Stitd fonjtruiert twerden joll, oder aus
a, v und bdem Dbefvejfenden Stiid, ober aud o« und » und dem be-
treffenden ©tiid. Nur fonnen et @ und » jvet Lojungen -eintreten.

7} Tangentendreiede und Tangentenvierede.
236) Nufgabe. Cin Dreied habe die Seiten o b und c
Wie grop find bie Abjdynitte p,, p,, ps, die dburd) die Be-
riihrungdpunite degd Jn:-

Rreifes entjtehen? Big. 65. e

uflojung, Jn Fig. 65 e
it 2p, + 2ps + 2ps=a -+ ,.,,/ {U
+ ¢, gugleid) ift 2p, 4+ 2p;, B \\ =
— 2qa, folglih burd) Sub- [ \/
traftion: 2p,=a+0b-+e¢ A | 1
— 2a=>0 + ¢ — a, folglid \\\ ;?#

—a-+bde : ; /|
= ———,  ebenjo \%h 2

“ e (p

a— b4+ e [
Dy = == und "f\\-\\

@4 b—e¢e e
?}:i o 9 ;

~ - a-+b4c B _

©ept man nod s— =2, 0 itp,=p—a, p3=p—b,
.'EJ;; ===l

Holymitller, Elementarmathemakt, L. 4. Wufl. ji
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237) Diejelbe Aufgabe fiir dem An-Kreid mit Rabius g

au [Biem.
Auflbjung. Sn Sig. 66 ijt AF = AB + BF — AB+ BD
ud AE = AC 4+ CD, folghd

Fig. 60 AII _.1_ IJ'-' —.— ..1 _.."‘J L __,i JI_’]J I_ _{.1 (’! _|] l") =
e a -+ b+e, afjo AFP = AFE

/ : i "}- b E_ c o d o 3 iy )

| == 5] : = i '\\Pt’t’ 1]1: (&)

— AE— AC=p—0b=p, und
B/ __T_____ﬁ.__.ir_r ebenfo BF—AF —AB=p—c¢

A BD \ == Py

it N Tolglich: Der Un-Rreid teilt
// \ 9ie unmittelbar Dbernihrie
| J'“,_ Dreiedsfeite inm Ddiefelben
\ 1% GStiide, wie ber Ju-Kreis, nur
| find beibe Stide in ber Lage
/’ vertaujcht. Diefe Bestehungen find

e eSO eine Quelle widtiger Sie.

238) ©of. Die Summe sweier Gegenfeiten eined
(gewdhnlidhen) Tangentenviereds ift gleid ber Gumme Ddev
beiben anderen Gegenfeiten.

Sn Fig. 67 find folgende Tangenten gleid: a=a;, b =10y
c=¢, d=d, folglih ijt a b+ et+d=a;,+ 01T ¢ + d,

s b.5. AB+ CD=BC+ DA
ig. b : =

A Umfehrung. Jjt Dbet
/\L“ einem Bieved dbie Summe

/_“\_\ oed ecinen Gegenfeitenz
N paares gleid) Der Des
g )

_.fi \‘ i : I ;
/ \ N, p anberar, {0 Sk eRsEeE
; Tangentenviered.
1 ‘/‘( L+ .
B‘{/ \ Beweis, Angenonmen,

: \ S T A e :
et \ ABCD in $ig. 68 Datte ut
iz‘“bmk 7/ pem anqegebernen Sinne gleide

/i Seitenfummen unbd wiirde bon
e pert gejeichnetert Rreife nuv
an  orei  ©eiten  Dberiihrt,
wihrend DO abliegt, fo finnte man oie vierte Tangente CD, jiehen.
PDann wiirde fein 4B + CDy = AD; + BC, und nad) der Loraus:
jeping AB + CD = (4D, + D, D) + BC, folglid) durd) Subtraftion
D — D, = D,D odex CD = CD; + D, D, b. . bie Summe jveier
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Dreiedsieiten witrde gleich der dritten jein. Diefer Wiberjprud) Fann
nur dadurch aufgehoben werden, dafy D auf D, fillt. — Cntjprecdjend
wird ber Betveid gefiihrt, tvenn man annimmt, CD {dnitte den Kreis.
Bemerfungen. Man T,

benfe fih ein Tangenten: m'_:h'
pievec als Gelentoiered, A
bann  fann 3 Deliebig ,_-___';______-\
biele verjdyiedene Geftalten
annefmen. Solange e3 D/ \
fonver bleibt, ikt 1) S / \'.\
thm  jtetd ein RKreis p !

einbejchreiben. n el \ i / >z-;
Sonderfallen geht es in : :

ein Dreted diber. Dies
gefhieht, venn 3wei an- \
einanberjtofende  Geiten \
einent  Winfel bon 180°
biloen. — Jedes red)t:
winflige Dreted ift die Halfte eined Tangenten:-Sehuens
bieveds. (Unter Tangenten-Sehnenviered verfteht man ein Bieved,
weld)es jotoohl einen umbefdyricbenen, ald aud) einen einbejdjriebenen
Strei3 hat.  Man nennt folde Bievede auch) bizentrifhe BVierede,

“

womit auf die beiden Rreigzentra hingedeutet twerden foll.)

I

239) Nufgabe.

Berbindet man die Ecden cined Tangentenviereds mit
pem Mittelpuntte desd einbefdhriebenen Rreifes, jo entftehen
pier Jeutriwinfel, von bdenmen je zwei nidit aneinander:
liegende zufammen 180° betragen.

Bemerfung.

dolgender ©Safy foll bewiefen werben:

Beseihnet man diefe Winfel der Reihe mnach mit
g und &, fo ijt &+ &, =&+ E,. Died entfpridt gam;
dem ©abe filv die Seiten A B+ CD = BC + DA.

[

.’:\;.' 59y

240) Nufgabe. Jn Fig 69 find die Gden bdesd Tangenten-
bieredd ABCD mit dem Mittelpuntte I bes Jnfreifes verbumden,
ebenfo die Beriihrungdpuntte £, F &, H. €3 joll Demwiefen werden,
baB bie folgenden Jubaltdunteridhicde gewiffer Dreiede gleich grof
jino: AAME — ANCMF = AAMH — ACMG = A\ AMB
— A CMB; ferner A BMF— ADMG—=/A\BME— /A DMH
- A DMC. Ferner find folgende Jnhaltdfummen gleich:

- A BMC
AAMB+ A CMD=ABMC+ ADMA=LABCD.

o
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Bemerfung. Tur Dreiedsfongruensen follen zum Beweife be:
mit terden. Die Sibe founen fpiter mit Hilfe der Jnhaltsidbe
anbere Beweife erhalten. (Sie erben fpdter Univendung finden.)
9ie [auten dieje Sibe fiiv den Gonderfall bes Tangentenbdreieds?

241) Nufgabe. €3 joll perjudht twevdenm, Ddie fiiv basd
citemt Rreife umbejdriebene Tangentenviered geltenben
Sape aud fiiv das cimem Qreife anbefdhriebene Tangenten:
piered audzufpreden.

Bemerfung, ©3 gibt drei Urten anbejdhriebener Tangentens
pievede, folhe find Durd) Ddie Fig. 70, 71 und 72 bargeftellt, Dad

g, T1. g T2
4
. EEER . ol
i \ /4
7% f T
7 \l /\ ' M |
; 1 \\ A / i / nf' \I\'-\ r
; __-__"'“\\'; % / x’J N e
ey e e
A // B e \ et ot

Tangentenvieved mit einfpringenbem  Winkel”, pag | iiberjchlagene
TFangentenviered”’ und 0dad nirgends unmittelbar beriibrende.
einanberfolgende Seiten freten an bie Stelle von gegeniiberliegenden.
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&) Ginfade BVetracdhtungen ither mehrere Kveife.

242) Gigenfdaften fonzentrifder Kveife. Bwei fomgen
trijhe Sreife mit den Rabien » und »,, tobet r > fein mige,
Haben iiberall Denmjelben Abftand » — »; boneinanber. Seder Punft
ped eimen Hat vom sugehirigen egenpuntte bed anderen den Ab-
ftand -+ r,.  Jede Tangente bdes fleineven gibt eine Sebhne Dbed
qrigeven, die im DVerithrungdpuntie Halbiert ift. Alle dieje Sehnen
find von derfelben Qinge. Jft 4B eine bdiefer Beriihrungdehuen,
BC eine pweite, €D eine bdritte ufiw., fo Fann e Ffommen, bap Ddie
Reihe bdiefer Geraben nad) einem ober nach) mehreven, 3. B. nad) »
{lmgdngen jdhliept. Wo auf dem griferen Kreife der Uusdgangspunit
ber Neibe aud) gewdhlt werde, ftets fchlieBt die Reife nach derfelben
Anzahl von Umgdngen. Shlieft fie nad) einem Umgange, jo entiteht
ein regefmafiges Bieled, weldhes dem einen Rreife umbefhrieben, dem
anderen einbejdhricben ift. Sdliefpt fie nach) mehreven Umgdngen, fo
entiteht ein regefmipiger Bielectaftern, beffen Ecden auf bem grdferen
Qreife liegen und den Ecden eined regel:
mdfigen Vieledd entiprecher, wihrend dig. 73.
die Seiten den fleineren RKreid berithren e A
und ein diefem umbejchriebened Bieled L e kR
biloen.

Fig. 78 ftellt Dbew regelmifigen /S [
Fiinfecitern dar, der nad) ivei LUmgdngen S i g
jhliefit. Man Hat, wenn die Cden 4, A ;
D, B, E, O bes regelmdfigen Fitnfeds A A /
porfiegen, mur jebedmal eine Gde 3u e S
iiberfchlager, um den Stern zu eidhnen S
und den zugehorigen fomgentrijden Kreid
s erbafter.  Man Dberechne die Winlfel Ddiejes Gebilves i Grabden.
Macht man dasdfelbe bei einem »n=Ed von geraber Geitengall, fo er
palt man feinen eigentlichen Stern, jonbern sivei iibeveinanbergelegte
vegelmifige Bielede von Halber Seitenzahl. WMad)t man dasfelbe bei
cinem n-GdE von ungerader Seitenzafhl, jo entjteht ein Stern, ber
nad) wet Umgdngen jchliept.

Nan fithre died aus fiir den Fall » =7, wobei bad Siebened
mir vecjuchdweife 3u jeidhuen it Uberjhlagt man in diejem Falle
jebegmal zwei Puntte, jo entiteht Dder Stern des regelmdpigen
Siebenedts, der erft nach drei Umgingen {dlieit. Man verjude dag-
jelbe fiiv » — 8 ujw.




102 Planimetvie II.  Fortjebung des Tehrgangs.

(Sdliefst bet sivet gegebernen fonzentrijhen RKreifen die Reihe dev
Berithrungsdiehnen nie, fo erhalt ber Stern unendlich viele Clen.)

Siiv jeden vegelmdfigen Stern foldher Act Yaffen fich die Wintel
Teicht Derechnen.

Sn bie Ringflache zivijden zivel fonzentrijhen RKreifen LGt fid
sundchit ein beide Dberiihrenber Kreid cinfegert, Deffen Radiug gleid)
?IT,“ ift. G (aft fih eine gamge Jeibe jolcher aufeinanber
folgenber Berithrungsfreife eingeichnen, von penent jeber aud) feine
beiben Machbarn Derithrt.  Diefe  Reibe von Beriihrungsireijen
fann nach eimem  Umgange {dliegen.  Danm bifben Ddie auf
bem groferen Rreije liegenden Berithrungspuntte ein vegelmapiges
n-Gi, ebenfo bie auf dem Feineren RKreije ltegenderr. Die Mittel:
punfte der Qreisveibe bilden eiu regelmipiges n-Cd auf dbem RKreije
1|_ 7y

F e A ' ‘ s A : . '
mit bem Radiug — Die Berithrungspunifte je jiveier Dder

Reihen Kreife bilden ein vegelmifiges »-Cd auf dem Sreife, Ddefjen
Rabiug gleid) der Tangente ift, die vom Bentvum bder fonzentrijchen
Queife aus an einen der RNeibentreife gelegt ift. Wie um einen ge-

gebenen Sreid eine Reihe von Berithrungstreijen fiiv einfached Schlicken
fe Falle in § 186 gegeigt. Man der-

gelegt werben fanm, ift fiiv gewif ‘
fuche Fille auszufithren, bei Dbenen bie Rretsreibe erft nad) ztoet

maligem, dreimaligem ujw. Umgange jdliept.

248) Giniged iiber Rreigberiihrung. Der geometrijche Ort
fie die IMittelpunfte aller Rreife von gegebenem Rabdiud o, die einen
gegebenent Rreid vom Rabius » duferlich berithren, ift etn zum lepteren
fonzentrifher Rreid vom Radiud » + o

Der geometrijge Ort fiir die Mittelpuntte aller Rreife von ge:
gebenten Radiug o, die ecinen gegebenen Qreid vom Radiud » muers
lich berithren, ift ein zum lepteren Fonzentrijher Rreid vbom Radius
(r — o) Degw. (¢ — ), je nacybem » oder ¢ per grifere Radius ijt.

Yn Stelle des gegebenen Kreifed famn eine gerade Qinte trefen.

Der geometrijhe Ot fiiv die Mittelpunite aller Kretje, bie etnen
gegebenen Rreid in einem gegebenen Punite innerlich ober duferlich be-
vitren, ift der zu vdem Punfte gehorige Durchmejier bew. feine Ber:
{dngerung.

Yuch fier fann an Stelle bed gegebenen RKreifes eine gerade
Cinde tretem.

Werden zwei Kreife von eimem dritten berithet, o Fdunen bie
Beriihrungen gleidhartige fein, d. ). beive duperfiche ober beide inners
fihe; fie fommen aber aud) ungleidhartige fetn, b. D). Ddie eine eine
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Guierlige, die andere eine inmmerliche. Die Berithrungsjefante gibt
babet zu paariveife parallelen Radien WnlaB. Fiic den Fall ziveter
gleicgartiger  Beriihrun-
gen der SRreife M, und
M, durd) Rreife p, wnd
ug 1t pied in Fig. 74
pavgejtellt. Dabei jeigt ——
jig, dap bdie Beriih-
rungdjefante filr die
duferlichen Berith- _
rungen in A und B _ R U _
sugleid) Beviihrungs:
fefante fiir bie innex: /i

{ihen Beriihrungen

in ¢ und D ift. Die Ausfiijrung der entjpredjenden Figur fiir
ungleiartige Berithrungen fei dem Schiiler itberlafjen. ({tber diefen
Geqenftand ift jpdter ausfithrlicher zu fprechen.)

ig. T4

244) Gegenfeitiges Sdnetden siweier Rreife. Sdueiden
einander jwei Kreife, fo verjteht man unter odem Sdynittointel ben
Wintel, untev dem fich bie in den Schnittpuntten an beide gelegten
Tangenten jdneiden. Man braudht nur von einem Sduittivinfel zu
veben, a Ddie beiden Schnitte aud Symmetriegriinden denjelben Wintel
geben.  @ewihulid) foll der fpibe Sdnittoinfel gemeint fein, nidt
fein MNebeniwintel.

Wichtig ift ber Sonderfall, daf die Kreife einanbder rechtivintlig
jthneien. Dann ift die Tangente bed einent ein Durchmefjer dDed anberet.
Man nennt dann die beiden Kreife Drthogonalfreife.

Rieht man in Fig. 74 bdie Tangenten in A und B, fo exhdlt
ma den Stittelpuntt eines Rveifes, der die Kreife I und I, in
A und B (und auferbem in jivet anderen SBunfien) rvedtwintlig
{chneidet. CEbenfo twird der RKreid py rechtiwinflig gejchnitten.

Bieht man Ddie Tangenten in ¢ und D, o echdalt man bden
Mittelpuntt eined Qreijes, dev die Kreife M, und I it ¢ und D
(und auferdem in 3tvei anbderen Puntten) vedtwintlig jchneidet. Anuch
Qreis u, wird rvehtwintlig gejdnitten. —

Die Aujgaben itber Kreisberiihrungen und orthogonales Sdyneiben
hingen alfo eng miteinanber zujammteit. (Spiter wivd alled unter
einem gemeinfamen OGefichtdpuntte behandelt.)
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&) Ronftruftionsiibungen jur Kreisdlehre.
245) Sonftruftion von Schuenvicreden. Begeidhnungen:
Der Radiud ded Um-Kreifed fei ». Den aufeinander folgenden Ecfen
A, B, ¢, D jollen die Winfel «, p, », 0 entjpredjen, vie Seiten A4 B,
BC, CD, DA mit a, b, ¢, d, die Diagonalen AC und BD mit p
unb ¢ Dbezeichuet twerden. Bu bden Seiten a, b, ¢, d follen bie
Reripheriewintel «;, B, 4, 05 gebdrven, jo dap e = + 4, f=yp; 1+ 9,
g=0;+a, 0 =+ f; und o+ +p; + 9, =180° ijt. Dabei
ift zu beachten, dap r, @ und o
Fig- 75. nidht gleichzeitig gegeben werben biixfen,
= bennt 7 ift durd) @ und e, @ durd)
& ¢, und » einbeutig bejtimmi, «, durd
r und a 3iveidentig, da e8 jowwohl
\ fpig, ald aud) ftumpj (ndmbd) dev
Ao |  ©ubpplementivinfel) fein barf. JIm
f | dibrigen ift e gleidhgiiltig, ob » und
| /) a, a und «, ¢ und r gegeben ijt.

eSS Ebenfo diitfen », p und B, r, g und
A « nidht gleichzeitig gegeben jein. Aus

—D a, b, p und a, b, B it » beveitd be-
ftimmt, aud b, ¢, ¢ und b, ¢, y

chenfallé ujw. Die verjdhiedenen Wufgabengruppen fafjen aljo gewijje
Bertaufdungen gegebener Stitde zu, obhne dap neues entfteht. Man
acbte auf joldje Wieberholungen in Der folgenden Bujammenitellung
von Aufgaben.

PMan verjude, die angegebene Vezeidhnungdart auch fiiv itber-
jhlagene Sehnenvierede Ddurcdhzufiihren und bet bden RKonfiruftionen
diefer u beriidjichtigen. —

245a) Nunfgaben. Cin Sehuenvieved zu fonftruieren aus

)eon i vy byt e 2N, iailhy okt oD 3) it & o W
4) 2, eaabieg alery —ieei s i 6) 4
7} Bio gy @ ?ﬂ Vs -y By e ':'.F;} & Oy, ¢
10)ia, 1oy o B L) o i 4 129 a0y 00
13 my sy ey <8 14) Biood bpests

Der Sdhitler verjuche nod) andeve ufgaben aufzujtellen. So
fonnen 3 B. bie Cnifernungen e, ¢, e, e, der Eeiten a, b, ¢, d
vom RKreidzentrum herangezogen werben. Sdjwierigere Anfgaben twerdern
hdter folgen.

246) SKonftruftion ven Tangentenbvicveden. Bejeid:
nungen: Der Rabdiug ded Jn-Kreifed fei 0. Den aufeinanbder folgenden
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Eden 4, B, C, D entfprechen bie Wintel «, §, », 0. Die Seiten
AB, BC, CD, DA follen a, b, ¢, d heifen. Die Enifernungen der
Ecden vom RKreidzentrum w feien g, ¢, 95, ¢, die Diagonalen AC
und BD feien p, und p,. Die bon A, B, ¢, D audgehenden
Tangententeile migen mit ¢, 4, &, £, Dbejeidhnet twerden, fjodap
ht+tt+tt+t,=at+ece=04d= ii ift, wenn w den Umfang be-
peutet. FE, F, G, H feien die Beriihrungdpunfte. Man ijtelle bie
Bezeichnungen aud) fiiv anbejdricbene Tangentenvievede der drei Arten
feft und verjuche diefe bei den Ronftruftionen zu beriicichtigen.

246a) Konfiruftionen. Cin Tangentenviered zu fon:
ftruieren ausd

s : i : ; o =
1) e, @ B, b. )l el B, 9. 3) e a b b
A ; I o / > ;
4) o @, @, b 5) o @y %y %- 6)a o B b
Bl O D W B e B s P T D R i

10) Gin Tvapes su fonjtruieven, tweldes einem Kreife mit Rabiud o
wmbe{dyrieben ift und vbon bem Ddie eime Grundlinie @ gegeben ijt.
Seine Cigenjdhaften jollen unterjudht werden.

Der  ©chiifer  verfuche nod) anbere Uufgaben  aufzuitellen.
Sdywierigere fommen jpdter zur Spradye.

247) Ginige Berithrungsaufgaben. 1) Gegeben feten zivei
Qretfe.  Ein  dritter Kreids von gegebenem Radiug joll jo gelegt
werden, daf er beide duferlic) beriifrt.

2) Diefelbe Wnfgabe, jedoc) jollen beibe Kreife inmerlich) berithrt
toerben.

3) Diejelbe Anufgabe, jedod) foll Der exfte Rreid duBerlich, der weite
innerfich beriihrt werden. (Obder der erfte innerlid), der ztveite duRerlid).)

Bemerfung. Jn den drei Wujgaben fann der ecine Kreid aud
eine Geradbe oder ein Punft fein.

4) Einen RKreiz zu fonjtruievenm, der einen gegebenen Hreid in
einem gegebenen Punfte und auferdem eine gegebene Gevabde bevithrt.
(Btwet Falle au beachten, innerliche und duferliche Veviihrung. Die
Tangenten und die Gevabe follen berithrt twerben.)

5) Einen Kreid gu fonftruieven, der wei gegebene Kreje gleich-
avtig beriihrt, und zivar den eimen in einem gegebenen Punfte. (Swmd
i Fig. 74 M, und M, die gegebenen Sreife und ijt A der gegebene
Berithrungspuntt, jo ziehe man M A und pavallel gleihgerichtet dagu
M,D. Die Gevade AD Jdneidet bann den RKreis M, im gefuchten
Berithrungdpuntte B. M, A und M B geben verlingert den Scnitis
punft w, alg Mittelpuntt ded gejudhten Kreijed. — Jft C ber gegebene
Berithrungspuntt, fo fonftruiere man entjpredend B, worauf CB ben
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steiten Berithrungdpuntt D gibt, M,C und DM,D aber verlangert
s gt‘TJCIT..

6) Einen RNveid zu fonftvnievent, der ztvet gegebene RKreife un-
gleidhartig berithrt, und awar den einen in einem qegebenen Punite A.
(Man ziehe M,D parallel und entgegengefeht 3u M, A und giche 4D,
was ben siweiten Berithrungdpuntt B gibt.)

247a) Ginige Aufgaben {iber orthogonales Sdyneiden.

1) Gegebent feien 3ivel Qreife. Ein bdritter Kreid von gegebenem
Radius fofl fo gelegt werben, dafy ev Dbeide recdhtivintlig jchneidet.
(Der geometrifche Ovt jeined Mittelpunties ijt in bezug auf jeden der
gegebenen Rreife ein fonzentrijher Kreid, vou pem man einen Puntt
finbet, wenn man vom erfteren eine Tangente andqehen [afBt, die gleid
oem gegebenen Rabdiug ift. Wo beide Orfe einander {chneiden, liegt
per Mittelpuntt. Der eine Kreid fann aud) Gerade oder Puntt fein.)

9) Gegeben feien zwei Kreife. Cin Orthogonalfreid zu beiden
foll fonftruiert erbem, der Dem eimen in eimem gegebenen Luntte
fohneidet. (PVean beachte dag iiber Berithrungen ®ejagte. Der amdere
Qreis fann and) Gerabe oder Puutt feirn.)

3) Man verfuche dieje ujgaben Hir a3 Sdjueiden unter 45°
ober umter beliebigem Winfel audzubdehnen.

d) Fladengleidheit geradliniger Gebilbe.

248) Qongruente Flacden fjind inhaltggleid). Dies ijt
derin Dbegriinbet, daf fie fih sur Dectung bringen lafjen.

Durd) Jufommenjepen  (Uneinanderlegen) von Flichen erhilt
man eine Slache, deven Jmbalt duvd) bie Summe der Eingeljlacien
gegeben ijt. Die Reibenfolge ift dabet gleichgiiltig. Dad Bu-
jammenfegen fann aber in verichiedener Weije erfolgen, jobaf Die
Sdlupgebifbe ein gany verfdicdened Anusjehen haben, aljo
nidt fongruent jind. Tropdem ift ber Gejamtinfalt in allen
Sallen derfelbe, [F—=F, + F+ Fy=F + F + Fy—---]
Die Fladengleichheit foll zum Unterichiede vom der Kongruen burd
ein einfaches Gleichheitszeichen audgebriidt terde.

Bon einer Flade fann eine anbdere abgezogen werben. Der Rejt
witd dann al@ ber Unterjchied (die Diffevens) der Fladen be-
seichuet. Man fann die gweite Flade auf verjdhiedene Weije
pon ber erfteu abziehen (3 B. von ihr abjdhneiden), jodap bie
Sdlupgebilde ein gany verjdicdenes Ausdjehen Daben fbnmen. Trole
bem fat der fibrighleibende Fladenteil jtets benjelben Inhalt.
[F=F, —F,, wobei F;>TF, vorausgefest werde.] Bon einer
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Sliadhe fomnen mehreve andere abgejogen iwerden. Die Reihenfolge
bes WAbziehend und Dad Ausjehen ded Schlufsgebiloes find dabei
gleichgiiltig.

Diefe Sibe ermiglidhen e8, bdie Flachengleihheit verjdiedener
®ebilbe feftzuftellen. Dasu jollen cinige Beifpiele gegeben tverden.

249) ©ab: Jedes Pavallelogramm ift fladengleid mit
einem Redted von derfelben Grundlinie und berjelben Hohe.*)

Peweis. Die Grundlinie ded Barvallelogramms jei A B; iiber
ihr seichne man bas Redjted von berfelben Hohe. Daun entjteht ent:

iia. 76. Fig. 1. Fig. 78.
i e E D FC I LN E E
| A /’ [ sl / [ I. 7 ,'/
/ f L / ’ /
) / | oo iy | Eey
e / ! / [~ 7 /
/ ‘ / | / /
! f i
, / . oy Ao /
' / 7 /
| izl
| i | , g e
Il ! ."'I I ! | //
Y | I" I s by
| 'y / ¥ | , [ 7
/ \ .- | .’./ P
= A———8 A

foeder eine Figur mach) Art von Fig. 76, wo el Cdpunite betber
Bievede in € ujommenfallen, ober eine Figur nad) Avt von 77, wo
F wijhen D und C liegt, odber eine Figur nac)y Art von 78, two
FE aufierhalb DC liegt.

Xn Fig. 76 it 7 ABEC=AABC+ ABCE, ober, da
ABOE=~NAADC i, /| JABEC=AABC + A ADC
= 3_ ABOD, womit der Sap fiiv diejen Fall bewiefen 1jt.

'{'\"-Jln 908 Dreied ABC ijt dad Dreied BCE auy jiver ber:
jchiebene rten angelegt worben, einmal al8 BCE, dann ald ADC.
Die Fladenfumme muf beibemal diefelbe fein.)

Sn Fig. 77 it ebenfo [/ ABEF = ABCF + A BCE
— ABCF+ A ADF = [|ABCD.

n Fig. 78 ift , JABEF=AABG+ ABCE— AGCF
— AABG + AADF — AGCF=||4B0OD.

950) Folgerungen: a) Pavallelogramme bvon gleidhen
Grundlinien und gleiden Hohen jind fladengleid. (Warum?)

* Dag Beidhen | | oder [ joll jietd ein Redhted, [ 7 cin Barallelo:
gramm bebeuten, <> einen Rhombus, [ ein Duadrat.
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Da, wie Fig. 79 jeigt, jedes Dreted alg Hilfte eines beftimmten
Parvallelogramm3 von derfelben Grundlinie und bderfelben Hihe be

P trachtet werden famn, fo folgt fermer:
U’m' < ; b) Dreiede von gleidgen Grunbd:
/7 [linien und gleidjen Hohen jind in:

_f / Daltsgleid,
/ / ¢) Jebes Dreied ijt die Haljte
/!

/ ; eines Nedyteds ober Parallelo=
/ gramms vou perfelben Grundlinie
'j Il

/ und berjelben Hohe.

d) Fladengleidhe Dreiede iiber Der:
K 2t PRy felben Grundlinie laffern fidh iwijcdhen bies
‘ felben Parallelen legen; ebenjo flachen=
aleiche Rarallelogramme von derfelben Grundlinie; ebenfo Dreiecte und
Rarallelogramme vor derfelben Grundlinie, wenn bie lepteren doppelt
jo grofe Fldcdhe Haben, ald die erfteren.

251) Gap: Dad Duabdrat iber ber Hypotenuje eines
vedgtwiniligzqleichjdhentligen Dreieds ift doppelt o groh,
als Had Quadrat itber jeber feiner Katheten.

Der Beweid eraibt fih and Fig. 80. Das Hypotenujenquadrat
befteft aus vier gleihen Dretecen, Jedes RQathetenquabrat aug ztet
Dretecen derjelben Art.

o wig. 80, i,_?E'L"'I'ElIl']Jlltg t‘; TU.:]
7 ™ G Lo WP 3 ST e
RS . Davaus,ergibt fid
ol N e ‘-\ pie Lfung folgender
\{,./." N2 Aufgaben:
— — T a) Cin Quadrat

inhalt Hat, wie ein ge=
B gebened Quabdrat.

i b) Ein Lauabrat
| / au fonjtruieren, weldes
| ,\/ i.am E}n_ﬁbeu Iﬁfﬁf{)(‘.t‘lﬁ
| /\ infalt hat, wic etn ge-
' gebened Lutadrat.

\ 25)2) Snf Ded
Pythagoras. Jn
jebem reditwint-
Ligen Dreiede ift dad Hypotennfenquadrat gleid) der Summe
per beiben Rathetenquadrate.

o ik S funfiruicrcair welched
~ / pen Doppelten Fladen-

_,/
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Grfter Beweis. Dov jhon im Vorkurjus § 71 gegebene Beiveid
exgibt fih aus Fig. 81 a, b, c. '

it Fig. 8la bas gegebene vechtivinflige Dreied mit Dden
Qathetenn @ und b und der Hypotenuie ¢, o zetchie man et Laradrate
won Der Seite (@ 4 b). JIn Dad eine lege man biermal dad ge-
gebene Dreied o ein, wie 3 Fig. 81b seigt, in dad anbere viermal

jo, mwie e3 Fig. 8lc zeigh Dex unbedeckte Meft der Fig. 81b muP

&
b < H';---ﬁ,ﬁ_
oy Sl O e
b (i
b =l i - (o}
I = [} ; E 1
e o I\
/ o~ b '\
~— I

/ e ‘ | \

i \ |
Lkt HE s~

e je I : - '\‘. lex
e \
/ | \
| 'v'f.-" | | \
7 |
'," ; ! ,.' | \,\‘
]'_.!JU‘" - S o = ) sl
[f?—}h""‘m_‘_ 1 |
A =~ C | : -
5| o / g = b b
% "“—-,_____h { =
l..—.- .—-H_,"':L_. =k il
I 7 [ b

pann ebenfo grofs jein, wie dev Rejt in Fig. 8l Das erjtemal ijt
oer Rejt ein gleichfeitiges Vieved mit der Seite ¢, beffen Wintel fich,
ba o B =090° ift, afs redte erqebert, fobap e fih um dag
Hypotemufenquadrat Handelt. Dad seitemal ift der Neft die Summre
ber Deiden Rathetenquadrate. Da bdie Hejte gleid grof jind, fo ift
bas Hypotenufenquadrat gleidh) der Summe ber RKathetenquadrate.

Man pilegt den Sap durd) folgenve Formel  audzubriiden:
¢ —a? + b2 (b. §. bad Quadrat iiber ¢ ift gleid) der Summe der
Quadrate iiber « und b. Dabei bedeutet ¢ dag Produft ¢ - ¢ ufm.)

Bweiter Beweis (der des Eutlid).

Sn Fig. 82 jind bdie Duabrate diber den Seiten ded rvechtiving:
figen Dreiedd A BC ervidtet, defjen Winfel CAB mit « Dbegeichnet
tperbe.  AuBerbem find die Hilfélinien BJ und CD und CLK,
feptere jenfrecht su ADB gejogen. Dabei ift ATAB= 30 ACHJ,
enn beide ftehen iiber derfelben Gruudlinie AJ und liegen sivijcden
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ven Parallelen AJ und BH. Cbenjo ift A ACD=31ADKL,
penn Dbeide fteben iiber per Grundlinie AD und liegen stoifcdien den
Parallelen AD und Ch’ Nun ift aber A J lh‘ ~ A\ CAD, denn

JA—CA AB—= AD, L JAB = 90"+« =< CAD. Weil die
ucuujc iuljaItxﬁg'[cic[) find, ift

- Big. 82, nach obigem aud) L1 ACHJ

AN —| |ADKL. @benfo i

/"/ \\.\ auf ber andeven Seite gezeiat,
.u:/ \ G baf OBCGF =||KEBL
\{/’\ ijt. Folglich 1jt bw Sunume

ber Deiben Sathetenquadrate
\ ~ \ APF  gleid) ber Summe der Recht=
. o ede ADKL und BEKL
. §. gleid) pem hnuuinm]uv
mm“un.v ABED.
Bemerfungen, Dabeiijt
‘ ' - nod) folgender Saf gefunden:

Dagd Duabrat iiber
einer Rathete des rvedyt-
B 2 winfligen Dreieds ift
gleid) bem NRedyted aus
ber Hypotenufe und der Projeftton ber Qathete auf bdie
Hypotenuie.
€o ift 3 B in Fig. 82 O ACHJ = || ALKD. Dabei
iit AL bdie durd) dad Lot CL bejtimmte  Projeftion” von AC auf
bie Hypotenufe AB, und AD ijt gleid) der Hypotenuie AB.
Der firsefte Veweid ded Pythagoreifdhen Sabed ipird in Dex
Shnlichteitalehre gegeben.
253) Aug dem Pythagoreijchen Qehriape ergibt fich die Wufldjung
folgenber Wufgaben:
Yufgabe a) Gegeben feien ivei Duadrate; ed joll ein Quabdrat
fonfteuiert toerden, toelches gleich der Summe der Leiden gegebenen ijt.
Uufgabe b) Gegeben feien drei Quadrate; e joll ein Duadbrat
fonjtruiect wevben, teldhes gleid) der Summe mmtitd)m ift. (Ramn
auf % Quabrate audgedehnt werben. Reihenfolge der Abbition gleidy=
qiiltig.)
ujgabe c) Gegeben feien zwei Duabdrate; es joll ein Quabrat
fonftruiert werben, toeldes gleid) dev Differens der gegebenen 1jt.
Nufgabe d) Cin gegebenes Redted in ein LUnadrat ju
pertwandelmn.
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Yuflojung. ALKD in Fig. 82 fei bdad gegebene Rechted.
Man verlingere die Heine Seite AL jo weit, dap AB = AD tird.
liber AB als Durdymefier seidhne man einen Halblres und ber:
{angeve KL big zum Schnittpunite C mit dem Halbfreife. Die BVer-
bindbungslinie CA ift dann die Seite ved gefuchten Quadrated. (Dex
Beweiz Legt im Sae vom Winfel im Halbireife und Ddem Dded
Bythagoras.)

Nufgabe e) Ein Quadrat in ein Redted von gegebener
Sette 31t verwanbdeln.

(St in Jig. 82 AC Ddie Seite des Quadrated und AB > AC
bie Des gejuchten Redteds, fo ijt A ABC feicht zu fonftruieren und
bavaus AL abjuleiten. St dagegen AL < AC bie gegebene Ceite
bes gefuchten Rechtedd, o ift A ALC Tleicht ju fonjtruieven und
pamn A\ ABC Yerpuftellen. Das Ubvige ift bequem zu erfedigen.)

Nufgabe ) Gegeben fei ein Quadrat; ed jollen Duabrate
pon doppelter, dreifadjer, vierfader, fitnffader uj. Flade
fonfjtruiert werden.

(Die Unfljung ergibt fich aus Fig. 83, wo b = 2a? ¢*=3a’
Q2 — 4a? ¢ = 5a? ift. Die Konfteuftion lift jid bis zu beliebiger
ganger Sahl » fortfeben. Damit ijt
oie Wufqabe gelbft, ein Duadrat Fu
fonftvmieren, tweldjed dad n-facde eined B N
gegebenen ift. Diefe Aujgabe Lt T \ s
jich aber abfiivzen, inbem man Al \ . \Z
per nddjt Heineven Quabratzahl be- e d
ginnt. Soll 3. B. das gejuchte Duabrat N \ [ ,/ l
bas Behufache ded gegebemen feim, A /P g
fo Beginme man mit der Dreijachen \. :
©eite, wad bad neunfache Luadrat et
qibt und fahre nach Pythagoras fort.)

Bemerfuugen. In Fg. 83 ift ¥ =% & = 268, b =1,
@ — 1¢%  TMan fonn affo bie Figur benuben, ein Qutadrat zu fons

Fig. 83.

o

fteuieven, weldes 4+, &, &, 5 cimed gegeberten ift.  Wan Hat v
ndtig, bie gegebene Duadratieite von pem gemeinfdhaftlichen Sdniit-
puntte der Strahlen aud auf e aufjulegent und von dem freien Euo-
punfte aus auf den Strahl o ein Lot ju fillen, Dann vom Deffen
Sufspuntte aud ein Lot anf bent Strafhl ¢, bon deffen Fuppuntte
aud ein Qot auf b und von deffen Fuppunfte aud auj a. Die ge:
fundenen  Abjdhnitte Der Stvahlen qeben die Seiten Dder gejudjten
Quadrate.  Gntfprechend wiirde bei fieben Strahlen die Anjgabe fiir
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¢ 2 4 5 2 L gy [pfen fein. Gpiter werben iveit Hirzere Ron-
ftruftionen gelehrt werben. Aber jhon bier laffen ficg Abkitrzungen
ausdfindig machen. —

Fig. 83 lipt jich aud) durd) die einfacher hersujtellende Fig. 83 a
erfefen, in der die Rreidbogen abwedjelnd nm A wud B gejdlagen
werden und ABCD, ein Duadrat mit Seite e ift. Der Sdyiiler
seige, daff BD, — a)/2, AD, — a)/3, BDy = a)/4, AD, = al/5,
BD, — a/6 ujw. ift.

254) Wujgabe. Cin gegebenes Dreied in ein fldden:
gleiched Quadrat ju verwandeln

Auflojung. Man betradte eine Seite ded Dretedsd ald Grund-
finie und bilbe die zugehivige Dreieddhdhe. Dad leiht zu zeihnende

Fig. 85 a.

4

A

Rechted aus der Hohe und der halben Grundlinie ift dbann {lacden:
gleich mit dem Dreied und nad) Pythagorasd in ein Luadrat ju ver:
toandeli.

255) Aufgabe. Cin gegebenes n-Ed in ein flidengleides
Quadrat zu verwandeln.

Auflojung. Handelt es jicdh 3. B. um ein gegebenes Fiinfed A BCD E
(Fig. 84), fo jhneide man durd) eine Diagonale, 3. B. 4D, ein Dreis
¢¢ ADE ab. Durd) E lege man eine Parallele F'G jur Diagonale.
Dann  verlingere man 3 B. die anftoBende Seite CD bid ur
Barallelen und perbinde den Sdnittpuntt H mit 4. Dann wird
behauptet, dad Biered A BCH fei ebenfo grof, wie dad Fitnfed.
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Sn entjprecdhender Wetfe ijt dad Viered durch Wbjdhneiden eined
Dreieds durd) eime Diagonale in ein Dreted zu verwandeln. Dad
Dreted it nadh § 300 in ein Luadrat zu verwandeln. — Demnad)
[t fich jeded n-CE in ein flachengleihed Luadrat verwandeln.

Bemerfung., Der Schitler fithre die Wufgaben diefer Art mit mog-
{ichjter Criparung von Linten aud. So ijt e 3 B. nidt ndtig, dad
RechtedE vollftdndig zu zeihnen.

Der Betveid fieqt davin, daf AADH =/ A ADE ijt.

256a) Jn Fig. 81lc ift bag Quadrat itber der Geraden (a -+ b)
fo geclegt werben, daf e3 aus dem Quabdrate itber @, dem umhmt{:
fiber b und zwei Rehteden mit den Seiten g und b bejteht. Daraus
exaibt fid) der ©ab:

Dasd Quabdrat iiber der Summe jweier Geraben it gleid
ver Summe der Duadratfe fiber den einzelnen Gevabden, ver:
mefhrt um dag doppelte Rechted ausd beiden Geraden

Bemerfung. Seht man im Anjdluf an den BVorfurfusd (§ 63
und § 66) voraus, dafp der Redjtecdinhalt gleich dem ‘J,sw‘mftl. aus
sei aneinander ftofenden Seiten

biejes Gebilded ijt, fo fanm man et e

pen ©ap durd) folgende Fovmel £ e o e

augbritcen: b |

r.:..lf - ?r'}‘“' = a+ b7+ ?{LIJ.:E:} *FI_L |7 a@-b __EM

256b) Jn Fig. 85 it eine ; @

®evabe AB = o und eine Gerade a-u .

JB = b gegeben, jodafy AJ=(a—>) | *

ift. Woer (& — &) it ein Quadrat el M [ ) e

AJ H G erridhtet, LI‘L]H 0 ein uadrat T

ABCD itber AB =@, und al3 T s Gl oD AT

DEF G it oben linf3 dad Quabdrat

fibex b angelegt. Dadburd) it erveicht, daf aud) bdiefe Figur dad

NRedhtedt aus @ und b Fweimal enthilt, als JBCK und als EFHEK,
Die Flade ber Gejamtfigur ift gleich der Swmme der Duabdrate

fiber « und itber 0. Hieht man dabon bie betben gemannten MRedit-

ecfe ab, fo bleibt itbrig Dag Quabdrat AJHG diber (a —b). Daraud

folgt ber Sab:

) Sn ber Writhmetit su'n*% in ber Tat geyeigt,
= aq* + ab + ab

51164 2

bag (- 0)(a+ D)
L b2 — a?® 4 D° |— 2ab ift. Betjpiel: (8 4 :'-,J—— 5)
;"J:E}-l. Probe: 8.8 = 64,

Holaymiller, Clementavmatiematil. L 4. Aujl

|
=
-
(== |
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—— =

Dad Duadrat iber der Differens ziveier Gexaben ift

gleid) ber Eumme dev Quabdrate fiber den eingelnen Gerabden,

permindert um Das doppelte Redted aus peiben Geraden.
Bemerfung. Der Sap entipricht dev Fovmel

S |

I:.-I'J et b — 2ab.*)

957) Nufgabe. Die folgende, von Pappus gefundene
Berallg emcnwtunq bez Pythagoreifdhen Lehriabes zu be
mc'm,u.

Sn Fig. 86 jind diber Sent Seiten AC und BC eined
belichigen Dreiedd gang beliebige "J.:ma!l fogramme ACD P‘
und BOFG nad) aufen ervrichtet, beve Seiten ED unb GI

big sum Durdyjdnitt ¢; vers

gezogen, Ddann A4, und
BB, parvallel zu CC; bid
aum Durdjdnitt 4, Dbezw.
B, wit EC;, und GC; ges
sogen, worauf nod) 4B,
gezogen ift. €3 foll gezetgt
werden, dah audy ABB;A,
ein  Parallelogramm iit,

iit, 11mhu1ﬁ!;ih’h - BCFG

ift, jobaf dasd Parallelogramm AB B, A, gleid) ber Summe
per Parvallelogramme ACDE und BCFG it

(Man zeige sunddit, dafp A4 B C ~ NABC ift. Daraus

tolgt, Daf A4, B, 4t AB, aljo ABB, 4, emn \Lnrnﬂc‘inqmmm ift. Dann

zeige mait, baf bie Parvallelogramme AJHA, ACC Ay, ACDE

flachengleid find, ebenfo daf BJH B, BC(C,B,, BOCFG fliden:
qleich find, ujw.)
Benterfung. Der Sap bes Pappus enthilt den bes Bythagorad

ald einen befonderen Fall in fih. Wiacht man bie Fig. 86 fiiv das

bei C techtwintlige Dreied 11113 fiiv Quabrate ftatt der Parvallefogrammne,
jo [aRt fich der Sap bes Bythagoras in newer Art Dbemweijen.

958) Bwet anbere Vervallgemeinerungen vom Sahe des
Pythagoras.

*) Jn der Arithmetit wird gl;f.s;cigi, bafy (0 — b)(a—b)=a*—ab—ab—+ b®

- g? -+ b2 —2ab ift. Beijpicl: (6 —3)(6— 3)—25— 15— 16 -9 =4.
Wrobe 2-2 =4,

1d: 86- (Gngert, die Gerade C,CJ

veffen Teil AJHA,—=ACDE
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a) Dagd Ouabrat diber einer Dreied2jeite, die einem
fpiben Winfel gegeniiberliegt, it gleidh ber Summe dex
Cluabdrate iiber den beiden andeven Seiten, vermindert uwm
bad doppelte Redted aud einer diefer Seiten und der Pro-
jeftion Dder anderen auf bdbiefe.  (Werallgemeinerter Pythagore:
ijder Lebhriab.)

Beweis, Jeige an Fig. 86a (wie bei dem gewdhnliden Pytha-
goreijhen Lehriatse), baf folgende Redytede gleid) find: A DK L=A PO J,*)
KEBL — FMNB, NMGC= CPOH, %f afjo 4B = BC
+AC"—(CPOH +NMGC), ober AB'=BC+ AC’—2-CPOH
i#t. Hier ijt aber
C' PO H bas Nedyted
aud AC und bex
Projeftion C'P pon
OB auf CA, Eben:
fo ift AB2 = B("
L AC'—20NMG,
o CN biesProjeftion
bon A C auf B Cift.

Benerfung.
Sebtman dieobigen

avithmetifchen
Sdyreibweifen vor-
aug, jo lipt fid
pte Michtigteit ded

Fig. 86 a.

@abes an Fig. 87

bejtatigen, o ¢ e e

etrennt fpiben Tintel

gegentiibexfiegt und bdie zu b gebirige oig. 87.

Hihe . gezeichuet 1jt, jodap man p ald /?"\\

die Projeftion von a auf b ju betrachten /; ‘

hat. Nad) Pythagorad ijt b /\/ - \\

et =D _.u_:!'*l - Jit — b* = ;Ji“] — 2bp+ R & // \“-\_ i

©ept man dabei p? + % = a® jo exhilt //\’:,\“ .5?\\_ \'\._\

man ¢ = b* 4+ a® — 2bp. /_/ oy
b) Das LQuabrat diber einer i o s

El

Dreiedsfeite, bdie einem fJtumpfen
Winkel gegeniiberliegt, tjt gletd) der Summe ber Luadrate

*) Biehe die Hilfslinien JB und CD, fiix bie anbderen NRechtede ent:
fprechende Hilfslinien.
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iiber ben Deiden anderen Seiten, permefhrt um dad doppelte
Rehted aus einer Dbdiejer Seiter und ber Projeftion bder

anderen auf diefe.
Beweis. HBeige an Fig. 88 (wie an Fig. 86a), baf Ddie mit
penfelben Budftaben begeichneten Rechtecte gleich find, wie beim Falle a).
Da jedoch hier die Duabdrate diber

Big. 88. AC und BC vergrofert terden,
43{\{3 io u}'!}{il'i- mdrm Ttmtn bed Dbigen
i /\f( A AB® = AC" -+ BC + (CPOH

/{,f.(:_}-" 8 ~ 7 +NMGC)=A @ - BC

e G S ; +92. CPOH.
JEC N Np~ - Bemerfung. Seht man die
\\\ _ /““m avithmetijhen ©djreiboeijen bor:
1\_, 2 __”‘ aus, fo bejtatigt fih aud) bre
| = ; bic Midhtigeit ded Sabed an Ddev
! 3 E Fig. 89, in Der ¢ Dem ftumpjen
| ! ' : | Winfel dez Dreiedd gegeniiber
| ; el liegt, fodaf ber FuBpuntt Ddes
j 5 '_ Qotes h auferhald fallt, ebenjo
| || | bie Projefiion p ber Seite a auf
D' !{ g “ui_e Seite b. Hier wird nad) Py-
thagoras

= (b+ p)+ 1 =0 +p24 2bp + A2, aljo, Da p* 4 hi=a® ilt,
(IE = fr:'l —i— ”:'_' =1 f;)'ffjf.
(Ale drei Fille laffen fich in bie Formel
el =a®4 02 F 2bp
sujammenfafferr, wobei dag Minugzeichen fitr den Fall Dbed fpiben
Sinfels, bas Pluszeihen fiir den Ddes ftumpfen Winfeld qilt, wibhrend
fiir ben vechten Winfel das lepte Glied wegfallt,

Fig. 89. ' : ! 5
e weil p = 0 Wwird.)
P2
/'\R Je 259) Sap von ben Crgdnzungdparal:
[ R b P - . L
¥ -2y felogrammen. Jieht man purd) etnen Puntt
5 per Diagonale eined Parvallelogramms

Parallele su den Seifen, jo entjtefen zwei micht bon Dder
Diagonale gejdnitiene Rarvallelogramme, bdie gleiden
Slacheninhalt habemn

Beweis. Sn Fig. 90 jei ABCD bad Rarallelogramm und .J
per Punft der Diagonale, durd) den EF und G H, die Parallelen

st ben Seiten, geben. Hier ift AABD =/ABCD. LBom erjen
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Dreiede ziehe man A BEJ, von bdem anbderen dad qgleidhe Dreiec

BHJ ab, jobann von dem erjten nod) A DGJ, vom anbderen bad
glethe Dreied D EJ, dann miiflen von jedem bder groBen Dreiece
flachengleiche Stiice itbrig bleiben, fodah /, / AEJG = /[ JJHCF
ift. [Man nenut bie

beiben Parallelograntnre Fig. 90.
Crginzungdparalle:- D AR e jedop
(ogramme, toeil fie VET f/
ndtig ftnd, um die beiden R Y S pinkd

bont ber Diagonale ge- / /
chnittenen Parallelo- / /
qramime um gangen ’-Eﬂ-" [.r' '

vallelogramm ABCD ju ~* E B
ergdngen. ]

Bemerfung, Jjt dad Pavallelogramm ein Redytedt, o erhalt
man flacengleiche Crganzungsrvechtecte; ift e3 ein Rhombus, jo werden
bie Ergamsungdparallelogramme fongruent; ift e3 ein Quadrat, fo
werben die Crgdngungsredhtede fongruent.

Der Sab fiihrt jur Lijung folgender

Nufgabe. Cin gegebened Parvallelogramm in ein fladen:
gleigesd mit Denjelben Winfeln zu verwandeln, von dem
eine Seite gegeben it

Man betradite dad gegebene Parallelogramm alé dag Crginzungs-
pavallelogramm bder Fig. 90 und JH ober JF al3 die gegebene Seite
bed gefuchten. Die Figur ijt leicht u vervolljtandigen, jebod) braudt
man nicht alle Linien ju geihnen.

e) Rangenz und Fladenbereduungen an geradlinigen Gebilben.

260) Berlegung ded RNedhtedd in gleiche Quabrate unbd
Formel fitx die Redytedsflade.

Koo T . Lo e v pe Hig. 1.

a) Pat ein Redhted Seiten, bdie fid) verhalten 5
: S S x iy . e e
ie 3wei ganze Bablen m und =, o lift e3 jid) (b

injoviel Quabrate jerfegen, ie Dbas Produft der | | | |
Bahlen angibt, aljo in m - n Quadrate. (BVgl. § 63 i e s
bed Vorfurfus.) Man nehme dabei an, daf m und » — |
feinen gemeinjchaftlichen Teiler Haben. Das Wnfjuchen | |
bed gropten gemeinjdhaftlichen Teilerd gehovt in bdie
Arithuetit.

Beifpicl. it AB: BC=3: 5, fo Hhandelt ed fih um 3-5=15

A SR N ) Lo :13
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Ouadrate.  Dasjelbe gilt fiiv die Werhiltniffe 6:10, 9:15 ujin.
Man  verlangt ftets bdie mdglidhit fleine nzahl von uadraten.
(Fig. 91.)

5 fragt fich jebod), ob bdie Giuteilung i Quabvate audy fir
nicht ganze Bahlen miglich iit.

b) Berbalten fich Ddie Redhtedsieiten iwvie 3ivet gebrodjene
ahlen, jo loffen fich die Briidye gleihrnamig machen, und die Bahler
geben ein ganzgahliged Berhaltnis. Dag Brodutt der nemen Zahlen
gibt bie Unzahl der Quadrvate. (Vgl. § 66 pe3 Borfurjus.)

Beijpiel. St AB: BC=32: 7, fo ift aud) AB:BCO = 123

18:85. Das Redted Lkt fich aljo in 18-35 Duadrate einteilern.
(Bigtweilen ift nodh ein Nitrzen ded BVerhiltnifjed miglid).)

3

¢c) ©ind bie gebrochenen Babhfen gejdloffene Dezimalbriiche, jo
ift bas ganzzahlige Berhdltnis feiht u finven; 3 8. AB:BC
— 1,923 :2,156 gibt 1230:2156. @3 faun nodh) in 615 : 1078
gefiivat werden. Die Anzahl der Duadrate ift 615 - 1078.

d) Berhalten fich die Rechieddietten jo, bap im Verhdltniffe ein
pber awei endlofe beriodijdhe Degimalbriihe vorfommten, jo berivandelt
man diefe in getobhnliche Brithe und verfahrt wie vorher.

Beijpiel. Das Verhilinid et 2 : 5,23 8154 81548154 .. ..

Man fepe den Degimalorud) gleih «, jodab

10000002 = 5238154,815481564.... ., und
100z = 592381548154 . .... . aljo  burd)
beiberfeitige Subtrattion
9999002 = 5237 631,00000000 . . ... - und demunad

ber Desimalbrudy o = 5BIGL g5 %) ebt ift dad BVerhaltnis der
Rechtecafeiten 2 : 5237651 pher 1999800 : 5237631, Die Angahl
per Ouabdrate it demuad) bad Prodbuft bder beiden lepten Jablen.
Dabei fei vorausgejebt, dap Rirzungen nidht mehr miglich find.

Sn allen Ddiejen Fallen war dasd BVerhialtnig in ein
ganzzahliged zu vermanbdelm, und bdie Quabdratteilung war
theoretifd) moglich. Solche Berhaltnijfe nennt man rationale
Berhaltuijfe. Die Seite des gefundenen Quadrates heibt das ge-

%) Nerfe folgenbe furzgefajte Negel: Sdjreibe die Bahl bis zum Sdhiup
der crften Peviode ald gange Jahl hin, ziehe vou ithr ab bie bor ber erften
Periobe jtehende Bahl, und bdividieve den Peit purd) eine Bahf, die borm fo
oft die Biffer 9 hat, ald die Periobe Stellen ihlt, und hinten jobiel Nullen
hat, al8 die eigentliche Vorperiobe Stellen zdhLL. Der entjtehende Bruch it
ber Wert ded periodijhen Dezimalbruchd in gewdhnlicher Brudhform und
fonn Biufig nod) gefitezt werden. Der Beweis fiir die Ridhtigteit des Ver-
fahrens evgibt jich aus dem obigen Beifpiele.
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meinjdaftliche Mah der beiden Rechtecsieiten. Sind bie miglichen
Qitczungen duvdjgefiihet, jo Hanbdelt €3 fich um dad groBte gemein:
fdhaftliche Maf.

[6) Unmoglih) iwird bdie Ginteilung bez Redteds in fleine
Quabdrate, jobald dad BVerhiltnis fein rationaled, aljo ein ivrationaled
ift. Dies findet 3. B. jtatt, fwenn die cine ahl eine ganze, die anbere
ein endlojer Dezimatbruch ofue Periode, d. h. eine Jrrationalzahl ift
Solde find 3 B. die Duadratwurgeln and den Prumzablen, bie Kubik
wurgeln ufw. augd folden und die durd Multiplifation mit gangen
Qabhlen aus diefen Srrationalzahlen entjtehenden. ©8 qibt aber nod
Srrationalzahlen, die nicht mit der Wurzelausziehung sijammenhangen.
Gine foldje ift 3 9. die mit dem RKreidumfange sfammenhingende
Bahl 7 = 3,141 592 653 589793 ... Der Nadyweid bafiir, bdap
eine Babl der lesteven Gruppe eine Jvrationalzahl ift, [Ept fid wuw
jdjtoierig fithren und geht iiber Den Standpunit ber Klaffe hmaus.
Mant fann = ald einen Dezimalbruc) mit unendlich langer Periode,
aber aud) ald Desimalbruc) mit unendlih Tlanger Borperiode be-
trachten.  Qm erfteren Falle famn man daber m = *Seeeis - feben,
a3 einen Brud) gibt, der im Jahler und im RNemner unendlid) viele
Stellen hat. Dentt man fich) die lepte (unendlid) fern liegenbe) 9 ge-
ftvicgen, fo evhilt man al3 gleidgwertig = = 3550560 - Uud) hiev
find Bdbler und Nemmer big ind Unendliche fortzujepen. Cin
irrationales Berhaltnis fann aljo nidht al3 BVerhalinis

r

sweier enbdlicher ganzen Jahlen davgejtellt werden

Stehen bemmad) die Seiten eines Rechtedd in einem ivrationalen
Perhiltnis, o mithte jede Seite in unendlid) viele unendlich Fleine
Teile zerfegt werdem, wenn man eine Ginteilung in Feine Quadrate
exzielen toollte, die Quabdrate iviicden umnendlich Hein wund unendlid
sablreid) werben. Die beiden Seiten haben alfo fein gemeinjdaftlicdhes
Map von endlicher Grofe, man nennt fie daher infom menjurabel.
So find 3. B. 3wei Gerade vbon den Langen 1 und 1/2 infommenjuvabel.

S folchen Fllen begniigt man fid) im praftijchen Leben mit An-
niherungdmwerten. Cntiweder bejchrantt man den D aimalbrud) auf eine
endlicdhe Anzahl von Stellen, was 3. B. bei 1: 7 auf 100: 314, oder auf
1000000 : 3141593, ober auf 1000000000 : 3141592 654 ujmw.
fithrt. Ober man judht Nierungdwerte, wie F = 3,142857 .. ., wad
allerdingd zu grof ift, ober toie 35 = 3,1415929 ..., was nur
Tt wenig abweigt. Der Wert ¥ war don dem Archimedes befannt.
Bur Auffuchung ded zweiten und anderer Ndherungswerte gibt bie
Arithmetit geeignete Methoden an.|
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£) AB Fladenmap fonn man em Qaadbrat von beliebiger
Seitenlinge wahlen. Jm praftijfen Seben wdhlt man die Seiten:
{ange al8 eine Der Qingeneinfeiten des metrijchen Syjtems. Luadrate
pon 1,2, 3, 4, ... cm Seitenliinge Haben dabei Fladjen von 1-1=1,
2.2=4 8:3=9, 4-4=16,... qom pher: 12,99 8% 42 _ . .qem
ober em? Gin Quabdrat von vierfacher Flacdge erhalt man duvd) ges
eigneted Anlegen von drei Duabraten berjelben ®rife, ein Luabdrat
pon neunfacher Flache durd) geeignetes Unlegen von noch) fiinf joldgen
Quabraten an dad vorige ujw. o exgibt fid) folgende Tabelle der
Duabdratzahlen:

1%

=] =]

fobaf jedbe Duabdratzahl gleid) einer Summe aufeinander
folgender ungeraber Bahlen iff. Die Writhmett Tehrt, Ddaf,
tent » cine beliebige ungevade Babl ijt, 1+34+5+--- --,L-ﬁ:({{ F]I_l]
ift, was an der Tabelle anf bie Ridtigleit erprobt twerden faun.
(Daviiber und iiber bdie Unwendbungen vergleidhe man den Borfurius
& 58 'big § 61.)

g) Sjt dad Rechted in Heine Quadrate zerlegt, jodap 3 B. bie
@runblinie in 3, die Hihe in 5 gleihe Teile zerlegt ift, aljpo 3:5=15
Duabdrate vorhanden find, und betrachtet man jeded Luaorat al?
Slicheneinheit, fo Dandelt & fih um 3.5 = 15 Flcheneinheitern.
Xft allgemeiner die Grundlinie bed Redjteds von ber Linge b, bie
$Hbhe von ber Linge h, beided in Bentimetern gegeben, jo ift bie

Slade gleidh bh Duadratzentimetern, ober, wie man einfacher fagt,

=1k,

Diefe Formel*) gilt nad) obigem auch fiix gebrochene Bablenm. It
3. 8. b=38tem=jem, h= 52 cm = em, fo made man bie
Briihe gleidnamig, jodaf b =% em, h=% em ift. Jebt fteile

# Da s jedem Redyted oder Pavallelogramm, itberhaupt zu jeder gerad=
linig begrenzten Fldche ein gleic) grofies Qitabrat gefhort, defjen Ceite gleid) f,
befjen Flache gleich f*2 fei, jo mir‘o'iintt F vieljad geir’hr_irben f? f{obaf Die
Formel lautet £2=bh. Dadurd) wird angedentet, dap es fich lint8, wic vedyts,
um einen Ausdbrucd zweiter Dimenfion Handelt. Diefe jehr zu empfehlende
Sdyreibiveife ijt leider noch nicht allgemein getworden.
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man b in 24, % in 34 gleidje Teile ein und fonjtrutere die ugehdrigen

91 - 84 = 714 Duabrate bon je L em Eeitenlinge, alfo bon g qem
Slide. Dad ganze Rechted Hat alfo ¥ qem = 2+ 3 qom = T - { qem

— bh Quadratzentimeter Flade. Die Formel F = bl ﬁdiH aljo
aud) fiir gebrodene ,, Magzahlen b und 2, alfo aud) fiiv endliche
Dezimalbriige und fitr unendlihe Degimalbriihe mit Periode, alfo
fiiv vationaled BVerhdlinid b: A

[Fiir irvationaled Berhaltnig fann man fie ebenfalls al3 jtreng
ridhtig Deweiferr, Dier aber foll im UnjchluB an e) nur gejagt werbden,
bafy fie wm fo vidhtiger ift, je mehr Degimalftellen man bei & und A
beriidiichtiat. |

961) SJedbes Parallelogramm ift inhaltdgleich einem Redhted
pon Derfelben Grundlinie b und Dderfelbenr Hohe ~.  Sein Inbalt ift
bafer ebenfalld gegeben Ddurd

B=bh.

262) a) Jedbed Dreied von der Grundlinie b und der Hihe &
ift die Hilfte eines entjprechenden Parallelogramms beztv. Redjteds.
Die Jnhaltsformel ijt aljo

A bh
(1) F=—-

b) Begeihnet man die Dreiedsjeiten ald a, b, ¢, die jugehirigen
g = ; e - bh. ch,
iben ald ky, hy, hy, jo folgt, dag —* = —F = ~° ober ahy=bhy=chy
ift. Daraus aber folgt
|2) a:h= ff._, 2 a"r-'Jr i frﬁ : .i'fﬂ, e ,i';j 4 ,T,f:“

. h. 3wei Seiten eines Dreieds verhalten fid) umgefehrt
twie bie jugehorigen Hohen.
¢) Gtatt der erften diefer Proportionen fann man aud) jdreiben:
h hy h i |
a:b=1:1 poer a@:b=2:1t=-—1
b h, o b i Tl e
bemnach) lafien fich biefe Proportionen in folgende gemeinjdjajtliche
Fornel zujammeniaffen:
T L
B s e

(3

(3) WA —

9. b Dic Seiten eined Dreieds verhalten fid) wie die ume-
gefefrien (veziprofen) Werte der Hohen ober wie Ayl hghy iy hy.

d) Sind a, b, ¢ bic Seiten eined Dreieds, unbd ift ¢ der Rabdius
bed Sn-Qreifes, fo ergibt fidh) cine tveitere Flachenformel. Berbindet
man namlich) in Fig. 65 den Mittelpuntt M Dbed RKreifed mit den
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Gden A, B, € beg Dreiecdd und mit den BVeriihrungspuniten, jo wird

s : a : 2 home St g co pe A _
NAMEB = ;} NBMO = AL MA=_, ver Gejamtinhalt
: U imps - be co a -0 ce . !
Wit dllo =+ -+ 5= = , foofii man, da a + b +¢

S E o e e T v wo Sl
gleidh) dem Umfange w ift, aud) jdhreiben faun F = .~ Der Audbrud
a—+b-+e . 2 1 : ST g

T T ipar aber dort mit p Dezeichnet, alfo ijt Der Dreiecds-

&)

inbalt aud

i P a4+ b+ e i
(4) F="T_T o= _"o=yo

(S Worten?)

e) Berbindet man in Fig. 66 den Mittelpuntt M, Ddes die Seite
berithrenden Wn-RKreifed, bdeffen Rabius o, fei, mit ben Ccden Des
Dretedd und ben DBerithrungspuntten, jo it

A = A g ; e A = ] :
AABC=ABMC+ ACMA— ABMC=-3t 7% M

¥
=% (b4 ¢ — a).

o b — : . ’ v . "
Der Ausdbrud —— wurde aber dovt mit p, begeihuet, alfo ift
v L b-+e¢—a
E\-‘}_\) = -l -0, = P04

=2

Gbenjo ijt e3 mit p,, sy, besiv. 9,, 0, Man Hat aljo die Gejami:
formel

(6) F'—=po=p0y = P30 = P30
DDEr
- at+bt e -a-+b-t+¢ a—b ¢

(6)* = 5 o = -'2 - gy = 5 ' 05

Fig. 02 i e P e

A & 2 T
RS f) Davaud ergibt i) nod) etne andere
4 b s g ' - i o, .
// i Fovmel:*) Fig. 92 ftellt ein Dreied mit der

gl 2 lax\, Hihe hy = AD dar**) - Diefe foll aud bden

TS ey ©eiten @, b, ¢ berechnet werben. Man jebe
& BD =gz, aljp DC=a— 2 damn ijt nad
Pythagoras in den redtwintligen Dreteden

# Der Abjdhnitt £) fann vorldufig zuriidgeftellt werden, twenn die Lehre
pon ben Tabdratiwurzeln nod) nidt befproden ijt.
= D ift in die Beidhnung einjivagen.

T e o
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2 2 __ 72
Ll — frl
B [, )
(a r)* = b — hj

Doer

Sept man Hier den Wert von «* aud der erjten Gleidung ein, fo folgt

@ L] 0 - = 1.2
a* -+ ¢t — I — 2ax = bE—— i

pber, wenn man k3 beiderfeitd ftreicht,
Hi: —!—— oF — R ar— b

Darvausd folgt

Diez fese man ein in die erjte Gleidung, die fidh aud) jdreiben

51 o 9 r; i i e
e e s B R
Is] — X (& + )L z)*)
a* - ¢* G a® - ¢ — b*
—| 1 =l - — ] g - .
iz I 2a | | 2

Madht man die Ausdriide in jeder Klammer gleihnamig, fo erhilt man

;l? Dae L a2 I t...:i __hE Do — {-.'ﬂ =2 E.E :_ EJ’H
s 2 2a
|'|_'\'rr -+ €)* - b - ||’a2 — (@ — ¢€) :3]
FT3 da?

Su jeber Rlammer fteht die Diffevens ziveier Duadrate, die fid) wicder
in Summe mal Diffeveny der Grunbdzahlen zerlegen lgt, und jo folgt

5 (@ + ¢+ 0) (@ 4+e¢—b)b+a—c¢c (b — a - ¢)%)
el'_ ——
1 4
pder
- i6 atbte —atb+c a— b4+e at+b—e 4 - =
s = g 2 : 2 ' 2 ‘ 2 = 2 PPiPaPy

Demnady ift die Hobe ky

o 29 /a - b -+¢ -ag+b+¢ a— bt+c a4 b=
() b= Y i % S 2R e T
S A 2 2 2 2
5] =

(41

= -l."':!‘li: PsPs-
Ebhenfo ift
9

=
By 2 S
ir!::, == ‘ !;" PP Ps Py J'In':; = o I/:J_Jj.l] Pa Py

Sdyafit man in Gleihung (7) ” nad) linfs, jo jteht dovt (-{'21 =i,

# Gumme mal Differen; jiveier Jahlen gibt die Difjeveny threr Duadrate.
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affo bie Flacde des Dreietd. So erhalt man bie berithmtie Heronijde

prmel fiir den Inhalt dbed Dreieds:
- ,_—_f_'_ F o
(8) F=)ppi1p20s

=1V@F o+ ato+9@—b+olatbd—0

Vergleicht man diefe mit

1t . S DR
7 Po—0y0; — Pals = Vg¥31

jo findbet man unddit

PO = Vpp p:ps OO @ = 3,1*’1})?13*»_-1%.; = l 2 }fl"p* = ]’ Bilsta ;

P
Sn dfnliger Weife find die anderen Fovmeln zu behanbelr. Jmt
garnzen ergibt fich

(9) o _1,/ PP o Z‘lf..-fwg s s | oEds "_r/ﬁmeg'
¥4 y 2 Ps Py

_}. h _|_ @

. ; ; A B S 7 :
wo Fiix die p die aud den Seiten hergejtellten Ausdriide uji.

cingefest twerden fommen. Man Dalte dabet feft, Daf nach den Fig. 65
und 66 p bden BHalben Umfang bed Dreieds, p,, Pe, P etnfache
Tangentenlingen bedeuten.

Bemerfung. Bilbet man ausd (9) bas Probuft der vier Radien
und fitest man Den entftehenden Brud), fo lift fich die Wurzel ausds
siehen und e3 entjteht

0010205 = PP1 Pelg = b
ober
(10) F—Voo,0,05 = Vorraps,

fobafs fich die Jldche e Dreieds auch aus ben Radien bder Be-
ritheungstreife bevechnen (aft und dad Produit der Rabien qleich dem
: jnen | gleid)
Brodufte der p ift. — Nod) anbdere Formeln laffen fidh Ddurch Minlti-
! ; J )
. . . i o ] T o
plifation und Divifion finden, 3 Bo 00, = Pals. ; ——‘;; uji.
1 5
)

L

—
-

Ferner ift nad)

0

8 Zeks
hyhshy = —— V(001 9e5)" = 450 V(0010:205)° = 4 s
fobaly 3 .
= I—é-glfiﬁ-bf'hl}hghﬁ ift.
Die Heronifhe Fovmel foll in der Ahnlichleitslehre Fitger ab-
geleitet twerden. ©ie bedeutet einen qrofent Fortjdhritt in der Lehre
vom Dreied.
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263) Cine Gigenjdajt ded gleidyjeitigen Dreieds. Fallt
nan bom einem hciiuhiqm Bunfte P innerhalb eines gleichjeitigen
Dreiedd Qote 1, L, I, auf defjen Seiten und verbindet man P mit
pent Gcen bed Dreieds, jo ijt die Jlache ded Dreiedd F = /A ABP

al : : S
—i _J,. .J)’ ()rjf'} | ‘ (-r‘_t }'j s ri? HiE .-’ljg _, “j_-. il i: ':._'J: : F:J‘ __ JF',}?J_ %E!TD
S 2.1 =5 : ; —
it L, +6L+1L= e h,  Solglidy gilt ber Sab:

Die Summe der von einem beliebigen Punite inner:
halb Ded gleichieitigen Dreiedd auj defjen Seite gefdllten
Qote it fonftant und zwar gleih der Hohe ded Dreieds.

Qiegt der Puntt P auBerhalb ded Dreiecks, fo ijt entweder einsd
der Uote, ober e3 jind zwei jolche von aufen {}m auf bie Dretecieitern
su fallen. Dann bleibt der Sab DLeftehen, jobald man bdieje Lote alsd
negativ auffafit.  (Vian e
verjudje den Sah aud) _T'_”.'__
phne Recdhning, d. §. rein G =

"
v ¥ " . 5 (f \
geottetrifch) au Deweijen.) /:J \

264) Gine Cigen- 'i;. 3= \-._
jchaft bed redhtivint i
ligen Dreieds. Fig 93 - — =
ftelle ein  redhtwinkliges
Dreied mit der Hihe 7
(auf ber Hhpotenufe) dar.
Die Abjdhnitte der Hypotenuje bezeidhne man mit p und q.

&)

Dabet 1jt

o o i
= a= — T

e = b* — p®,
aljo burch beiderjeitige dbdition

oKt = o’ f b® —jiﬂ = fjfg = ¢! "';” = ’HE

pber, da ¢ = p + q ift,

2= (p+ 9 — (P + P =0p"+ 4+ 2pq — (»* + &%) = 2pq.
Davausd folgt A% = pg, b h.:

Das Produft aus den AUbjdnitten der Hypotenuje ijt
gleidh) dem Quadrate ber Hohe
L
s q
man k die mittleve Proportionale u p und ¢ Dieje fann daber
fonftruiert werben, indem man p und g aneinanderlegt, baritber einen
Halblreid zeidnet und im Teilbunfte ein 0Hid jum RKreife veichended

Aud h-h=p-q folgt oder p:h=h:q Daber nennt
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Qot ervichtet. Cine Propovtion, in der das zweite und britte Glied
fibereinftimmen, nennt man eine jtetige Proportiom

S Fig. 82 tar dag Quadrat itber BC qleidh dem Rechted aus
der Hypotenufe und dem anliegenden Ubjchnitte Der lepteren. Jn Der
Bezeichnungsiveife der Fig. 93 iofgt affo a®*=gq-c umd V¥*=p-c
Demnad) ijt « wmittlere Proportionale u p nd e; ebenjo it b
mittlere Proportionale st p und e. Tied gibt eme neue Ronjteutiion
der mittleren Proportionale gweier Geraden. (LWelde?)

(In der Jihnlicheitslehre crgeben fid) biefe Sibe in febhr ein:
facher Weije.)

265) Das allgemetne Bieved gewdhnlicher Art [ajt fid)
purd) jede Diagonale in awet Dretece zerlegen. Seine Flache (apt
fih) 3. B. berechnen, wenn bie Diagonale BD = p unbd bdie von A
und ¢ auf diefe gefdllten Lote 7y und /Ay befanui find. Dann 1jt
.Jr'J.i‘.'] e phy 0 re L

3 (W
(3] ! O] ) '-_( 1 |

i

Stefen Die Deiden Diagomafen p und ¢ aufeinander jentredht, jo it
hy + hy = q und
t X
F—E£L.

Dies ift 3. B. der Fall beim Rhombus, beim Deltoid, weldesd aus
stpei berjchiedenen gleidhjchentligen Dretecent {iber bezt. unter derjelben
Diagonale befteht, aber auch bet gewifien unjpmmetrijden Rieveden.

Sind von eimem BVieved die Seiten a, b, ¢, d W Die eine
Diagonale gegeben, fo [dft fid) jeded burdh die leptere abgefchnittene
Dreied nad) der Heronijcdhen Dreiecaiormel berechnen, aljo ijt aud
bie Bierveddflacdhe befannt.

266) liber dbag Trapes, bei dem ein paraflcles Seitenpaar vor-
hanben ijt, mup fiiv Ddie fahenberechnung  folgendes al3 Defanmt
poraudgefelt werden: Palbicrt man in einem Trapes pie nidyt
parvallefen Seiten, uno sieht man die Rerbindungslinie der

Salbierungsdpuntte, fo ijt

3 pieje 3u Dem anbdeven Sei-
D ——-f\\ ------- - tenpaare pavallel und
B L qleidd der Halben Summe

S _‘?\ piejer Seiten.
i bty Beweisd. Jn Fig. 94 et
3 e e T R R —>B ABCD ba3 Trapez, E und

I feten bie Halbierungdpuntte
per nidht pavallelen Seiten AD md BC. Man lege duvd) I eine
Rarallele G H zu AD bon ber einen Parallelen big ur BVerlingerung
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ber anbeven, dann ift A FBG = A FOH (3veiter Qongruensiak),

alfo GF=FH und jomit EF Mittellinie des Parallelogramms
AGHD. Daraud folgt EF # AG i DH. Ferner ijt
EF=DC+ CH,
und zugleich
EF=AB — GB,
folglid) burdy beiderfeitige Addition 2EF = A B+ DC+ (CH— G B),
oder, ba CH— GB =0 iff, 2 EF=AB -+ DC
AB L DC

und BB —

Man nennt AL ', D bad avithmetijche Mittel Der beiden
Grundlinien AR und DC oder and) die mittlere Grunblinie.
Sindb AB—=a, DO =10 und die Hihe h (ber bjtand ber beiden
Parallelen) befannt, fo ijt die Flidhe des Trapezes leicht u bevechuen.
Denft man i) ndmlih dad Dreted FHC von Pavallelogrammen
abgefdhnitterr und in der Form des fongruenten Dreieds FGB an F'G
angelegt, jo erfennt man, daf da8 Trapey ABCD dem Parallelo
gramm fladengleid ift. Da aber AG = EF ijt, jo jolgt al3 Flade
filv Deidbe Figuven

U

Die Trapezflacdhe ift alfo gleid) dem Produfte aus der mitt:
leven @rundlinie und der Hiohe.

Bu den Trapezen gehict ein gegen die Mittellinie fhmmetrijches,
pag UAntiparallelogramm ober gleichfchentlige Trapes.

267) Dag gewohnlidhge Tangentenvieved. Hat da3
Tangentenvieredd den Umijang

uw=a-+b-+c-+ d, wobe i D
” " e TN
a-+e=0-+d= 5 ijt, und f __/;_-,.--fl
T e e . =t | / N
hat fein JInfreid den Nadiug o, < R A
1-.“ [apt fich feine Flache Teidht \\ :- ”‘x s 80
bevechnen. Denn ed ift A AM B S i i
Hhe T T \ /i W
+ABMC+ ACMD PN
A : (o bo co \\‘m | S b
+ ADMA =24 2 47 i
i dp B o ; (v Jine \"/
-+ — aljo ijt bie Gejamtfldde B
h 0 : 7 . g s oy |
F=>(a4+b4+c+d =—uw=0(a+¢) =po(b+4d)
Cy TN -_2 L. S o b

||
i
i
|
i
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268) Gine merfwiirdige Cigenjdaft ded Tangenten:s

/’

vieveds erqibt fidh aud dem Berhalten der vier Teilvierede.
Sn Fig. 96 it
(1) ANAMB— ACMB =22 —22_2(a—0),
z A d o co 0
(2) AAMD — A CMD == — =" = 2(d — ¢).
Fig. 96. Nuzd a —|— g=10 : d flﬂgf
po. aber a — b = c?_ — ¢, folg
AN (ich jtimmen beibe Dijf-
//---.-_ S i il
/ ferenzen itbevein. (Bgl.
o iR RNr. 286.)

St nun J ber Hal:
bierungspuntt bder Diago-
nafe AC, jo wird behaup-
tet, dbaf Die Diffeveny (1)
pa3 Doppelte vom Dreied

7 0 BMJ jei.
S Falt man  namlic
= ot A aud ein Lot AL

auf bie  Berldngerung
B g BM- AL SR
o BM, jo ijt A ABM = = . Palt man von C ein Lot

CO auf AL, jo ift OL bdbie Hihe des Dreiedsd B M fiir bie Grund-
BAM.OL

linte BM, aljo N BMC = 5 Die Differens (1) ift alfo
gleich £ Ul—ii ied 12 UL e “z 05 Falt man von J
aus ein Lot TN auf A0, fo it AN =22 affo

WL =2 mRr

0T qu’} oy

alfo nad) beiberfeitiger Subtrattion
AL — OL =2 NL.

fan

Demnad) ift die Diffeveny (1) gleid) BM - NL, oder, da
NL bdie Hohe des Dreieds BMJ fitr dbie Grundlinte BM
ijt, gleidh dem Doppelten ded Dreieds BIM I,

®ang ebenfo [(dht fidh mit Hilfe bder entfprechenven Hilfe-
linien beweifen, dafp die Diffeveny (2) gleich dem Doppelten bes

o ——— e i P
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Dreiedd DMJ ift. Da aber beide Differenzen itbereinjtimmen, fo
folgt, daf

]

{ J) ABMJ =/ DMJ 1]~I

Sit mun K die Mitte der Diagonale BD, jo ift aud) A BAM
— A DKM Bive alflo JMK eine qcbmrﬁuu‘ Qinie, o iviirde
Bieved BAMJ = ‘“tr’ucf f)_.?\ M.J fetr. Bieht man aber die Geradbe KJ,
o it aud) A BET = A DKJ. Folglih mup M auf JK liegen.
(Qdge ndamlich M m{Jt~ bor KJ, fo toiitbe BKMJ > DKMJ fein,
ldge ed linfd von JK, jo witthe e3 Feiner af3 diefed fein.) Dber:
[\ JMEK Bat den Jnalt Null, demnadh liegen J, K und M auf einer
Gerabert.

Solglich gilt ber Sab:

Die Verbindungslinie bder Diagonalenmitten eines

Zangentenvieveds geht ftets durd) den Mittelpunft des Jn-
Rretjes.®)

ﬂitmrrhluqm. a) it der Winfel bei D ein foldher von 180°
jo wird ba3 Tangentenvieved zum Tangentendreied und D toird
Bevithrungspuntt ded Jn-freijes. Jeht wirh J der Halbierungdpuntt
ver Dreiedsieite AC. Daraud folgt:

Die IMitte ber *-li-criil’ratnqiirﬂlwu tjale (BD) eines
Dreteds und die Mitte der zugehivigen Dreiedsfeite (AC)
haben eine BVerbindbungslinie, die durd den :htile[puuft hc:
In=freifes geht. Dort alfo {dhneiden einander die drei entfprechenden
LBerbindbungslinien fiiv da3 gange Dreied.

h) Begetchnet man bdie vier Teilvreiede AMB, BMC, CMD,
DAl A be3 Tangentenvieredd al3 J,, J,, Jy, J,, jo folgt aud ihren
Jnbhaltsformeln J, : Tyt gt Jy=a:b:ie:d  Uus der obigen Formel
Jy —dJy=J, —J; folgt nod) J; + J;=J, +J,. Man beweife
Jwrﬁ paf 9C AMB 4 9T CMD = 180" ift, ebenjo << BMC

“DMA = 180°% (Bgl. Nr. 286.)

L..I N\ezfmtgmt man Ddie Gegenfeiten a und e, cbenjo b und d
bi3 zum Durdhjdnitte P bezw. @, o hat man in dber Figur APCQ
et Bievect mit einfpringendem Wintel, tn BPDQ ein iiberihlagenes
Bieved. BVei dem erfteren find AC und PQ Diagonalen, bet dem
anberen PD und P@. Veiden ijt der Rveid M ein= beziv. an-

) Dies fdheint ver einfadyjte Clementarbeweis bdicjed Sapes zu jein. Jn

Tetl IIL, 2. *"[m[nr;e biejes Lebrbud)s ift ein umijtdndlicherer Nadhiveis qLImm

Der Sab ift ein Sonderfall eined Sahes von Gauf fiber die drei Diagonalen-

mitten Ded vollftindigen Vierjeitd und itber die Mittelpunite der einem Bier-

feit einbejdhriebenen SKegelidhnitte. (Vgl. Teil 1IT.)
Holymitller, Clementormathematil. L. 4. Aufl
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bejchrieben. Wian berjudje ebenfo ju zeigen, daf die Halbierungspuntte
alfer dret Diagonalen AC, BD und PQ auf bder durd) M gehenden
®evaben JK liegen. (Gaufide Gerade.)

969) Fladen der drei Arten anbefdricbener Tangenten:

vierede.
a) Fiiv bas Tangentenviered mit einfpringendem Winfel (bet D)

it #—=A AMB+ A BMC— A CMD — A DMA=a+b;

—¢ (j —d 0} =2 (a+b—c—d). (Bagl Jig. 97.)

9
b) Das iiberfchlagene Tangentenviere A BCD hat feinen Snhalt
im gewdhulicgen Sinme. Man verfteht unter jeinem Snbalte den

&ig. 98,

ot
A~ \
&rig. 97. i -.,‘I
. {1‘_/’/ | “H M ]
e o S |~
A 7% N et | i
’e s \ /'f I ¥
’/.}Jf \ };.z._:___}_ S S BT s
¢ & v = llf I| 2 ‘riJi / /-"'.
o = | / P
A a | o
e e i
g S i =i P

Unterjhied der Dveiede ABE und CDE. (Die Flade ded einen
Dreiedd titd gewiffermafen afé negativ aufgefafht.) Danm ijt wieder
Fe=AAMB+ABMC—ACHMD —AAMD~2(a+b—c—d)
— N ABE — A CDE. (Bgl $ig. 98.)

¢) Audy fiir die dritte Art von Tangentenviereden, bei der Leime
Seite unmittelbar berithrt, gilt bie genannte Flachenformel. (Bgl. Fig. 72.)

370) Die Flacdhe jedes einem Qreife umbejdricbenen Bieleds
getwidhnlicher vt ijt

Pl bl e gty ="g

DS 4 2
Verbindet ntar die Gden eined allgemeinen fouveren Bieleds (n-Cd3)
mit einem Punfte P feined Jumevn, fo zerfegt man e3 m n Dreiece.
Sind a,, a,, as,..., a, die Ceiten, by, hy, hy, ..., h, bie Fu=
qehorigen Hihen der Dreiece, fo ift die Fldde

1 .
F=3 [ashy + Gghy + G3hg 4+« - - + a, k).
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271) Bemerfungen fiber Pythagoreijdhe Fahlen

3

Bablen 3z je dreten angegeben, vbon benen jede den Seiten eined redyt:
winkligen Dreiedd entjpredien fonnte.  Diefe Pythagoreijdhen
Bahlen follen bier wiederholt und ergdnzt werben.

.,,.;

3.4 D BN s e 27, 364, 365 36, 77, 85
b, 12 13 17, 144, 145 28 5. 53 36, 323, 825
7, 24, 25 19, 180, 181 28, 1895 0 37, 684, 685
o Pl £ e 200 21, 29 29, 420, 421 39, 80, 89
9, 40, 41 20, 99, 101 31, 480, 481 39, 760, 761
It, 60 61 1220 221 32, 255, 2567 40, 399, 401
i B 23,264 265 33, :';t;, 65 41, 840, 841
13, 84, 85 24, 143, 145 33, bd4. 545 43, 924, 925
Loyl 12,113 050812031 3 - e85 8612 6435 44 417, 195

44, 483, 485

Multipliziert man die Bablen einer joldhen Gruppe mit einer beliebigen
ganzen Zabl, jo erhalt man ivieber eine foldhe Gruppe, die aber nidhts
neued Dbietet. MNur unabhingige Pythagoreijhe Jahlen find Hier bis
aur Babl 44 fiiv die fleinfte Seite angegeben.

Die im Vorfurfus angegebene vorldufige NRegel, fiiv jede beliebige
Babhl »n (> 5) 3wet zugehorige grofeve zu finben, twird jeht verftind-
lid) fjein.

a) Qft » ungerabe, fo febe man in p® — ¢ = n® die '-'!,*nrjf
p=g-+ 1. Dann wird (q + 1)* — ¢* = »® oder 2¢ + 1 = n?

- ne— 1 n*— 1 n®—1- 2 .Ja‘—L 1 e

. §. g- = 1 - =—"Lci Pie
Glniiis ibt alip die Rablenarubpe 2 HE =l e =
~opung gibt aljp ole Hablengruppe =, __’ ; 2

b) Ift » gerabe, jo febe man in p* — ¢ = n? die Bahl p=q < 2.
™ i a o 5 I Hr —4
Dann wird [\f,r + 2)" — ¢° = n? ober 4q + 4 — n? D)t T

n?—4 n* - 4 b e = n*—4 nt*l4
p [ T 2=—;—- e Sbpmg ijt alfo », = L' .

Man findet aber dabet nicht jdmtliche unabhingigen Puthagoreifden
Bablen, fonbern nur fjolche Gruppen, bei denen Ddie beiden qroferen
Sablen nur wm 1 ober 2 vonetnanbder unterjdhieden jind. (Beifpiele
finbet man im BVorfurjud.) CEine allgemeinere Ljung qibt folgende

¢) €ind @ und b beliebig gegebene ganze Bahlen uud ift dabei

> b, fo ift leiht zu zeigen, daf die Babhlen

(@ — 0%, (2ab), (& -+ b
eine Gruppe Pythagoreijdher Bahlen jind. G8 ift namlid:

A
(=
~ .

(a* — .Fr)' + (2ab)? = (a® 4 b*)?,
g9*

Sgm Borfurjud § 72 wurde eine Reibe von Gruppen ganger




s
132 Blantmetrie [ Forifebung ded Lehrgangs.
toeil
at — 2470 + b + Lab? = gt + bt} 24707
1it.
Sept man 3.B. a=2,b=1, {0 finbet man o —b*=4—1=3,
2gb=2.2.1=4 a®+b*=4-+1=25, aljo Die erjte ®rupye 3, 4, 5.

Sept man a=3, b=1, o folgt @* —b*=9—1=238,
9ab—2-3-1=86, a®+b2=9-4+1=10, alfo bie Gruppe 6, 8, 10,
bie aber nichtd newed gibt, da fjie aus ber erften durd) Wultiplifation
mit 2 Dervorgeht.

Gept man a=3, b=2, o folgt & —*=9—4=25
Sab—2-3-2—12 a*+0b2=9+ 4 =13, alfo bie Gruppe 5,12, 1

3.
Ghenfo fann man ber Reihe nah a =4, b =1, pher a — 4, b = 2,
ober @ — 4 b =3 feBen. Das erfte gibt dbie Gruppe 8, 15, 17,

!

f

bad dritte die Gruppe 7, 24, 25. Dad atgite qibt nihtd neues,
ba 12, 16, 20 aus der erften Gruppe duvdh Multiplifation mit 3
hervorgeht.

Yui diefe Weife findet man jamiliche Bythagoreijden
Bahlen bHis zu einer beliebigen Anfangdzahl a Hin
Damit ift eine widtige Gruppe von unbejtimmien Gleichungen
steiten ®rabes (Diophautifde ®feichungen zweiten Gvabed) von
per Form a? 4 yP =% wo @, y und n ganse Aahlen fein jollen,
ofne bejondeve Vorfenmtniffe jur Lojung gebradt. |

[272) Borlaufige Methode, die Jahl = mit Hilte ded
Pythagoreifden Lefhriahes Dbis auf 6 Stellen Genaunigteit
su bevedhnen™)

uflajung. Jn Fig. 99 jei der Radius ded Halbfreifes gleid) 1.
Da fidh ber Radius dreimal als Sehne eintragen [dgt, ijt aunddjt

1z pie Oalbfreislinie grofer ald 3.
. Mean hHalbieve den Bogen A B m C.

"‘ e Damm it AD=5, AM =1,

' C\\  folgli) MD VAN — AD?

: Y '\‘.\ \.I- ) l.;‘rl:: _.. |"\:_1“;|:‘I = -]’_a'f]_ — .JL — -[..-"r :;’ ;

it o \\ Folglih it €D =MC — MD

P S u N =1 — Vi, Folglid) ift die Seite
3 ped vegelmdpigen 12:Eds

A0 VAP TP Vi VD =Vi+ A+ 127D

V2 — V3.

# Qn der Whulichfeitdlehre twird eine bequemere Methode angegebern.
Hier Danbelt e3 fich nur um cine Ubung in der BVeredhnung bes Umfangsd
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Da /8 =1,732051 .- alfp 2 —}/8=0,267949 --- und daber
AC =710,267949 - .. — 0,5176380 - - - ift, fo folgt al3 DHalber
'llm'fnnq pes regelmafigen Swilfeds das Sed)dfadye vabon,
D. b ¢ m}‘?h o Died ift jdhon ein Dbeffever Naherungdivert jiiv =
ald bIL. _;yﬂl}[

Jebt [}ﬁ[[‘ft‘rt‘ man den Bogen AC, wad F gibt, dann wird
bied) F M die Sehue AC in E Dalbiert, und es toird

AE — "l_f'l (2588190 - « ,

EM—VAM?— AP =V1— AE,
FE—=1—EM=1—}1— AFE?

aljo die Selhne
AE?)

VAL — A —_sYi— A =Va(1 —Y1—4E)

3

Hier ift 4 L —0,06698728 ---, alfo 1 — 4 E*=0,9330127 - - -
md AP — V(1 —1/0,9330127 - - -), ober, da 1/0,9330127
— 0,9659258 --- ift, AF =7/2+0,0840742 - .- = /0,0681484 - ..
= 0,2610525 -+ Der Halbe Umfang ded 24-Cd3 ift bas
Bwilffadhe dbavon ober 3,132630, was nod) ndher an = legt.
©o fanmn man, de PHalbierung der BVogen wiederholend, fortjahren.

Su derjelben Weife fann man den Halben Umfang der umbe-
jchriebenen vegelmifigen Bielflache ber angegebenen Seitenzahl bevedjuen.
Withrend die einbefchriebenen BVielflache einen zu fleinen Niherungsivert
geben, gebent die umbejchriebenen einen zu grofien, aber z wird immer
enger zwijchen el Bahlen eingejdniivt. Die Rejultate Hid jur jedjten
Stelle find in ber folgenden ZTabelle ujammengeftellt.

Ginbejdyrieben: Umbejchrieben: ﬁ"ufgﬂir{}:
6-Edt 3,00000 3,46410 3 < <34
12:&d 3,10583 3215639 3,1 ey D
246 3,13263 3,15966 3,13 < 5.2 915
4 8-k 3138955 314609 3189 <= m< 3146
96t 3,14103 3 14271 31410 < = < 3,142.
1926 3,14145 3, 14187 3,1414 < < 3,1418
384-Ec 3,14156 314166 314156 <= < 3,14166
768-Ed 3,14158 314161 3,14158 < = < 3,14161
1536-Ed 314154 314160 3,14159 << = < 3,14160
|

Damit ift == 3,14159 auf fedh3 Stellen richtig berechnet.

regelmifiger BVielede, deren ein- ober wmbejdhricbener Kreid ben Rabius 1 fHat.
St bad Wurzelaudziehen nod) nidyt geiibt, fo ijt diefer Paragrapl) zu fiberfchlagen.




134 Planimefrie [  Forijepung ded Lehrgangs.

) Shlugbemerfungen jur planimetrijhen Lehraujgabe
per Quarta und Untertertin.

a) Gin wefentlicher Bejtandteil der Plantmetrie liegt i benm

Grildrungen (Definitionen) der in ihr zu behandelnden Begriffe.

Dieje Begriffe find entiveder Grundbegriffe oder zujamnten:
gejette Begriffe

Grundbegriffe find 3. B. Punft, Linte, Flicde.

Bujammengefebte Begriffe find 3 B. redhwinfliges Dreied,

Parallelogramm.

Gine Grilarung joll alfed Notwendige enthalten, aber niur dad
Notwendige. Sie ift entiveder eine jadlidye Crilirung (Realertlirung)
ober eine Cutftehungserflarung (genetijhe Crildrung). o fann
man 3 B. die Gerade folgendermafen ervflaven: Die Gervade ijt die
Fiivzefte Lerbindbungslinie wijden wei Punften. Man Fann aber
aud) fagen: Die Gerabe entjteht durd) die Veivegqung eined jtetd in
derjelben Michtung wandernden Lunttes,

Mud bder Grildrung eined planimetrijhen Gebildes miiflen fich
beflen wefentliche Cigenjdajten ableiten [lafjen. Die Ableitung
ber Gigenjhaften ber Gebilde ift eine Hauptaufgabe der Mathematit.
©ie muf in ftreng logifder Weije exfolgen. (Die Logif ijt
bie Wiffenjdhaft, bie fih mit den Denfjormen, Dbejonderd mit Den
Sdyluffolgerungen bejdhaftiat.)

b) Dasjenige, wad iiber einen planimetvijhen (allgemeiner einen
mathematijchen) BVegrifi ausdgefagt wird, nennt man einen Sap. Cin
foldger Gap fanun eine allgemein anecfaunte Grundwalhrheit (ein
Wriom) fein ober ein be3 Veweifes bebiirftiger Lehriab.

«) ALS alfgemeine Grundidabhe werden in der Regel folgende an-
gegeben.™)
1) Wenn 3wei Grifien einer dritten gleidh find, jo find fie unters
einander gleid). [t a =c undb b =¢, o ift a = 1.
2) Gleihes su Gleihem abdiert gibt Gleihed. Jjt @ = a; und
b="b;, joift a4+b=n0a,+4+0.
3) ®leihes von Gleichem fubtvabhiert gibt Gleichesd. Jjt a = o

und b=2=5;, jo ift a — b = a, — b;.

4) Gleides mit Gleichem multipliziert gibt Gleidhes. Jjt ¢ = a4
wmd b=>0;, o ijt a-b=a,-b.
) Al erfter Grundjap wird Haufig folgender angegeben: ,Jebe Grdfe
ift iy jelbft gleich.” Da jedoch zur Gleichheit mindeftend zwei Grdfen ge-
hioren, wird er bejjer iibergangen.
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5) Gfeidhes durd) Gleidjes dividiert gibt Gleides. Jijt a = a; und
- . [ r’l]
b=1,, fo ift'5—3

1

Sepem diefer Gleichheitsiihe fann ein Ungleicdhheitsiab sur
Geite gejtellt werben, 3. B. Gleides 3u Ungleichem addiert gibt
Ungleihes. Jit 3. B. a = ay, aber 6> by, fo ifta-+b>a, +b;;
ift @ =a,, abex b< by, fo it a + 0 < a + by.

Dem erften Grundjage wird haufig folgender Ungleideits-

faby zur Ceite gejtellt:

6) it von zwei gleihen Grifen die eine griper (bezw. fleiner)
al3 eine dritte, jo ift aud) die audere grier (bezw. fleiner)
al3 bie britte.

Sm Bereidhe der pofitiven Gropen gilt uod) folgenbder
Grundjah:
7) Der Teil ift feiner al3 dad Gange, oder ba3 Ganze ijt grifer
afg jeber fetner Feile.
Diefe Grundjdse find teild jdhon aur WUnivending geformmer,
teild twerden fie nod) nivendung findern.
eber der erften fechd Sidpe enthilt eine Bedingung, untev
ber bas usgefagte richtig ift. Die Bedingung nennt man die
Borausiepung, die Ausjage Heift die BVehauptung Auf
einen Beweis der lehteven wird, wie jdon gejagt, vergichtet,
weil ¢ fich um alfgemein ald ridhtig anerfannte Dentformen

(Sdlufiolgerungen) Hanbelt.

B) Meben bden allgemeinen Grundjaben gibt ed planimetrijdye

Grundjabe (planimetrijhe Axiome), Dei Ddenen auch auf einen
Beweid verzichtet wird. So jagt man 3. B.: ,Jn der Ehene lafjen
fidh durch jeden Puntt unendlich viele gevadbe XVinien legen.”

[Bei manden Sipen jolcher Avt tonnen Jweifel hevrjchen, ob
fie zu ben Grundidfen ober zu Den eined Betveijes bediicfligen
Qefriiben gehoren®) Gerabe in nemerer Beit fiud in diejer Ve-
aiehung diber die Grvundlagen Der Geomefrie umfangreiche Unters
fidungen jharfiinnigiter Art gemad)t worben. Ju allgemeiner
Ginigung ift man nod) nidt gelangt. Die Scule fann auf dieje
fritijhen Streitfragen nicht eingeben. Sie nimmt paber mande
Sike ald planimetrifhe Wxiome an, die vielleidht jpiter bon Dder
ftrengen Syftematif nicht af3 joldhe anerfannt werden.

Unter diefen Uriomen Hat dag fogenannte elfte Uriom bes
Guflid eine BHervorvagende Nolle gefpielt. 3 Handelf fidh) um

#) Die eingeflammerten Bemerfungen funen vorliujig iiberjdylagen werden,

mitffen aber daun fpdter bejproden werben.
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6 PRlanimetrie IL,  Forfjebung bed Lehrgangs.

ben befaunten ©af, dak, tenn bei ivei bou einer Ddritten ge:
jchnittenen  Geraden forvefpondievenbe Winfel gleich find, bdie
(eteren  Gevaden einanber mnidt jdneiden fonuen, iie tveit
man fie auch verlingere. Bwettaujend Jabre lang haben audy
bebeutende Mathematifer ben Sal ftreng ju betveijen verjudt. Erit
Gaup und einige feiner Jeitgenofjen haben erfannt, daf ein jtrenger
Betweis des Sabes unmiglid) ift, daf aljp jener jharfjinnige Griedhe
ihn mit vollem Redhte als Ariom Dhingeftellt hat. (Nimmt man
diejen ©ab nidht ald ridhtig an, fo fommt man auf die verjchiedenen
Sornen mnichteutlidijher Geometrien.) Der Saf fann iibrigens
burd) den ©ab erfeht tverden, daf bdie Wintelfumme im Dreted
gleid) zoei Nechten jei. Gejdhieht died, jo ift diejer Sab ald Wgiom
i betradyten.

Sm allgenmeinen wird anerfannt, daf die Schule eine gripere
Anzahl von Wriomen nitig hat ald die Wijfenjchait.

Bei einem Lehrjape dagegen handelt e fich um Voraudjepung,
Behauptung und Beweis.

©oll 3 B. betwiefen toerden, dap gleiden Seiten eined Dreieds
gIeicI)F Winkel gegeniiberliegen, o ‘mu“:* B. voransgejest, bag ABC
eint Dretect und daf AC=BC 1jt. Behauptet wird, baff <L p=<Ce
fei. Um ben Beweid zu liefern, hat man im vorliegenden Falle
etne Hilfafonjtruftion nétig. Entwever fallt man von C aud
auf Ddie ®egenfeite ein Lot ober man berbinbet C mit ber Mitte
der Gegenjeite ober man halbiert ben Wintel bei €. Dann beiveijt
man, dbap duvd) die Hilfalinie dasd Dreied in 3wei fongruente Teile
serfegt totrd. Darvaus folgt die Gleichheit der homologen LWintel
B und e

©o ergibt fich fiir jeden Lehria ein Dbejtimmtes Sdema:
1) Der Lehriab iclhfr 2) die Borausjepung, 3) die BVehauptung,
4) die etiva notige Hilidfonfteuftion, 5) der Beweis.

Bur MWhung im ftreng logijhen Denfen ift ed3 bdburchausd er-
forberlich, biejes Echema an vielen Beifpielen duvchzufithren. Auch
ift alles, was im Beweife gejagt wird, zu begritnden, fei ed burcdh
Lertvetjung auf den entjprechenden Grundjal oder durd) AUngabe
eined bereits Dewiefenen Lebrjabes. Jm obigen BVeifpiele ijt 3. B.
per angetvandte Kongruenzfab zu nennen. Jur ber Riirze Halber
ift in diefem Buche dad angegebene Sdhenia nid)t duvdhgangiq an=
gewanbt.

Der Beweid 1ft entweder ein unmittelbarer, D . ein
divefter Deweid, oder ein mittelbaver, b . ein indirefter
Betoeis. Vet dem erfteren wird der N m:fhuuw ber Ridtigeit wirk:

ety a5 PR
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