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SRarallelenjipe. 33

Dabei decent einanbder and) die Wittelfentrechten von CD und Pg, fo-
bag der Abjtand PE auf den Abftand DI fillt. Da demnad) die Lote
EP und DF gleid) lang find, ijt PF und damit P parallel ju 4 B.

Bemerfungen. [n Fig. 15 ijt (nadh 71a) 9 e = < ¢y, ebenjo
oy — Cay, alfo der Dedung tvegen <L o= o — o=y UND

X CPD = < PDQ. Man erhdlt bemnadh die Sinie PQ aud
padurd, dafh man den Winfel DPQ oder o, gleich bem Winkel
CDP oder o madht. Der Sdhiifer zeige, daf aud) T ODB=1un
alfo DQ || CP ijt, joba die Bevedhtigung vorliegt, das Bieved CDQ P
alé ein Parallelogramm zu beseihnen, Gr verfuche fchon jeht elbit
ftindig Gigenjchaften des Rarallelogramms und feiner Diagonalen
aufufinden.  Bejonders gilt der Sah: Die Gegenfeiten eines
Barallelogramms jind gleid) und parvallel, oder: Parallele
swijden Pavallelen Jind einander gleid). — Aud) die Wintel «,
und «, jind gleidh) «. KL und AB jind alfo parallel, twenn geivifje
Wintel gleich find. FWelche?

v) Man fann aud) mit einer einer einzigen Jirfel
offnung jum Biele fommen: Man nehme auf A B einen beliebigen
Puntt ¢ an, {dlage wm C mit

per Bivfeldfinung CP einent Rreid- oig. 16-

bogen, der in D {dneidet, um P Pre = L ~” -
und D {dlage man Kreigbogen mrit O SE A
berfelben Offmmg, die den Schnitt: T ,’V A

punft @ geben. PQ ift die gejuchte ;_’f, 2 s

Barallele. A—p B

Die Midhtigleit folgt Ddaraus,
bafy CQ die Mittelfentrechte zu PD ift, wobei, wie frither, I ¢ = «
= oy = o, ift. Weil namlic) wieder o, = e ift, muf PQ | CD fein.

Bemerfung., Jjt wmgetehet PQ 4 €D, jo mup PC 4 D@,
X o=« — o, =a und PD | CQ fein (3 foll Heifen gleich und
pavaflel). Dag Biered CDQP Hhat (auter gleihe und paariveije
patallele Seiten. €3 Deifit eine Naute ober ein Rhombus. Der
Sehiiler verfudje jdhon jept felbjtandig Cigenjdhaften dez Rhombud und
feiner Diagonalen aufzufinden.

c) Bemerfungen iiber pavallele Geraben und itber bdie Winfel-
jumme des Dreieds.
o) Die Parallelenjifpe
78) Aus den lehten Ronjtruftionen und der Schlufbemerfnng
erqibt fich fitr Fig. 17 jolgendes:
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34 RBlanimetrie I Ergebniffe bed Borfurjus.
Xt AB| CD, jo iit LB = {)'3. Demuad) ijt im gamen,
weil mid} vrﬁutuimmfd gleich ‘[m‘: S By=<LP=96s=FKpi
Da fermer su gleichen Winfeln unu’[JL ‘,Jh*hml1m|1‘fv£ qal;mm jo ijt
aud) € @ = oy = oy = . Die
;£ oo Summe mxé ie einem « nnd je
‘f einem f ijt gleich zwer NRecyten.
" Finben umgefehrt die ge-
11 [ 1 nannten Winfelgleidhheiten fjtatt,
-f‘: fo jind AB und CD parallel.
o R 2 79) Man teilt die genann-
11 / 9 ten adgt Winfel der Fig. 17 in
gewiffe Gruppen ein. 1) B, «,
B, B,, o liegen zwijchen den Pa=
s e T vallelen und werben dbaber inneve
':’i : Wintel genannt, die iibrigen find
1 3 dupeve Winfel. 2) Winfel 1ie
« und e, bie paorieije gleid)-
Iz gerichtete Schentel haben, nennt

man gleichliegende Wintel

aud) fovveipondierende Winfel (d. §. einander entfprechende), wobf
and) Gegentwinfel®) Die Detveffenden Paare jind e und o, e
und g, B, und py, f unbd f;. 3) Wintel mit entgegengejebten
Sdentfeln, die aber nidht Scheitelivintel find, Deipen Wedyfelwintel.
Die betveffenden Paare find: o und ey, oy und e, f und fy, f;
und B, 4) Winfel mit einem gleichgeridhteten und einem ent-
gegengejet geridyteten Sdienfelpaare, die aber feine Jteben=
winfel find, beseidhuet man al@ entgegengejefte Winfel #¥) Die
betveffenden Paare find: « und f;, f und o, f; UMD o, ¢ unbd ;.

(Man fann bdiefe Winfelgruppen andy fo Ddefinieven, bap bie
Wintel entweber auf derfelben Seite der bdie Pavallelen jdnetdenben
Geraben, ober auf verjhiedenen Seiten liegen, dap jie jerner gugleidy
dufere bezw. zugleich inmere Wintel find, oder bdaf fie nidt sugleidy
innece beytv. dufere find. Diefe Definitionen ]Uﬁt‘it pem  Ediiler
itherfaffen tverden.)

80) liber biefe Winfelpaare lafjen fid nad) obigem folgende
'E:ﬁg_ae ml%iprcdjrzu:

#) Diefe allgemein iibliche Bezeihnunug ijt nicht glitdhid qt‘wn[]li

¥ Olud) dieje BVegeichnung ift nicht glitetlich qcmuljlﬁ, aber fie ift allgemein

!'E?hrﬁildjﬁd}. Sie foll beibehalten toerben, weil diefe Winfel von geringerer
Bedeutung jind.




PRarallelenjdpe. 25

Werben zwei Pavallelen von einer Geraben gefdhnitten,
o jind je zmwet gleichliegende Winfel gleid, je zwet Wedhjel-
winfel gleid), je 3wei entgegengefehte Wintel betragen u:
jammen zwei Redte.

Umgefehrt: Werden zwer Geraden von einer dritten ge:
jdhnitten, und find dabei zwei gleichliegende Wintel gleidh,
pber jind zwet Wedjelwinfel gleich, ober betragen 3zwet
entgegengejefhte Winfel zujammen zwei Redte, jo find die
beiden erjten Geraden parvallel®)

81) MWean fann emen felbjtdndigen Beweis des [epteren Saped
folgendermapen verfuchen: Jn Fig. 17 feien alle « (ebenjo alle B)
gleid), dann hat man auf der einen Seite der Gevaden K F Flddhen
viume 1, 2, 3, auf ber andeven Flachenvdume I, I, III mit iiber-
einjtimntenden Wintelpaaven. Wan dente fich die Geradbe EF doppelt,
dann [at jich ber vechte Teil der Figur durd) eine Drehung wm 180°
nebft BWerjchiebung oder durd) Drehung um die Witte von G H allein
mit dem [infen Tetle jo jur Dedung bringen, dap die Fladhe 1 auf I,
ote. Flacdhe 2 auf II, bie Flade 3 auf T fallt. Angenmommen mnum,
redhte wdre e um Endhiden legender Shnittpuntt der Gervadben G B
und HD vorhanden, jo miigte er bet der Dedung mit einem dann
nottvendig borhandenen Sdynittpuntie der Gevaben HC und G A iz
jammenfallen. Dann aber Hatte man zwijhen jwei endlichen Lunften
swet getrennte ®evaben, wad unmoglih ift. Demnad) fann iweder
red)t8 nod) linf8 von Dder jdyneidenden Geraben ein im Enbdlichen
liegender ©dynittpuntt moglidy fein, folglid) find A B und €D pavallel.

n
i)

82) Das gegenjeitige Vevhalten weter Pavallelen [kt
jih nod) auf folgendbem Wege verdeutlichen. Jun Fig. 18 ijt eine fejte
Gerabe AL und eine um M drehbare Gerade dargeftellt. Die An-
jangslage der lepteven jei KF. Bewegt jid) L F lintddrehend um M,
jo nimmt die Gerade 3 B. die Lagen H I, K, F,, KE,F,,... EF,
an, wobei fie eine Halbe Umbrehung gemadyt hat und jid) entgegengefest
sur Anfangslage befindet. Dabet ift der Durchichnittdpuntt N mit
ber feften ®eraden auf biefer itber N, unb N, nac) unendlicher Ent:
fermuing getvanbdert, die der Lage K, _-'3 entipridit. Dann it ex plop-
lid) nad) einem in entgegengejeter ‘Jud)tuug liegenden unendlich Fermen
Runtte fibergejprungen und von dort her iiber N,, N, nach N, d. b.

) €3 it gevechtfertigt, aud) dbann von gleidhliegenben Winfeln ujw. zu
fprechen, wenn bdie beiden Geraden nur nafezu pavallel find. Die Behauptung
pes Parallelidmus redhtfertigt vie Venennung.




36 Planimetrie I. Grgebuifje des BVorhurjus.
in die Unfangslage N zuviidgelangt. Macht von jet ab Ddie Linie

nod) cine Drefung von 180° fo wiederholt fich ber BVorgang und EF
fommt in die eigentfihe Unfangslage und Unfangdrichtung uriid.

oig. 18

Fi
E

N,

fiberall affo ijt die Bewegung von N eine ununterbrodyene,
aur beim Pajfieven der parvallelen Lage madt ber Sdhnitt:
punft aud) bei Dbder geringften Drehung einen unendlid
grofien ©prung.

[83)%) Dies fithet auf bie Frage, wie man {ich dbas Berhalten
ber Parvallelen im Unendlichen felbit penfen {oll. Der Sab,
baf die beiben Geraben A B und EF Ffitr jede Rage eirtert und muy
diefent einen Sdnittpuntt Haben, wird pliplic) zweifelhaft Fiiv den
Fall bed Paralleligmus. Oben touroe abfichtlich jtets mur gefagt,
oabet twive im Gndlichen fein Sduittpuntt vorhawden. IMan fann
ihn aud) fiir bad Unendlidje ablengnen; man fann aber aud) jagen,
er befinde fich im Ulnendlichen, nuv bleibe e3 sweifelfaft, ob er nad
ber einen oder nad) der entgegengefebten MRidtung su penfen fer; man
fann aber auf Grund der bejprochenen Symmetrie auch behaiupten, es
feien in unendlichen entgegengefesten Entfermmgen el Schnittpuntte
vorhanden.

#) Diefer Abjdhmitt fann vorldujig itbergangen fperben, mufy aber jeben-
falld ivgendann zur Sprade fommen. Nitr den Beitpunft ijt die Dnalitat
ber Sdiiler entjcheidend.
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Im Grunde genommen find alle biefe Redewenbungen aleich-
beredhtigt, und Dies famn man folgendermagen anftlaren. Weil in
g, 17 < @ = < «, ift, jogt man, die beiden Parallelen G5B und
IID Ditten gegen die Gerabe EF denfelben Ricdytungsunterjdied.
Dafer ift die Behauptung bevedhtigt, ie htten diefelbe Ridhtung.

Denft man fich einmal, bdie beiben Geraben hatten im lUnend-
(ichen benfelben Abjtand toie im Enbdlidhen, fo bebentet Dies Den
RiGhungsunterichied Null; Denft man fid), fie bhitten port einen
Sdnittpuntt, jo bebeutet Dies einen umendlid) Fletnen Ridhtungsunter=
fchied, defjen Folgen im Cubdlihen durchausd nidyt wahrnehmbar jein
fonner. Beide Annahmen bedeuten aljo fiir die nur im End-
(ichen arbeitende Mathematit gang basfelbe. Ob das eine,
ob bad anbere der Fall ift, ein Ridtungdunterfdied oder
eine Snberung des Abjtandes ift im Endlidhen nidht wafr:
nehmbar.

Fiir die mur im Endlichen arbeitende Mathematit gilt daber aud
ber ©Sab, daf durd) eimen endlichen Punft nur eme eingige ‘Barallele
gelegt werden fonne, mit voller Bejtimmtheit. Riir bie mit dem ln-
endlichen arbeitende Mathematif wird aber bder Sab swoeifelhait,
benm es fommen fiir dad Unenbdlice die Fille des Schneidens und des
Nichtichueidend nicht auseinanber gehalten werden. Man fann jogax
Hir dad Unendliche den Fall eines Auseinandergehend annehmen, ohne
bafy Die ®eltung jenes Sapes im Endlichen gejtort ird. Darausd
ergibt fidh), Dap dDem ©ape eine Geltung filv dad Unendlidge jotwohl
sugefprochen, ald auc) abgefprodjen werden fanm; jtreng bewetjen
(it er Jid) dafiir nidt

Guilid Hat bdied ecfannt. Tropbem jprad) er ihn mit Ve
timmtbeit aug, jedod) ofme Beweis. Gr fprad) ihn aus ald ein
Ariom, b. h. al@ eine felbjtverjtindlidhe aber un beweisbare An:=
nafme. Er dadte fich eben jeinen mathematijdhen Raum jo, dap
ber Sap Geltung Haben follte.®) Wi gehen ficher, tvenn wir ibhn
porfiufig af8 fiiv bad Enbdlidhe geltend anmehmen.]

=) Bablreiche, aud) bedentende Wathematifer fhaben verjucht, diejen Eab
und die obigen Barallelenfdge in ihrer vollen Geltung zu beweijen. Stets
aber tourbe von auderen madgewiefen, daf der angeblidie Beweis Trugidylitjje
euthielt. Jm allgemeinen perwedhielte man den wirflichen Weltraum mit dem
mathematijhen Naume, den man fjich willkiixlich als den ded Euflid, aber aud)
anderd denfen fann, ofme daf fitr die Mathematit bes Endlidjen Lnterichiede
entitchen. So fann man jich 3. B. die endliche Cbhene ald ein Stiid einer
unendlid) arofen Sugelfiiche denfen, dann aber ldnjt die jo gedachte Ebene
i Unendlichen in fich aurfic.  Bwei Parallelen verhalten ficdh damm wie aioet
IMeridiane, die einanber in den beiden unendlid) fernen Polen jdyueiden. Wian

‘Il ¥
i

{

i

1

i

|

{




	Seite 33
	Seite 34
	Seite 35
	Seite 36
	Seite 37

