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Grite Abtetlung.
Wlanimetrie.

A. Planimetvijde Lehranfgabe der Quarta und Untevtertia.

L. Mbeerfichtliche Bufammenftellung wd Ergimwng dev plowi-
metrifhen Ergebnifle des VorkurTus,

a) Ginige Borbegriffe uud ihre Erilorungen.

o) Die Mathematif und ihre Teile™

1) Die Mathematif ijt die Lehre von den Grifen. Sie
gerfdllt in bie veime unb die angewandte Mathematif. (Vgl.
Lorfurjud L) **)

;) Die reine Wathematif ijt die Lehre von den Rauwm:

und den FahlengriBen.

Die Geometrie oder Raumlehre ift die Lehre bon den

Rauwmgropen.
Die Arithmetif oder Jahlenfunbde ift bie Lehre von ben
Jablengrofen.
o) Die angewandte Mathematif ift die Lehre von allen
anderen mehbaren Gripen.

(Hievher geboren 3. B. dbie Beitgrihen und die Gejdhwindig-

feiten, dte mechantjchen Grifen tote Rrifte, Geichte, Mafjen,

Dreudfparnungen, Bugjpannungen, Acbeiten, WMajdhinen-

letjtungen, phyfifalijhe GroBen aller Wrt, wie Lidtjtdcke,

Wirme, magnetijhe und eleftrijhe Krdfte ujw.)

#) Um an die griedijden Bud)jtaben zu gewdhnen, Hat BVerfajjer jolche
aur Bdahlung ber Abjchuitte benupt. Das griechifche Alphabet befinbet fidh am
Schlujje diejed Banbes.

##) €3 ird angenommen, dafy der Vorfurfus jidh) in der Hand des Lehrers
befinbe. Dort find ausdfithrlichere Erlduterungen gegeben. Hier joll mehriad
auj biefe hingeriejen twerden uud zwar unter Ungabe bder Fmmern Ddec
bortigen Paragraphen.

Holzmitller, Elementarmathematit. I 4. Wufl. 1
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2 Blanimetrie I. Ergebnifje ded Vorfurjus.

) Der mathematijdhe Raum unbd die geometrijdhen Gebilbe.

2) Der Weltraum ift dad Gebiet, in dem fich alle wirtliden
oder phyfijchen Kirper befinden, und in dem alle moglichen Bemwegungen
(Drtgverdnderungen) fjtattfinden. Er enthdlt 3 B. die gejamte ung
befannt gewordene Firfternvelt und erftredt fidh) nad)y menjhlicher Aujf-
fafjung itber Ddiefe hHinaud nach jeder Ridhtung hin wmd Unendlidhe
(Gndloje, Unbegrenzte, Unmefbare). Wie fidh ber Weltvaum aufer-
halb ber Firfterntvelt verbalt, ift und vollftandig unbefannt, fobaf
man fogar feine Unenbdlidjfeit nidht nadjroeifen, jonbern nur vernmuten
oder porausfeben famn. Deshalb denfe man fidh ftatt des iwirklichen
Weltcaums einen mathematijden RNaum, dem Dbeftimmie Eigen:
jdhaften zuzujdiveiben jind, die jidh auch auf dad umendlich) ferne Gebiet
beziehen jollen. (Vorfurjus § 1.)

3) Der mathematijde RNaum, den wir und benfen twollen,
joll folgenbe Gigenidaiten Haben: Cr erftredt fidh nad) allen Nid=
tungen Hin ununterbrodjen ingd Unenbdliche. CEr it in jeder Hinficht
unverdindect und befinbet fid) 3 B. im Buftande vollfommener FRube
(Unbeeglichfeit).®) Cr ift in allen Feilen gleidhartig und volfommen
ftofflecr, befist aljo feine phyfifalijd-chemifhen Cigenjdaften.*) Er
ift fediglich al8 ausgedehnt und ald in Teile gerlegbar zu Ddenfen.
Unter den unendlich zabhlreichen Ridhmgen pilegt man im Hinblid
aunf bie Stellunig bed Beobachters bdret Hauptrichtungen audzumwdahlen,
3 B. von vorn nad) Hinten, von redhtd nacdh linfd, von unten nach
pben. Allgemeiner fpricht man von bdrei Dimenfionen (Aus-
behnungen) bed mathematijhen Raumes***), tworitber erft {pdter ein-
gehend Dberichtet werden foll. (Gewdhnlic) begeichnet man diefe Dimen:

# Die Alten Bhielten die Crde fiir unbeiwegt und meinten, um biefe
brefe jidh bad gejamte Weltall. ©pdter Hielt man bie Sonue fiir bas in
Ruhe befindbliche Bentrum ded Weltalls. Bald mufte man auch diefe ald im
Weltraume fid) Detvegend anmehmen. So wurde nman jur Annahme eines
tufjenden Weltvaumes gendtigt. Dem entipricht die Annahme eined in Rubhe
befinblidhen mathematifchen Rauwmes.

#) Gewiffe Unregelmdfigleiten, die man im wirflichen Raume wahrnimmt,
baben ihren Grund in jeiner unregelmdiBigen Stofferfitllung: Ein jdrig ins
Waijer getanchter geradliniger Stab 3. B. erjdpeint ald gebroden. Solde Un-
regelmdpigfeiten {ind im mathematijhen FRaume audgejd)lofjen.

= Auf dvie Unterjudung mathematijder Ndume von mehr ald  Ddred
Dimenfionen fann die Sdule nidt eingehen. Der fier u bejprechende Raum
witd ald der Euilididye Raum begeidhnet. Cuflid, ber um 300 v. Chr. gelebt
und nad) Pappus in Alegandria gewirkt Hat, ftellte die Elemente der Mathe-=
wtatif in muftergiiltiger 2Weife zufjammen.




a) Borbegriffe. 3

jionen ald Linge, Breite und Hihe.) Nur von diefem mathematijhen
Raume ol von jept ab die Jede fein.

4) Cin mathematijder Korper ift cin Teil bed NRaumes,
per volljtdndig gegen bden fibrigen Maum abgegrenzt ijt.
Dieje WUbgrenzung gejdieht durd) Gebilde, die man als
Tladen begeidnet. (Diefe beditrfen nod) der niheren Erlduterung.)
Lon der Art der Begrenzung hangt die bejondere Geftalt
(Jorm) ded Kirpers ab. Die Grife ded Raumes, den ein
forper einnimmt, bezeidynet man al3d feinen Rauminhalt
oder fitvzer alg feimen Jmbalt. Jeder mathematiide
Sovper 1ft teilbar durd) Fladen. CEr wird ald im Raum
betwegbar angenommnten. Nur von mathematifhen Korpern foll
von jest ab gejprochen terden. (ilber die Unterfdhiede swifchen wirk:
fihen und mathematijhen Korpern vgl. BVorturjus §§ 2, 7, 8.

[Bemerfungen. Cin Kovper famn fidh) ganz im Endlichen (im
mepbaven Gebiete) befindent, er fann jidh aber aud) vom Gublichen aud
big ing Unendliche (UnmeRbave) erjtveden. Hier foll zunddhit nur
pon enbdlichen Korpern die Rebe fein. Diefe Haben eine beftimmt
borjtellbare Gdejtalt unb einen endlichen Jnbalt.

Heidht der Korvper biz s Unendlidie, fo Fann zwar feine Geftalt
aud) bort eime Deftimmt vovgefchriebeme fein, aber von -eigentlicher
Borjtellbarteit fann bann nidyt mehr gefproden werden, aud) wird der
snhalt 1m allgemeinen unbeftimmbar, weil er im allgemeinen un-
endlich grop wird. (Trohdem gibt e8 mathematifhe Korper, die bis
ind Unendlidhe rveichen und dody einten endlichen qenan beftimmbaren
Subalt haben.)*) Die Begrenzung eined gang im Endlichen legenden

*) Diejfe Behauptung erjdheint anf den erjien BHE unwahrideinlich.
Leviglid) ju bem Jwede, vor fibereilten Ausjpriidjen iiber dad Unendlidge ju
warnen, {oll ein einfaded Veijpiel angegeben werben.

Man benfe fich eine fenfredht ftehende Sdule von quadratijher Grumd-
flidye. Die leptere faffe 1 qm, bdie Sdule habe die Hihe von 2 m, alip den
Snfalt 2 cbm. Mian benfe fidh die Siule burd horizontale Sdinitte in

Sdyidyten gerlegt, die von unten Yer der Reife nach die Hifen 1 m, — m,

1 1 1 d . o : . PE B
y M, g m, om oujw. haben, jodbaf jededmal die noc) borhandene Rejthohe
falbiert wird. Man fann jich denfen, dafs diefe Mejthalbierung unendlich oft
borgenommen wird, jodafy die Reftihicht {dhlieflich unendlid) ditnm wird und
ihre Hohe altmdhlic) tmmer ndher an Null heranviidt. Die eingelnen Schichten
r ¥ 1 1 1
haben bann ber Neithe nad) dbie JInhalte 1 chm, - cbm: -+ ¢bm, - cbm,

L g Dia . & s 1 e
T cbm ujw. Die Sunune der Jnhalte ift alfo (1 e F <} =i u'._:"'") chm




4 Plantmetrie I.  Grgebnijje bed Vorfurius.

Rorperd bezeicdhuet man alg feine Dberflade. Diefe ift ugleich die
Gremsflache jeined UuBenvaumes. Ein Korper fann aud) mehrere
Dberflachen Habern.*)

5) Cine mathematijdhe Flade ift zunddit ein Gebilbde,
weldeg ald Grenze eined Korperd auftritt und demnad) be-
nadgbarte Raume voneinander frennt. Sie jelbjt ijt nidt
ein Teil eined Raumesd, fjoundern bdie gemeinjdaftliche
®renze zweier benadbarter Raumteife. Jhr raumlider
Snhalt tft gleich Null, weil jie feine Dide befipt. Jjt die
Flache begrenzt, fo jind ihre Grenzen Gebilbe, die man
Qinten nennt und die nod) der ndheren Crliduterung be:
piirfen. Die Fladhe ift teilbar durd Linten. Die Flacde
hat, aund) twenn jie unbegrenst ijt, etnme bejtimmte Geftalt;
ijt jie begrenzt, fo ift die Gejtalt aud) von der WArt der Ve:
grenjung abhangig. Die Grife einer Flade bezeidnet man
alg den Fladheninhalt. Die Fladen werden ald tm Raume
bewegbar angenommen. (Vgl. BVorfurjus § 3.)

und died mufp gleich bem urjpriinglichen Juhalie 2 cbm fein. (Daber jagt

. P T - = ; o
man, bie Summe der bid ind Unendlidje jorfzujeenven Reibe 14 5+

+ 5 e el gleidh 2)

Senst denfe man fid) die eingelnen Teile ber Sdule jtatt ithereinander didpt
nebencinanver gelegt, jodaf fie einen geradlinigen Streifen von der Breite
1 m bedecen, bon dem jeber Teil 1 qm Grundflide beanjprucdht. Dann mup
biejer Gtreifen bid ind Unendliche veichen, Demn e8 find unzdhlige Korperteile
porhanden, bie unendlich viele Duadratmeter Devecken.

Betradtet man jelht dad Gange alsd einen eingigen Kdrper, jo
reicht biejer Hi3 ind Unendlidhe und Hat bod) nur 2 ebm Inhalt. —

Sn berjelben Weije fann man mit einer jolden Sdule von 11 m Hihe
perfafren, von der wman erft eine Sdicht von 1 m Hohe abjdhneidet, dann

eine folhe bon  der Rejthohe, ndmlid) . m, dann ivieder eine jolde bon
Lot |

§ 8
ber Mejthohe ujw. Dabet erhidlt man in  derjelben Weije bdie Neile
14 15 = :, 1= .,,I?—l—_-:l 4= 2. 9Nt den Rbrperteilen fann ‘jest ebenfo

perfafren fverden, wie vorher. Der neue Korper erjtrecdt jich dann twieder ins
Unenbdliche und Hat doch mur den JFnhalt - chm.
Un joldhen Beifpielen erfennt man, dap ed in pielen Fdllen falid

ijt, pon der Grjtredung eined Rdrpers ind Unendlidhe dbavauf zu
jhlieRen, baf fein Jnuhalt unendlich grof jet.

#) A8 Beifpiel jei die Hohlfugel genannt, die etne dufjere und eine tnneve
Lberfldche Hat.




a) Borbegriffe. )

[Bemerfungen. CGine Flade foun gang im Enblidgen liegen
und muf dabei nicht notwendig durd) Linien begrenst fein, benn fjie
fann vollfténdig in fidh zuriidloufen.®) Cine Flide fann teiltoeije in
fich auriiclaufen, teilveife fih ind Unendlidje erjtecden®®). Eine Fldche
fonn ing Unendliche reichen, ohne im Cndlidhen irgendivie in jich
suviidsulaufen ober ivgendivie Degremst gu fein. ***¥) Flachen, die bid
ing Unendliche veidhen, Haben im allgemeinen einen unendiic) grofen
Slacheninhalt. (Tropbem gibt e Fldaden, bie b8 ind Unenbdliche
veichen und dod) einen enbdlichen, genan bejtimmbaven Sliaheninhalt
haben.+) Gine gany im Endlidhen befindliche Flache Hat tm all-
gemeinen einen endlidjen Flécheninhalt. (Tropvem gibt s Sldchen
iolcher UArt, Deven Smbalt unendlic) grof ift).§7)

Die BVegrenzung einer im CEndlichen liegenden Fldache nennt man
ibre Umrandung odber ifren Umfang. Cine Flide fann auch
mehrere Wmrandungen Haben. AE Beifpiel diene die Fldche zwifden
awei Qreifen bderfelben Ebeme, von demen ber eime Den anbdern wum:
fchliet, obne ihn zu beriihren.

6) Cine Linie ift zunddft ein Gebilbe, welcdhes eine
Flidhe beqrenzt ober benadybarie Fladenteile voneinanber
trennt. Sie jelbft ift nidht ein Teil einer Fldde, jondern
bie gemeinjdajtliche Grenze zweier benadbarter Fladen-
teile. Shr Fladheninhalt ift gleich Null, weil fjie feine
Breite Hat. it die Linie begrenst, o find die Gremzen
Gebilbe, die man al8 Puntte bezeidhnet und dbie nod ber

) Dasd cinfachite Beifpiel ift die Kugeljlide. Dieje ift unbegrenzt und
licgt dodh gany im Enbdlidjen, jobald nur der Radius endlid) ift. Die Kugel:
flddje Hat dabei eine Deftimmie Gejtalt. Wian fann qus diefer Flide Teile
ausidhneiden, Deren Geftalt nun audy durcd) dbie Grenglinien beftimmt ift.

#+) Beifpiele find die Mantelflicdhen des SKreidzplinbers und bdes RKreis:
feqels, bie fich bi8 ing Unendliche erftreden Idnnen.

Ein Beijpiel it die Ehene.

+) AL Veifpiel diene eine der beiden bid ind lnendlide reichenben jent-

rechten ®renzfldchen bed in ber Randbemerfung it 4) befprodjenen erjten

Rirpers. Die Teile diefer Jldche Hhaben sujammengenommer den Flacheninhalt
| 1 1 L \

|| | 1 — ey
E-.l e e 1t g -}1]111 — P

++) Man fann fidh auf einem endlidhen Jeichenblatt eine Xinie denfen,
bie aud umendlid) vielen Kreuz= und Cuerziigen oder Windungen bejteht, jo-
paf ibre Qinge unendlic) grof iff. Denft man jid) itber bdiejer Xinie eimen
_ Bylindermantel” von nur 1 cm Hohe ervichtet, jo ift defjen Flicheninhalt un-
endlic) grofi, obmohl exr ganz im Endlidhen liegt. Aud) bdiefes Veijpiel joll
nur por iibereilten Audjagen iiber bad Unendlidie warnen.




6 Planimetrie I. Ergebnifie des Vorfurjus.

ndaheven Crlduterung bebivfen. Jedbe Linie ift dbuvd Puntte
tetlbar. ©te Hat eine beftimmte Geftalt (Form). Die Grife
einer Linie bezetdhnet man ald ihre Linge. Die Linien
werden al8 im Raume bewegbar angenommen. (BVgl. Bor-
furfug § 4.)

[Bemerfungen. Cine Linie fann gang im Endlidhen legen und
muf dabei nidt notwendig eine Gvenge haben, denn fie fanm in fidy
suriidlanfen®) Cine bis ing Unendliche reichende Qinie it ftetd von
unendlider Linge. Eine gang im Cndlidgen legende Linie ijt im
allgemeinen von endlicher Linge. Trobdem gibt e8 RQinien, die gans
im CEnbdlidhen liegen und dod) von unendlicher Ldinge find.**) Mathe-
matijce Linien find , unfidhtbar*##) da fie feine Breite haben. Man
fann fie dburd) diinne Fdden ober dburd) gezeidhuete ,Linien” nur vers
anjchaulichen.

7) Cin Puntt ift sunddit ein Gebildbe, weldes eine
Linie begrenst oder benad)barte Sinienteile voneinander
trennt. G felbjt ift fein Teil einer Linie, Jondern nur das
Gnbe einer joldjen oder bie gemeinjdaftliche Grenze benadh-
barter Sinienteile. Seine Lange ift gleidh Null. Er ijt alfo
nur eine tm Raume gedacdhte Stelle, die diberhaupt feine
Ausdehuung Hhat, aljo weder Geftalt nod) Grofe bejist und
audy nicht tetlbar ift. Die Lunfte werden ald im Raume
bewegbar angenomnen.

Deathematijche Punfte jind unfichtbar. Man fann fie nur vers
anjchaulichen.

8) B3 qibt alfo an einfachen geometrifhen Gebilben mur
vic folgenden: Rorper, Fladen, Linten und Punfte. Daber gibt
8 filv die Raumlehre nur Raumgrifen (im engeren Sinne),
Sladengrofen, Liniengrofen (oder Lingen), wihrend man von
Bunftgrofen nidht veden fann. Dies fithet auf die Raummafhe,
Sladenmape und Langenmafe.

) Das einfachite BVeijpiel it die Kreislinie.
Bgl. die lepte 31 b) gegebene Raubdbemerfung.

) Das Wort | unfidhtbar” ift nur aud Grimden ber BVevanidhaulichung
gebraucht, da im mathematijhen Raume von Lidterideinungen nicht die Rebe
fein fann. ud) bei Punften wird in diefem veranjdaulidienden Sinme von
JUnfichtbarkeit” gejprodjen. Tropbem twird fpdter vielfach vom Eridjeinen
joldher Gebilde gefprochen. Unftelle des wirtlichen Auges hat man jid) dabei
ein geiftiged uge zu benfen, bei dem die Schirie der Sehivaft als eine un:
enblich grofie it denfen ift, jobafy i fogar Unendlichtleines fichtbar ift.

-



-

a) Borbegrifje.

AB sufammengefepte geometrijde Gebilde fann man jid
Grupper von Kivpern, Gruppen von Fladpen, Gruppen von Linien,
Gruppenr vbon Punften und aud Gruppen verfdhiedenartiger Dbiejer
®ebilde benfen.

et wird folgende Crilarung perjtandlid) jein:

Die Raumlehre ober Geometrie bejddftigt jid mit dDen
gefepmafBig gejtalteten mathematifden forpern und den an
ithrnen auftretenden oder and) al8 felbftdndig zu benfenben
Flachen, Linien und Puniten, mit den CEigenjdhaften und
gegenfeitigen Beziehungen Ddiejer ®ebilde, mit threr Be:
recdprnung und Konjtruftion. (Bgl. Borkurjus § 9.)

y) Bewequugsbeziehungen und Ausdehnungen ooer Dimenjionet.

9) Durc) BVewegung cined Punties m Raume entjteht ald Weg
eine Qinie. Diefer Weg Hat eine (endlidje oder eine unendliche) Lange,
aber feine Breite und feine Dide. Man fagt daher: Cine Linte
hat nur eine einzige Dimenjion, die Vange. (Borfurjus

8§ 44 und 45.)

10) Durd) Bewegung einer Linie entjteht ald Weg m allgemeinen
eine Flache. Bur Lingenausdehnuung der Linie fritt dabet eine meue
Ausdbehnung, die ald BVreite bezeichnet erben Joll. IMan fagt baber:
Gine Flade Hat zwei Dimenfionen, Lange und Breite

Tiiv bic Bewequng iwird dabei voraudgejebt, dap die Linie fid)
nicdht in fidh Telbjt betege, jondern feitlich aus ifrer Lage heraustrete.

(Borfurfus § 46.)%)

11) Durd) Bewegung einer Flade entfteht ald Weg tm all=
gemeinen ein Korper. Ju den Dimenflonen Linge und Breite fritt
Dabei eine meme, die man af8 Dide ober auch ald Hohe Dezeiduet.
Man fagt daber: Cin Kbrper Hat drei Dimenjionen, Linge,
Breite und Dide (oder Hihe).

Fiir bie Betegung twird dabei vovausdgefept, dafp die Flache fich
nicht tn fidh) elbjt Gewege, fonbern feitlich aus ihrer Lage heraustrete.®)

) Dafy jih Linien obhne jede Geftaltverdnderung in fid) jelbjt bewegeu
fonnen, fodaf feine Fldche entfteht, erfennt man 3. B. an der Mernben, am
Rreife, an der Sjraubenlinie. Dafy fich Fldchen ohne Gejtaliverinderung in
jich felbjt bewegen fdunen, fodap fein Korper entjieht, ecfennt man 3 B. an
ber Gbene, am Rreidzplinder, am fenfrechten Kreisfegel, am der RKugel, an
jeber Drehungsfliche und an jeder Schraubenilicye. Aud) gewijje entiprechenve
Rorper fiunen fidy jo in fich felbjt bewegen, daf fie nidht aus fjich jelbit




8 Plantmetrie I.  Ergebnifie ded Vorfurjus.

[Bemerfungen. Durd) Betwequng eined Rrperd entjteht im all-
gemeinen wieder ein forperlider Weg. Cine vierte Dimenfion ndmlid,
i die ein Korper 3. B. mit allen Punften zugleidh) hinaustveten fonnte,
it und im Weltrawm nidht fiunlid) tvahrnehmbar. Dabher nebuen
wir aud) fiiv unferen mathematifhen Raum an, er befibe nur die
genannten drei Dimenjionen®)

Sn jebem endliden RKbrperteile fann man fih einen fleinen
LWiirfel denfen, an deffen Kanten man Lange, Breite und Hihe erfennt.
Demnacd) muf ber Korper felbjt alle drei Dimenjionen Habenm. Auf
jeben endlichen Teil eimer (3. B. frummen) Flide fonn man im all=
gemetnen ein fehr fleined Quadrat geihnen (3. B. auf die Kugelflache.)
Ant ben Seiten bed Lutadrated erfennt man die Lange und Breite.
Die beiden erften Dimenfionen Dbefit aljo audh bdie Flade, aber fie
hat feine Dide. LBou jeder z B. frummen Linie [apt fich im allz
gememen ein jo Heined Stild ausidyneiden, dafy man e al geradlinig
betrachten fomm. Un ihm beobachtet man nur die Qange, aber feine
Breite und Dide. ©So bhat and) die gange Linie nur die Dimenfion
Ldnge, nidht aber die Dimenfionen Breite und Dide. |

12) Umgefehrt fann man fich) folgended vorftellen: LBt man bei
einem Korper die Dide o zujammenfdhrumpfen, daf fie Jhlieplich
iiberall verjdhwindet (gleid) Null twird), jo bleibt nur nod) eine Flade
itbrig. LBt man Dbei diefer die Vreite fo zujammenidhrimpfen, dak
piefe fchltefslid) itberall verjdhwindet, jo bleibt nur eine Linie iibrig.
Lagt man bei diefer die Lange fo zujammenjdhrumpfen, daf leptere
jhlielid) gleich MNull ijt, jo bleibt nur nod) ein Punft iibrig. (BVal.
RVorfurjug § 44.)

d) Dag gegenjeitige Scdhneiden und Durddringen geometrijder
Gebilde.

13) ©dyneiden einanber jwei Linien einmal oder bfter, jo gefchieht
e3 jeoesmal in einem Punfte. Aljo: Jeder Sdnitt Fweier Linten
ijt ein Punit Der Schnittpunft ijt beiden Linien gemeinjam.**)
Cine frumme Linte fann auch) fich felbjt fohmeiden. (BVorfurfus § 6.)

herausdireten und ifre Bewegung nicht wahruehmbar ijt, 3. B. jeder Drefhungs-
fovper, ver fich um jeine Achie vreht, jeder beiderfeitd ind Munenbdliche reidhenbde
Bylinder, jeber ebenjo ind Unendlidhe reichende Schraubentdrper, der fidh in
entjprechender , Schraubung’ bewegt.

#) Wer, fid) einen Naum mit mefhr ald vier Dimenfionen denfen will,
der mige fid) mit befjen Geometrie bejddftigen. Mit unjerem Cullididen
Raume Haben jolde Unterjudhungen nichtd zu jdaffen.

##) Beifpiele: Jivei gerade Linien Haben Hidftens einen Scmittpuntt,



a) Borbegrifie. 9

14) Sdjneiden einander zivei Flidpen einmal oder mehrfady, fo
quid'}iui_'}t'cis iebezmal in einer Sinie. Wljo: Jeber Sdynitt ziveter
Fladen ift eine 53.1111u. Die Sdnittlinie ift beiden Flachen gemteins
fam#*) Gine gefritmmie Flide fann aud) fid) felbjt jdmeiden. (Bor-
furjug § 6.)

15) Sdneiden einanber eine Linie und eine Jlache einmal ober
biter, fo gefchieht e3 jebesmal in einem Punfte. Ulfo: Jebder
Sdnitt einer Linie und einer Flade ift cin Punit Dex
Snittpuntt ift beiben Gebilben gemeinjam. )

16) Bei Kovpern fpricht man niht bon gegenfeitigem Schnetder,
fondern von gegenjeitigem Durchdringen. ,Wabhrnehmbar" ift dabei
nur bad gegenjeitige Durchidhneiden ihrer Dberfldchen, weldyes in
Qinien gefchieht. Daviiber foll erft in bder Stereometrie gefprochen
werden. ®efriimmie Rorper Ionunen jo gejtaltet feim, dafy ‘Teile von
ifhnen einander durdhdringen. (Vorfurjud § 6.)

&) Begrifi der geraden Linie uubd der Ridtungen im Raume.
17) Die gerabe Qinie wird in ber Regel veranjdhaulicht durd
einen ftraff gejpannten Faben, der fich :wifd}cu swet nicht alluwett
be

poneinander entfernten PRunuften befindet. ™)  Mian jdlieht Daraus:
Die geradbe QLinie tft der Filrjeite ‘}“w jwifden je zlveten
ifrer Punfte. Davand folgt 3 B., dap die Summe zheier

Dretedsjetten 11Ltfi gqrifer ift als bie dritte, aud) wenn lebteve
bie guoBte von ifhmen ift. Jn einem Dreiede ABC 3 B, bvf‘eu
@den die Seiten a, b, ¢ gegeniiberliegen, fei ¢ bie grofte Seite, dann

awei freife haben Hochijtens zwei Schnittpuntte, 3wei Ellipjen Haben hivchitens
pier Sdnittpuntte ujw.

+# Beijpiele: Bwei Ehenen fonnen einander hichjtens in einer Geraden
jdneiben. Drei Ebenen fonnen einander Hichjtens in drei Geraden jdhneiden.
Det Kugelflachen fdnumen einanber in einer Kreislinie i&)nui‘\cu Eine Ebene
und eine Kugelildche fdnuen einauber in etuer Rreislinie jchuetden.

# Eine Gerabe und cine Ebene Ionmen einander hochitend in einem

Punfte jchneiden, eine Kreislinie unbd eine Ebene hidhjtens in aivel Punkten,
eine (mu be unb eine Kuqelfliche in Hochftens zwer Punften.
: Dieje Veranjdhaulichung verjagt bei griferen Entfernungen der beiden
1411:-1{'19. So geben 3 B. Telegraphendrdhte und Telephonbrdhte frof aller
Bugjpannung dod) frumme , Linten’. Dasjelbe gilt von Seilen, aud Drahi-
feilen, von ldngeren Retten ujw. Man nennt die jo veranjdaulidten Linien
Rettenlinien. Die Abweichung von der geradlinigen Form erfolgt durdh
pie Wirfung der Schwerfrajt. Ein lingerer Telegraphendraht wiirde zerreigen,
ehe ex durch Bugipannung ganz geradlinig wiirde. Ein in fenfredter NRichiung
gefpaunter Draht wird jedod) ftet3 gerablinig.
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ift dbodh @ 4+ b > ¢®), benn der divefte Weg von B big A ijt Hivzer
ald der Umegq BC 4 CA.

Darausd folgt ferner (a+b) —b>c¢—Db, ober a>c—Db
9. b. jedbe Dreiecdsieite, aud) die fleinjte, ijt griper alé bex
Unterjdyied der beiden andern. (Do a+b—b=ua ijt, exjcheint
{eidhtverftandlidy.)

18) Man fann dad Auge in Lagen bringen, in denen
jebes Stiid einer Geraden al3 Puntt erfdeint.®¥) Der
porderjte Puntft verbedt dabei alle andern Puntte der Geraden.

19) Daber Jogt mon: Fiir dieje Lage ded getftigen Auges liegen
alle SPunffe der Gevaben in Derfelben Richtung. Ebenfo jagt man
allgemeiner: Die Gerade hat tn allen ihren Tetlen biefelbe
Ridhtung. Sind A und B die Enbpunfte der Geraben, jo fanu
man ihr zwei Ridtungen gujdreiben, die Ridhhung von 4 nad) B
oder die Rihtung von B nad) 4. Darvaus folgt fermer:

20) Die Gerade fann in ihrer Ridtung bewegt werden,
ohne feitlih aus bder ,Midtuungsdlinie” DHerauszutveten.
Durd) diefe Bewegung erhalt man nidht eine Flache, jonbern muv die
Berldngerung der Geraden. Die Gerade fann nad) beiden Rid)-
tungen Hin ind Unendlide verldngert werden.

21) Dreht man die Gevade unter Fejthaltung jiveier ihrer
Buntte, jo nimmt das (geiftige) Auge nichtd von einer Lagenanderung
wahr. (Dagegen witrben frumme Linien bei biefer Drehuugsbewegung
pem Auge in umendlich vielen verfdhiedenen Lagen erfdheinen.) Wan
fhliet bavaus: Bwifden je zwei (im CEndliden liegenben)
Runften ift nur eine einzige Gerade miglid. DObver: Cine
®ervade ift durd) zwei ihrer Punfte vollftdndig Dbeftimmt.

22) Weil sivijdGen ztvei Puutten nuv eine eingige Gerade mig:
fich ift und Diefe Den fitrzeften TWeg gibt, fo mifgt man den gegens
feitigen Abjtand Der beiden Punfte mitteld diefer Gevaden. Alfo:
Die gegenfeitige Entferuung zweier Punite ijt gleid) ber
Qinge der fie berbinbenden Gevaben.

23) Auz 21) folgt nodh): Bwei Geraden fdnnen Hiditens
eien im Gudlidhen liegenden Schnittpunit haben, PHitten fie

*) Dad Beiden > bedeutet ,grofer als”, dbad Feichen < bedeutet
fleiner als’.

) Der ausgejprodhene Sap jagt eigentlich nur, daff eine Gerade cine
Gbene nur in cimem Puntte jdhneiden faun. Auf einem Hiheren Standbpumite
wird er fo audgedritdt: Kann die Projeftion ciner Linte auf eine Ehene ein
Puntt fein, jo ift die Linie eine Gerave.
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namflich 3iei foldye, fo rvitcden sifdhen et i Enbdlidhen [iegenden
Puntfen zwet Geradben miglid) feirt, twad Demt in 21) angegebeien
Sape widerjprdche.

24) Bwei gleid) lange ®eraden fonmen auj zweierlet
Art 3ur Dedung gebradt werven. it A B die eine Gerade, 4, B,
bie andere, To foun man A B jowofl auf 4, B; ald aud) auf B, 4, legen.
Statt diefed Sahes jagt man audy: Fwei Geraden vom berjelben
Qinge find auj zeierlei Art fongruent.

25) Gine nur cinfeitig Degrengte @evade Dejeichnet man als
Strahl. Den Grenypunft Dezeihnet man ald feinen Audgangs-
punft ober Anfangspunit. Seine Rihtung gebt von bdiejem ausd
ing Unendlihe. ©po fann man fich 2. B. vom Uuge and nad) jedem
Bunfte des jdeinbaren Himmeldgetndlbes eine CGerabe gezogen umnd
biefe big ind Unendliche verlingert denfen. Wllgemeiner gilt:

Bon jedem Raumpuntte gehen unendlid viele Strahlen
aud. Die Gefamtheit aller diefer Strahlen bezetchnet man
alg bas Strahlenbiindel ded Punfted. Durd) das Strahlen-
biindel werden alle von dem Puntte ausgehenden Ridtungen
im Raume angegeben.

26) Qinien, bdie niht alle Cigenjdaften bev ®eraben Dejiben,
nennt man Frumme Linien oder Kurven. (Wan vgl BVorfurjusd

§ 11—16.)

£) Begrifi der Gbene, der ebenen Giebilde und der Planimetrie.

97) Gine EGbene ift eine unbegrengte Fldde, tn dev jich
pont jedem threr Punifte aug nacd) jedem andern (ihrer
Punfte) eine Gervade ziehen (dRt, Ddie nirgends, aud) in
ihrer Verlangerung nidht, aus diefer Flade heraudiritt.

28) Bon jedbem Punite der Chene geben alfo unendlid) biele
gany in ifv Yliegenbe Strahlen aus. Die Gejamiheit aller bdiefer
©trahlen bezeihnet man al8 Dbag (ebene) Strahlenbitjdhel Ddes
Punttes. Durch bdiejes Strahlenbitjchel twerden alfe von demr Puntie
audgehenden Ridhtungen in der Ebene angegeben.

29) Das Auge fann in Lagen gebracht werden, in denen
ihm ein irgendwie begrenztes Stitf ber Ebene als etme
gerabe Linie erjdeint®)

) Der Gab ift im Grunde derfelbe, wie der Sal, daf zwei Ehbenen
einanber nur in einer Geraden jdhneiden fonnen. Auf einem hdheren Stand-
punfte with gejagt: Gine Flache, deven Brojeftion auf eine Ebene eine Ge-
rade fein fann, tft ftetd eine Ebene.
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30) ©tatt deffen fann man fagen: Bewegt jid) ein Strahl
um feinen feftliegenden Anfangdpunft fo, dap er jtetd auf
etner jejten Gevaden Hingleitet, die nicht burd) diefen Puntt
geht, jo Dejdhreibt er eine Cbene (Statt bedg Strahles Fann
man aud) die unbegrenzte Gerade nehmen.) Davausd folgt:

31) Cine Gbene ift dburd) eine Gevabe und einen auper:
Dalb biefer liegenben Punft vollftdndig beftimmt Daraud
folgt fermer:

32) Eine Ebene ift durch) drei Punfte vollftandig be-
ftimmi; benn zwei davon fann man durd) eine Gerade bverbinden.
Daraud folgt ferner:

33) Durd) zwet einander hneidende Geraben ift eine
Ebene volljtdndig beftimmi Die eine Gerade faun man namlid
al3 Ddie fefte Gerade, eimen Deliebigen Lunft der anbern fann man
ald den Drehungspunit des Sirahled betvadjten, bdie ziveite Gerabe
al Dben Dbewegten Strafhl in einmer feiner LQagen. Gleitet aljo efne
Gevade auf wei fejten einander jdneidenden Geraben hin, jo bejdreibt
jie emme Ebene.

34) Bei der unter 30) bejdyriebenen BVewegung tritt der Fall
etr, dag der Duvd)jdnittépuntt Der gebrehten und der fejtgehaltenen
Geraben in unendliche Cntfernung viidt. Dann fagt man, die fejte
Gerabe und die Dbetwegte Gerabe find in Ddiefer Lage parvallel, fie
haben Ddabei biejelbe Ridytung, jie gehen nad) demfelben un=
endlidh fermen Puntfte Hhin. Davaus folgt fiir 33), daf Ddex
Scnittpuntt der betben Geraden aud) in unendider Eutfermumg liegen
parf. AWlfo ergibt jidh) ber Sah: Durd) zivet parvallele Gervaden
ift ftets eine Cbhene volljtandig beftimmt DOber: Gleitet eine
Gerade auf jwet fejten pavallelen Gevaden Hin, jo be:
jdhreibt jie eine Chene. Ober: Durd) jwei parvallele Geraben
[aft jidh jtetd eine Ebene legen.

35) Umgefehrt fanun man fogen: Sdneiden einanber 3ivet
Geraden im Raume nidht, jo weit man jie aud) verldngert,
[af3t fid) aber duvrd) beidbe eine Ebene legen, fo jind bie Ge-
raden parvallel. (€3 gibt Geraden im Raume, die nod) jo iweit
verlangert, einander nicht jdmeiden, burd) die Jich aber feine Ebene
legen ldft. ©Solde Geradbe nennt man windidiefe Gerade.)

ber dieje Sdhe mup aber noch ausdfithrlidher gefproden werben.

36) Tlachen, die nicht alle Cigenidaften der Cbene befiben, nenut
man frumme Fladen.
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37) ®eometrijhe Gebilde, die gamy in derjelben Ebene [liegen,
beseichnet man ald ebene ®ebilde.

Geometrijfe Gebilde, die nicht gauwy in berjelben Ebene [iegen,
beeidynet man al3 uicht ebene, ober al3 unebene oder ald raum:
lie @ebilde (im engeren Sinie).

So gibt e3 ebeme Punttgrubpen und rvdumlide Punft=
gruppen; ebene Sintengruppen und riu mliche Lintengruppen;
ebente und rdaumliche Gruppen von Punften und Linien
and ebeme und vaumliche Grubpen von Fladenitiden; e3
gibt ebene Rurven und raumlide Kurven

38) Demnady zecfillt bie Geomefrie in aet Tetle, in  Ddie
Geometric der ebenen Gebilde oder bdie Planimetrie und in
bie Geometrie der vaumlidhen @Gebilde (im engeren Sinne) ober
bie Stereometrie,

Borlaufig joll nur nod) von der Planimetrie bie JHede fein.
Sn ihr fanm man infihtlich der Grofenmefjung vbon Lingenmefjung
(Qongimetrie) und Fladhennefjung (Planimetrie tm engeren Sinne)
iprechen. (Bl su diejem Abjchnitte BVorfurjus § 20—29.)

n) Begriff ded Kreijes®), des regelmdfigen BVieleds
und ihrer Teile.

39) Bewegt fich ein Punft, ohune umzutehren, in einer Ebene o,
paf er von einem gegeberen fejten Punfte Der lepteren jtets bdenjelben
Der nad) einem joldhen Umlaunfe guriidgelegte Weg iwird ald eine
freiglinie begeichnet. Der fejte Punkt Heipt ihr WMittelpunit, oder
thre Mitte, oder thr Bentrum.

Die Kreislinie ift diejenige ebene, tu fid) zuritdlanjende
Qurve, deren Puufte von eimem beftimmten fejten Puntte
ber Ebene denjelben Abftand Haben (Man bgl. zu diejem Ab-
jhnitte Borfurjus VL)

40) Jede BVerbindungdlinie ded Kreidzentrums mit etmem Punfte
ber Rreislinie begeihnet man ald einen Halbmefjer ober Rabius
pes Rreifes. Die Linge aller Radien eined Rreijed ift diefelbe, denn
jie ift gleidh jenem unverdnderlichen bjtande vom Mittelpunite.

¥ Unter Kreid wird bald die Kreidlinie, bald bie Kreidfldadye ver-
jtanben. Der Spracdhgebraud) jhwantt. Nacd) BVebdiirinis jollen die lepteren
Worte aebrandyt werdben, jonjt der Kiivze Halber bas Wort Kreis.
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41) Bu jebem Sreidradbiud gibt es einen anbeven von entgegen:
gefebter Midhtung.  Jede Ddurch Dden Miftelpuntt gehende Gerabe
jduneidet aljo den Kreid n gwer Punften. Dad zivifden dben lehteren
liegende &titd einer {olden Gervaden bheifit der Durdhymeffer ded
Rreifes. Jeder Rreisdurdymefjer ijt doppelt jo lang ald der zugehirige
Sreisradbing.  Alle Durdymeffer eined RKreifes find alfo gleid) lang.
Die Cnbpunite jeved Durdhmeijers heiffen Gegenpuntte besd Kreifes.

42) Je jwei Kreislinien von demfelben Rabdiusg deden
einanber (oder find fongruent). Legt man ndmlid) die eine fo
auf die andere, bap thr Mittelpunft auf den der anderen fallt, o
mitffen aud) die beiden Kreidlinien fjid) deden. (Wive died namlid
nicht der Fall, jo mitten ungleidhe Radien vorhanben fein.)

©ie bdeden einanber auf uneubdlid) viele Wrten, breht
man ndamlich die auf Ddie anbere gelegte in ber Gbeme um ibren
Weittelpuntt, fo wied die Kougruensy nicht geftort. Jeber Pabius besd
eien $treijed fann mit einem Dbeliebigen ded anberen zur Dedung ge-
bradyt tvecden.

Davausd folgt, daf bder RKreisd ein vollfommen regels
mahiged ebened Gebilbe ift

43) Seber Durdymejfer teilt die Kreidlinie in 3wet fon:
gruente Teile, die man al8 Halbireife bejeichnet. RKongruent find
jie, weil jih der eine jo um bdbad Rreidzentrum drehen [GHt, daf beibe
einander Ddeden. Die Dedung fann aud) durd) Umblappen der einen
Hialfte wm den jie begrengenden Durchmefjer erfolgen.

44) QJeder Teil einer Kreidlinie Deipt ein Kreisbogen. Die
gerade Berbmbdungslinte feiner Cudpunfte heiht Sehne. Die vers

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 9.
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lingerte Sehne heibt Sefante. Jebe Sefme teilt ben RKreid in et
verjchiedene $treidbogen, in einen Heineren und einen groBeren RKreis-
bogen. Jeber fanu al3 ber um anbeven gehivige Reftbogen Dbe-
seichmet werben. (Fig. 1.)
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45) Bu gleidgen Sehnen cined Kreifed gehoven gleidje
Bogen.*) Sind ndmlic) ziei Sehnen eined Kreifes gletc), fo laffen fie
fich durd) Drehung der einen um das Kretdzentrum juv Dedung bringen.
Dabei dectent einander forwohl die beiden Heinen BVogen, alg aud) die ju-
qefirigen Neftbogen. Getwdhnlic) fpricdht man mrr von dem fleineven Bogen.

Domn gilt die Crflarung: Gleide Bogen eined Kreifes
jind aljo folche, zu denmen gletdye Sehnen gehoren. (Fig. 2.)

46) Sdlieft eine Neihe gleicher Sehuen, bderen Anzahl grofer
afé smei ift, nad) einem Umgange, jo ift die Kreislinie in eine ent-
iprechende Anzahl gleicher Teile eingeteilt. BVon den Sehnen jagt man
bann: Sie bilden ein rvegelmdBiges BVieled. Verbindet man nam=

dig- 4.

fich die Gefen einesd folchen Gebildes durd) Radien mit dem Mittelpunite,
fo Bat man lauter gleidhfdentlige Dreiede, bon Ddener jebes mit
jebermt anderent zur Decdung gebracht werden fann, indem man ed um
pen Mittelpuntt dreht. (Vean fann die Sehuen zur Dedung bringen,
alfo auch) die zu ihunen gehorigen Rabdienpaave, Ddemn soijden einem
Endpunfte und dem Mittelpuntte ift mur eine einzige Gerade moglid).)

17) Die pon der Kreiglinie umjdlofiene Fladhe heijgt die Kreisd-
iladge. Sie entjtelt 3 B. durd) Drehung eined Nadind um emen
feiner Gudpuntte. Die Kreigflache wird durd) jede Sehme n e
Sfaden zerlegt, die man RKreidabjdnitte oder Segmente nennt.
Nur bei bem Durdmefjer find die beidben Segmente fongruent (Halb-
freigflichen). Bei anderen Sehnen ift bas Segment, in Ddem Ddas
Qreigzentrum liegt, dag grifere, bdad anbdere ift dad fleimere. Ge-
wihnlich verjteht man unter dem zu einer Sebhne gehdrigen Segment
bag fleinere, wdahrend man Dad grofere ald dag zugehdvige Nejt-
feqment Dezeichnet. (Man fann bad fleinere Segment joivett um Dden
Mittelpuntt drehen, daf e8 ganz inmerhalb ded grifeven liegt) Dann

#) GRHIl man den Unterfchied fefthalten, fo jage man: ,Ju gleichen Sehnen
gehoven gleidhe Bogenpaarve”.
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gilt ber Sah: Bu gleiden Sehnen eines Kreifesd gehoren
gleidhe Segmente®) Man fann nimlid) die Sehnen jur Dedung
bringen, mit ihnen aqud) die Rreisbogen und ihre Mittelpuntte, folglich
aud) bdie von Sehne und Bogen umjdlofjenen Flichen. Umgefehrt
geboren zu gleiden Segmenten eines Rreifed gleiche Sehnen.

48) Den von gwet Radien begvenzten Teil einer Kreisilide be-
eichnet man ald Rreisausidnitt ober Rreidfeftor. Durd 3tvet
Radien tird die Qreidfliche in jwei Seftoven zerlegt. Nur wenn die
beiben Rabien einen Durchmefier bilden, find bie beiden Seftorven ein-
ander gleid) (DHalbireisflachen). Sonft find jie ungleidh. Der Heinere
Settor fann joweit wm den Mittelpuntt gedreht werdem, daff ex gans
inmerhalb Des grifeven liegt. Gewdhnlich meint man bei Angabe
eined Seftord ben Ileineren. Bu gleidhen Bogen einesd Kreifes

»

gehbren gleidhe Seftorven™®) Bringt man namlicdh) die qleichen
Bogen zur Dedung, fo hat man audh die ugehirigen Rabdien Jur
Dedung gebradt. Umgefehet gilt der Sah: Bu gleiden Seftorven
eined Rrveifed gehirven gleiche Bogen.

49) Jm gangen gelten alfo folgende Sipe:

Bei jebem Kreife gehoren
u gleihen Sehnen gleidhe Bogen, gleidhe Segmente, gleiche Seftoren;

e v  Dogen ,  @ehnen, ,  Segmente, , Seltoren;
. o Gegmenten,,  Sehnen, ,,  Bogen, .  Seltoren;
= : Seftoven ,,  Selhmen, ,  Bogen, . ©egmente.

Statt gleid fann man Bier {iberall fongruent fagen.

&) Begrifi ded Winfeld in ber Ehene.

50) ®eben vom einem feften Punfte der Gbene stoei Strahlen
aud, em i thr fejtliegender und ein in ihv wm den Punft drehbarer,
jo fann man den lepteven junddit mit dem
‘ erfteven zur Dedung bringen und dann in
\ ptoeterlei @inme von ihm wegdrehen. Die

R Drehung fann ndmlid) im Sinne der Uhr-
\n\\,. seigerbeivequng und auch im entgegengejetsten

s \|  Sinne erfolgen.®*) Bei diefer Drehung be-

S e Ny fdhreibt jeder Punft ded Dbewegten Strafhlea
einenn Rreid, der fih fJdhlieht, fobald der
Ctrafhl eine volle Umbrehung gemadht Hat. Diefes Sdyliegen

mig. 5.

*) Wil man den Unterjdhied fefthalten, jo jage man: ,Bu gleidhen Sehnen
gehren gleiche Segmentpaare’’ oder: ,gleide Seftorenpaare’ ujw.
**) Bieljac) begeichnet man bie, der Uhrzeigerbewegung entjprechende
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erfolgt fiiv alle Teile bed Strahled gleidhzeitiy. Ebenjo vollenden
alle Punfte bed Dbewegten Otrvahles gleidzeitig eine Dalbe Um-
prebung, ober eine dritfel llmbrebung, oder zwei Drittel eimer Um:
prehung ufiw. Feber Lage entiprid)t aljo fiir alle Punfte des
Strahled ein Dejtimmter Brudyteil bezw. ein Dbeftimmites
Bielfades einer vollen UWmbdrehung (3.B. 3, & 3, 3, 3, 2 Um-
prehung). Getodhnlich fpricht man nur von (edten) Brudteilen der
Umbrehung, da fich beim fberjchreiten der Anfangslage der Borgang
nod) einmal ober mehrfach toiederholt, Fenen Bruchteil der vollen
Umbdrehung Dezeidhmet man aud) ald die Abweichung ded bewegten
Strahles vom feften Strahle, oder als den Ridtungdunterjdhied
beiber Strablen, oder ald den Winfel, den beide Strahlen mit:
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einanber bilben. Die gejeidneten Teile der beiden Strabhlen nemmt
man bie Schenfel ded Winkels. Jhre Liinge ift volljtandig gleidy-
gitltig und Dat feinen Cinfluf auf die Grofe der Drehung oder
auf die Grioge des Winfeld. Der Winfel ift lediglidh das
Map ber (bejprodenen) Drehung. Der Drehungdpuntt Dheift
Sdeitelpuntt ober firzer Scheitel ded Winfels. (Fig. 6.)
51) Jm Vorfurjus (Ubjdhnitt VI) ift gezeigt toorben, ivie man
teild burc) Konjteuttion, teils duvd) BVerfudje*) einen RKreis in 2, 3,
Drehung als die negative Drefhung, die entgegengefebte ald die pojitive
Drehung. Unbdere fpredhen beztv. bon Redytddrehung und Lintddrehung.
Man fann zwar gewiffe RKreidteifungen mit Bivfel und Lineal
exalt (andere mit Hilfe gewifjer Kurven anndherungsdiveife) ausfithren, Jm
allgemeinen jind aber die Teilungen in 7, 9, 11, 13, 19, 23, 25 ujw. Teile
nur auf dem Wege bed probeweifen Wbftedend mit Hilfe des Jirfeld mit
einiger Anndherung durdjfithrbar, woriiber im Schlufbande zu fprechen ift,
Mertvitrdig ift, Daff aud) die Grundlage der Gradeinteilung, der 360, Teil
bed Rreifes, nur anndherungsmweife beftimmt werden fann.
Polgmitller, Elementavmathematit. I 4. Aufl

b
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4, 5,6, 7, 8 9, ... ZTeile zerlegen fann. Verbinbet man bdie End-
punfte eined foldjen Zeiled durd) Radien mit dem Kreidmittelpunite,
jo exhdlt man Winfel von entjprecdiender Grife, jodbafy die RKreid:
teilung und die Winfelfonjtruttion eng zujammenhingen. LWinfel, bie
von jvei Rabien eined Kreijes gebilbet werben, Heifen Bentriminiel
Durd) die (angendberte) Konjtruttion des 360-Cda erhalt man zugleid
ven Winfel, den man ald cinen Winlelgrad begeichnet. Die volle
Umbrehung gibt einen Winkel von 360°% er heifgt Bollwintel. Seine
Sdjentel deden einander (val. Fig. 7). Die halbe Umbrehung gibt einen
Winfel von 180° er heift geftredier Wintel. Seine Sdhentel haben
entgegengefete Richtungen und fallen daher in diejelbe gerabe Linde,
Der vpierte Teil ber Umbdrehung gibt den Winfel von 90°. Diejer
beigt Der rechte Winfel ober cinfad) ber Redhte. Von feinen
Sdenteln jagt man, fie jduitten ecinander redhtwintlig, ober fie
feien normal zueinander, oder {ie Jtanden aufeinanbder fent:
redht, odber jeder ber beiden ©cdenfel fei ein jum anderen gehiriged
Qot. Den Winfel von 0° Degeihnet man ald ben Nullwintel
Seine Sdjentel deden fidh ebenfo twie die des BVollivinfels. Wintel
swifden 0° und 90° Dbegeichnet man als {pibe Wintel. Winfel
swijdgen 90° und 180° Deifen ftumpfe Winfel Wintel 3tvifchen
180° und 360° Deiffen diberftumpfe ober fonvere Winkel. S[m
Gegenjah zu ihmen nennt man Winfel ivijden 0° und 180° Hohle
ober fonfabe Wintel. Der BVollwintel ijt gleih) vier Redhten, ber
geftredte gleich zwer Rechten. Bret Winfel Heifen gleich, twenn ihre
©djentel jid) (abgejehen vom der Ldinge) zur Dedung bringen laffen.

52) Jjt die Summe zweier Wintel gleich 360° fo Deift jeder
per Jeftivinfel bed anberen.  Jft dbie Summe weier Winfel gleidy
180° fo Deift jeder der Supplementwinfel ded amderen. Jjt die
Summe ztweier Winfel gleih 90° fo Deifst jeder der Komplement:
iwinfel ded anberen.

53) [Den fedjzigften Teil eined Wintfelgrades Dezeichnet man
alg Pinute, den fedzigiten Teil der Minute als Sefunde (den
jedzigiten Teil der Sefumde ald Tertie) ujw. (Crite, stveite, dritte
Verminverung.) ©So jagt 3 B. <Ce = 22°23"35", der Winkel «
sable 22 Grad 23 Minuten 35 Sefunden. (Drei Stridje iwiirden
Tertien bedeuten.) Man fann aber ben Winfel aud) in Dezimal-
bruchform fdhreiben, 3 B. << f = 39°51.] Uuter <9< ABC verjteht
nan einen Winkel, deflen Sdheitel der Punft B ijt, rodhrend 4 und ¢
die Eubdpunifte ber Sdjentel {indb. Der Scheitel wird alfo ftetd in der
Mitte genannt.
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54) Durd) BVerlangerung eined Winfeljhentels itber Den Scheitel
hinaus echalt man den Nebenwinfel ded Winfels, der zugleidh ein
Cupplementivinfel ded gegebenen Winfels ift. LVerldngert man beide
Sdjentel eines Winfels itber den Scheitel hinaud, fo erhilt man ztei
einander gleidje Nebenwinkel, auBerbem den Sdjeitelwinfel. Diefer
ijt dem gegebenen Wintel gleidh, denn er ift wie jener der Supplenent=
winfel fiiv jedenr der beiden Nebenivintel.

55) u3 Gviinden bder Regelmdfigleit bes Rreifed folgt: Bu
gletdyen Jentritwinfeln eines freifes gehoren gleide Bogen,
gleiche Sehnen, gleidhe ©egmente, gleidhe Seftoren. Bringt
man namld) zwei gleide Bentriwinfel jur Dedung, fo fallen die End-
punfte threr abdien paariveife zufammen, ebenjo die CGubpunite der
ugehorigen ©ehnen, der jugehivigen Bogen. Danad) [aBt fich die
unter 49) gegebene Tabelle eriveitern.

56) Den halben Umfang des Rreifed vom Radius 1 bezeichnet
man mit dem gried)ijen Budhjtaben = Der Umfang ift alfo w— 2.

=

Wird der Rreis 3. B. tm T-faden Mafiftabe gezeidnet, jo ift der Um-
fang w= 2 - 7 -y tird ev im r-facien Mafijtabe geseichuet, jo ift ber
Umjang w = 277 Bunddit dburd) Meffung (dburd) Umlegen eines miglichit
oitnnen Fadens um eine Kreidjdeibe) finbdet man, daf »ungefihr gleic 2
oder ungefahr 3,14 ijt.*) Jebem Bogen des Rreifes vom Rabdius 1,
per ein beftimmier Brudteil des3 Rreidumfangs ift, entjpricht alfo ein
Winfel (Zentviwintel), dev denfelben Brudhteil von 360° gibt. So
360° 360°

X : o4 ot = x
entjprechen einander 3. B. = Ny —— = 60" — undh — — 790 qijip.
i ] A 3}

Man jagt daber: Cin Winfel ° verhdlt fid) sum Winkel 360° ebenjo,
wie der zugehirige Bogen B jened Sreifed jum Vogen 2x; pder:
Cin Winkel B° verhalt fich sum Wintel 180° ebenfo, wie bder 3=
gehbrige Bogen § jum Bogen . Diefen Sap jtellt man in folgender
Sdyreibiveije (al3 folgende Proportion) dar:

B°:180° = B: .

Cin genawerver Wert ift = — 3,14159265. . . Ardyimedes (ge-
whah

boren 237 v. €hr. zu Chrafus) nahm an, wad 3,142857 ... gibt, alfo

etwad 3u grof ift. Gin teit genauerer Nferungsmert ift :J; Diefer gibt
31415929 ..., wag fhon auf 7 Stellen ftimmt, fiix die getodifnlichen Be-

redjnungen aljo volljtdndig ausreicht. Die Beredimung von = wird jpiter
gelebrt.

2*
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Bur Wmrednung von Winfeln in Bogen und von Bogew in
Wintel braudht man alfo die Formeln®)

Fol 4 lﬁ E 0 2 s P“]
]5 = :"CJ'H“' ﬂj_ﬂl-‘}'“’

= i ~ A 2 DR ; Yo i S L
©o gehort 3 B. zum Bogen =1 ver Winfel g° = TLH)“ —bh77295
— 5701770 = 570177 42".%%) Derjelbe Winkel gehort jum Bogen
b=r-f=r-1 am Kreife mit Radbiug ».

(Den Kreisumfang berechnet man aus pem Rabdiug mnacd) der

obigen Formel u = 2rmw, den Kreisvadius aus pem Umfange nad
ki

ber Formel » = gﬂlﬁ:*"‘”

Sum Wintel 1° gehort (am Rreife mit Rabdiugd 1) der Bogen
1° T . o = e T :
B="igo0 — 180 0,017453, am $Sreife mit Radiud » dageger det

r-fache Bogen.

(Begeichnet man den am Kreife mit Radiug » gemefjenen Bogen
mit b, dent am Fadiug 1 gemeffenen iwieder mit 3, jo hat man Dbie
b

”

Formeln b, = rf, f= Die obigen Umrechnungdformeln fitr den

7
Qreid mit Radiug » werden dann

';).»- .- l.ir
Al farayll ey
gY = .J‘ﬂl‘-'-}r b, = Sl

bie mit Den obigen itbereinftimmen, jobald man den Wert »p fiir b,

einfept.)

e : = = ~ R A
*) Die Gradbezeidnungen feben fich in der Formel f = .—:1{”),, auf,
p

man faun fie afjo in der Form b = = T80 jhreiben, mur mup dann gejagt

erben, daf der Winfel in Graden audgedritct ift, 3 B. f = 20°3, nidt etwa
f=20°18" ober 1218".

#%) 9fan vergefje nic, daj Dder Bogen & am Kreife pom Hadius 1 ge-
meffen wird. BVei ungenauen Werten von = finbet man nidt jo genaue
NRejultate. Die Brudteile dev Sefunden jind hier vernachldijit.

##) Nimmt man alfo den Erbumiang ald 5400 geographijche Meilen
an, jo bat ber Erdbradiug eine Linge von 859,43 geographiichen Meifen.
Simmt man den Grdoumfang zu 40000000 m an, fo hat der Erdradius eine
Liinge von 6 366 200 m. Dabei ift der genauere Wert bon = Fugrunde ge-
fegt umd eine Genauigleit auf fiinf Stellen erjtrebt. — Der Jquatorgrad Hat

e s 5400 2700 : . e ot
filr bie Crbe eine Rdnge von o = 1'%- — 15 geogr. Meilen. Fiir jede NRetfe
{ings des Jquatord fann man aljo die Qinge aud den Gradben nnd bie Grade
ausd ber Linge bevedynen.
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(Sn vielen Qebrbiichern, befonberd in den phyfifalijdhen, toird

}

PR T T T = " " i
von Winfeln = ober o, 5, . uw. gefprochen.  Man meint damit

Tinfel von 180° bezw. 90° 60° 45° ujw., denn Ddabei ift die Grife
9ed am Sreife mit Radiud 1 gemeflenen Bogend angegeben. Hier
Toff Bei einem Winfel « ftetd der Winfel in Graben unbd feinen Brud)-
teifen gemeint fein, todhrend « ben am Kreife mit Radius 1 gentefjenen
Boaer bedeuten joll, Bogenldngen an Kreifen von beliebigem Nadind
iollen dagegen mit lateinijchen Buchitaben nebft Bogen, 3 B. mit @
bezeidjnet tverben, gegebenenfalld mit @, twenn der Radiug » befannt
iit. 3 Danbelt fich bei bdiefen Unterjdheidungen nur wm die Ber-
metbung von MiBberftandniffen.)

b) Die cinfodjten planimetrijden Konftruftionen,

o) Die Beidjengerdte.

57) Die unentbehrlidhften Seidhengerdte jind dad Lineal und

ver Birfel Dad eritere dient zum Beidynen gerader Linien mitteld
bes Bleiftiftes oder der mit Tujde gefiillten Handreiffeder®).
Der Hanbdzivtel dient zum Meffen der Lingen und zur Kontvolle
fiiv die Nidtigleit ber Beichnungen, der Einjapzivel mit den Ein-
fagteilen aum Beidmnen der Kreife und Kreisbogen mit Bleiftift oder
Reibieber.

(Daf e3 aud) frummlinige oder furvenlineale und Scdablonen
qum Beidgen bejtimmier Qurven gibt, fei beildufig bemerkt).

58) ©ollen Geraden von gegebener Linge gezeichnet werden, fo ijt
bie Qédnge unmittelbar mit Hilfe eined IMapftabes, ober mittelbar
mit Hilfe ded Birfeld zu beftimmen, dem man an einem Mapitabe
bie geforderte Offnung qibt. Der Mafijtab ift entweder mur auf dem
Blatte gezeichnet, oder er ift e Lineal mit metrijher Einteilung,
welches afjo Meter, Dezimeter, Sentimeter, Millimeter angibt. (BVor-
fuvfus § 14 bis 16.)

59) Bei tedmijdhen Jeidhnungen jtellt maon bdie Gebilde meijt
nidht in der wirflidhen ©rdfe, jondern in  berfleinertem INapitabe”
bar. Dann toixd auf bem Nande des Jeidjenblatted ein ,verjiingter”

#) Die BVorfilbe Neify hingt mit dem Worte Wi zujammen, denn man
fpricit vom Grundrify oder Aujrif eined Gebdubed vber eimer Majdyine
oder eines Apparated ober frgend eined rdumlichen Gebilbes. Solde MNifje
fperben auf dem Reifbrett gezeichnet. Die Jeideninftrumente gehdren zum
Heifjzenq.
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oder , berfleinerter Mahitab” gegeichnet, der angibf, reldhe Linge
§ B. 1 m bedenten jolf. Auf Lanbdfarten fiir nidht allzugrofe Gebiete
ird durc) den Mafftab angegeben, welhe Linge ein Kilonteter pder
eiie geographifhe Meile bebeuten foll. Man fpricht dann vom Maf-
ftabe ;5 oder 1:10; vom Mafftabe ;;1: oder 1:10 000 ujw. Kleinere
Gebilde werden in den naturwiffenidaftlichen Cehrbiihern oft in ver-
gropertem WMafjtabe davgeftellt, 3. B. tm ehufachen Mafitabe (P ober
10: 1) ujw.

\

60) Bur Beidhyming von Kreifen erhilt der Cinjabjivfel Dbe-
jtimmte Cinjabteile, fiiv dad Beidhnen mit Bleiftift den Blei ober
Stifteinfat, fiiv dasd Beidnen mit Tujdhe ober einer jonjtigen qe-
farbten Fliifjigleit den Reifffeders oder Fedeveinfat.

61) ©oll bie Jeidhnung genau werben, fo ift ein cbenes, genan
recdhtwintliges Reipbrett mit aufgejpanntem Beidenbogen zu be:
nuben, auj vem mit Hilfe der Reifjdiene fenfredhte und wageredte
Rinien bequem 3u geichnen jind. Bu den fenfrechten Linien benuft
man aber meift bad [(dngd der iageredhten Reifidhiene Dewegliche
Winfeldbreied oder den Winfelhaten (Redhtwintellineal), twelches
auberdem dag bequeme Beihnen von Linien gejtattet, die 45° bezw
30° und 60° Neigung Haben. Qineal und Winfelhafen oder die
betben vten von Winfelhafen dienen aueh zum bequemen Beichnen
bon Qoten und Parallelen.

62) Sdwierig ift da3 Beidhnen fehr feiner RKreife. Fiir diefe
hat man fogenamnte Nullzirvfel (ober Nullenzickel) mit Mifrometer:
jdraube zum Regulieven der Birfeldffnung und mit feinem Nabels
einjap gur jddrfiten Cinbaltung bed RKreidmittelpunttes Ffonftvuiert.
Der Cinjop wird durd) eine eloftijhe Feder nad) dem Jivkel Hin-
gedringt, durd) die Sdroube von ihm tveggedrvangt. Febersivfel mit
©dyraube benubt man aud) jum genauen Meffen Heiner Abjtande.

63) Jur Jeidhnung bezw. Meffung von beliebigen Winfeln dient
per Trangpovteur bes NReiBzeugd, bei dem Dder Halbfreis in
180 gleidge Teile eingeteilt ijt, die alfo den Winfelgraden entjprechen.®)

64) Dag Beftimmen der Lingen mit Hilfe ded Mapftabs und
pad oer Winfel mit Hilfe ded Trvansdporteurds fallt in der Regel un-
genauw aud.  Sur BVerjddrfung der Wblejung benubt man bden jog.
Noniug, wombglich mit mifroffopifher BVorvichtung zum  Ablefen.

*) Gehr brandhbar ju Lingen- und Winfelmefjungen ift Simonsd durd:-
fichtiqe Wlehtafel. D.R. . M. 80 166.
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Daritber ift in der Phyjif au ipvechert, wobhin die Vorvidhtungen per
Selpmefz und der aftronomijhen Jnjtrumente gehoren.

65) ©elbft beim genaueftenr HBeidmen mathematifder Figuven
ftellen fich in der NRegel Ungenanigteiten ein.  Diefe beruben teils in
dent Ungenauigfeiten der Qineale, Wintelhaten und ber fonjtigen Beichen-
gerdte, feifd im ungenamwen Unfegen bes Qineald oder Cinfehen der
Rirfelfpite, im ungenauen Cinjtellen ber Airfeldffnung, tetld im un-
genauen Beurteilen ded Sdnittpuntted zweier Geraden ober afpeter
Sreisbogen. Leptered ift namentlich dann per Fall, wenn die Geraden
ober Sreidbogen einanber unter jehr fleinen Winfeln jchneiden. Daber
it danad) zu ftreben, daf die betveffenden Bejtimmungslinien einander
mbglichit rechtwinflig fdhmeiden. Audh die Breite Der gezeichneten
Qinien gibt ju Ungenauigfeiten Anlafy, ebenfo die Ausdehnung ver
peranjchaufichten Puntte.

Sm alfgemeinen ijt dad Bivkelzeichnen®) genauer als dad Lineal:
seichnen.  Erftrebt man miglichite Genauigfeit, jo ijt e gut, wabhrend
oer Nrbeit Qontrollfonftuttionen (ober Meffungen) vorunehmen und
bet Der Gutdecung von Abweidungen den Grundfehler aufzujuden
ober wenigjtend fitr moglicdite Yusgleichung der Ungenauigleiten zu
jorgen.**)

Man pilegt die mit Jivfel und Lineal ausdfibrbaven Sonjfrut:
tionen a3 epafte zu Dejeidhmen. Sie find aber mur in ber Bor-
ftellung genan augfiihrbar, weil, toie jdjon gefagt, in der Wirklichteit
bie qejeidymeten Linien eine geiifje Breite haben miiffen, um fidhtbax
au twecben, und weil ebenjo die Punfte dev Beichnung durchaud nidht
mathematifche, ausbehmungslofe Gebilve find. Die praftijhe Kon-
euftion ift mur eine rohe BVeranjhaulidhung der mathematijchen Kon-
fteuttion. Diefe jebt getvifje wm der Wirklichleit unerfiillbare Forde-
rungen ober Poftulate vovaus, die in folgendem bejprochen twerben.

f) Drei Forderungen (Pojtulate) ber Ronjtruftionsiehre.
66) Erite Forderunyg: Zwei gegebene Puntte dburd eine

®erabe zu verbinden.

) Deshald Hhat Ddev italienijde Mathematifer Mascheront (jprid
Maskeroni) den erfolgreichen Berjuch gemadht, alle Grundionftrufiionen nur
mit Hiffe ves Birteld auszufithren. Andere machien oden Berjud), alle Kon
ftruftionen mit $Hilfe ded Lineald allein auszujithren, was aber, wie Steiner
famd, mur moglid) twar, jobald man einen feften Rreid al8 gegeben aniahn.

#) Die jogenannte Geometrographie perjucht die Sonftruftionen jo
furs ald@ moglich audzufithren und mit der RBerminberung der Jahl der Vpe-
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Die Aufgabe ift nur mit Hilfe eines jehr genanen und genan an
dbie Punfte angelegten Sineald und mit jharf gefpibtem Bleiftift bezw.
~E[]ﬂ1‘Tﬂ1 Feiffeder mit einiger Genauigeit auf dem Reifbrett [H3bar.

Dabei find folgende ‘ﬂrs‘mtmmmh ju beachten: 1) Beibe Runtte
miiffen tm Endlicdhen (3. B. auf dem NReifbrett) Iu‘qcn 2) bie gegen=
ieitige Cntfernung der Dbetben Buntte darf nidyt uncnhhd} flein fein,
benrt dabei Hat man fein Hinreichendes Urteil fiber die Hem Lineal 3
gebende Richtung.

Die Gerabe fann mit Hilfe ded Qineals {iber die Leiden Vunkte
himaud verlingevt werden*) Dad zwifdhen ben gegebenen Puntten
liegende Stitd gibt zugleich den gegenfeitigen Abftand der SPunfte an.
Siegt jwijden den Punften ein Hindernis, foll 3. B. auf dem Huf-
boben einer Werlftitte eine Geradbe iiber eine im Wege ftehende
Mafdyine hinaud gezogen werben, jo find befondere Sonftruftionen nitig.

67) Bweite Forderung®™): Den Sdnitthuntt weiex
Geraben ju fonftruieren.

Die ‘Txumnqi:lmrg ber Gevaben muf mit moglicdhjter Genauigfeit
erfolgen. Sonft ift iiber bie Genauigfeit dex Lojungen dagfelbe 3u
fagen vie vorber. Bedingungen: a) Die beiden Geraden miifjer im
Enblichen liegen; b) fie biixfen nicht unendlich :ml)e aneinander liegen,
benm bann wird Der Sdnittpuntt unbeftimmt; c¢) fie diirfen micht
pacallel fjein, denn bdamn fallt der Sdmittpuntt in unendliche Ent:
ferming. Die Parvalelen geben damn mur die Richtung an, in der er
liegt. — Der Sdhnittpunft wird um fo genauer beftimmt, je ndber
der Sdmittwinfel an 90° fiegt. Bon etwaigen pinberniffen gilt das-
jelbe iwie borber.

68) Dritte Forderung: Um einen gegebenen Buntt einen
Sreis von gegebenem Rabdiud ju legen.

rattonen gugleid) die Anzahl ber Fehlevmoglichfeiten u berringern. Ju Dex
Prarid {ind aber ‘utwmrﬂl"munnanml und ‘Probemefjungen nidyt zu ent-
temeﬂ

Die BVerldngerung wird bisweilen als ein 3tweites Loftulat genannt.
) Diefe zveite muwmmq 111113 in der Regel nidyt mit genaunt, fie ift
aber ebenio wefentlid) twie die erfte. Das eine Mal handelt e fih um die
I\lt‘rumu.mq einer Geraden durch jwei Punfte, dad andere Mal um die Be-
ftimmung eine3 Punfted durch zivei Geraben. Die zweite dorderung ift bie
regiprofe der anberen. (BVertaujchung der Worte Linie uud Tunft.) €8 miijjen
audy Ronjtruftionen bdafiiv gelehrt werden, eine Gerade iiber ein Hinbernis
hinaus zu nellunqew oder den Sdynittpuntt ziweier Geraden, der jenfeitd eines
Dindernifjed legt, su beftimmen.
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e}

Der Bickel ift genan in den Puntt einzufepen, naddem die Jirtels
offnmung genau gleid) der Léinge ded Rabdind gemadht ijt. Bebingungen:
1) Der Punft muf im Cudliden legen. 2) Der Radiud bdarf tweder
unendlidh grof nodh unendlich flein fein. — Cinen Sonderfall bilbet
bie Wufgabe, um einen gegebenen Punit einen RKreid zu legen, ber
purch etmen gegebenen Punft gebht.

69) Man tonunte noch) Nebenjorberungen aufftellen, die fih auf
die Benubung ded metrijd) eingeteilten Mahitabesd, des Transportenrs,
pe3 Winfeldreieds beziehen.

7) Die grundlegenden Konftruftionen.

70) Crite Grundfonjtruftion: Eine gegebene Gerabde
(nach) Der eimen ithrer Ridtuungen) um fid) felbjt zu ver:
langern, ihre Lange zu verdreifaden, u vervierfaden ufw.

Der Schiiler bejchreibe die mit Lineal und Jirfel ausdzufiihrende
Qonftruftion felbit. (Die ZTeilpunfte follen duvcd) fleine Kreigbogen
martiert tverden.)

71) Bweite Grundfonftruftion®): Einen gegebenen
Winkel (in einem der beiden Drehungsjinme) ju verdoppeln,
s perdreifachen, zu vervierjaden ujw.

Nuflojung. Jn Fig. 8 jei ASB der ju vervieljachenbe Wintel.
Man lege um den Scheitel S einen RKreid von Dbeliebigem Rabdiug,
der die Sdentel in A4, und B, {dueidet, daun fdhlage man mit der
Birfeldfinung B, A, um B, einen

Bogen, der den Rreid in €] [dhneibdet, Big. 8.
bann um ¢, mit derfelben Dffmtng
einenn Bogen, der ihn in D, jdnei:
bet ujiv. Danu ziehe man die Ge: Py \ N8
vaben SO, SD; ufw. Dann ift \,fq A f(
< A,8C, bder boppelte Winfel, i B NGRS
< A, 8D, ber breifadie ujiw. Bl Tr’ 5 f

Die Richtigleit der Konftruftion “-.*;.-‘;_’ N
beruht Ddavauf, bdaf su gleiden 7 i A
Sehnen eined Rreijes gleiche Jentrie s 5

mwinfel gehoven.

Bemerfungen. a) Klappt man den Winfel BSC um die Ge-
rabe BS, fo bect er fich mit bem Winfel BSA. WMan nennt BS
bie Symmetrielinie ober Symmetricadfe des Winteld ASC.

Diefe Konftruftion fann als eine rveziprofe der exften betradhtet werben.

T T e




:
A
-8
4
g

i
5
{

v e

i e e S T

26 Blanimetrie I.  Crgebuifje des Vorfurius,

Bei bdiejem Umblappen bdedt fich SC, mit SA4,, jobag C, auf A,
jalt.  Jeder Punft von SB bleibt dabet in feiner Lage. Bteht man
alfo bie Geradbe A, C,, jo Ddedt fid) beim UmElappen ithr Teil K,
mit KA, fobaf beide gleich fang find. Ferner deckt fich <= SKC,
mit SKA,, ba aber < 4, KC, ein gejtvedter Winkel ijt, jo muf
< SKA, und ebenfo <C SKC, ein Recdter fein. Ferner bdedt fid)
<= SC K mit SA, I, beibe jind aljo ebenfalld gleich. (Man nennt
eit Dreied mit gleidhen , Schenfeln” 4,8 und C| S etn gleidhjdent:
liged Dreied. A, C, Deipt feine Grundlinie oder Bajis. Aus
ver Figur lajfen jich aljo Cigenjdhaften ded gleichihentligen Dreiects
ablefer, bie ber Schiiler fchon jebt felbjtandig auszujprechen verjuche;
3. B. bie Winfel an der ,Grundlinie” ded gleidhjdentligen
Dreieds jind einander gleid). Man bejeidhnet diefe Wintel als
Bafiswinfell Sind umgelehrt zwei Dretedsivintel einander gleid,
jo ift dag Dreied gleichjchentlig, dennt ed Hat eine Shmmetriead)fe.)

b) Werbindet man etnen Dbeliebigen Punft L von SB mit 4,
und O, o deden einander bet jemem Umflappen aud) die Gerabden
A L ud C L. Jever Bunft der Gevaden SB ift aljo von 4, und
C, gleid) tweit entfernt. Man nennt SB, weil e3 dad in der Mitte K
von 4, C; auj biejer Linie errvichtete Lot ift, dbe Mitteljentredte
ober bad Mittellot von A4, C,. Jeber Punft dver Mittelfent:
vedhten einer Gevaden ift aljo von deven Eudpuntten gleid
foeit entfernt.

¢) Madgt man ferner SE = SF und dentt man fidh) in ¥ und '
auf biefen Qinien Lote ervidhtet, jo deden fich bei jemem Umtlappen
biefe Lote, fie miiffen fich aljo tn einem Punfte N der Geraden SB
treffen und gleid lang jein. Dentt man fid) uwmgefehrt von einem
Bunfte N der Geraden SB auj die Geraden S4 und SC Lwie NE
und NF gefillt, fo findb bdiefe gleich lang und fie jdhneiben gleiche
Stiide SE und SF von den Schenfeln ab. Man nennt NE und NF
pie Abftande des Punttes N pon den Geraden AS und CS, deren
Sonjtruftion unten gelehrt wird. JFeder Punft der Halbievenden eines
Winteld hat aljo bon defjen beiben Schenfeln denfelben Abjtand. (Der
um N mit NE gefdlagene Sreid geht aud) durd) F' und beviihut die
beiven Scentel. Der Grund wird unten auseinandergejest.)

Die Shmmetrielinie SB eine3 Winfeld ASC ober feiner Halz
bierung3linie hat aljo jehr bemerfendiwerte Cigenjcdhaften, bdie Jofort
Benupung finden jollen.

72) Dritte Grundfonjtruttion: Ginen Winfel zu Halz
bieren.
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uflojung. it in Fig. 8 << ASC ber su Halbierende Winkel,
fo lege man um ben Scjeitel S einen RKreisbogen von Delicbigent
Radiug, der die Schentel in A, und ¢, jdhneidet. Davauf jdhlage
man um A, und €, mit derfelben (ober einer anbderen) Birfelvfiming
frveisbogen, die einander in eimem Punfte L jdjneiden. Berbindet
man L mit S, fo hat man den Winfel Halbiert.

Die Ridtigeit folgt aud den obigen Bemerfungen. (Beildufig
erqibt fich folgendes: Stehen iiber Dderfelben Grunbdlinie ziver ber-
|hicdene, gleichjchentiige
Dreiede, fJo 1t Dbie Fig- 9.

RBerbinbungslinie  ihrer
©pigen dad NMittellot der
Grundlinie.)

St der gegebene
Winfel ein geftredter,
fo erfalt man durd
piefe Sonjtruftion
einen rechten Winfel

Dabdburdh ijt aljo fol=
gende ujgabe gelojt:

73) Bievte Grind-
fonftruftion: Auf
einer  Gervaben in
einem gegebenen
Puntte & ein Lot zu
erridyten.

Aujlojung. Man

joneide von G aud auf ‘\\ ; o
der ®eraden nach bHeiden N =
Richtungen gleiche Stiide SR e

ab. Wm die Schnittpuntte

jhlage man mit einer

grofeven Bivkeldifnung Rreidbogen, bdie cinander auj beiden eiten
ber Gtevaden {dhueiden. Verbinbet man bdie newen Schnittpuntte durd
eite Gevade, fo Hat man dasd gefudte Lot exvichtet. (Die Konftruftion
ift in Fig. 9 enthalten, wenn man fih AC = AD bentt)

Gines neuen Beteifes bedarf es nicht. (Cine jweite Ldjung foll
ipdter gegeben toerben. Weldje Folgerungen ergeben fid) fiiv dasd
gleichjchentlige Dreted?)

Darausd erqibt fidh nod) die LWjung der jolgenden Aujgabe.
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74) Fiinjte Grundionftruftion: Eine gegebene Gerabe

au halbieren (und jugleid iI]r Mittellot su fonjtruieren).
Wufldjung. Jit AB in Fig. 10 die gegebene Gerade, jo jdhlage
mant um A und B mit derfelben (hinreichend gropen) %ufdunmmq
Qreife, die einander auf beiben Seiten der Gevaden in Punften ¢
und D fdhneiven. BVerbinbet man die Punite C md D durd) eine
erade, o Hat man die Mittelfenfrechte ge-

wig. 10. " ¢ v -~ y : " .
it seichiet und durdy thren Sdnittpuntt £ mit A B
s jugleid) den Halbierunggpuntt gefunben.

Fd b

Die NRidtigleit ergibt fih aud Dben Ve
merfungen 3u Fig. 8 und zu 72) und 73). Sie

bl = fann aber andy folgenbermafen betviefen twerden:

g e w7 B Man denfe fich bdie Deiden SKretfe voll-
" itandlg gesetchmet.  Dann ift nidht mur bas

Seqment CFD fongruent CG D, denn 3 Dber:

! ielben @efhne CD qehiren bei gleichen Kreifen
,_{J gleiche Seqmente, fondern aud) die Rejtjegmente
ftimnten itbevein, und daber faffen fich duvd) Um-

flappen um CD bie Dbeiden Cthmntpmrﬂ: und damit bie Kreife voll=
ftindig zur Decung bringen. Dabei gelangen aber aud) die RKreid-
mittelpunfte zur Decumng, uno ‘mi_lm it BB gleih EA, d. 5. bie
Gerade A B iit Halbiert. Dabei decdt fich auch der Wintel B EC mit

bem Winfel AEC, und ba <C AEB ein geftvedter ijt, muf jeder
pon Deiden ein Techter jein. Demnad) ift CD bie Mittelfentredyte
ju AB.

(Gine Kreidbogenfigur twie CGDF foll ald Doppeliegment be-
jeidhmet toerden.)

75) Gedijte Grundfonftruftion: Bon einem Punite anfer-
halb einer gegebenen Geraden auf bdiefe ein Lot zu fallen.

Auflijung. Jft in Fig. 11 AB die gegebene Gerade, P ber
gegebene Puntt, o jdhlage man mit einer Binrveihend grofen Birkel:
dffnung um P einen Kreid, dev A B in giwei Puntten 4, und B, jdneidet.
m 4, md B, {hlage man mit derfelben (oder einer anderen) Birfel:
pifitung Kreife, die einander in einem Punfte @ auf ber anbeven Seite
ber Gferaben fchmeiden. Werbindet man P mit @, fo hat man aud
pag gejudite Lot PC.

Die Nichtigleit exgibt fich darvang, bdaf P¢ Ddie Mitteljentrechte
vont A, B ijt.

Bemerfung. Legt man um P einen Kreid mit dem Radwd PO
und damn einen Sreid mit fleinerem unb einen Rretd mit gripevem

Lati]
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Rapbing, fo liegt der gropeve Rreid gang auferhalb ded RKreifed mit
Radiug PC und jhneidet die Gerade in aivei Punften, die jo redid
und lints von C liegen, dap die Scmittpuntte gleid) eit bon C ent:
fernt find.  (PQ ift Symmetvielinie.)

Der feinere RKreidz dagegen liegt gans ig. 11.

tnrterhald ded mit PC gejdhlagenen Kreijes. r
Der feptere trennt aljo die um P ges i

idhlagenen Kreife welde die Gerade AB & { &
jchrteident, on den RKretjen, die A B iiber iy '_‘:;-}'j: B
haupt nicht treffen; ex ift der eingige um
P qejdlagene Kreis, der AB nur in
eitem Punfte trifft, ober ivie man jagt, —0
berithrt. AB liegt fonft gany aupers ;
halb biefes Kreifed und heift jeine Tangente (Beviihrende) fiiv den
Punft C.  Grridtet man alfo auf einem Rabiud in defjen End=
punfte ein Qot, fo ift diefes eine Tangente Dbed Kretjes. Bugleid
fieht man, dap PC die Hirzejte Gevade ift, bie von P nad
ber Geraben AB gezogen werden fann. Deshald ijt ed be-
vedhtigt, PC alé ben ADb-

ftan b. bes Punttes P von J;ﬁ""-“' o

ber Geraden zu bejeidhnen. r

An Fig. 11 erfennt man, day 7

bie  Lerbindungdlinie Desd :
RQreismittelpuntted mit  der ey
Gehnenmitte den Abftand bes
Rreismittelpunfte3 von ber : C

Sehnte aibt. Bei ber Dedung L
gleidher Seqmente ober Boge :
ober Seftoren eines Kreifed '
becten fidh and) die sugehdrigen i) /
Sebnen und die Sehnenmitten. 7 S\ e
Daher beden einander aud '
bie Abjtdnde der Sehnen vom
Rretdmittelpuntie. Den unter
48) genannten Sipen fann
alfo nod) folgender beigefiigt
werdben: BVei jedem Hreife
gehoren zu gletden
Sehnen gleidhe Mittelpunttsabitande, su gleiden Abjtanden
pom Mittelpuntte gehiren gleiche Sehuen.

Vals

43 4

T T >
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76) ©iebente Grundfonftruftion. CEinen gegebenen
Winfel an eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punite
(nad) einer der vier vorhandenen Miglidhfeiten) anzutvagen

Unflojung. It in Fig. 12 AMB bder gegebene Winfel, it
KL bie geqebene Gervade und M, der gegebene Punft, jo jdlage man
aunddft um B eimen Sreidbogen von beliebigem MRadiug, bder bie
Sdjentel in ¢ und D jdmeidet. MWeit derfelben Jirfeldfinung jdlage
man um M, einen Sreidbogen (i ber Figur ift er nad) oben uno
linfd gelegt, e3 find aber nod) drei andere Mioglichfeiten vorhanden),
ber KL in C, jdmneidet. Dann nehme man bie Entfernung CD
in den Birfel und dlage damit einen RKreidbogen um €, der den
porigen in D, {dneivet. Bieht man M, D,, jo ijt €, M, D, der ans
getragene LWintel.

Die Ridtigkeit der Konftruftion folgt darvaus, dap zu gleidhen
Senen €D und C, D, gleih grofer Kreife gleiche Ientvirintel
gebibren.

77) Adyte Grundfonfrruftion. Ju einer gegebenen Ge-
vaben dbuvd) einen (auferhalb diejer) gegebenen Puntt eine
Parvallele zu Tegemn.

«) Borlaufige Anflojung. Jn Fig. 13 fei AB die gegebene
Gerade, H bder gegebene Punft. Man fille vonu H auf 4B ein

Qot HG und ers

sig. 13- richte auf biefem in

H ein %ot CHD,
baun it CD bdie
gejudhte Parallele.

- iz % Q?Iemtiﬁ. Man
e e e r——2D Denfe fih 4B und
' i CD big ing Unends
lidge verlangert.
Denft man jicd) dbann
S = Bere . bie linfe Hdlfte der
' Fgur um BG ges

flappt, jo fann man

jfie mit ber redhten

X Hilfte zur Decdung

" bringen, bemn bdie

Wintel bei H und bei G find famflich redte Winfel. Angenommen
nun, auf ber Tlinfen Seite Ditten HC und GA einen im End-
lichen liegenden Sdmittpunft P, jo miifgte fich bdiefer mit einem
jpmmetriid) gelegenen Sdmittpuntte P, beden, in Ddem fidh HD

I
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und GB {dneiben miiften. Donn aber Hatte man zwijden zwvet
im Gnblichen liegenden Pumften P und P, iwer getremite gerade
Rerbindungslinien. Diez ift aber unmbglid. Daber ijt aud) ein
endlicher Scuittpuntt P auf bder linfen Seite unmiglid) und ebenjo
and Griinden der Kongrueny ein endliher Scmittpuntt Py aunf der
vedjten ©eite. Demmnad) jind die Geradben AB und CD Linien,
pie, foweit man fie aud verfangert, feinen im Endlidyen
(iegenden Gdnittpunft Daben. Solde SLinten Deifen aber
parallele, fobafd fie in Derfelben Gbene liegen, unbd Ddie3 ijt hier ber
Fall. (Chene ber Jeichmung.)

Bemerfungen. a) Man hat damit den Sah gefunden: Jn der
Gbene find Qote auf derjelben Geraden parallel 1lUmgetehrt
folgt: Bwei Parallelen Haben unenblic) viele gemeinjdajts
lidhe Lote.

b) Bei dem obigen Umflappen deden fic) zivei Puntte £ und K,
fobald GE = GE, ift. Fallt man von F und E, aud Lote EF
unb B, F, auf CD, fo find beide gemeinjdajtliche Qote ber Parallelen
AB und COD. Beim Umtlappen um GH bdeden fid) mit den
Puntten E und F, zuglei) bie Lote EF und E I, tweil bie redhten
Wintel GEF wnd G, EF, aufeinander fallen. Folglih find bie
Abftinde EF und B, F, einander gleid).

Denft man fich aber dag gemeinjame Lot GH ber Parallelen
an anberer Stelle qeseidhuet, 3. B. mehr nad) reditd, jo bect fich) beim
Umflappen um dag uewe GH der Abjtand LF mit cinem anderen
Qote F, F,, weldes wiederum gleid) BT fein muf. Da GH unend-
Yich biele Qagen amnehnten fanm, fo folgt: Sdamtlide tm Eudlichen
liegenben gemetnjamen ote smeter parallelen Geraben
find einander gleid); ober: Parvallele Geraben haben im €nbd-
lidjen diberall denjelben Abftand voneinander.

¢) Ferner folgt: Crridytet man auf einer Geraden 3wet
Qote von Dderfelben Ldnge und Ridtung, jo liegen B2ie
freien Endpuntte in einer Parallelen zur Geraden. Bwijden
diefen Cndpuntten ijt aber mur eine einzige Gerade miglid. Demnad
qilt der Sab: Durd) einen gegebenen Punft (aft jid) gu etner
gegebenen Geraden nur eine eingige Parallele legen.

Sit bas aweite Lot zu fury ober zu lang, jo {dneidet bie bers
{angerte Berbindungslinie der freien Endpunfte die gegebene Gerade
in einem endlichen Lunfte, dad eine Mal in der Ridtung nad) dem
stoeiten Qote in, Dag anbere Mal in entgegengejepter Ridhtung.

d) Das Biered EFF, E, begeidnet man als ein Redyted, toetl
es vier vechte Winfel hat. KL ift die eine Mittellinie oder
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Symmetriead)je des Redteds. Wo liegt die zweite? Sieht man
die Gevade EF,, fo zerlegt man bag Redhted in zwei fongruente
Dreiecte. Jn jedem Ddiefer Dveiede mup die Winfeljumme gleid) zivei
Redhten fein, weil die des Redtedd gleich vier Redten ift. Dabei ift
L EFF =< F,EE. as folgt daraug fiiv jdrige Linien an
Pavallelen? EF, beipt eine Diagonale ded Nedhfedd, eine iveite
ift E.F Der Shiiler verjuche jdhon jeht jelbftindig bie Cigenfdjaften
ped Redytedtd und feiner Mittellinten und Diagonalen abzuleiten.
e) Fig. 14 geigt, wie man mit Hilfe ded Lineald und ded
Wintelhafens ju AB durd) den Puntt C eine Pavallele zieht.
Man legt den Winfelhafen mit Ddem
B einen Sdenfel genau an die Gerade A B
an, an den anberen Sdjentel wird bad
Qineal EF angelegt und feft auf das
Reifbrett gedriidt. Dann  verjdyiebt
nan den Winfelpalen ldngsd ded Lineald,
big der ‘Punit € in bder geeidhneten
Weije fidhtbar toicd. MWan bhalt bden
LWinfelhaten tn der ridhtigen Lage fejt und
seidhnet CD, was bie gejuchte Parallele
gibf. — (Auch mit anbersd angelegtem
Winfelhafen fanun man die Pavallele
siehen, wasd bigdweilen bequemer 1jt.)
B) Riirzere Auflojung. Man
{hlage um P einen Sreidbogen mit
beliebigem Radiug », der AB in C und D jdneidet, jdhlage um D
einen Rreidbogen mit demielben Radiug (der alfo durd) P geht),
nehme CD in den
Birfel und fdhlage
pamit, fioie %
4 Big. 15 seigt, etnen
R e—t e == 7 S L Qrveizbogen um P,
el s ! 5 iy der bden Sdmitt:
| ST puntt ¢ gibt. Jieht
E e man dbaun P@, fo
' B ijt biea bdie ge-
o fuchte Parallele.
R Betveis. Fu
gleihen Sehnen CD und PQ gleicher Rreife gehirven fongruente Sef-
toren, alfo laffen jid) bie Seftoren PCD und DQP (uud bamit die
gleidjhentligen Dreiede PCD und DQRP) jur Dedung bringen

wig. 14

&ig- 15.
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Dabei decent einanbder and) die Wittelfentrechten von CD und Pg, fo-
bag der Abjtand PE auf den Abftand DI fillt. Da demnad) die Lote
EP und DF gleid) lang find, ijt PF und damit P parallel ju 4 B.

Bemerfungen. [n Fig. 15 ijt (nadh 71a) 9 e = < ¢y, ebenjo
oy — Cay, alfo der Dedung tvegen <L o= o — o=y UND

X CPD = < PDQ. Man erhdlt bemnadh die Sinie PQ aud
padurd, dafh man den Winfel DPQ oder o, gleich bem Winkel
CDP oder o madht. Der Sdhiifer zeige, daf aud) T ODB=1un
alfo DQ || CP ijt, joba die Bevedhtigung vorliegt, das Bieved CDQ P
alé ein Parallelogramm zu beseihnen, Gr verfuche fchon jeht elbit
ftindig Gigenjchaften des Rarallelogramms und feiner Diagonalen
aufufinden.  Bejonders gilt der Sah: Die Gegenfeiten eines
Barallelogramms jind gleid) und parvallel, oder: Parallele
swijden Pavallelen Jind einander gleid). — Aud) die Wintel «,
und «, jind gleidh) «. KL und AB jind alfo parallel, twenn geivifje
Wintel gleich find. FWelche?

v) Man fann aud) mit einer einer einzigen Jirfel
offnung jum Biele fommen: Man nehme auf A B einen beliebigen
Puntt ¢ an, {dlage wm C mit

per Bivfeldfinung CP einent Rreid- oig. 16-

bogen, der in D {dneidet, um P Pre = L ~” -
und D {dlage man Kreigbogen mrit O SE A
berfelben Offmmg, die den Schnitt: T ,’V A

punft @ geben. PQ ift die gejuchte ;_’f, 2 s

Barallele. A—p B

Die Midhtigleit folgt Ddaraus,
bafy CQ die Mittelfentrechte zu PD ift, wobei, wie frither, I ¢ = «
= oy = o, ift. Weil namlic) wieder o, = e ift, muf PQ | CD fein.

Bemerfung., Jjt wmgetehet PQ 4 €D, jo mup PC 4 D@,
X o=« — o, =a und PD | CQ fein (3 foll Heifen gleich und
pavaflel). Dag Biered CDQP Hhat (auter gleihe und paariveije
patallele Seiten. €3 Deifit eine Naute ober ein Rhombus. Der
Sehiiler verfudje jdhon jept felbjtandig Cigenjdhaften dez Rhombud und
feiner Diagonalen aufzufinden.

c) Bemerfungen iiber pavallele Geraben und itber bdie Winfel-
jumme des Dreieds.
o) Die Parallelenjifpe
78) Aus den lehten Ronjtruftionen und der Schlufbemerfnng
erqibt fich fitr Fig. 17 jolgendes:

Holymiller, Glementarmathematif. I 4 Aujl -
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Xt AB| CD, jo iit LB = {)'3. Demuad) ijt im gamen,
weil mid} vrﬁutuimmfd gleich ‘[m‘: S By=<LP=96s=FKpi
Da fermer su gleichen Winfeln unu’[JL ‘,Jh*hml1m|1‘fv£ qal;mm jo ijt
aud) € @ = oy = oy = . Die
;£ oo Summe mxé ie einem « nnd je
‘f einem f ijt gleich zwer NRecyten.
" Finben umgefehrt die ge-
11 [ 1 nannten Winfelgleidhheiten fjtatt,
-f‘: fo jind AB und CD parallel.
o R 2 79) Man teilt die genann-
11 / 9 ten adgt Winfel der Fig. 17 in
gewiffe Gruppen ein. 1) B, «,
B, B,, o liegen zwijchen den Pa=
s e T vallelen und werben dbaber inneve
':’i : Wintel genannt, die iibrigen find
1 3 dupeve Winfel. 2) Winfel 1ie
« und e, bie paorieije gleid)-
Iz gerichtete Schentel haben, nennt

man gleichliegende Wintel

aud) fovveipondierende Winfel (d. §. einander entfprechende), wobf
and) Gegentwinfel®) Die Detveffenden Paare jind e und o, e
und g, B, und py, f unbd f;. 3) Wintel mit entgegengejebten
Sdentfeln, die aber nidht Scheitelivintel find, Deipen Wedyfelwintel.
Die betveffenden Paare find: o und ey, oy und e, f und fy, f;
und B, 4) Winfel mit einem gleichgeridhteten und einem ent-
gegengejet geridyteten Sdienfelpaare, die aber feine Jteben=
winfel find, beseidhuet man al@ entgegengejefte Winfel #¥) Die
betveffenden Paare find: « und f;, f und o, f; UMD o, ¢ unbd ;.

(Man fann bdiefe Winfelgruppen andy fo Ddefinieven, bap bie
Wintel entweber auf derfelben Seite der bdie Pavallelen jdnetdenben
Geraben, ober auf verjhiedenen Seiten liegen, dap jie jerner gugleidy
dufere bezw. zugleich inmere Wintel find, oder bdaf fie nidt sugleidy
innece beytv. dufere find. Diefe Definitionen ]Uﬁt‘it pem  Ediiler
itherfaffen tverden.)

80) liber biefe Winfelpaare lafjen fid nad) obigem folgende
'E:ﬁg_ae ml%iprcdjrzu:

#) Diefe allgemein iibliche Bezeihnunug ijt nicht glitdhid qt‘wn[]li

¥ Olud) dieje BVegeichnung ift nicht glitetlich qcmuljlﬁ, aber fie ift allgemein

!'E?hrﬁildjﬁd}. Sie foll beibehalten toerben, weil diefe Winfel von geringerer
Bedeutung jind.
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Werben zwei Pavallelen von einer Geraben gefdhnitten,
o jind je zmwet gleichliegende Winfel gleid, je zwet Wedhjel-
winfel gleid), je 3wei entgegengefehte Wintel betragen u:
jammen zwei Redte.

Umgefehrt: Werden zwer Geraden von einer dritten ge:
jdhnitten, und find dabei zwei gleichliegende Wintel gleidh,
pber jind zwet Wedjelwinfel gleich, ober betragen 3zwet
entgegengejefhte Winfel zujammen zwei Redte, jo find die
beiden erjten Geraden parvallel®)

81) MWean fann emen felbjtdndigen Beweis des [epteren Saped
folgendermapen verfuchen: Jn Fig. 17 feien alle « (ebenjo alle B)
gleid), dann hat man auf der einen Seite der Gevaden K F Flddhen
viume 1, 2, 3, auf ber andeven Flachenvdume I, I, III mit iiber-
einjtimntenden Wintelpaaven. Wan dente fich die Geradbe EF doppelt,
dann [at jich ber vechte Teil der Figur durd) eine Drehung wm 180°
nebft BWerjchiebung oder durd) Drehung um die Witte von G H allein
mit dem [infen Tetle jo jur Dedung bringen, dap die Fladhe 1 auf I,
ote. Flacdhe 2 auf II, bie Flade 3 auf T fallt. Angenmommen mnum,
redhte wdre e um Endhiden legender Shnittpuntt der Gervadben G B
und HD vorhanden, jo miigte er bet der Dedung mit einem dann
nottvendig borhandenen Sdynittpuntie der Gevaben HC und G A iz
jammenfallen. Dann aber Hatte man zwijhen jwei endlichen Lunften
swet getrennte ®evaben, wad unmoglih ift. Demnad) fann iweder
red)t8 nod) linf8 von Dder jdyneidenden Geraben ein im Enbdlichen
liegender ©dynittpuntt moglidy fein, folglid) find A B und €D pavallel.

n
i)

82) Das gegenjeitige Vevhalten weter Pavallelen [kt
jih nod) auf folgendbem Wege verdeutlichen. Jun Fig. 18 ijt eine fejte
Gerabe AL und eine um M drehbare Gerade dargeftellt. Die An-
jangslage der lepteven jei KF. Bewegt jid) L F lintddrehend um M,
jo nimmt die Gerade 3 B. die Lagen H I, K, F,, KE,F,,... EF,
an, wobei fie eine Halbe Umbrehung gemadyt hat und jid) entgegengefest
sur Anfangslage befindet. Dabet ift der Durchichnittdpuntt N mit
ber feften ®eraden auf biefer itber N, unb N, nac) unendlicher Ent:
fermuing getvanbdert, die der Lage K, _-'3 entipridit. Dann it ex plop-
lid) nad) einem in entgegengejeter ‘Jud)tuug liegenden unendlich Fermen
Runtte fibergejprungen und von dort her iiber N,, N, nach N, d. b.

) €3 it gevechtfertigt, aud) dbann von gleidhliegenben Winfeln ujw. zu
fprechen, wenn bdie beiden Geraden nur nafezu pavallel find. Die Behauptung
pes Parallelidmus redhtfertigt vie Venennung.
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in die Unfangslage N zuviidgelangt. Macht von jet ab Ddie Linie

nod) cine Drefung von 180° fo wiederholt fich ber BVorgang und EF
fommt in die eigentfihe Unfangslage und Unfangdrichtung uriid.

oig. 18

Fi
E

N,

fiberall affo ijt die Bewegung von N eine ununterbrodyene,
aur beim Pajfieven der parvallelen Lage madt ber Sdhnitt:
punft aud) bei Dbder geringften Drehung einen unendlid
grofien ©prung.

[83)%) Dies fithet auf bie Frage, wie man {ich dbas Berhalten
ber Parvallelen im Unendlichen felbit penfen {oll. Der Sab,
baf die beiben Geraben A B und EF Ffitr jede Rage eirtert und muy
diefent einen Sdnittpuntt Haben, wird pliplic) zweifelhaft Fiiv den
Fall bed Paralleligmus. Oben touroe abfichtlich jtets mur gefagt,
oabet twive im Gndlichen fein Sduittpuntt vorhawden. IMan fann
ihn aud) fiir bad Unendlidje ablengnen; man fann aber aud) jagen,
er befinde fich im Ulnendlichen, nuv bleibe e3 sweifelfaft, ob er nad
ber einen oder nad) der entgegengefebten MRidtung su penfen fer; man
fann aber auf Grund der bejprochenen Symmetrie auch behaiupten, es
feien in unendlichen entgegengefesten Entfermmgen el Schnittpuntte
vorhanden.

#) Diefer Abjdhmitt fann vorldujig itbergangen fperben, mufy aber jeben-
falld ivgendann zur Sprade fommen. Nitr den Beitpunft ijt die Dnalitat
ber Sdiiler entjcheidend.
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Im Grunde genommen find alle biefe Redewenbungen aleich-
beredhtigt, und Dies famn man folgendermagen anftlaren. Weil in
g, 17 < @ = < «, ift, jogt man, die beiden Parallelen G5B und
IID Ditten gegen die Gerabe EF denfelben Ricdytungsunterjdied.
Dafer ift die Behauptung bevedhtigt, ie htten diefelbe Ridhtung.

Denft man fich einmal, bdie beiben Geraben hatten im lUnend-
(ichen benfelben Abjtand toie im Enbdlidhen, fo bebentet Dies Den
RiGhungsunterichied Null; Denft man fid), fie bhitten port einen
Sdnittpuntt, jo bebeutet Dies einen umendlid) Fletnen Ridhtungsunter=
fchied, defjen Folgen im Cubdlihen durchausd nidyt wahrnehmbar jein
fonner. Beide Annahmen bedeuten aljo fiir die nur im End-
(ichen arbeitende Mathematit gang basfelbe. Ob das eine,
ob bad anbere der Fall ift, ein Ridtungdunterfdied oder
eine Snberung des Abjtandes ift im Endlidhen nidht wafr:
nehmbar.

Fiir die mur im Endlichen arbeitende Mathematit gilt daber aud
ber ©Sab, daf durd) eimen endlichen Punft nur eme eingige ‘Barallele
gelegt werden fonne, mit voller Bejtimmtheit. Riir bie mit dem ln-
endlichen arbeitende Mathematif wird aber bder Sab swoeifelhait,
benm es fommen fiir dad Unenbdlice die Fille des Schneidens und des
Nichtichueidend nicht auseinanber gehalten werden. Man fann jogax
Hir dad Unendliche den Fall eines Auseinandergehend annehmen, ohne
bafy Die ®eltung jenes Sapes im Endlichen gejtort ird. Darausd
ergibt fidh), Dap dDem ©ape eine Geltung filv dad Unendlidge jotwohl
sugefprochen, ald auc) abgefprodjen werden fanm; jtreng bewetjen
(it er Jid) dafiir nidt

Guilid Hat bdied ecfannt. Tropbem jprad) er ihn mit Ve
timmtbeit aug, jedod) ofme Beweis. Gr fprad) ihn aus ald ein
Ariom, b. h. al@ eine felbjtverjtindlidhe aber un beweisbare An:=
nafme. Er dadte fich eben jeinen mathematijdhen Raum jo, dap
ber Sap Geltung Haben follte.®) Wi gehen ficher, tvenn wir ibhn
porfiufig af8 fiiv bad Enbdlidhe geltend anmehmen.]

=) Bablreiche, aud) bedentende Wathematifer fhaben verjucht, diejen Eab
und die obigen Barallelenfdge in ihrer vollen Geltung zu beweijen. Stets
aber tourbe von auderen madgewiefen, daf der angeblidie Beweis Trugidylitjje
euthielt. Jm allgemeinen perwedhielte man den wirflichen Weltraum mit dem
mathematijhen Naume, den man fjich willkiixlich als den ded Euflid, aber aud)
anderd denfen fann, ofme daf fitr die Mathematit bes Endlidjen Lnterichiede
entitchen. So fann man jich 3. B. die endliche Cbhene ald ein Stiid einer
unendlid) arofen Sugelfiiche denfen, dann aber ldnjt die jo gedachte Ebene
i Unendlichen in fich aurfic.  Bwei Parallelen verhalten ficdh damm wie aioet
IMeridiane, die einanber in den beiden unendlid) fernen Polen jdyueiden. Wian
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B ol Blanimetrie I.  Ergebuifje bed Borfurjus.

f) Die Winfeljumme des Dreieds.

84) Die Winfeljumme im Dreted ift gleid) zivet Redhten.
SIm Borfurfud twurbe bdiejer Sal zunddit fiiv redhtwintlige Dreiecte
abgeleitet, die fid) jtetd als eine bdiagonale Hilfte getwiffer Rechtede
betraddten laffen; bann fiiv gleidjdentlige Dreiede, dann fitr allgenteine
Dretede. Mit Hilje der Parvallelenlehre lifit er fih Fiir Dretede von
endlidher Grofe folgendermapen bewetjen:
Man  benfe fich Dbeim Dreied ABC durd) den Punit B
eine Parallele PQ zur Seite CA gelegt. Begeichuet man die Wintel
bei A, B und C (Fig. 19) ald v, B

5ig: 19. und y, die Dbeiben durch) die Pavallele

i a2 oA entjtanbenen Winfel mit o, und 9, jo
N : find bie Wedhielwinfel ¢ und «; einander

: T gleich, ebenfo bdie Wedhjelwintel » unod

Ay “;\ vy, alfo ﬁ_immen pie  Winteljummen
gie—————==—Cy e L Bk nnb (o, B+ o) ithets

ein. Die leptere Summe ijt aber gleidh
bem geftredten Wintel PBQ, alfo gleid) ztvei Rechten, daber it aud
oie Gumme (« 4 -+ 5) gleich zwer NRechten.
Aud) diefer Sab gilt, ftreng genommen, nur fiir endliche Dreiede.
Gaufp hHat ed fiir ndtig gebalten, ihn Fiiv ein grofes Dreied, defjen
Gpuntie (trigonometrijhe Punkte) der Hobhagen Dbei Gdttingen, ver
Broden 1md der Jnjeldberg find, zu priifen. Junerhalb ber Fehler:
qremzen der Jnjtrumente bewdhrte fich der Sap ald rvidtig. Ubjolute
Gewifheit war damit nidht gerwonnen. |
Bemertungen. 1) Vevanfhaulichen Bt fich der Sab folgender:
mafen: Sn Fig. 20 ift eine bewegliche Gerade DE auf die Seite AC
ped qeseichneten Dreieds gelegt. Dieje Gerade foll um den Punft A
gebreht werden, bis fie in bie Lage von AB gelangt und alé Dy E,
erjdheint. Dabei ift bie fleinere der beiben miglichen Drehungen ge-
meint, die dem Winkel « entfpricht. Davauf joll die Gevade ebenjo
wm vent Punft B gedreht werben, bis fie in die Lage Yon BC gelangt
und ald D, E, crideint. Die neue Drehung entfpricht dem Wintel .

fann fid) aber bie endliche Gbene aud) al8 einen Teil einer wnendlid)
grofent Deehungsflache denfen, auf der die ,Meriviane’” im Unendlidjen aus-
cinanberlanfen. Daraus ergibf jid) die Unbeweisbarfeit bes Cutlibjden xioms
(fir dad unendlich ferne Gebiet), dad ber alte griechijche Meeifter in fjeinem
Sdarffinn ridhtig ald ein joldes beseichnet Hat. Eine interefjante Frage ift
babei die folgende: Welde geometrijdhen Sipe find unabbingig von Dbiejen
pber fenen Uriomen bed CGuilid?
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Darvauf ift jie ebenfo um C zu brehen, big jie in die Yage von CA

qcimmt und ald D, F, exjdeint. Dieje Shlufbrebung entjpricht demt

Winfel 7. Jept aber [egt die Gerade auj DF, jeboch) Hat fie zum

exiten ‘JiimL pie der urfpriinglichen entgegengefebte Ridtung erhaltern.

Demuad Hat jie fih um

1800 gedreht, und Dbaber £ Big: a0 .

miuf o + g0 + %= 180° EEX 7o

fein.®) (E3/D = an or
2) Erridhtet man auf

einer Gevaden A B i den :

Endpuntten unendlid) lange RO

Qote ntady derfelben Seite, BY

fo fann man dag Gebilde v )i i NE

alg cin gleichichentliges

Dreied mit wendlid) langen Schenteln betrachten. Die Detven Balid-

wintel find dabet Nechte, dev dritte Wintel 1jt nach Gutliv gletd) Jull.
3) Qeqt man durd) die Enbdpunite einer Gevaben A B unendlich

{ange pavallele Straflen, die auf ver einen Seite der Geraden liegen,

fo fann man dad Gebilbe alg ein ungleichichentliged Dreied betrachten,

peffen eine Seite AB ift, mﬁ&nush pie Deiben anberen umendlid) lang

find. Die Summe der Wintel A4 und B ijt dabei gleich et Redyten,

per dritte YWinfel ijt nad unﬁﬁ gletdy el

o

rd

y) Ginige Folgerungen dev Parallelenjdpe.

i

85) Dasd gleichieitige Dreied (Bt fid auf brei cten alg gleid)-
T

fchentlig Detvachten. Jm gleichjchentligen Dreiet find die Bajidwinkel
gleich. Folglid) find Ddie jamtlichen Wintel ded gleichjeitigen 2 Dretecd

, : 180°
einander qleih, und jeder ijt gleid) — = 600,
. e i Sl 360° e
Tun [aBt jich aber der Wintel 60° = g Oenau fechsmal um
einent Punkt Tegen. Folglich laffen fih edhs gleichfeitige Dreiecte bon
derjelben ®rifie jo aneinanbderfegen, dap fie ein regelmifiges Sechged
pilben (Fig. 21). Diefem (dt fich eit Qreid wmbejchreiben, tvobei
der Mabiugd gleid) den Seifen Do gleidjeitigen Dretede ijt. Folglid:
Triagt man itn einen Qreid ben Radiug mefhriad) als
Sehne ein, jo jhlieRt jid) Die Reibe mit dex fechiten Sehne.
5 Man peranjchauliche den Sah mitteld eined einjeitig bejeichneten Lineald
ober mit Der Neifijchiene an ber Wanbdtafel, iwobei fih bie entgegengejehte
Sdiuflage jehr deutlich zeigt.




40 Plonimetrie I.  Ergebnifje des BVorfurjus.

Seber Winfel bded vegelmihigen Sedhdeds Dbetrviigt 120° jedber
feiner Bentrivinfel 60° E38 befibt jed)s Symmetrielinien.

86) Die Summe der betben fpiben Wintel tm reditwintligen
Dreied ift gleid) einem Rechten. (Sie find Lomplementivintel.) Warum?

Davaud ergibt fich folgended: Man denfe i) im Dreied A BC
(Fig. 22) den Winfel « an AC im Punfte C angelegt, wodurd) der
Sdjenfel CI entjteht, dann bleibt bei C bder SKomplementivintel g,
iibrig, Der gleid) dem Romplementwinfel g fein mup. Aug o = o

wig. 21.
¢, g
!
I.' rf: ;
i M/
D < s 4
1 \'\.\ l'\ -
\ i .
\ Y \._
s \"\_ - § ¢ . \
N /e \ Ar
];:‘.1 , - —— ‘il——- - — 1 -‘-I-’?

folgt, daB AMC ein gleihjdhentliged Dreted ift. Aud g = g, folat,
baB BOM ein gleidhichentliged Dreied ijt. Darausd jolgt AM = CM
= BM. Demnad) it AB durd) M DHalbiert, und jdlagt man wmit
pem Radiud MA wmn M einen Kreid, jo geht diejer durch 4, B und C.

Man bezeihnet allgemein bie Schenfel des vedhten Winfeld am
vechtivintligen Dreied ald Katheten, die dem rvedhten Winfel gegen-
iiberliegende Seite als Hypotenufe ded Dreieds. Der gefundene
©ap lift fich paber folgendermapen ausipredhen:

Betm redtwinfligen Dreied Hhat der umbejhriebene
Rretd feinen Mittelpunft in der Witte der Hypotenuje. Oder:

Der umbejdriebene Kreid desd rvedtwintligen Dreiedd
hat dbie Hypotenufe zum Durdnmejjer.

Umgefehrt: Feidhnet man itber dem Durdhmejjer einesd
freifes ein Dreied, weldes den bdritten Cdpunft in bder
Sreidlinie hat, fo ift dagd Dreted ein redtwinfliges.

Beweid. Jn Fig. 22 it MA = MC, folgli) <Ce=g¢,.
Augerdbem 1t MB = MC, folglih < p=p,. Demnad) ijt « +
= oy + ;. Die Summe der bier Winfel 1§t aber gleidh) 180° folglich
it ¢+ B;=90% 2. h <C ACB ein Redjter.
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Der Sap wirh gewdhnlich abgetiivzt folgendermafen audgejproden:
Der Winfel im HalbEreife ift ein Redyter. (Sebr einfad) evgibt
jih darveusd, daf fidh um den Scdnittpunft M Dder ‘Diagonalen eines
Redhteds ein 'iiu'u fegen [aft, Der durd) bie Ecfen des Rechteds geht.)
Qufgabe. Auf einer Geraden AC im Endpuntte (ober
in einem Deliebigen Puntte) ein Lot ju erriditen.
Auflojung. Man jdlage um A und ¢ Kreidbogen von dem=
jelben (belicbigen) Nadius, bdie einen Punft M geben (Fig. 22), und
um M einen Rreidbogen von demjelben Rabiugd; dann ziehe man A M
big zum Sdnitte B mit dem lepten Bogen. Die Gerade CB gibt
bag gefudhte Qot.  (Warum?)
(Die Konjtruttion erfpart dag Verlingern der Geraden 4C.)
Nufgabe. Diefelbe Aufgabe mit bem Fivkel allein zu {uu‘u
uflojung. NMan jdlage mit C4 um C einen Kreidbogen,
trage auf bdiefem jweimal Dintereinander diefelbe Bivfeldffiung ab und
ihlage mit ihr um bie beiden Teilpunfte D und E Kreigbogen, die
einanber in einem LPunfte B jdhneiden. Durcd) C und B ijt das gefudhte
Qot polljtandig beftimmt. (Warum? Vgl. dad rvegelmdBige Sedyged.)
87) Der Winfel an der Spibe eined gleidhjchentligen Dreieds fet

i

gleidh) y. Wie grof ift jeder Bafiswintel «? Antwort: « = 90° — -
Veweid, o+ o-p=180° ober 2 ¢+ y=180° aljo 2a=180"—y,
alfo « = 90°— . — (Davaus folgt fermer ; — 90° — «, alfo

y=180°— 2« al3 Winfel an Der Spihe, wenn « der Bafiswintel ijt.)
Wufgabe. Wie grof ift jeder Wintel ded vegelmdpigen Fiinfeds?

e ; M Srgrg= e Sl 0 ST B L i
Aujlofung. Der Bentviwinfel des Fiinfeds ijt gleid =2

-
;

[
ber Bafigwinfel des zugehvrigen gleichichentligen Dreieds ift aljo gleich
90° — o = 90° — 36° = 54°%  Jeder Winfel Dbes regelmaRigen

Fiinfeds befteht aus zvei folchen Winfeln, ijt alfo gleidh 108°.
I}‘?GII

[Fiir dasd rvegelmifige »-Ed folgh: Bentritvinfel = P , Bajiz-
? (!
g IR0 T
winfel degd sugehivigen gleidhjchentligen Dreieds = 90 , Tolghd
H
& . e R 2 360" ;
ber Doppelt jo grofie n-Edswintel = 180° — , toobet n > 2 u

re

pentfen ift. |

88) Stimmen zwei Dreiecde in zwei Winfeln ibevein,
fp ftimmen fie aucdy im dritten iberein. Smnd nimld) « §,
o2

g
bic Winfel des einen Dreiedd, «, B, y, Die Ded anbderen, und 1f




42 Planimetric I.  Ergebnifje ded Borhurjus.
o« = e, und f = By, fo ift in dem einen Dreiede y = 180° — (e +f),

im anderen y, = 180° — (o, + B,), alfo muff y = p; fein. (Warum?)

89) Unter einem UuPentvinfel eined Dreiedd verjteht man
einen Winfel, der durd) BVerlingerung einer Der Seiten bes Dreiecd
entiteht. Bon ihm gilt ber Sah:

Seder Anpenmwintel eined Dreieds ijt gleid) der Summe
per an den beiden anderen Eden fliegenden Dreiedsmwinfel

Beweis. J[n Fig. 23

SL ift 0 ein UAupenwintel, ¢ B,
.-_.-\‘-‘\\ y jind die Dreiectéivintel Da-
JehEs ST bei ift B+ y— 180" — e,
.-’J B 5 aud) 0 = 1809 e, aljo
: d=p+ .
L e S e i S s Bemerfung. Cine burd)

vent ©djeitel von « gelegte
Parallele zur Gegenjeite zerlegt o in bdie Deiden Vejtandieile g und 4.
Die Summe aller jechs UuFenwinfel ded Dreieds ift gleid) vier Redhten.

90) Wie grop ijt die Summe der Winfel im unvegel-
mafigen n=Ed?¥) Untwort: Denft man jid) einen Punit P im
Sunern ded #-Cds mit deflen Cden verbunbden, jo entjtehen » Dreiede.
Sedes diejer Dreiede hHat ald Winteljumme zwet Redhte, alle Dreiecte
sufommen bhaben aljo die Winfeljumme 2x Redte. Davon jind bier
Rechte abzuziehen ald Summe der Winfel, die um P herumliegen, fiir
bag n-Ed Dleibt dbaber ald Winfeljumme (2xn — 4) Redte.

Beijpicle. Winfeljumme ded Bieveds (2.4 — 4) = 4 Nedyte.

Winfeljumme des Fiinfeds (2 -5 — 4) = 6 Redhte.  Winfelfumme
ves Sedpgeds (2 -6 —4) = 8 Nedhte. Winfeljumme des Siebeneds
(2-7—4)= 10 NRedhte. Jeded folgende hat zwei Rechte mebhr.

Bemerfung. Die Summe aller 8 AuBentvinfel ded Bieveds
betrdgt 8 Wedhte. LWie 1jt e8 Det dem fonveren #=Ed?

91) Halbiert man bei zwei Pavallelen, die von einer Geraden
gefdnitten werden, gleidhlicgende LWintel oder Wedhfelwinkel, jo
terden die Halbievenden pavallel; halbiert man entgegengejesite Winfel,
jo ftehen die Halbievenden aufeinander fenfrecht. (Beweid dem Sdhiiler
su itberlaffen.)

92) Wintel, deven Sdhentel gleichgerichtet pavallel find, find ein-
ander gleich). Winfel, deren Schentel entgegengejeht geridhtet parallel

&2 jei aundchit voraudageiest, dap bad n=Ed {tberall fonver ift, bak
f ) s A | ] &
alio feder feimer FWinfel fleiner ald 180" {jt.
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find, find einanbder gleich. Wintel mit pavallelen Schenfeln, von bdenen
ein Paar gletchgerichtet, ein Paar entgegengefeht gevichtet ijt, betvagen
sujammen  jwei Rechte.  (Veweis dem Sdhitler ju fiberfajfen. Der
©afy qilt aud) von Nebenwinfeln.)

Xallt man von einem Punfte aud, der auBerhalb eines Wintels
und feines Sdheitelivintels fiegt, Lote auf defjen Schentel, jo bilven dieje
Qote einen TWinfel, der dem geqebenent gleich ift.  Fallt man fie bon
eitem Punfte aus, ber inmerhalb Ded gegebenen Winfeld oder jeines
Sdeitelivintels fiegt, fo bilden fie ben Supplementwintel ded gegebenen
Pinfela.

93) Anfgabe. Gine gegebene Gerabe in 3, 5 obder in
ecine beliebige Anzahl gleidger Teile zu zerlegen™)

Aufldjung. Sn Fig. 24 fei AB die in drei gleidhe Tetle 3u
serlegenbe erade, dann ziehe man eine beliebig gerichtete Gevave A X
ind trage auf Ddiefer mit Dbeliebiger
Rivfeldffnung gleihe Stitde AC, CD Fig. 24. g
und DFE ab. Sebt verbinbe man £
mit B und lege durch D und C Pa
vallelen 3u EB, die auf AB Teil Dm0y
punfte ¢ und ¥ geben. Dann it 2 :
AF=TFG =GB A g ey

Beweisd, Um bdie lebte Behaup 7 ' "
tung st beweifen, lege man durd) D o)
md F Parallelen zu AB, fodah
Dretete DEJ und CDH entjtehen.
Siir bieje Dreiede ift €D — DE, aud) ftimmen ihre Winkel bei €
and D, bei H und J, bei D und E iiberein. (Weshalb?) €5 wird
behauptet, daf Ddie beiden Dreiede fid) Fuv Decdung bringen lafjen.
Man fann ndmlid DE jo auf CD legen, bap bdabei die gleidyen
Wintel EDJ wnd DOH einander bdecenn, dafy fermer bdie gleidhen
Wintel DEJ und CDH einanber decen. Weil died der Fall it
io miifjen dabei auc) die Punfte J und H sujammenfallen, denn
siei einander decende Paare von Geraden miifjen venfelben Sdynitt
punft Haben. Demnach mup DJ = CH jein.

Weil aber Parallele zwifhen Parallelen gleihlang find, 1t
GB — D.J und ebenfo FG = CH. Demnad) mup aud) FG = GB
fein.  (Warum?)

# Piefe Mufgabe, bei der ed jid) um fongruente Dretecte hanbdelt, toird
voraudgejchict, um eine Reihe von fonjteuttionen au ermoglichen.
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Ebenfo ift su beweijen, daf fid) Dreied DE.J mit dbem Dreied A CF
sur Decung bringen Gk, und daf daher aud) A F = DJ unbd folglich aud
AF = GB ijt. ©3 ift alfo, wie behauptet wurde, AF = F'G = GB.

Folgerung. 3t eine Gevade in gleidhe Teile geteilt, und zieht
man von den Teilpunften aud Larallelen bHig zu einer anbeven Ge-

rabenr, fo iwixd auch Ddiefe in
Fig. 25. 5 gleide Teile zerlegt.

er Beweid wird mit Hilfe
sl ebenjoldher Dreiede gefiihrt tie

_ borher. —
e | Sinb bie Parallelen Lote
& i ' auf ber ziweiten Geraden, jo jagt
man, die Teilpunfte der erjten
! feien auf die weite Gerade pro-
itziert. Died ijt in Fig. 25
bargeftellt. Aljo gilt der Sah:
| Die Projeftion gleider
| ; ! Teile einer Geraden auf
; | '. '. eine andere Gevade gibt auf
4 € D E FE G H B biejer gleide Teile ~ Jabl
man bet ber eimen Gevadben exft
3 joldher Teile, dann 5 in aufeinander jolgenber MReibe ab, jo Dat
man jwei Stiide, die fidh verbalten wie 3 zu 5. Legt man burd
bie Enbpunite Pavallelen
Fig. 26. big zur zweiten Geraben,
B e o echalt man aud) dbovt
sivet Stitde, bie aud 3
bezw. 5 gleichen Teilen
. ~ Dbeftehen. Auch von biejen
. %/ | Gtiiden jagt nman, fie ber
_ g hielten fid) wie3d ubd. Das
\ | = , | Ber jagt man allgemein:
f Rl / / Alle Geraben, die
{55 burd) brei Parallelen
LS qezogen werden, jind
B AT LT inbemielbenBerhalt:
nig geteilt, namlid
= imBerhaltnigber Ab-
jftandeder Parvallelen.

94) Yufgebe. -Von einem aunflerhalb eines (gegebenen)
Qretfes gegebenen Punfte an den Kreisd Tangenten ju legen.
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Anflajung. Sn Fig. 26 jei M der gegebene Kreid®), A Dder
gegebene Punft. Man jiehe bie Gerade AM, halbiere fie, wa3 B
gibt witd lege um B mit dex Jirfeldfinung B cinen Sreid, der ven
eritent Qreid in € und D jdhueidet. Die Geraben AC und AD geben
bie gejudhtén Tangenten.

Beweis., Der Winfel ACH ift als Winfel im Halbireife ein
Rechter, aljo ift CA Dad im Endpunite ded Radius MC auf diefem
erridhtete Qot, b. §. CA it Tangente Dded Rreifez M. Dad Cniz
fprechende finbet bei D jtatt.

d) Konjtenftionsitbungen.**)

¢) UAddition und Subtrattion von Gleraben, bon Winfeln,
pon Qreidhogen mit bemfjelben Rabius.

96) Die Sumime dreier ober melrever gegebener %) Geraden
a1t bilben.

07) Die Summe dreier ober mehrever Wintel Fu bilben.

98) Die Sunume dreier oder mehrerer Kreidbogen von demjelben
Teabittd zu bilben.

99) Den Unterfdhied jweier Geraven ju bifben.

100) Den Unterjchied sweier Winkel gu bilden.

101) Den Unterjchied zweier Kreidbogen von pemjelben Radius
2t Bilben.

B) BVervielfadhung und Teilung bon Gevadben, von Winkeln
und pon Kretdbogen.

(02) Gine Gerabe auj dic doppelte, dreifacdye, vierfache ujw.
Qinge su bringen.

103) Ginen Winfel auf die doppelte, breifache, vierfache ujw.
®rofe 3 bringen.

104) Ginen Sreisbogen auf das Doppelte, Dreifache, Bierfadhe ujmw.
au bringen.

105) Gine Gerade in 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleiche Teile zu zeclegen.
(Bwet Lojungsarten find angugeber.)

{06) Gine Gerade in beliebig viele gleiche Teile zu zerlegen.

_IHT'.', Belichige Brudhteile einer ®evaden 31 bilben, 3 B. _Tr _;'
SRty g 2 RSy i,

= 9Man begeichnet den gegebenen freid haujig nur mit jeinem Mittelpunite.
Ginige der jdhon gelbjten Aujgaben werden ber leichteren 1lberficht

wegen nod) einmal genannt.

w4 Dad Wort , aegeben’ joll von jest ab weggelaijen inerden.
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108) Ginen Winfelin 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleiche Teile su gerlegen.”)

109) Ginen Kreidbogen in 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleihe Teile
su zerlegen.

110) Gine @erabe im Verbiltnis 2 : 3 (zivei ju drei) zu fetlen.
(Man teile fie in 5 gleiche Teile. Jahlt man 2 dbavon ab, jo Bat
man den gejuchten Teilpuntt.)

111) Gine Gerabe in einem beliebigen ganzahligen Lerhiltnis
su teilen.

112) Gine Gerabe jo zu verlingern, daf fie fid) um Jujabitid
verBilt wie 3:5. (Man teile fie in 3 Teile und verlingere fie wm
5 foldjer Teile.)

113) Ginen Winfel fo zu vergrisBern, dah er fid) sum Bujas:
winfel verhalt wie 2 : 3. (Man BHalbieve den Winfel und abdieve ju
ihm bag Dreifache einer Halfte.)

114) ©p fann man einen Winfel bevart vergripern, pak er gum
Jufapteile im Verhdltnid 2:2, 4:%, 8:n, 16 :n ujto. jteht, wobei
n eine ganze 3ahl ijt.

115) Die Aufgaben 113) 1und 114) laffen fich auch fiir Kreis:
bogen ausfiihren.

) Ronjtruftion fiir gewijje Rethen von Winkeln.

_ Lo : oy o 4B° 45° 45°
116) Die Winfelveihe --- 360°, 180° 90°, 15° - :

R TR
s fonftruieren.
S A s 5 e s B0 5150
117) Die Winfelveibe - -- 240° 120° 60° 30°, 15°% ——, :

it fonjtruteren.
118) Die dreifachen, fiinffachen, fiebenfachen ufty. Winfel ber
Reihen 116) und 117) zu fonjtruieren.
119) Durd) Adbition und Subtraftion das Anfangdglied fiix
anbere Reifen fonjtruierbaver Winfel aufzufinden, 3. B.
Lo 168° " 165°
580° 165°, ——, ——,
! P 4
¢ 10 =n0 7R0 (s 5"
3007, 1505, (a5 SEED g
. 105% 105°
¢ ( V20
000, 405) 5=, ot

"

#) Ynbere Teilungen Deliebiger Winfel find mit Kineal und Jirfel aus
ipdter barzulegenden ®ritnden nidht dburchjiihrbar. Fiir gewifje Wintel ift aber
bie Dreiteilung moglid), 3. B. fiir die Winfel 360° 180° 909, fiir gewifje
wird ipdter die Fiinfteilung gelehrt ujw. Von den Leilungen beliebiger Rreis:
bogen gilt basjelbe.
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d) Ronftruftion gewifjer Kreisteilungen und regelmdpiger

Rielede.
120) Ginen Sreid in 2, 4, 8, 16, 32, . . . gleiche Teile ju erlegen.
121) Einen Kreid in 3, 6, __:, 94, 48, . . . gleiche Teile u zerlegen
122) Ginem Rreife ein vegelmdpiges 4-Cd, 8:GE, 16:Cd,

32:C, . . . eingubejchreiben.
123) Ginem SRreife ein vegelmihiges 3-Gd, 6-Cd, 12:E,
24-Gdf . . . eingubefdhreiben. (ACE in Fig. 21 ift ein gleidy. Dreied.)
124) Ginem Rreife ein rvegelmdpiges -Ed, 8:Ed, 16:Cd,

32:@d, . . . umgubejdreiben.
195) Ginem Rreife ein  vegelmdpiges 3:Gd, 6:Ck, 12:6d,
24-@d, . . . umzubejchretben.

126) ﬁbcr einer gegebenen Gevaben cin vegelmdfiges 4-Gd,
ch 16:G, 32-C¢, . .. zu fonjteuieven.®)
127) llim einer gegebenen Gevaben ein vegelmdpiges 3-Ed,
: 6:Cd, 12:Ccf, 24-Cd, . . . su Fonjtruicren.”)

128) Die ufgaben 122) und 124) beziv. 123) und 125) jo s
vereinigen, dap die Seiten ded wmbejdriebenen Bicleds denen des ein:
bejchriebenen parallel twerben.

129) Diefelben Wufgaben fo 3u vereinigen, dap die Seiten Dded
umbejchriebenen BVieleds duvc) bie Gden des einbejdyriebenen geben.

130) Den Mittelpuntt eined gegebenen regelmapigen Bieleds ju
finbert und deffen einz und deffen umbejcdhriebenen Rreis ju fonjtruteren.

lbungen mit vegelmdafigen BVieleden.

131) Die Gbene lidenlos mit gleicdhjeitigen Dreiecent bon Ders
jelben ®rofe zu belegen.

152) Die Ebene lidenlosd mit Tuadraten von berjelben ®rife
su Delegen.

133) Die Gbene lidenlos mit regelmdpigen Sedhzeden von der:
jelben (5_511:1}'.. qu Gelegen.

Quabrat, gleidbjeitiged Dreiedt, regelmdpiges Sechded ilber emer ge-
gebenen @eraden find leicht zu fonjtruieren. Bei griferer Anzahl Der Seiten

fonftruiere man aunfichft dag gleichihentlige Dreied mit bem sugehirigen
S

. " s " S610
Rentriwintel. Beim Adhted 5. B. ift der Bentriwinfel gleid) —— = 45°% Dder

45° =
infel an der @rundlinie pes qlud;]rfjnztl‘quu Dreiecs aljo gleich 90" — 1 =671,

was leidgt a1t fonftruieven ift. Dann lege man um Ddie Sypife Ded Drereds
cinen burd) die Endpunite der qm;tbumt eraben gehenben Kreis, in den fidy
bie Glerabe acdhtmal ald Sehue eintragen [ijt, wenn man richtig ﬂ_t\ttd]m. hat.
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154) Die Cbene mit regelmdapigen Achteden von derjelben Girife
jo su Delegen, dbaf Quabrate von derfelben Seitenlinge itbrig bleiben.

135) Die Cbene mit rvegelmifigen Sechdeden von Dderjelben
Grofe jo 3u belegen, daf gleidhfeitige Dreiede von bderfelben Seiten:
{inge itbrig Dletbew. (WAuf jeder Sechsecsieite jteht ein joldhed Dreted.)

136) Die Ehene mit vegelmafigen Sechsecen von berfelben Grife
jo su belegen, dbaf Rbomben von derjelben Seitenlinge und von den
Winteln 60° und 120° {ibrig bleiben.

137) Jn ein gegebenes gleichieitiges Dreiect ein fleinered von
gegebener ®roge fo einjuzeidnen, dafy die Cifen ded fleimeren auj bie
©eiten bed groBeren fallen.™) Wann hat die Aufgabe zwei Lofungen,
wann nuy eine, wann feine?

138) Wm ein gegebenes gleichjeitiges Dreiec ein griferes von
gegebener Seite fo zu legen, dap bdie Seiten bded lepteren duvd) bdie
Edpuntte ded erjteren gehen.®*) Wann hat die Wnufgabe ztvei Lijungen,
wann nur eine, wann feine?

139) Die Aufgabe 137) fiix swet Duabrate zu [Hien.

140) Die Aufgabe 138) fiir zwei Duadbrate zu (Bjen.

141) Die Uufgabe 137) fiir wei vegelmifige Sehzecde ober
Achtede ujw. zu (ien.

142) Die Aufgabe 138) fitr wei vegelmipige Secdhedfe obex
Achtede ujw. zu lofen.

2

¢) Bwet Hindernidaufqaben.

143) €ine gerabe Linie ifiber ein gegebenes Hinbernis
hinaus zu vervlangern.

(€5 fommt vor, dap auf dem Fufboben eciner Werfftitte eine
Gerade gezogen werden foll, die iiber eine im Wege jtehende Majdhine
hinausd zu verldngern ijt; ober daf eine geplante Strafie abgeftedt
werden foll, obwobl ein wegzureifendes Gebiudbe nodh jteht. Man
begniige fich mit folgenber vorliufiger Lwjung: Man umgehe das

*) Die Mitten beider Dreiecte miifen aufeinander fallen. NMan zeidhne
das fleinere Dreied irgendivo fitr jich, bilde den Nadiusd feined umbeidhrichenen
Rreifes, und lege mit diefem einen Rreid um den Wittelpuntt des gegebenen
(groperen) Dreieds. Jjt der Radius grof genug, jo erhdlt man jedhs Schnitt-
punfte mit den Seiten ded leteren, weldhe wet gleichieitige Dreiece geben.

) Man zeidne das grifere Dreiect irgendivo fitr fid), bilde die Nadien
ber ihm ein- und umbejchriebenen Rreife und lege mit diefen Sreife um den
Mittelpuntt ded gegebenen (fleineren) Dreieds. Ragen bdie Spigen ded leh-
teren ftber den fleineren hinaus, fo lafjen fich von ihuen aud an diejen Qreis
jechd Tangenten legen, von den je drei einem der au zeichnenden Drefecte an-
gehoren. Die Tangenten enden aui dem griferen Sreije.
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(¥

Hindernid durch drei Seiten eined Rechteds, die fih um das Hinber=
nig Derumlegen lafjen und Ffonftruiere ftatt Der viecten Seite ifre
Bevlangerung ald Lot auf dber dritten.

Statt der dret Redhtedsieiten Famn man aud) zwei Seiten einesd
gleidjeitigen ober gleidhichentligen Dreieds benugen, die bag Hindernis
mgelenn.

©piter wird eine von Winfeln unabhingige Konjtruttion gelehrt. |

144) Den jenfeits eined Hindernijjes liegenden Shnitt-
punft zweter Geraden zu bejtimmen.

| Die Gervaben find (zunddit nad) der vorigen Methobe) iiber dasd
Dindernid hinausd ju verlingern. Damn ift der Shnittpuntt leicht zu
beftimnien. |

Bemerfung, Jjt dad Hindernis 3. B. ein Fluh, der niht um-
gangen twerden fann, fo Dbemupt der Landmeffer Stibe, von Ddenen
awet auf der gu verlingernden Geraden jenfrecht in die Grbe gejtogen
terden, todbhrend ein Ddritter Stab jenfeitd bdes Fluffes fo eingejtellt
wird, daff er dem iiber den erjten Stab hinblidenden Beobadhter dirrd)
bent jlveiten Stab verdedt wird. So findet man einen erjten Vunft Fiix
bic Berlangerung der Geraden, eimen jweiten fann man in dexfelben
Wetle beftimmen. Jn ahnlicher Weife fann mit der zweiten Aufgabe
perfahren fverden.

1) Cinfade BVergroferungs: und BVertleinerungsaufgaben®

145) Ein gegebenesd Dreied im doppelten MaRitabe zu
g,t‘iff_}llt‘u,

uflojung. Jft in Fig. 27 ABC bas gegebene Dreied, 0 berz
langere man CA4 {iber A binaud um fich felbft, was A, qibf. Dann
fege man durd) A, eine Parvallele 3u

A B, welde die Beclangerung von C B Big: 20 .

i einenmt Punite B, {dueidet. Dann /{

ift 4, B,C a5 verlangte Drciec. s 1;;/'
Beweis. Weil 04, in A Hal : S

biert und 4, B, || 4B ift, o ift aud J ’J \2

OB, it B halbiect, d. §. CB, ijt 4~ Z I{ ok

ooppelt jo grof al8 CB. Bieht man
ferner bie Gevade BD, | A4, fo ift A B gleid) 4, D, i, denn Parallele
swifden Pavallelen find einanber gleid).  Weil hm‘ CB, it B hal

Eigentlid) gehisren jolche MW ifgaben in die “[[][’lll‘l}t'.lf“[tl;l.t 1 jebody
pie Ronfiruftionsiibungen mannigialtiger su madjen, find jie jchon Hier ein-
gejdhaltet tworden.

Holagmitller, Elenientarmathematit. T 4. 9ufl.
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biect und BD, | 04, ift, jo ift aud) 4, B, in D, Halbiert, aljo ijt
AB,=2-AD =2 -AB. Alle Seiten ded Dreieds 4,B,C, find
alfo Doppelt jo grop ald dDie Dreieds ABC. Bugleid find alle
Winfel des Dreieds A, B, C gleich) den entfpredend liegenden Winkel
bed Dreieds ABC. (Warnm?)

Bemerfungen, Die Aufldjung fann folgendermapen umgeitaltet
werden.  Man verlingeve C A itber A4 Dinous um fidy jelbjt, ebenjo
OB iiber B Yhinaud um fid) felbjt und verbinde die neuen Enbpunite
A, und B, durd) eine Gerade. Dieje mnB von jelbit pavallel 3u AB
und doppelt jo lang wie 4B werden. —

Bum Beweife fonnte man audy 4D, | C By ziehen.

Dann hat man vier ifibereinjtinmende Dreiete und jieht daraus,
oap ber Flacheninbalt ded Dreieds A, B,C viermal jo grop ift als
ber von ABC.

Sind allo bie Seiten eined Dreieds doppelt jo grof wie Ddie
eitted anderen, jo Daben beide Dreiece diejelben Wintel und ber JFubalt
Ped qroferen Dreieds ift das BVierfadhe von dem des Feineren.

[Su der Figur ift gany ebenfo Dreied 4, 5C bie LVergroferung
bed Dreiets BSD, auf den bdoppelten Makitab; alfo ift SC dag
Dopyelte vou SD,, und SA; dag Doppelte von SB. (Die Geraden
SB und SD, find jept fiber die Ede S hinaud verboppelt geseichnet
worben.) Demnad) ift DS dex britte Teil von D, C und BS der
pritte Teil von BA,. (Dies bejtitigt fih auch, twenn man durd) 4
und B Rarallelen zu €D, legt, weldje die halbierte Linie A, B, in bier
qleidge Teile zerlegen, von Demen dret FTeile durd) Pavallelen auf 4, B
{ibertragen twerden, jodaf dicje Linie in drei gleiche Teile geteilt ijt.)

Man nennt die Geraden, die von ber Ede deg Dreieds nad) den
IMitten der Gegenfeiten gehen, Mittellinien des Dreieds. Die
Mittellinie A, B jdueidet aljo von bder Mittellinie CD; ben Ddritten
Teil D, S ab. Gang ebenfo muf die Mittellinie B, A4 von CD; ben
prittent Teil abjcdhmeidben, b. §. fie mup aud) dbuvd) S geben. Dem:
nad) jhneiden einander die Mittellinien ded Dreiedd in
einem Punfte, und von jeder wird der dritte Teil ab=
gefdnitten.]

146) Ein geqebened Dreied im Halben Mapftabe zu
setchnen.

Die Unfldfung evaidt fich aus Fig. 27 und ift dem Schitler
tiberlajfen.

=11}
—

147) Gin gegebenes Dreied im dreifaden IMafitabe ju
aeidhnen.
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Die uflofung gejdyieht ahnlich wie bei Aufgabe 145. Sie ift
vem Sdjiiler yu fiberlaffen. Diefer joll die Ridhtigleit der Konftruttion
beweifen umd durd) Beihnen geeigneter Vavallelen bas grofie Dreied
m neun mit dem gegebemen dibereinftimmende Dreiede zerfegen um o
gu geigen, daf der Fladjeninhalt der neunfache Hes urjpritnglichen ift.

148) [Gin gegeberes ¢ muf im nfachen Mafftabe (wo » eine

beliebige gange Sahl ift) ober im Tmhm Mapitabe, oder im .lindjuu

o . N - e - ;

Weapftabe, oder tm fadjen Mapftabe (m und » gange Sablen) zu
,, )it

zetdhnen und nadjzuweifen, daf der Subalt des newen Dreieds ber
ar LAY 9 ; = =

n*fache Dbegw. tTm‘[]v, beztv. . fache, Degiv. bex ( F) fad)e geworben ijt. |

149) Gin gegebenes Quadrat im doppeltern, oreifachen, vievfachen
WMapjtabe zu zeidhnen und nadhzutveifen, daf bder Snbalt ber viers
md}c qu neunfache, beztv. 16fad)e ift. [Dad Quabdrat ferner im

m . N i . ~
Tudnn lmdavu. Jacdjen Mcaitabe zu zeidhnen und nadhzuiveifen, daf

ot T X
ber Jnbalt das  fadhe, ~ fade ] Tm!;c geworden ijt.]

150) Ein gegebenes 1'1:,11*:[nm}slgt§ 6=Cd, oder 8:Ed, oder 12:Cf,
oder 16-Cd im Ddoppelterr, ober dreifachen, ober vierfadjen Niapijtabe
g,n seihnen und mnadjzwweijen, daf der Jnbalt das 4 fadhe, beztv.

9fadpe, bezw. 16 fache geworden ijt.

(Die Aufldjung gejhieht am einfachften, indem man um den
Mittelpunft des Vieledd einen Nreid mit dem doppelten, dreifadjen,
vierfacjenn Fadius des umbefdriebenen Kreijes johlagt und bie nad
ven Gden bed uvipriinglichen Bielfladhs gezogenen Rabien biz zum
Rreife verlingert, wovauj die Sehnen eingutragen find.

Weil jedes der gleidhichentligen Dreiecte auf das Bierfache, Neun:
jache, Sedjzehnfache bes urjpritnglichen JInbalts gelangt, fo gilt das-
felbe audh) vom Gejamtinhalte ded Bieleds.)

151a) Ein gegebenes Redhted im doppelten, preifadyen,
bierfaden ujw. Mafjtabe zu zeidhnen.

(Unflojung. Man zeichne eine Diagonale unbd bringe fie nadh
derjelben Richtung Hin auf die doppelte, dreifache, vierfadhe ufw. Rdnge.
Bon den gefundenen Enbpuntten fille man Lote auf die vom Anfangs-
puntte der Diagonale audgehenden Redjtedsieiten. ©3 entjtehen fo
Redytede von ben Seiten 24 und 20, 3¢ und 8, 4a und 40 1jiv.
oder, tvie man auch jagt, von demfelben Seitenverhiltnis a : b. Sn
alfen bdiefen Nedhteden bildet die Diagomale mit den NRechtectsjeiten
viefelben beiden LWinfel.)
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151b) Gin beliebiges gegebenes Bieved tm Ddoppelten
Mapftabe ju zetdnen.

(Die Wnflofung ijt dem Schitler zu iiberlajjem, dex mehreve Wege
aufsufuchen Hat, 3 B. aud) den Weg, die Abjchnitte Der Diagonalen
pom Schnittpunfte aud ju verbdoppeln, iobei jedbed Dreted auf bden
vierfachen Jnhalt fommt, alfo aud) der Gejamtinhalt vervierjacht ird. )

Yuch der dreifache, vierfache ujw. Mafijtab mad)t Fetne Sdyvierig-
fetfen.

152) [Cine jdwierigere Vergroperungsaufgabe: Gegeben jeien
drei Parallefen, von bemen die beiden lepten Dden doppelten gegen-

jeitigen Abjtand Haben tvie

ig. 25 : bie beiben erften. €& joll

i - L2 oin gleidhjeitiged Dreied ge

S L seichet werben, weldhes jeine

o Flo"%. ___!’_7.." . p  Gden auf den Parallelen hat.

% | Gine jeiner Ceen foll voys
: gefdrieben jein.

| Aujlojung. Jn Fig. 28

v I jeien AB, A, B,, A, B, bie

A4———————B, Povallelen mit den Abjtan:

: den b, und hy, = 20y I

ioll der gegebene Gpuntt ded gleihfeitigen Dreieds jein. Pan zeichne

sunddit irgendwo ein gleidhjeitiged Dreted DETF von beliebiger,

2 8. fletner @rope unbd

ig 29. made in diejem EG =3 ED

: (Fig. 29). Dann verlingere

Iff'_;;;--f--':‘”;';._ mant FE und F.D und die

3 ; ; ‘Il"f . a1t ziehende Gevadbe FG iibex
g ’b E D, G hinaud. Bu F&

;D ;
Rs—~shgis ) siehe man Pavallele in den
e \n, entgegengejesten  Abftanden
\ \ hy und h,, twelde die ber:
g \ _— langerten Dreieddjeiten in
: * Dy E, und Dy jdyneiden. Jieht
Coa man D, £y, o hat man ein
L gleid)jeitiges Dreied 1 Dy Fy,

de tvelched Den Forderungen ge

: witgt und mur nodh) in bie

vidhtige Qage su bringen ift. Man lege den Winkel EF G = « an
A, B, im Puntte #, nad) der Seite ded Fleineven Abjtanves amn, wad
ben Sdnittpuntt E, gibt und jdloge wm F, mit F\ E; einen Kreis:
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bogen, et A, By in D, jdmeidet. Damn jind D, B F, pie Edpuntte
bes gefuchten Dretedd. (Jehteres famn noch auf eine zweite Art,
(infs von I, liegend, gezeichnet iverdem, twozu muv Ddie Wervoll:
ftindigung bded feften Kreisbogens notig ift.)

Der Betweis der Ridtigleit joll bem Edhiifer fiberlafien bleiben.
Diefer wird danm auc) imjtande fein, bdie Wufgabe fiiv beliebige ADb-
ftandaver haltniffe su (Hjen. — Die Konjtruttion fonun erheblich abgefiivat
werden, benn eigentlich ift die UAufgabe geldjt, jobald man im Hilfé-
brejed FG gezogen und den Winfel « in Die Hauptfiqur itber=
tragen BHat.]*)

153) Beidhnet man in einen Kreid einen ihn berithrenden vom
halben Radiud, fo ift jede durc) den Berithrungspuntt gelege Sehue
burd) ben fleineven Rreid halbiert.

Beweis, Der fleinere Kreid geht durd) den Mittelpunit M bed
qrbferen. St A4 Beriihrungspunit, jo ift AMB em Durcdhymeffer,
ver purch bie Mitten beider Kretfe geht. Wird
eine Deliebige Sehne AC in C; vom Fleineren -
Qreife gejdmitten und zieht man CB und C; M, o B
fo find die Winfel AC, M undb ACB Redye i :
als Winkel im Dalbreis, alfo ift O, M | CB; 4= i
ba ferner A B in M Balbiert ift, mup audy AC W77
in C, balbiert fein. \ o

@Entjprechended findet jtatt mit einem inneren b=
Beriihrungatreife, deffen Radiugd der dritte, vievte, »'* Teil vom Rabiud
bed griheren ijt.

Was gefdicht, wemn der Beriihrungsfreid auperhald des ge-
gebenen liegt?

(Der angegebene Sab (Bt fich bei vielen Konjtruftiondaufgaben
anienden. )

Fig. 0.

e) Begrifi der Symmetrie in der Gbene.

«) Grildrung und Grundgejese der einfaden und mehriaden
Spmmetrie.

154) Bet bden qrundlegenden Ronftruftionen bdrdngte fid) der
Beqriff der Symmetrie auf, bei beffen Beadhtung viele Sdke unb
Qonftruftionen fih ald jelbjtverftindlic) evgeben.

Man bezeichnet ein planimetrijded Gebilde als einfad)

*) Die Aufgabe fann natiiclich iiberjlagen werben. Der Betweid ber
Fidtigleit joll nur eine Sharffinnsdprobe fiix begabtere ©dyiiler fein.
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pmmetrifch, wenn ed durd) eine und nur eine Gerade jo in
jioet Halften zerlegt wird, daf die eine Halfte durd) Um:
Elappung wm bdiefe Geradbe mit der andeven Halfte ur
Dedung gebradht werden fann.

Jedbe Hilfte begeihnet man ald dad SpieqelbHild der anbderen.
Die Gerade DHeift die Symmetrielinie ober Symmetrieachje ded
&ebildes, oder aud) die {piegelnde Gerade, die ald unbegrenst au
benfen ijt. Jeder Punkt diefer Gevaden ijt jein cigenesd Spiegelbild.
Dag Spiegelbild jedes anderen Pumnftes wird gefunben, indem man
vou thm auf die Gerade ein Lot fallt und diefed ither den suppuntt
binaud um fih felbjt verlangert. Die jpicqelnde Gevade it ihy eigenesd
©piegelbild.  Jebe Pavallele zur fpiegelnden Geraden 1ird eine
Parallele entgegengefeten Abjtanded.  Jebe bie jbiegelnde Gerade
jdyneibende Gerabe wird eine fie in demfelben Punkte unter entgegen:
gelett gleichem Winfel jhneidende Geradbe. Jedes Lot zur fpiegelnden
OGeraden gibt feine eigene Berlangerung. Symmetrijde Stitde von
Gervaden find babei gleih) flang; fymmetrijhe Winfel von Deliebiger
Lage jind entgegengefest gletch. Symmetrijde Kreidbogen von be-
liebiger Qage becen einander. (Vgl. 3u diefem Abjchnitte dpad unter V
im BVorfurfus Gejagte.)

155) ©ind mebhrere Symmetrieadhjen vorhanden, jo fpridht man
bou mehrfader Symmetrie. Das gleihichentlige Dreied ijt ein
Beilpiel der einfachen Symmetrie; die Palbierende des Wintelds an
der ©pige ijt die Symmetrvieadhje. Das Recdhted ift ein Beifpiel fit
vie gtoeifacde Spmmetrie; die beiden Mittellinien find jeine Shmmetrie-
achje.  Aud) der Rbombus ift ein Veijpiel fiir die stveifache Sym
metrie; die beiden Diagonalen find jeine Symmetricadyfen. Dad gleich-
jeitige Dreied Hat dret Symmetrvicadhien, die Halbierenden der IRintel.
Das Quabrat Hat vier Symmetvieahfen, bdie Diagonalen und die
Mittellinien. Dag vegelmdfhige Fiinfec Hat fiinf Symmetrieachien, die
Wintelhalbierenden. Das regelmiBige Sechsed hat jechs Symmetrie-
acdjjert, die drei Hauptdiagonalen und die drei Mittellinien ufw. Dex
Sreid hat unendlich viele Symmetrieadhien, ndmlich jEmtliche Durch-
mefjer.

156) Beim Redjted und Rhombus jdhneiden die Symmetrieadyien
einander vedhtwinfli in einem Punfte, den man ald den Weittelpuntt
per Figur bezeichmet. Beim Rechtedt ijt diefer Vunft der Mittelvirntt
ped umbejdrieberren Rreifes, beim Rhombusd ift er der Ded ein=
bejdyriebenen Rueifes. Bei allen gemanuten rvegelméfigen Bielecten
jchnetben einander bie Shmmetricadhfen in einem Vunfte, dem Mittels
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punfte ded Vielects, der zugleih Mittelpuntt ded um: und bed ein=
bejdjrichenen Rreifes ift. Dort folgen fjie unter aleichen Winfeln anf-

; : ; e g B o 180° S
einander, beim gleichjeitigen Dreied bilden fie Winkel von - = 607,
4 (3]

PREILEE <2 v 180° 3 ; o
peim  Qatadbrat jolde bon T £5%  Deim Fiinjed jolde bom
y 0

1809 P e L A 180 ;
— 36°, beim Gedjsed jole von —— = 30° ujw.
J

5

157) Dieje Cinfachheit erfldrt fich folgendermagen: Das Spiegel-
0ild einer Symmetrieadje gegen eine Symmetrieadje it
wieder eine Symmetricadje. Schuneiden einander bdie beiden
erften im Gnbdlichen, fo muf die Dritte duvch denfelben Puntt gehen.
Spiegelt man bdie beiden erften Symmetvieachien gegen die drifte, fo
mitffen die ©piegelbilder tvieder bduvc) benfelben Puntt gehen ujiw.
Daraus folgt: Bei mehrfader Symmetrie gehen alle Sym=
metrieadhien durcd) denfelben Puntt. Diefer Punft heift der
Mittelpuntt ped Gebildes.

158) ©ollen nur 3wei Symmetriead)jen vorhanden jein,
ip mitjfen diefe aufeinander jenfredyt jtehen, benn jonjt tviirde
purch die Spieqelung gegen Ddie eine eime britte Symmetrieadhje ent:
fehen ujw. Sollen nur drei Symmetfrieadien vorhanden
jein, fo mitffen jie einmander unter 60° jdynetden, denn jonit
tiicben durd) Spiegelung gegen eine davon neue Symmetricadhjen entz
ftehen. Dasd Entjpredhende gilt von vier, fiinj, jechs ujiw. Symumnetrie-
achfen.  Eine Symmetrieachje teilt bie Ebene in jivei itbeveinjtimmende
Dilften, 3iwer geben vier {ibereinftimmende , Dnadranten”, brei geben
fehs dibereinftinmende Scptanten der Ebene, » Symmetricadien
S st rarte SRR 180"
geben 2n Bentriwinfel von der Grife  ober :

=T i

L -
21

veqelmafige #-Cd Hat » Symmetvicebenen. Jft » eine gevadbe Zahf,
fo find bie Symmetricebenen zur Hilfte Houptdiagonalen, zur Halfte
winfelhalbicrende Mittellinien. [t # ungerade, o find jamtliche
Winfelhalbievenden Mittellinien. Eine eigentitmliche Stellung nehmen
bie unbegrenyten Parallelen ein. Jebed gemeinjdhaftliche Lot ijt fiiv fie
eine Symmetrieacdhje. €5 jind aljo unendlich bviele Spmmetricad)ien
porfanden, die einanber im Endlihen nidht jdyueiden. Der Streif
swifhen sivet Pavallelen Hat auferdem nod) eine vereingelte pavallele
©ymmetricadie.

159) Bon der Jeidnung eined funjtgewerblidien ebenen Mujterd
(Slachornament) von mehrfacher Symmetrie brancht nur ber etnem
iolchen Bentriwintel entfprediende Teil gegeben zu fein. Der Reft ijt
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leicht ju fonftvuieven, fei e8 Punft fitx Punft oder Linie fitr Linie.
(Dat man ftatt ded Fladyornamentd ein mehrfac) fymmetrijches Relief
auf ebener Grundlage, fo braudt man
auch nur den entfpredjenden FTeil zu geben,
jedod) find Dbenadybarte jymmetrijche Teile
nidgt mehr fongruent, fondern raumlich
jpmmetrijd). Bl Vorfurfugd V, 112 und
113.)

Tig. 31

160) Die Umtlappung eines mehrfach
jommetrijen (planimetrifhen) Gebildes gibt
veflen Teilen entgegengefesten Drehungsiinm;
pie Umtlappung ded Bilded um bdie zwveite
Achfe ftellt Dem urfpriinglichen Drehungdfinn
wiever fher; die Umblappung des neuen Bildes
um bdie dritte Wchfe gibt wieder den entgegen:
gejehten Drehungsfinn ufiw. Cine gerade
Anzahl von ESpiegelungen l(aft den
Drehungsfinn ungednbdert, eine un-
gerave Unzahl gibt bden entgegen=

geiebten Drehungsfinm.

ATl s S1g. 31 und 32 vpevanjdhaulidhen bdies
T N . - oy . » ?
i £, an einem mehrfad) gefpiegelten vechtwintligen
i T - E TN [ e T > ] re 2
t Dreted.  Die jdraffierten Dreiede find nicht

{hymmetrij) su eimander. Man fonnte fie als verfehrijymmetrijd
bezeichuen.

p) Ableitung einfacher Sdpe und Konftruftionen mit Hilfe
per Spmmetrie
161) Das Spiegelbild zweier Vuntte. S Fig. 33 finb
et Punfte D und E gegen die Gerade A B gejpiegelt, was D,
und Fy gegeben hat. Daburd) ift sugleih die Gerabe D E gejbiegelt
und ihr Spiegelbild D, E, entjtanden. Sdyneidet mm D E die {piegelnde
Gerade in einem im Cnblidhen liegendben Runfte &, jo muf aud
D, E; ourd) ben Punkt & gehen und A B unter entgegengefest gleichem
Winfel jdhneiden.
Man fann aber aud) D und E, ald die gefptegelten Punfte,
Dy und E al3 bic Spiegelbilder betvachten. Demmnad) miiffen aud
DE; und D, E emander auf der ®eraben AB jdhneiden.
Biwei Geraden, bdie gegen eine britte Gerade fymmetrifd find,
bezeicynet man bisweilen al8 antiparallel in beyug auf die fpiegelnde



Ubleitungen aug bem Spmmetriebegrifi. ff

o

(2

Gerade. Deshalb wird dag in bejug auf die Wittellinie CF fyms:

metrijge Bieved DEE, D;, von dem ztwei Seiten DD, und EE,

parallel find, wdhrend die andeven DE und

Dy E, antipavallel find, al8 ein Antiparal: Big. 83,

lelogramm begeichnet. (63 Deift jedoch

audy ein jymmetrijdes Raralleltrapez.) .
Die Diagonalen und die antivarallelen (-|

g wie : “ ; e g D e 1,
Wegenjeiten cined joldhen Vieveds fdhmeiben ~\ ; '
& v o o S A A " A\ 1 J
alfo eimanbder auf beffen Symmetrielinie. Die |
jpmmetrijd) legenben Geraden und Wintel bal 2

ftimmen tiberein.

162) Dag Spiegelbild zweier un- Sipe
begrengter Geraden. Jn Fig. 54 find !
et Gevaden CD und EF gegen eine dritfe
Geradbe A B gefpiegelt, was die Bilder C, D,
und E, I, gegeben Dhat, bon denen dasd eine
mit CD durd) ben Schnittpuntt &, dad anbdere
mit EF durch) den Sdnittpunft H auf der
Geraden AB geben muf. Die Punfte P und P, jmd et jhm-
metrijdes Punttepaar. Vetradhtet man aber CD und E, F, alg bie
gejpiegelten Geraben, jo folgt, Daf aud) die Punfte @ und @, ein

jpmmetrijdyes _
Runftepaar jind. 5‘”}“"-
Dag Bier- D. e
ek PHP G ijt e I '
ein  gegen  Die E~_ NG, _E,
Diagonale G H o/ | Na, s
fymmetrijdyes. L -E_3 -}:"
&8 Defteht aus % f };:j_b;
swei gleidyjchent: e =
figen  Dreieden, o 5 SN
tweldye die Grunbd- B . Q,""%;_'_-._, -
[inte PP, gemein E T
Haben. ©3 wirh ¢ I G

ald Deltoid be-
seichmet.  Bu diefem Bieved gehiven jechs Berbindungslinien o
GH, GP, GP,, P,H, PH Die Gegenfeiten geben dret Schuitt-
puntte @, @, und R. Cin Bieved mit femnen famtliden fehs Geraben
bezeidhnet man al8 ein vollftdindiges Vieved. Dad hier vorliegende
it ein gegen eine Diagonale fymmetrijches vollftandiges Bieved.
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Die Gevaden @, b, a,, by, bilden ein Bierfeit mit jechs Schnitt-
punften P, P,, @ Q,, G, H. Dag Bierfeit mit jeinen jech Sdnitt-
punften Ewiii__ai' aljo drei Diagonalen, PP, @¢,, GH. Man nennt
¢d ein vollftindiges Vievfeit. Hier Handelt e8 fich um ein gegen
eine Diagonale jymmetrijde volljtandiges Bierjeit.

(Man beachte beim Vieved und Bierfeit die Reziprogitdt tn bezug
auf die Worte Puntt und Gerade.)

163) Die beiden Symmetrielinien jweier unbegrengten
einander jdneidenden Gevaden ftehen aufeinander jentfredt.
©ie find bie Halbierenden der vier Winfel. Jedber Puntt jeder Hal:
bierenden DOat vonm Dem beiden Geraden bdenjelben Abjtand, ijt aljo
Mittelpunft eined Rreifes, Dder bdie Dbeiden Geraben beviihet. WAlle
Qveife. die atvei geqebene einander jchueidende Geraben beviifhren, haben
ihre Mittelpuntte auj den beiden Shmmetricachjen. Die beiven Tan:
genten, die vom Scheitelpuntte an jeben biefer Kreife gesogen find, haben
diefelbe Qinge. [Wie ift es, wenn die beiden Gevaben pavallel jind?]

164) Nufgabe. JIn ein gegebenes Dreied Dden eins
pejdhriebenen Rreid (Jn-RKreis) einzuzeidhnen (der die drei
Geiten beriihrt).

Huflojung. Jn Jig. 35 jei ABC das gegebene Dretect.  Man
Dalbieve Die Wintel bei A und B. Die DHalbievenden geben Dden
Sdnittbuntt M. Bon M
aus fdalle man auf BC
pag Yot MD. Pt MD
jchlage man um M einen
Rreis. Diefer Keeid ift dex
gefuchte  Berithrungsfreis.

Beweid., Jeber Puntt
dev Wintehalbievenben A M
hat von A B und A C dies
jelbe Cnifermuing. Jeder
Runft ver Winfelhalbieven-
ben BM hat von A B und BC diejelbe Enifernung. M gehirt beiden
Halbierenden an, Hat aljo von allen dret Geraben diejelbe Enifernmung.
Demnach find die Qote M D, ME und MFE einander gleid).

Folgerung. Weil die Abftinde M D und ME einanbder gleih
find, mup M aud) auf der Halbierenden bed Wintelds € liegen. Aljo
ift aud)y MC eine Wintelhalbierende. Folglich:

Die Halbierenden der Dreiedsdwintel jchneiden einanbder
in einem Punfte, dem Mittelbuntte ded JIn=Rretjes.

w¥ip. 85. A
A
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165) Uujgabe. An ein gegebened Drveied ABC einen
Rreis 3u legen, ber die Seite BC von aunfien her, die beiben
aderen Geiten pon innen Her beriihrt.

uflojung. Jn Fig. 36 halbieve man den Winfel bei A und den
Aupentvintel CBF. Dad gibt, wic vorher, einen Schnittpuntt M,
als Mittelpuntt eined Rreifed, der jowohl die Berlingerungen dex
Dreiedsiciten AB und AC, ald aud) die Seite BC beriihrt. Dasd
von M, auf eine der Seiten gefdllte Lot, 3 B. M, D, ift der Radius
oeé mun lewdht 3u zeichnenden Kreifes, eines duferen BVerfihrungs:
freifed oder Un:=Rretfes. '

dolgerung.  Weil der Rueis M, die Seiten AB und BC be-
vithrt, muf dver Punft M, auch auf der Halbierenden bes Nupen-
winfelé BCFE liegen. Folglich: Die Halbievenden einesd Drei:

A an] 346.

;";'il] 37.

C

i

eddwinfeld und der an den beiden anderen E©den liegenben
AuBenwinfel [dneiden einander in eimem Bunfte, dem
Mittelpuntte ded einen An-Lreifes.

166) Dag Dreied Hat drei An-Kretfe und einen Jn-freis. Die
Dalbierenden jeded Dreteddtvinfeld und des jugehirigen nBenwintels
jteben aufetnander fenfrecht. Sdamtliche jed)s Wintelhalbievenden bdes
Dreiedd DEF in Fig. 37 Dbilben alfo ecin Dreief 4 BC mit den
pojen AD, BE und CF. Diefe Hoben mitfjen jid) in einem
Puntte hneiben, dem Mittelpuntte desd In=Kreifed fiir das
Yohenfuppunttdvreied DEF, wihrend A, B und € bdie
Mittelpuntfte der An-Qreife diejed Dreiedsd find.

Diejer Sap fommt jpdater noch einmal zur Shrade.

167) Dag Mittellot einer Geraden AB ift eine threy
Symmetrielinten. (AR zweite Ffann man die Gerade Jelbft be-
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tracgten.) Jeder Punft dex Mittelfenfrechten iff vou ben Endpuntien
A umb B der ®eraden gleidh weit entfernt.  Cr ift aljo Mittelpunit
eined Qreifes, der durd) die Punfte A4 uud B gebt. Folalich:

Alle RKreife, die durd) zwei gegebene Puntte gehen,
haben ihre Mittelpuntte auj Dder jugehbrigen Mitteljents
redyten.

168) Mufgabe. Cinen Kreis ju jeidnen, per dburc) drei
gegebene Punite geht, bie nidht auf einer Gevaben liegemn

Aufldjung. Jn Jig. 38 feien 4, B und € bie Drei gegebemen
Punfte. Man bilde die Niittelfentredite Fu AB und die Mittelfent:
redite 3u B C, diefe jdmeiden einanbder in einem Punite M, der von
ven drei Gdpuntten gleihe Cntfermungen Hat und Ddaber Mittelpuntt
pes mm leidht 3u zeichuenden Kreifed ift.

Beweis. Jeder Punft der Mittelfenfrechten LM ift von A und
B gleich tweit entfernt, aljo aud) ber Punft M. Jedber Punit der

A

Fig. 38. Fig- 39.
2 ( c
e e o P
/ . rd 3 J// ! :
e Pl sl P
// /‘4\ D R /
fs hdd ) A \& = I ‘yg
j', ¥ i ; i K 7
z \ ES F ; 2
\ / ’
i y
R e g f/
2 o Jrl

Mitteljentrechten DM ijt von B und C gleid) weit entfernt, afjo
audy M. Folglich ift M von 4, B und € qgleidh) weit entfernt. —
Die Aufgabe ift nur auf eine Art [B3bar. Daben zwei Kreife dred
Runfte gemein, fo fallen fie volljtdndig gujammen.

FGolgerung. Weil M von A und (' gleich weit entfernt ift, muB
M andy auf der Mitteljentrechten von AC liegen. Aljo:

Die Mittellote der Seiten eined Dreiedd jdneiden ein-
anber in einem Puntte, dem Mittelpunite des dem Dreied
umbejdhriebenen Kreijes.

Diefer Kreid foll fury als der Um-Kreis des Dreiedsd begeicet
tperper.

169) Denft man fih auf den Hihen bed Dreieds ABC
(Fig. 39) in den Ccdpuniten Lote ervidhtet, {o geben diefe etn Dreied
DEF, befjen Seiten den Seiten bon ABC pavallel find. (Warum?)
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Dabei find aljo ABCE und ACBF ‘Parallelogramne, jobaf
OB — EA—= AF ijt. Demnad) ift daz Lot A H die Mittelfentrechte
von FF. Gbenfo zeigt fih, dap BJ bie Mitteljentrechte von FD
und CK bdie Mittelfentrehte von DE ijt.  Dieje Mitteljenfrechten
mitffen fich aber in einem Punfte jdhneiden. DVemnad) jdneiden
einanbder die Hohen degd Dreieds DEF und fiberhaupt jedes
Dreiedd in eimem Punfte. Der bereitd audgefprodene Sap itber
pie Dreiedshihen ift damit beftatigt. — Der Hohenjdnittpuntt M
bat aljo nodh zweieclei Bedeutung. Cr ift Mittelpunft des Um-Kreifed
pom Dreied DEF und juglei) Mittelpuntt ded Jn-Rreijed vom
Dreted HJ K.

Bilbet man jedodh ein ftumpfwintliges Dreied A BC und daju
bie Figur, fo fallt M auBerhalb bder Dreiede ABC, DEF und
HJK und ift nidht Jn-RKeeid, jondern An-Kreid ves lehteren.

Der Durd)jhnittdpuntt S bder Mittellinien de3 Dreteds, bder
Mittelpuntt M des Um-Rreifes, die Mittelpuntte w, wy, py, py De3
St: Rretfes und ber Un=Rreife und der Hihenjdhnittpunit H twerden
ald8 merfwiirdige Puntie ded Dreteds begerhnet

y) Gymmetrijdes iber dad gleidjhentlige Dreted.

170) Die Halbierende ded Winfeld an Ddev Spibe ded gleichs
ichentligen Dreiedd war ald deffen Symmetrielinie nachgetviefen, fjoz
baf e5 aud zwei fongruenten Hilften befteht. Bunddijt folgte der Sah:
Die Winfel an der Grundlinie ded gleihidentligen Dreieds
(bie Bajiswintel) find einanbder gleich; oder: Gleichen Seiten
eined Dreieds lieqen gleiche Winfel gegeniiber.

171) Umgefehrt folgt: Sind zwer Winfel eines Dreieds
einander gleid), fo ift dasd Dreied gleidhfdentlig. Ober:
®leihen Winfeln eined Dreieds liegen gleide Seiten gegen-
iiber, (Sind nimlidy die Winfel bei A und B einander gleid, jo
find fie jymmetrijch gegen bie Mitteljentvechte, mitfjen aljo etnanber
in demfelben Punfte C der Mittelfentredhten fdhneiden, fodah aud
AC = B(C I]MI'I'

172) Die Halbievende bdes Winfels an der Opipe ded gleid)-
idhentligen Dreieds Halbiert die Grvundlinie und fteht auf bdiefer fent:
vecht; die Mittelfenfrechte der Grundlinie eined gleichjchentligen Dreiects
geht burd) die ©pihe und Halbiert ben bortigen Winfel. Die Ver-
bindungalinie Der Spihe ded gleidhichentligen Dreieds mit der Iitte
per ®rundlinie fteht auf biefer fenfrecht und halbiert ben Winfel an
ber ©hifie.
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Ale bdieje Sdpe find nur Audbrudsweifen Ddafilr, daf bdad
aleihichentlige Dreted ausd ziwei fongruenten Teilen bejteht.

Jebed Lot auf der ©hmuretrielinte ded gleidyjchentligen Dreieds
jdhueibet von ben Sdenfeln gleiche Stitde ab, von ber Flade ein
Untipavallelogramm. Yegt man an eine Gerade AB in 4 und B
nad) derfelben Seite gleiche Wintel {o an, dap die Schenfel einander
in einem ‘Punfte C jdhneiden, gibt man ben Sdienfeln bdiefelbe Linge
AD = BE und verbinbet man A4 mit £ und B mit D, jo geben bie
LVerbinbungslinien gleidjdhentlige Dreiede A BF und DEF, BWarum?

173) Der Mittelpuntt ded Um-Rreijed, ded Jn-Rreijes, des An-
Rreifes fiiv bie Grundlinie, ber Hihendburdidmitt, der Durd)jdmitt
per Wittellinten liegen beim gleidyjchentligen Dreied auf deflen Sym-
metvielinie.  Die WMittelpunfte Dder beiden anberen Wn-RKreife find
fpmmetrijd) gegen bie ©pmmetvielinie. Jhre Berbinbungslinie geht
burd) bie ©pihe ded Dreteds.

174) Die Mitteljenfrechte einer Sreidjehue geht ftetd duvcd) die
Mitte des Kreifes. Davaus folgt wiecder der Sah: Dag durch) zive
Puntie gehende Biijchel von Kretfen bat bie WMittelpuntte auf bder
Mittelientredhten. Man fonjtruiere die befreffenden Linien und einige
der Rreife. (Bgl. Nr. 167.)

175) ©teben, wie in Fig. 34, jwei ungleidge gleichjchentlige Drefece
itber derjelben Grundlinie, jo Haben jie eine gemeinjhaftlicdie Symmetries
linte, Denn bie Symmetrielinien Deider fallen mit der Mitteljentredten
der Grumdlinie zujammen. Dabet fonnen die beiden gleidhjchentligen
Dretede thre Spibe auf verjdyiedenen Seiten ber Grunbdlinie oder auf
perfelben Seite Haben. Stimmen dagegen bdie beiden gleidyjdhentligen
Dreiece iibervein, jo bhat dbag Gebilde jvei Symmetrieachien und ift
eine Raute (oder Rhombusg).

176) Anfgeben. Die mebriache Symmetrie des gleihjeitigen
Dreteds, beg Quadrated, bed regelmdfigen Fiinfedd bdesd vegelmapigen
Sedyseds uj. eingehender ju unterjudhen.

(€3 joll 3 B. unterjudht werden, ob pavaflefe Seiten vorhanden
jiud, ob Diagonalen vorhanbden fiud, die ju einer Seite pavallel find,
wie jicdh) beliebige Diagonalen paariveife verbalten, ob fich fongruente
Slacdhenteile vorfinden. Die Ferleguug jeded regelmihigen LBieleds in
gleid)jchentlige Dretecde, deven Spiben 1m Mittelpuntte Jujammeniallen,
ijt gleichfalld zu unterjudjen. Die Winfel Ddiefer Dretede find zu be
ftimmen. Die ein= und umbejdricbenen RKveife jind zu unterjuchen,
befonders Dinfidtlicd) ihrer Seftoren, Seqmente und Bogen.
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&) Symmetrijdhes itber Kreije.”)

177) Dah jeder Kreid i bezug auf jeden Durvdhmefjer jym-
metvijd) ift, war jdon gegeigt. Bivei ober mehrere fongentrijdye
RQreife haben jeben gemeinjdhajtlichen Durchmefier zur Symmetrielinie.

178) Grridhtet man auf dem Durcdhmefjer eined Kretjesd einen
sweiten redtwintlig jdueidenden Durdhmefier, jo hat dad Gejami-
qebilbe vier Symmetrviead)jen, die dent Kreid in gleihe Oftanten zer-
legen. Grridjtet man auf dbem Duvdymefler an beliebiger anberer
Stelle ein unbegrenzted Lot, jo ift basd Gejamtgebildbe nur gegen den
Durdhmeifer Tymumetrifh. (Man unterjdeide die Fdlle, daf dasd Lot
anfierhald deg RKreijes liegt, dap e3 ben Kreid nur in eimem Punkte
trifft, daB ez innerbhalb ded SKreifed ltegt. Man jeige, daB ed im
leteren Falle zwet Sdnittpunite mit dem Kreife haben muf und
nidht nehr haben famn. Die Folgen der Symmetrie find anzugeben.)

179) $Hat ein Kveid zwer einanber jchneidende unbegrengte Tan=
genten, fo ift nur die Verbinbungdlinie bed Schnittpuntted mit dem
Mittelpuntte & L}mu tefrielinie Ded {m.mmiqeln (bes. Was folgt dDavaus fiir
gewifie Stiide ber Tangenten, fiir getviffe Wintel, fiir gewiffe Kreis-
bogen, fiiv gewiife Flacdhenititde? WVerbinbet man die BVerithrungs-
punfte der Tangenten mit dem Rreidmittelpuntte, wad folgt dann
weiter hinfidhtlich der Symmetrie?

Sind aber die Detden Tangenten parvallel, jo gibt e fiir bdas
Gejamtgebilde zwet aufeinander jentrechte S©ymmetvielinien.

180) Bwet nicht fongentrijdhe ungleihe Kretje Haben nur eine
Symmetrielinie, die Hentrale, d. 0. die DBerbinbungslinie threr
Mittelpuntte. Folgende Falle find moglich: Die Kreife liegen gany
audeinander; fie berithren etnander duferlich; fie jchneiden einanber.
(Diesd qejchieht daun in Fvei jymmetvijhen Punften, aber nicdht in
mehr Punften; denn Rreife, die in mebhr alé zwei Punften iiberein=
jtimmen, ftinumen vollftandig iibevein); fie berithren einander inmnerfid),
wobei der grofeve den Eleineren wmjchlieRt; bder Fleinere toird vom
quigeren gang umichlofjen, ofhne dap fie einen gemeinjdhaftlichen Punit
haben. [e > s e ={rd-2); |r—|—1 WH-r}\}'—-J]‘I’
e=(r—u); ¢e< (r—n); c=0 gibt fongentrijhe Sveije.]

Sm Falle des Schneidend Haben die Kreife eine gemeinjcdhaftliche
Sehne.  Weldhe Symmetrieverhdltniffe finben dabet Hinjichtlich geivifjer
Langen, Winfel, Krei’bogen, Fladen jtatt?

Diejer Abichnitt qibt Veranlajjung zu zahlveichen Beijpielen fiix bas
tedynijche Bivkelzeichnen.
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181) Jm Falle ded Audeinanderliegens haben bie beiben Kretje

vier gemeinjdjaftliche Tangenten. Aud Gviinden der Shmmetrie
fdmneiden fih diefe paarwveife in Punften P und @ der Symmetrieachie
(ber Bentrale).

AP und A P nennt man bdie duferen gemeinjaftlichen Tan-
genten, BQ und B, @ bdie inneren. (Fig. 40.)

B Hig. 40.
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LWas folgt fiir die Punfte der Figur, fitr die eingelnen Tangenten-
ftiite, fitr die Winfel, Bogen, Flachenftide der Figur; fiir die Radien
per Berithrungsdpuntte ujw.?

Sm Falle dber duferlichen Beviihrung bejdhrantt fich die Anzahl
per gemeinjdaftlichen Tangenten auf drei; im Falle Ded Schneidensd

;}1‘.&]- 40 b.
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auf awei; im Falle der inneven BVerithrung auf eime; im Falle der
bollftdndigen UmjdlieBung des fleineren bdurd) bden grofeven (vhne
Beriihrung) gibt es Feine Tangente.

[Zill man bie gemeinfamen duperen Tangenten zveier Rreije
tonjtruieren, jo verfahre man vorléufig folgendermafen: Jn Fig. 40b
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jeien bie Qreife M und M, mit den Rabien » und », gegeben. Man
jchlage wm I, ben Mittelpuntt desd groferen RKreifes, einen Hilfstreis
mit dem Radiug (r — ), lege an diefen von M, aud eine Tangente,
die i A beriihre, ziehe MA bi3 zum Sdnittpuntte B und erridhte
auf M B in B ein Zot. Diefes gibt die Tangente BC. Die gegen
MM, bdazn fymmetrifde Qinie ift leidht ju zeichnen. —

Der Beweid der Ridhtigleit ergibt fid) aus dbem Redhted 4 BC M,
und ijt bem Sdiiler zu diberlafjen.

giiv die gemeinjamen inneven Tangenten ziveier auseinander
liegenden Rveife Dbenube man einen Hilfsfreid mit dem Radiug
(r + 7;).]

182) &ind swei nidht fougentrijde Kreife gleich grofs, fo hat das
Gejamtgebilde jtetd zwei Symmetrvieadjen. Die zweifade Symmetrie
joll fiiv bie verfchiedenen LRagen unterjud)t werden.

183) Haben bdrei ober mehr ungleiche RKreije ihre Mittelpuntte
auf einer Geraden, fo ift biefe die eingige Symmetrieadyje. Gehen
pret oder mehr ungleiche Rreife durd) wei Puntte, fo liegen alle
Mittelpuntte auf dev Mittelfenfrechten diefer Puntte, die bemnad) die
eingige ©ymmetrielinie ift. Gehen drei oder mebhr ungleide Rreife
burd) einen Punft, und liegen dabei ifhre Mittelpuntte auf einer duvd)
diefen Punft gehenden Geraben, fo ijt bieje Shmmetrielinie ded Ge-
jamtgebildes, alle Rveife Deviihren eimanber in den gegebenen Punkten
und haben bort eine gemeinjdhaftliche Tangente.

184) Aufgabe. Die Kreidreibe ju fonftruieven, bie innerhalb
cined (3 B. fpiten) Winkeld liegt und deffen Schentel berithrt, twobei
aber jeder Rreid die beiden benachbarten Rveije duperlich Gevithren foll.

(Man gehe von einem beliebigen Cote auf der Wintelhalbierenden
aud, tweldes ein gleidjdentliges Dreied gibt, Ddeflen Ju-Kreid und
deffen An=§reid leiht zu zeidnen find. Dann ervichte man Lote in
ven meuen Sdynittpuntten der Wintelhalbierenden, was mewe gleid)-
fhentlige Dreiede gibt, filr bie nun entweder Ju-Rreife oder Aupen-
freife ju zeidmen find. Statt die newen Winfel jtets su Halbieren,
giehe man gewifje Parallelen mit Hilfe ded Lineals und Winfelhafens,
ervidpte aud) dbie Qote mit deren Hilfe)

©ind die beiben Beriihrungsgeraben pavallel, jo iverden alle
Rreife gleid), und bdie Wufgabe vereinfacht fich.

185) WAufgabe. 1Um ecinen gegebenen RKreid [laffen jich Be-
rithrungsfreije, die mit ihm Ddenfelben Radiug haben, fo legen, daf
jeber feine beiben Nachbarn beriihrt. Wie grof ift ihre Anzahl, und

Dolamitller, Elementarmathematit. I 4 Aufl. 5
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fonftruiert man bdiefe Kreife? Die Symmetrieverhilinifle des Gejami:
gebilbes jollen unterjudyt werden.

(Sotwohl bie Mittelpunite ald aud) dbie gegenfeitigen BVevithrungs-
punfte der Kreigreihe liegen auf gewiffen Kreifen, auc) hat die Reibe
einent umbejdhriebenen Kreid.)

186a) Unfgabe. Einen Kreid zu zeidhnen, um den drei, bier,
adt, 3wolf, Jehzehn folder Beriihrungsireife von gegebenem Radiusd
gelegt find, wobet die Reibhe jededmal gejchlofien fein joll.

186b) m einen gegebenen Kreid drei, vier, adt, wilf, jecdhzehn
jolcher Berithrungsfreije zu zeichumen, toobei die Nethe jededmal ge-
jchloffen fein foll.

(Sm erjteren Falle zeidhe man wei Duvdhmeijer, die eimanbder
unter 60° fdhmeiden. Jm Schnittpuntte ded erften Durchmefjers mit
pem Rreife zeihne man eine Tangente. Man Halbiere ben LWinfel
pon 150° ben bie Tangente mit dem jziwveiten Durchmefjer bildet.
o bie Winfelhalbierende ben erften Durdymeffer jdhneidet, [iegt dad
Bentrum bed8 gejuchten Kretfes. IMMit ben dibrigen Fdllen verfahre
man in entfprecdhender Weife.)

187) Nufgabe. Cinen Kreid in fed)s gleidhe Seftoven einguteilen
und in jeben Seftor einen Beriihrungsfreid zu zeidnen.

(Man bilde die Symmetrielinic eined der Seftoven, ervidte auf
ihr im ©djnittpunfte mit dem Rreife ein Lot und zeidme den Jn:-
freid ded entftehenden (gleichfeitigen) Dreteds.)

188) ufgabe. Um einen Punft cined gegebenen Kreifed mit
bent Hadiud einen SKreizbogen zu fdhlagen, bder gang imnerhalb ded
Rreifes liegt und zivei Teilpuntte ber Kreidlinie gibf. it den Dbeiden
Teilpunften joll dagfelbe gejhehen und bdie Konftruftion {o oft wieder-
holt werben, bid dad Ganze (dliept.

Das Gefamtgebilde foll bejchrieben twerbemn. ™)

189) Uufgabe. Jn die BVogendretede, welde vom gegebenen
Rreife und je 3wei aufeinanber folgenden der vorher fonftruierten Kreis-
bogen gebilbet find, Beriihrungdfreife einzuzeidmen. )

ES

Bahlreiche Beijpiele mehrfady jymmetrijcher Fiquren finbet man in
ben Lehrbitchern fir gebunbenes Reichnen. Auf gotijdhe Mapiverie, bejonbders
auf Rofetten, fei aufmerflam gemadyt, tweil fie bortrefilidhe Jeideniibungen
geben und basd Werftindbnisd fiir die gotijhe Bautunft vermitteln. Man
pal. ®. Miiller: (bungsftoff fiir das geometrijdje Beidmen (Stuttgart bei
B. Neff); Weishaupt-Ridyter: Das Gange bed Linearzeichnens; By, I
(Leipzig bet $. Hieger).
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(Das Lot, welhed auf dem Symmetrieradiug eined Bogenbreieds
tm Cnopuntte ervichtet ijt, beviihrt bie beiden vollenbeten Sreigbogen
ped Dreteds. Diefe Tangente ift bereitd halbiert. Man zeidhne iiber
ber cinen Hilfte einen Halbbreis. Diefer gibt auf bem einen Gren:
bogen den Berithrung8puntt mit bem gefuchten Kreife, denn bie dret
betveffenden Tangenten miiffen gleid) lang fein.)

1L Soxtfebung des planinetvifhen Lehrgangs.
a) Die Lefre von der Kongrueny.
«) Die grundlegenben Kongruenzjdse fiir basd Dreied.

190) Aujgabe. Cin Dreted zu fonftruieren aus zwei
Setten und dem von ihnen eingefdhlojfenen Wintel

Uuflojung. Jn Fig. 41 feien a, b und < p bdie gegebenen
Ctiide. Man lege dbie Gerade « ald CB beliebig hin, trage bei ¢

it}

(] f
= e / e
i
~
/ {)l'* =
/ //' ¥ = ]
3 {,, - B

an fie den Winfel » an, made den newen Sdenfel CA — b und
verbinde 4 mit B. Dann ijt Dyeied A BC dad gejudpte, denn es
enthdlt die gegebenen Stiide.

Bemerfungen. Die Aufgabe ift jtetd [58bar, fobald mur y ein
fontaber Wintel ift, was vorausdgefet werden foll. (It der < p =10,
jo jallt @eite b anf e Jft <<y = 180°% fo fdllt b in bie ju a
entgegengefepte Richtung. Jm exvjteren Grenzfalle wird Seite ¢ — a — b,
jalls a Ddie grdBere ift, im jweiten witb c=a -+ 0. Sn beiden
dallen ird die Dretedsflahe gleich NMull; im allgemeinen twird die
Sldahe verjdhieden bon Mull)

Die Aufgabe fithrt jtetd su ciner eingigen Lojung. So oft man

ein Dreiet and Dden gegebenen Stiiden fonftruiert, fei ed im einen
oder im enigegengefepten Sinne (Umtlappung), ftetd erhalt man

Dretecte, die fidh) mit dem zuerft fonftruterten deden.
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