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Wlanimetrie.

A. Planimetvijde Lehranfgabe der Quarta und Untevtertia.

L. Mbeerfichtliche Bufammenftellung wd Ergimwng dev plowi-
metrifhen Ergebnifle des VorkurTus,

a) Ginige Borbegriffe uud ihre Erilorungen.

o) Die Mathematif und ihre Teile™

1) Die Mathematif ijt die Lehre von den Grifen. Sie
gerfdllt in bie veime unb die angewandte Mathematif. (Vgl.
Lorfurjud L) **)

;) Die reine Wathematif ijt die Lehre von den Rauwm:

und den FahlengriBen.

Die Geometrie oder Raumlehre ift die Lehre bon den

Rauwmgropen.
Die Arithmetif oder Jahlenfunbde ift bie Lehre von ben
Jablengrofen.
o) Die angewandte Mathematif ift die Lehre von allen
anderen mehbaren Gripen.

(Hievher geboren 3. B. dbie Beitgrihen und die Gejdhwindig-

feiten, dte mechantjchen Grifen tote Rrifte, Geichte, Mafjen,

Dreudfparnungen, Bugjpannungen, Acbeiten, WMajdhinen-

letjtungen, phyfifalijhe GroBen aller Wrt, wie Lidtjtdcke,

Wirme, magnetijhe und eleftrijhe Krdfte ujw.)

#) Um an die griedijden Bud)jtaben zu gewdhnen, Hat BVerfajjer jolche
aur Bdahlung ber Abjchuitte benupt. Das griechifche Alphabet befinbet fidh am
Schlujje diejed Banbes.

##) €3 ird angenommen, dafy der Vorfurfus jidh) in der Hand des Lehrers
befinbe. Dort find ausdfithrlichere Erlduterungen gegeben. Hier joll mehriad
auj biefe hingeriejen twerden uud zwar unter Ungabe bder Fmmern Ddec
bortigen Paragraphen.

Holzmitller, Elementarmathematit. I 4. Wufl. 1
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2 Blanimetrie I. Ergebnifje ded Vorfurjus.

) Der mathematijdhe Raum unbd die geometrijdhen Gebilbe.

2) Der Weltraum ift dad Gebiet, in dem fich alle wirtliden
oder phyfijchen Kirper befinden, und in dem alle moglichen Bemwegungen
(Drtgverdnderungen) fjtattfinden. Er enthdlt 3 B. die gejamte ung
befannt gewordene Firfternvelt und erftredt fidh) nad)y menjhlicher Aujf-
fafjung itber Ddiefe hHinaud nach jeder Ridhtung hin wmd Unendlidhe
(Gndloje, Unbegrenzte, Unmefbare). Wie fidh ber Weltvaum aufer-
halb ber Firfterntvelt verbalt, ift und vollftandig unbefannt, fobaf
man fogar feine Unenbdlidjfeit nidht nadjroeifen, jonbern nur vernmuten
oder porausfeben famn. Deshalb denfe man fidh ftatt des iwirklichen
Weltcaums einen mathematijden RNaum, dem Dbeftimmie Eigen:
jdhaften zuzujdiveiben jind, die jidh auch auf dad umendlich) ferne Gebiet
beziehen jollen. (Vorfurjus § 1.)

3) Der mathematijde RNaum, den wir und benfen twollen,
joll folgenbe Gigenidaiten Haben: Cr erftredt fidh nad) allen Nid=
tungen Hin ununterbrodjen ingd Unenbdliche. CEr it in jeder Hinficht
unverdindect und befinbet fid) 3 B. im Buftande vollfommener FRube
(Unbeeglichfeit).®) Cr ift in allen Feilen gleidhartig und volfommen
ftofflecr, befist aljo feine phyfifalijd-chemifhen Cigenjdaften.*) Er
ift fediglich al8 ausgedehnt und ald in Teile gerlegbar zu Ddenfen.
Unter den unendlich zabhlreichen Ridhmgen pilegt man im Hinblid
aunf bie Stellunig bed Beobachters bdret Hauptrichtungen audzumwdahlen,
3 B. von vorn nad) Hinten, von redhtd nacdh linfd, von unten nach
pben. Allgemeiner fpricht man von bdrei Dimenfionen (Aus-
behnungen) bed mathematijhen Raumes***), tworitber erft {pdter ein-
gehend Dberichtet werden foll. (Gewdhnlic) begeichnet man diefe Dimen:

# Die Alten Bhielten die Crde fiir unbeiwegt und meinten, um biefe
brefe jidh bad gejamte Weltall. ©pdter Hielt man bie Sonue fiir bas in
Ruhe befindbliche Bentrum ded Weltalls. Bald mufte man auch diefe ald im
Weltraume fid) Detvegend anmehmen. So wurde nman jur Annahme eines
tufjenden Weltvaumes gendtigt. Dem entipricht die Annahme eined in Rubhe
befinblidhen mathematifchen Rauwmes.

#) Gewiffe Unregelmdfigleiten, die man im wirflichen Raume wahrnimmt,
baben ihren Grund in jeiner unregelmdiBigen Stofferfitllung: Ein jdrig ins
Waijer getanchter geradliniger Stab 3. B. erjdpeint ald gebroden. Solde Un-
regelmdpigfeiten {ind im mathematijhen FRaume audgejd)lofjen.

= Auf dvie Unterjudung mathematijder Ndume von mehr ald  Ddred
Dimenfionen fann die Sdule nidt eingehen. Der fier u bejprechende Raum
witd ald der Euilididye Raum begeidhnet. Cuflid, ber um 300 v. Chr. gelebt
und nad) Pappus in Alegandria gewirkt Hat, ftellte die Elemente der Mathe-=
wtatif in muftergiiltiger 2Weife zufjammen.




a) Borbegriffe. 3

jionen ald Linge, Breite und Hihe.) Nur von diefem mathematijhen
Raume ol von jept ab die Jede fein.

4) Cin mathematijder Korper ift cin Teil bed NRaumes,
per volljtdndig gegen bden fibrigen Maum abgegrenzt ijt.
Dieje WUbgrenzung gejdieht durd) Gebilde, die man als
Tladen begeidnet. (Diefe beditrfen nod) der niheren Erlduterung.)
Lon der Art der Begrenzung hangt die bejondere Geftalt
(Jorm) ded Kirpers ab. Die Grife ded Raumes, den ein
forper einnimmt, bezeidynet man al3d feinen Rauminhalt
oder fitvzer alg feimen Jmbalt. Jeder mathematiide
Sovper 1ft teilbar durd) Fladen. CEr wird ald im Raum
betwegbar angenommnten. Nur von mathematifhen Korpern foll
von jest ab gejprochen terden. (ilber die Unterfdhiede swifchen wirk:
fihen und mathematijhen Korpern vgl. BVorturjus §§ 2, 7, 8.

[Bemerfungen. Cin Kovper famn fidh) ganz im Endlichen (im
mepbaven Gebiete) befindent, er fann jidh aber aud) vom Gublichen aud
big ing Unendliche (UnmeRbave) erjtveden. Hier foll zunddhit nur
pon enbdlichen Korpern die Rebe fein. Diefe Haben eine beftimmt
borjtellbare Gdejtalt unb einen endlichen Jnbalt.

Heidht der Korvper biz s Unendlidie, fo Fann zwar feine Geftalt
aud) bort eime Deftimmt vovgefchriebeme fein, aber von -eigentlicher
Borjtellbarteit fann bann nidyt mehr gefproden werden, aud) wird der
snhalt 1m allgemeinen unbeftimmbar, weil er im allgemeinen un-
endlich grop wird. (Trohdem gibt e8 mathematifhe Korper, die bis
ind Unendlidhe rveichen und dody einten endlichen qenan beftimmbaren
Subalt haben.)*) Die Begrenzung eined gang im Endlichen legenden

*) Diejfe Behauptung erjdheint anf den erjien BHE unwahrideinlich.
Leviglid) ju bem Jwede, vor fibereilten Ausjpriidjen iiber dad Unendlidge ju
warnen, {oll ein einfaded Veijpiel angegeben werben.

Man benfe fich eine fenfredht ftehende Sdule von quadratijher Grumd-
flidye. Die leptere faffe 1 qm, bdie Sdule habe die Hihe von 2 m, alip den
Snfalt 2 cbm. Mian benfe fidh die Siule burd horizontale Sdinitte in

Sdyidyten gerlegt, die von unten Yer der Reife nach die Hifen 1 m, — m,

1 1 1 d . o : . PE B
y M, g m, om oujw. haben, jodbaf jededmal die noc) borhandene Rejthohe
falbiert wird. Man fann jich denfen, dafs diefe Mejthalbierung unendlich oft
borgenommen wird, jodafy die Reftihicht {dhlieflich unendlid) ditnm wird und
ihre Hohe altmdhlic) tmmer ndher an Null heranviidt. Die eingelnen Schichten
r ¥ 1 1 1
haben bann ber Neithe nad) dbie JInhalte 1 chm, - cbm: -+ ¢bm, - cbm,

L g Dia . & s 1 e
T cbm ujw. Die Sunune der Jnhalte ift alfo (1 e F <} =i u'._:"'") chm




4 Plantmetrie I.  Grgebnijje bed Vorfurius.

Rorperd bezeicdhuet man alg feine Dberflade. Diefe ift ugleich die
Gremsflache jeined UuBenvaumes. Ein Korper fann aud) mehrere
Dberflachen Habern.*)

5) Cine mathematijdhe Flade ift zunddit ein Gebilbde,
weldeg ald Grenze eined Korperd auftritt und demnad) be-
nadgbarte Raume voneinander frennt. Sie jelbjt ijt nidt
ein Teil eined Raumesd, fjoundern bdie gemeinjdaftliche
®renze zweier benadbarter Raumteife. Jhr raumlider
Snhalt tft gleich Null, weil jie feine Dide befipt. Jjt die
Flache begrenzt, fo jind ihre Grenzen Gebilbe, die man
Qinten nennt und die nod) der ndheren Crliduterung be:
piirfen. Die Fladhe ift teilbar durd Linten. Die Flacde
hat, aund) twenn jie unbegrenst ijt, etnme bejtimmte Geftalt;
ijt jie begrenzt, fo ift die Gejtalt aud) von der WArt der Ve:
grenjung abhangig. Die Grife einer Flade bezeidnet man
alg den Fladheninhalt. Die Fladen werden ald tm Raume
bewegbar angenommen. (Vgl. BVorfurjus § 3.)

und died mufp gleich bem urjpriinglichen Juhalie 2 cbm fein. (Daber jagt

. P T - = ; o
man, bie Summe der bid ind Unendlidje jorfzujeenven Reibe 14 5+

+ 5 e el gleidh 2)

Senst denfe man fid) die eingelnen Teile ber Sdule jtatt ithereinander didpt
nebencinanver gelegt, jodaf fie einen geradlinigen Streifen von der Breite
1 m bedecen, bon dem jeber Teil 1 qm Grundflide beanjprucdht. Dann mup
biejer Gtreifen bid ind Unendliche veichen, Demn e8 find unzdhlige Korperteile
porhanden, bie unendlich viele Duadratmeter Devecken.

Betradtet man jelht dad Gange alsd einen eingigen Kdrper, jo
reicht biejer Hi3 ind Unendlidhe und Hat bod) nur 2 ebm Inhalt. —

Sn berjelben Weije fann man mit einer jolden Sdule von 11 m Hihe
perfafren, von der wman erft eine Sdicht von 1 m Hohe abjdhneidet, dann

eine folhe bon  der Rejthohe, ndmlid) . m, dann ivieder eine jolde bon
Lot |

§ 8
ber Mejthohe ujw. Dabet erhidlt man in  derjelben Weije bdie Neile
14 15 = :, 1= .,,I?—l—_-:l 4= 2. 9Nt den Rbrperteilen fann ‘jest ebenfo

perfafren fverden, wie vorher. Der neue Korper erjtrecdt jich dann twieder ins
Unenbdliche und Hat doch mur den JFnhalt - chm.
Un joldhen Beifpielen erfennt man, dap ed in pielen Fdllen falid

ijt, pon der Grjtredung eined Rdrpers ind Unendlidhe dbavauf zu
jhlieRen, baf fein Jnuhalt unendlich grof jet.

#) A8 Beifpiel jei die Hohlfugel genannt, die etne dufjere und eine tnneve
Lberfldche Hat.




a) Borbegriffe. )

[Bemerfungen. CGine Flade foun gang im Enblidgen liegen
und muf dabei nicht notwendig durd) Linien begrenst fein, benn fjie
fann vollfténdig in fidh zuriidloufen.®) Cine Flide fann teiltoeije in
fich auriiclaufen, teilveife fih ind Unendlidje erjtecden®®). Eine Fldche
fonn ing Unendliche reichen, ohne im Cndlidhen irgendivie in jich
suviidsulaufen ober ivgendivie Degremst gu fein. ***¥) Flachen, die bid
ing Unendliche veidhen, Haben im allgemeinen einen unendiic) grofen
Slacheninhalt. (Tropbem gibt e Fldaden, bie b8 ind Unenbdliche
veichen und dod) einen enbdlichen, genan bejtimmbaven Sliaheninhalt
haben.+) Gine gany im Endlidhen befindliche Flache Hat tm all-
gemeinen einen endlidjen Flécheninhalt. (Tropvem gibt s Sldchen
iolcher UArt, Deven Smbalt unendlic) grof ift).§7)

Die BVegrenzung einer im CEndlichen liegenden Fldache nennt man
ibre Umrandung odber ifren Umfang. Cine Flide fann auch
mehrere Wmrandungen Haben. AE Beifpiel diene die Fldche zwifden
awei Qreifen bderfelben Ebeme, von demen ber eime Den anbdern wum:
fchliet, obne ihn zu beriihren.

6) Cine Linie ift zunddft ein Gebilbe, welcdhes eine
Flidhe beqrenzt ober benadybarie Fladenteile voneinanber
trennt. Sie jelbft ift nidht ein Teil einer Fldde, jondern
bie gemeinjdajtliche Grenze zweier benadbarter Fladen-
teile. Shr Fladheninhalt ift gleich Null, weil fjie feine
Breite Hat. it die Linie begrenst, o find die Gremzen
Gebilbe, die man al8 Puntte bezeidhnet und dbie nod ber

) Dasd cinfachite Beifpiel ift die Kugeljlide. Dieje ift unbegrenzt und
licgt dodh gany im Enbdlidjen, jobald nur der Radius endlid) ift. Die Kugel:
flddje Hat dabei eine Deftimmie Gejtalt. Wian fann qus diefer Flide Teile
ausidhneiden, Deren Geftalt nun audy durcd) dbie Grenglinien beftimmt ift.

#+) Beifpiele find die Mantelflicdhen des SKreidzplinbers und bdes RKreis:
feqels, bie fich bi8 ing Unendliche erftreden Idnnen.

Ein Beijpiel it die Ehene.

+) AL Veifpiel diene eine der beiden bid ind lnendlide reichenben jent-

rechten ®renzfldchen bed in ber Randbemerfung it 4) befprodjenen erjten

Rirpers. Die Teile diefer Jldche Hhaben sujammengenommer den Flacheninhalt
| 1 1 L \

|| | 1 — ey
E-.l e e 1t g -}1]111 — P

++) Man fann fidh auf einem endlidhen Jeichenblatt eine Xinie denfen,
bie aud umendlid) vielen Kreuz= und Cuerziigen oder Windungen bejteht, jo-
paf ibre Qinge unendlic) grof iff. Denft man jid) itber bdiejer Xinie eimen
_ Bylindermantel” von nur 1 cm Hohe ervichtet, jo ift defjen Flicheninhalt un-
endlic) grofi, obmohl exr ganz im Endlidhen liegt. Aud) bdiefes Veijpiel joll
nur por iibereilten Audjagen iiber bad Unendlidie warnen.




6 Planimetrie I. Ergebnifie des Vorfurjus.

ndaheven Crlduterung bebivfen. Jedbe Linie ift dbuvd Puntte
tetlbar. ©te Hat eine beftimmte Geftalt (Form). Die Grife
einer Linie bezetdhnet man ald ihre Linge. Die Linien
werden al8 im Raume bewegbar angenommen. (BVgl. Bor-
furfug § 4.)

[Bemerfungen. Cine Linie fann gang im Endlidhen legen und
muf dabei nidt notwendig eine Gvenge haben, denn fie fanm in fidy
suriidlanfen®) Cine bis ing Unendliche reichende Qinie it ftetd von
unendlider Linge. Eine gang im Cndlidgen legende Linie ijt im
allgemeinen von endlicher Linge. Trobdem gibt e8 RQinien, die gans
im CEnbdlidhen liegen und dod) von unendlicher Ldinge find.**) Mathe-
matijce Linien find , unfidhtbar*##) da fie feine Breite haben. Man
fann fie dburd) diinne Fdden ober dburd) gezeidhuete ,Linien” nur vers
anjchaulichen.

7) Cin Puntt ift sunddit ein Gebildbe, weldes eine
Linie begrenst oder benad)barte Sinienteile voneinander
trennt. G felbjt ift fein Teil einer Linie, Jondern nur das
Gnbe einer joldjen oder bie gemeinjdaftliche Grenze benadh-
barter Sinienteile. Seine Lange ift gleidh Null. Er ijt alfo
nur eine tm Raume gedacdhte Stelle, die diberhaupt feine
Ausdehuung Hhat, aljo weder Geftalt nod) Grofe bejist und
audy nicht tetlbar ift. Die Lunfte werden ald im Raume
bewegbar angenomnen.

Deathematijche Punfte jind unfichtbar. Man fann fie nur vers
anjchaulichen.

8) B3 qibt alfo an einfachen geometrifhen Gebilben mur
vic folgenden: Rorper, Fladen, Linten und Punfte. Daber gibt
8 filv die Raumlehre nur Raumgrifen (im engeren Sinne),
Sladengrofen, Liniengrofen (oder Lingen), wihrend man von
Bunftgrofen nidht veden fann. Dies fithet auf die Raummafhe,
Sladenmape und Langenmafe.

) Das einfachite BVeijpiel it die Kreislinie.
Bgl. die lepte 31 b) gegebene Raubdbemerfung.

) Das Wort | unfidhtbar” ift nur aud Grimden ber BVevanidhaulichung
gebraucht, da im mathematijhen Raume von Lidterideinungen nicht die Rebe
fein fann. ud) bei Punften wird in diefem veranjdaulidienden Sinme von
JUnfichtbarkeit” gejprodjen. Tropbem twird fpdter vielfach vom Eridjeinen
joldher Gebilde gefprochen. Unftelle des wirtlichen Auges hat man jid) dabei
ein geiftiged uge zu benfen, bei dem die Schirie der Sehivaft als eine un:
enblich grofie it denfen ift, jobafy i fogar Unendlichtleines fichtbar ift.

-



-

a) Borbegrifje.

AB sufammengefepte geometrijde Gebilde fann man jid
Grupper von Kivpern, Gruppen von Fladpen, Gruppen von Linien,
Gruppenr vbon Punften und aud Gruppen verfdhiedenartiger Dbiejer
®ebilde benfen.

et wird folgende Crilarung perjtandlid) jein:

Die Raumlehre ober Geometrie bejddftigt jid mit dDen
gefepmafBig gejtalteten mathematifden forpern und den an
ithrnen auftretenden oder and) al8 felbftdndig zu benfenben
Flachen, Linien und Puniten, mit den CEigenjdhaften und
gegenfeitigen Beziehungen Ddiejer ®ebilde, mit threr Be:
recdprnung und Konjtruftion. (Bgl. Borkurjus § 9.)

y) Bewequugsbeziehungen und Ausdehnungen ooer Dimenjionet.

9) Durc) BVewegung cined Punties m Raume entjteht ald Weg
eine Qinie. Diefer Weg Hat eine (endlidje oder eine unendliche) Lange,
aber feine Breite und feine Dide. Man fagt daher: Cine Linte
hat nur eine einzige Dimenjion, die Vange. (Borfurjus

8§ 44 und 45.)

10) Durd) Bewegung einer Linie entjteht ald Weg m allgemeinen
eine Flache. Bur Lingenausdehnuung der Linie fritt dabet eine meue
Ausdbehnung, die ald BVreite bezeichnet erben Joll. IMan fagt baber:
Gine Flade Hat zwei Dimenfionen, Lange und Breite

Tiiv bic Bewequng iwird dabei voraudgejebt, dap die Linie fid)
nicdht in fidh Telbjt betege, jondern feitlich aus ifrer Lage heraustrete.

(Borfurfus § 46.)%)

11) Durd) Bewegung einer Flade entfteht ald Weg tm all=
gemeinen ein Korper. Ju den Dimenflonen Linge und Breite fritt
Dabei eine meme, die man af8 Dide ober auch ald Hohe Dezeiduet.
Man fagt daber: Cin Kbrper Hat drei Dimenjionen, Linge,
Breite und Dide (oder Hihe).

Fiir bie Betegung twird dabei vovausdgefept, dafp die Flache fich
nicht tn fidh) elbjt Gewege, fonbern feitlich aus ihrer Lage heraustrete.®)

) Dafy jih Linien obhne jede Geftaltverdnderung in fid) jelbjt bewegeu
fonnen, fodaf feine Fldche entfteht, erfennt man 3. B. an der Mernben, am
Rreife, an der Sjraubenlinie. Dafy fich Fldchen ohne Gejtaliverinderung in
jich felbjt bewegen fdunen, fodap fein Korper entjieht, ecfennt man 3 B. an
ber Gbene, am Rreidzplinder, am fenfrechten Kreisfegel, am der RKugel, an
jeber Drehungsfliche und an jeder Schraubenilicye. Aud) gewijje entiprechenve
Rorper fiunen fidy jo in fich felbjt bewegen, daf fie nidht aus fjich jelbit




8 Plantmetrie I.  Ergebnifie ded Vorfurjus.

[Bemerfungen. Durd) Betwequng eined Rrperd entjteht im all-
gemeinen wieder ein forperlider Weg. Cine vierte Dimenfion ndmlid,
i die ein Korper 3. B. mit allen Punften zugleidh) hinaustveten fonnte,
it und im Weltrawm nidht fiunlid) tvahrnehmbar. Dabher nebuen
wir aud) fiiv unferen mathematifhen Raum an, er befibe nur die
genannten drei Dimenjionen®)

Sn jebem endliden RKbrperteile fann man fih einen fleinen
LWiirfel denfen, an deffen Kanten man Lange, Breite und Hihe erfennt.
Demnacd) muf ber Korper felbjt alle drei Dimenjionen Habenm. Auf
jeben endlichen Teil eimer (3. B. frummen) Flide fonn man im all=
gemetnen ein fehr fleined Quadrat geihnen (3. B. auf die Kugelflache.)
Ant ben Seiten bed Lutadrated erfennt man die Lange und Breite.
Die beiden erften Dimenfionen Dbefit aljo audh bdie Flade, aber fie
hat feine Dide. LBou jeder z B. frummen Linie [apt fich im allz
gememen ein jo Heined Stild ausidyneiden, dafy man e al geradlinig
betrachten fomm. Un ihm beobachtet man nur die Qange, aber feine
Breite und Dide. ©So bhat and) die gange Linie nur die Dimenfion
Ldnge, nidht aber die Dimenfionen Breite und Dide. |

12) Umgefehrt fann man fich) folgended vorftellen: LBt man bei
einem Korper die Dide o zujammenfdhrumpfen, daf fie Jhlieplich
iiberall verjdhwindet (gleid) Null twird), jo bleibt nur nod) eine Flade
itbrig. LBt man Dbei diefer die Vreite fo zujammenidhrimpfen, dak
piefe fchltefslid) itberall verjdhwindet, jo bleibt nur eine Linie iibrig.
Lagt man bei diefer die Lange fo zujammenjdhrumpfen, daf leptere
jhlielid) gleich MNull ijt, jo bleibt nur nod) ein Punft iibrig. (BVal.
RVorfurjug § 44.)

d) Dag gegenjeitige Scdhneiden und Durddringen geometrijder
Gebilde.

13) ©dyneiden einanber jwei Linien einmal oder bfter, jo gefchieht
e3 jeoesmal in einem Punfte. Aljo: Jeder Sdnitt Fweier Linten
ijt ein Punit Der Schnittpunft ijt beiden Linien gemeinjam.**)
Cine frumme Linte fann auch) fich felbjt fohmeiden. (BVorfurfus § 6.)

herausdireten und ifre Bewegung nicht wahruehmbar ijt, 3. B. jeder Drefhungs-
fovper, ver fich um jeine Achie vreht, jeder beiderfeitd ind Munenbdliche reidhenbde
Bylinder, jeber ebenjo ind Unendlidhe reichende Schraubentdrper, der fidh in
entjprechender , Schraubung’ bewegt.

#) Wer, fid) einen Naum mit mefhr ald vier Dimenfionen denfen will,
der mige fid) mit befjen Geometrie bejddftigen. Mit unjerem Cullididen
Raume Haben jolde Unterjudhungen nichtd zu jdaffen.

##) Beifpiele: Jivei gerade Linien Haben Hidftens einen Scmittpuntt,



a) Borbegrifie. 9

14) Sdjneiden einander zivei Flidpen einmal oder mehrfady, fo
quid'}iui_'}t'cis iebezmal in einer Sinie. Wljo: Jeber Sdynitt ziveter
Fladen ift eine 53.1111u. Die Sdnittlinie ift beiden Flachen gemteins
fam#*) Gine gefritmmie Flide fann aud) fid) felbjt jdmeiden. (Bor-
furjug § 6.)

15) Sdneiden einanber eine Linie und eine Jlache einmal ober
biter, fo gefchieht e3 jebesmal in einem Punfte. Ulfo: Jebder
Sdnitt einer Linie und einer Flade ift cin Punit Dex
Snittpuntt ift beiben Gebilben gemeinjam. )

16) Bei Kovpern fpricht man niht bon gegenfeitigem Schnetder,
fondern von gegenjeitigem Durchdringen. ,Wabhrnehmbar" ift dabei
nur bad gegenjeitige Durchidhneiden ihrer Dberfldchen, weldyes in
Qinien gefchieht. Daviiber foll erft in bder Stereometrie gefprochen
werden. ®efriimmie Rorper Ionunen jo gejtaltet feim, dafy ‘Teile von
ifhnen einander durdhdringen. (Vorfurjud § 6.)

&) Begrifi der geraden Linie uubd der Ridtungen im Raume.
17) Die gerabe Qinie wird in ber Regel veranjdhaulicht durd
einen ftraff gejpannten Faben, der fich :wifd}cu swet nicht alluwett
be

poneinander entfernten PRunuften befindet. ™)  Mian jdlieht Daraus:
Die geradbe QLinie tft der Filrjeite ‘}“w jwifden je zlveten
ifrer Punfte. Davand folgt 3 B., dap die Summe zheier

Dretedsjetten 11Ltfi gqrifer ift als bie dritte, aud) wenn lebteve
bie guoBte von ifhmen ift. Jn einem Dreiede ABC 3 B, bvf‘eu
@den die Seiten a, b, ¢ gegeniiberliegen, fei ¢ bie grofte Seite, dann

awei freife haben Hochijtens zwei Schnittpuntte, 3wei Ellipjen Haben hivchitens
pier Sdnittpuntte ujw.

+# Beijpiele: Bwei Ehenen fonnen einander hichjtens in einer Geraden
jdneiben. Drei Ebenen fonnen einander Hichjtens in drei Geraden jdhneiden.
Det Kugelflachen fdnumen einanber in einer Kreislinie i&)nui‘\cu Eine Ebene
und eine Kugelildche fdnuen einauber in etuer Rreislinie jchuetden.

# Eine Gerabe und cine Ebene Ionmen einander hochitend in einem

Punfte jchneiden, eine Kreislinie unbd eine Ebene hidhjtens in aivel Punkten,
eine (mu be unb eine Kuqelfliche in Hochftens zwer Punften.
: Dieje Veranjdhaulichung verjagt bei griferen Entfernungen der beiden
1411:-1{'19. So geben 3 B. Telegraphendrdhte und Telephonbrdhte frof aller
Bugjpannung dod) frumme , Linten’. Dasjelbe gilt von Seilen, aud Drahi-
feilen, von ldngeren Retten ujw. Man nennt die jo veranjdaulidten Linien
Rettenlinien. Die Abweichung von der geradlinigen Form erfolgt durdh
pie Wirfung der Schwerfrajt. Ein lingerer Telegraphendraht wiirde zerreigen,
ehe ex durch Bugipannung ganz geradlinig wiirde. Ein in fenfredter NRichiung
gefpaunter Draht wird jedod) ftet3 gerablinig.
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ift dbodh @ 4+ b > ¢®), benn der divefte Weg von B big A ijt Hivzer
ald der Umegq BC 4 CA.

Darausd folgt ferner (a+b) —b>c¢—Db, ober a>c—Db
9. b. jedbe Dreiecdsieite, aud) die fleinjte, ijt griper alé bex
Unterjdyied der beiden andern. (Do a+b—b=ua ijt, exjcheint
{eidhtverftandlidy.)

18) Man fann dad Auge in Lagen bringen, in denen
jebes Stiid einer Geraden al3 Puntt erfdeint.®¥) Der
porderjte Puntft verbedt dabei alle andern Puntte der Geraden.

19) Daber Jogt mon: Fiir dieje Lage ded getftigen Auges liegen
alle SPunffe der Gevaben in Derfelben Richtung. Ebenfo jagt man
allgemeiner: Die Gerade hat tn allen ihren Tetlen biefelbe
Ridhtung. Sind A und B die Enbpunfte der Geraben, jo fanu
man ihr zwei Ridtungen gujdreiben, die Ridhhung von 4 nad) B
oder die Rihtung von B nad) 4. Darvaus folgt fermer:

20) Die Gerade fann in ihrer Ridtung bewegt werden,
ohne feitlih aus bder ,Midtuungsdlinie” DHerauszutveten.
Durd) diefe Bewegung erhalt man nidht eine Flache, jonbern muv die
Berldngerung der Geraden. Die Gerade fann nad) beiden Rid)-
tungen Hin ind Unendlide verldngert werden.

21) Dreht man die Gevade unter Fejthaltung jiveier ihrer
Buntte, jo nimmt das (geiftige) Auge nichtd von einer Lagenanderung
wahr. (Dagegen witrben frumme Linien bei biefer Drehuugsbewegung
pem Auge in umendlich vielen verfdhiedenen Lagen erfdheinen.) Wan
fhliet bavaus: Bwifden je zwei (im CEndliden liegenben)
Runften ift nur eine einzige Gerade miglid. DObver: Cine
®ervade ift durd) zwei ihrer Punfte vollftdndig Dbeftimmt.

22) Weil sivijdGen ztvei Puutten nuv eine eingige Gerade mig:
fich ift und Diefe Den fitrzeften TWeg gibt, fo mifgt man den gegens
feitigen Abjtand Der beiden Punfte mitteld diefer Gevaden. Alfo:
Die gegenfeitige Entferuung zweier Punite ijt gleid) ber
Qinge der fie berbinbenden Gevaben.

23) Auz 21) folgt nodh): Bwei Geraden fdnnen Hiditens
eien im Gudlidhen liegenden Schnittpunit haben, PHitten fie

*) Dad Beiden > bedeutet ,grofer als”, dbad Feichen < bedeutet
fleiner als’.

) Der ausgejprodhene Sap jagt eigentlich nur, daff eine Gerade cine
Gbene nur in cimem Puntte jdhneiden faun. Auf einem Hiheren Standbpumite
wird er fo audgedritdt: Kann die Projeftion ciner Linte auf eine Ehene ein
Puntt fein, jo ift die Linie eine Gerave.
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namflich 3iei foldye, fo rvitcden sifdhen et i Enbdlidhen [iegenden
Puntfen zwet Geradben miglid) feirt, twad Demt in 21) angegebeien
Sape widerjprdche.

24) Bwei gleid) lange ®eraden fonmen auj zweierlet
Art 3ur Dedung gebradt werven. it A B die eine Gerade, 4, B,
bie andere, To foun man A B jowofl auf 4, B; ald aud) auf B, 4, legen.
Statt diefed Sahes jagt man audy: Fwei Geraden vom berjelben
Qinge find auj zeierlei Art fongruent.

25) Gine nur cinfeitig Degrengte @evade Dejeichnet man als
Strahl. Den Grenypunft Dezeihnet man ald feinen Audgangs-
punft ober Anfangspunit. Seine Rihtung gebt von bdiejem ausd
ing Unendlihe. ©po fann man fich 2. B. vom Uuge and nad) jedem
Bunfte des jdeinbaren Himmeldgetndlbes eine CGerabe gezogen umnd
biefe big ind Unendliche verlingert denfen. Wllgemeiner gilt:

Bon jedem Raumpuntte gehen unendlid viele Strahlen
aud. Die Gefamtheit aller diefer Strahlen bezetchnet man
alg bas Strahlenbiindel ded Punfted. Durd) das Strahlen-
biindel werden alle von dem Puntte ausgehenden Ridtungen
im Raume angegeben.

26) Qinien, bdie niht alle Cigenjdaften bev ®eraben Dejiben,
nennt man Frumme Linien oder Kurven. (Wan vgl BVorfurjusd

§ 11—16.)

£) Begrifi der Gbene, der ebenen Giebilde und der Planimetrie.

97) Gine EGbene ift eine unbegrengte Fldde, tn dev jich
pont jedem threr Punifte aug nacd) jedem andern (ihrer
Punfte) eine Gervade ziehen (dRt, Ddie nirgends, aud) in
ihrer Verlangerung nidht, aus diefer Flade heraudiritt.

28) Bon jedbem Punite der Chene geben alfo unendlid) biele
gany in ifv Yliegenbe Strahlen aus. Die Gejamiheit aller bdiefer
©trahlen bezeihnet man al8 Dbag (ebene) Strahlenbitjdhel Ddes
Punttes. Durch bdiejes Strahlenbitjchel twerden alfe von demr Puntie
audgehenden Ridhtungen in der Ebene angegeben.

29) Das Auge fann in Lagen gebracht werden, in denen
ihm ein irgendwie begrenztes Stitf ber Ebene als etme
gerabe Linie erjdeint®)

) Der Gab ift im Grunde derfelbe, wie der Sal, daf zwei Ehbenen
einanber nur in einer Geraden jdhneiden fonnen. Auf einem hdheren Stand-
punfte with gejagt: Gine Flache, deven Brojeftion auf eine Ebene eine Ge-
rade fein fann, tft ftetd eine Ebene.
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30) ©tatt deffen fann man fagen: Bewegt jid) ein Strahl
um feinen feftliegenden Anfangdpunft fo, dap er jtetd auf
etner jejten Gevaden Hingleitet, die nicht burd) diefen Puntt
geht, jo Dejdhreibt er eine Cbene (Statt bedg Strahles Fann
man aud) die unbegrenzte Gerade nehmen.) Davausd folgt:

31) Cine Gbene ift dburd) eine Gevabe und einen auper:
Dalb biefer liegenben Punft vollftdndig beftimmt Daraud
folgt fermer:

32) Eine Ebene ift durch) drei Punfte vollftandig be-
ftimmi; benn zwei davon fann man durd) eine Gerade bverbinden.
Daraud folgt ferner:

33) Durd) zwet einander hneidende Geraben ift eine
Ebene volljtdndig beftimmi Die eine Gerade faun man namlid
al3 Ddie fefte Gerade, eimen Deliebigen Lunft der anbern fann man
ald den Drehungspunit des Sirahled betvadjten, bdie ziveite Gerabe
al Dben Dbewegten Strafhl in einmer feiner LQagen. Gleitet aljo efne
Gevade auf wei fejten einander jdneidenden Geraben hin, jo bejdreibt
jie emme Ebene.

34) Bei der unter 30) bejdyriebenen BVewegung tritt der Fall
etr, dag der Duvd)jdnittépuntt Der gebrehten und der fejtgehaltenen
Geraben in unendliche Cntfernung viidt. Dann fagt man, die fejte
Gerabe und die Dbetwegte Gerabe find in Ddiefer Lage parvallel, fie
haben Ddabei biejelbe Ridytung, jie gehen nad) demfelben un=
endlidh fermen Puntfte Hhin. Davaus folgt fiir 33), daf Ddex
Scnittpuntt der betben Geraden aud) in unendider Eutfermumg liegen
parf. AWlfo ergibt jidh) ber Sah: Durd) zivet parvallele Gervaden
ift ftets eine Cbhene volljtandig beftimmt DOber: Gleitet eine
Gerade auf jwet fejten pavallelen Gevaden Hin, jo be:
jdhreibt jie eine Chene. Ober: Durd) jwei parvallele Geraben
[aft jidh jtetd eine Ebene legen.

35) Umgefehrt fanun man fogen: Sdneiden einanber 3ivet
Geraden im Raume nidht, jo weit man jie aud) verldngert,
[af3t fid) aber duvrd) beidbe eine Ebene legen, fo jind bie Ge-
raden parvallel. (€3 gibt Geraden im Raume, die nod) jo iweit
verlangert, einander nicht jdmeiden, burd) die Jich aber feine Ebene
legen ldft. ©Solde Geradbe nennt man windidiefe Gerade.)

ber dieje Sdhe mup aber noch ausdfithrlidher gefproden werben.

36) Tlachen, die nicht alle Cigenidaften der Cbene befiben, nenut
man frumme Fladen.
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37) ®eometrijhe Gebilde, die gamy in derjelben Ebene [liegen,
beseichnet man ald ebene ®ebilde.

Geometrijfe Gebilde, die nicht gauwy in berjelben Ebene [iegen,
beeidynet man al3 uicht ebene, ober al3 unebene oder ald raum:
lie @ebilde (im engeren Sinie).

So gibt e3 ebeme Punttgrubpen und rvdumlide Punft=
gruppen; ebene Sintengruppen und riu mliche Lintengruppen;
ebente und rdaumliche Gruppen von Punften und Linien
and ebeme und vaumliche Grubpen von Fladenitiden; e3
gibt ebene Rurven und raumlide Kurven

38) Demnady zecfillt bie Geomefrie in aet Tetle, in  Ddie
Geometric der ebenen Gebilde oder bdie Planimetrie und in
bie Geometrie der vaumlidhen @Gebilde (im engeren Sinne) ober
bie Stereometrie,

Borlaufig joll nur nod) von der Planimetrie bie JHede fein.
Sn ihr fanm man infihtlich der Grofenmefjung vbon Lingenmefjung
(Qongimetrie) und Fladhennefjung (Planimetrie tm engeren Sinne)
iprechen. (Bl su diejem Abjchnitte BVorfurjus § 20—29.)

n) Begriff ded Kreijes®), des regelmdfigen BVieleds
und ihrer Teile.

39) Bewegt fich ein Punft, ohune umzutehren, in einer Ebene o,
paf er von einem gegeberen fejten Punfte Der lepteren jtets bdenjelben
Der nad) einem joldhen Umlaunfe guriidgelegte Weg iwird ald eine
freiglinie begeichnet. Der fejte Punkt Heipt ihr WMittelpunit, oder
thre Mitte, oder thr Bentrum.

Die Kreislinie ift diejenige ebene, tu fid) zuritdlanjende
Qurve, deren Puufte von eimem beftimmten fejten Puntte
ber Ebene denjelben Abftand Haben (Man bgl. zu diejem Ab-
jhnitte Borfurjus VL)

40) Jede BVerbindungdlinie ded Kreidzentrums mit etmem Punfte
ber Rreislinie begeihnet man ald einen Halbmefjer ober Rabius
pes Rreifes. Die Linge aller Radien eined Rreijed ift diefelbe, denn
jie ift gleidh jenem unverdnderlichen bjtande vom Mittelpunite.

¥ Unter Kreid wird bald die Kreidlinie, bald bie Kreidfldadye ver-
jtanben. Der Spracdhgebraud) jhwantt. Nacd) BVebdiirinis jollen die lepteren
Worte aebrandyt werdben, jonjt der Kiivze Halber bas Wort Kreis.
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41) Bu jebem Sreidradbiud gibt es einen anbeven von entgegen:
gefebter Midhtung.  Jede Ddurch Dden Miftelpuntt gehende Gerabe
jduneidet aljo den Kreid n gwer Punften. Dad zivifden dben lehteren
liegende &titd einer {olden Gervaden bheifit der Durdhymeffer ded
Rreifes. Jeder Rreisdurdymefjer ijt doppelt jo lang ald der zugehirige
Sreisradbing.  Alle Durdymeffer eined RKreifes find alfo gleid) lang.
Die Cnbpunite jeved Durdhmeijers heiffen Gegenpuntte besd Kreifes.

42) Je jwei Kreislinien von demfelben Rabdiusg deden
einanber (oder find fongruent). Legt man ndmlid) die eine fo
auf die andere, bap thr Mittelpunft auf den der anderen fallt, o
mitffen aud) die beiden Kreidlinien fjid) deden. (Wive died namlid
nicht der Fall, jo mitten ungleidhe Radien vorhanben fein.)

©ie bdeden einanber auf uneubdlid) viele Wrten, breht
man ndamlich die auf Ddie anbere gelegte in ber Gbeme um ibren
Weittelpuntt, fo wied die Kougruensy nicht geftort. Jeber Pabius besd
eien $treijed fann mit einem Dbeliebigen ded anberen zur Dedung ge-
bradyt tvecden.

Davausd folgt, daf bder RKreisd ein vollfommen regels
mahiged ebened Gebilbe ift

43) Seber Durdymejfer teilt die Kreidlinie in 3wet fon:
gruente Teile, die man al8 Halbireife bejeichnet. RKongruent find
jie, weil jih der eine jo um bdbad Rreidzentrum drehen [GHt, daf beibe
einander Ddeden. Die Dedung fann aud) durd) Umblappen der einen
Hialfte wm den jie begrengenden Durchmefjer erfolgen.

44) QJeder Teil einer Kreidlinie Deipt ein Kreisbogen. Die
gerade Berbmbdungslinte feiner Cudpunfte heiht Sehne. Die vers

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 9.
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lingerte Sehne heibt Sefante. Jebe Sefme teilt ben RKreid in et
verjchiedene $treidbogen, in einen Heineren und einen groBeren RKreis-
bogen. Jeber fanu al3 ber um anbeven gehivige Reftbogen Dbe-
seichmet werben. (Fig. 1.)
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45) Bu gleidgen Sehnen cined Kreifed gehoven gleidje
Bogen.*) Sind ndmlic) ziei Sehnen eined Kreifes gletc), fo laffen fie
fich durd) Drehung der einen um das Kretdzentrum juv Dedung bringen.
Dabei dectent einander forwohl die beiden Heinen BVogen, alg aud) die ju-
qefirigen Neftbogen. Getwdhnlic) fpricdht man mrr von dem fleineven Bogen.

Domn gilt die Crflarung: Gleide Bogen eined Kreifes
jind aljo folche, zu denmen gletdye Sehnen gehoren. (Fig. 2.)

46) Sdlieft eine Neihe gleicher Sehuen, bderen Anzahl grofer
afé smei ift, nad) einem Umgange, jo ift die Kreislinie in eine ent-
iprechende Anzahl gleicher Teile eingeteilt. BVon den Sehnen jagt man
bann: Sie bilden ein rvegelmdBiges BVieled. Verbindet man nam=

dig- 4.

fich die Gefen einesd folchen Gebildes durd) Radien mit dem Mittelpunite,
fo Bat man lauter gleidhfdentlige Dreiede, bon Ddener jebes mit
jebermt anderent zur Decdung gebracht werden fann, indem man ed um
pen Mittelpuntt dreht. (Vean fann die Sehuen zur Dedung bringen,
alfo auch) die zu ihunen gehorigen Rabdienpaave, Ddemn soijden einem
Endpunfte und dem Mittelpuntte ift mur eine einzige Gerade moglid).)

17) Die pon der Kreiglinie umjdlofiene Fladhe heijgt die Kreisd-
iladge. Sie entjtelt 3 B. durd) Drehung eined Nadind um emen
feiner Gudpuntte. Die Kreigflache wird durd) jede Sehme n e
Sfaden zerlegt, die man RKreidabjdnitte oder Segmente nennt.
Nur bei bem Durdmefjer find die beidben Segmente fongruent (Halb-
freigflichen). Bei anderen Sehnen ift bas Segment, in Ddem Ddas
Qreigzentrum liegt, dag grifere, bdad anbdere ift dad fleimere. Ge-
wihnlich verjteht man unter dem zu einer Sebhne gehdrigen Segment
bag fleinere, wdahrend man Dad grofere ald dag zugehdvige Nejt-
feqment Dezeichnet. (Man fann bad fleinere Segment joivett um Dden
Mittelpuntt drehen, daf e8 ganz inmerhalb ded grifeven liegt) Dann

#) GRHIl man den Unterfchied fefthalten, fo jage man: ,Ju gleichen Sehnen
gehoven gleidhe Bogenpaarve”.
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gilt ber Sah: Bu gleiden Sehnen eines Kreifesd gehoren
gleidhe Segmente®) Man fann nimlid) die Sehnen jur Dedung
bringen, mit ihnen aqud) die Rreisbogen und ihre Mittelpuntte, folglich
aud) bdie von Sehne und Bogen umjdlofjenen Flichen. Umgefehrt
geboren zu gleiden Segmenten eines Rreifed gleiche Sehnen.

48) Den von gwet Radien begvenzten Teil einer Kreisilide be-
eichnet man ald Rreisausidnitt ober Rreidfeftor. Durd 3tvet
Radien tird die Qreidfliche in jwei Seftoven zerlegt. Nur wenn die
beiben Rabien einen Durchmefier bilden, find bie beiden Seftorven ein-
ander gleid) (DHalbireisflachen). Sonft find jie ungleidh. Der Heinere
Settor fann joweit wm den Mittelpuntt gedreht werdem, daff ex gans
inmerhalb Des grifeven liegt. Gewdhnlich meint man bei Angabe
eined Seftord ben Ileineren. Bu gleidhen Bogen einesd Kreifes

»

gehbren gleidhe Seftorven™®) Bringt man namlicdh) die qleichen
Bogen zur Dedung, fo hat man audh die ugehirigen Rabdien Jur
Dedung gebradt. Umgefehet gilt der Sah: Bu gleiden Seftorven
eined Rrveifed gehirven gleiche Bogen.

49) Jm gangen gelten alfo folgende Sipe:

Bei jebem Kreife gehoren
u gleihen Sehnen gleidhe Bogen, gleidhe Segmente, gleiche Seftoren;

e v  Dogen ,  @ehnen, ,  Segmente, , Seltoren;
. o Gegmenten,,  Sehnen, ,,  Bogen, .  Seltoren;
= : Seftoven ,,  Selhmen, ,  Bogen, . ©egmente.

Statt gleid fann man Bier {iberall fongruent fagen.

&) Begrifi ded Winfeld in ber Ehene.

50) ®eben vom einem feften Punfte der Gbene stoei Strahlen
aud, em i thr fejtliegender und ein in ihv wm den Punft drehbarer,
jo fann man den lepteven junddit mit dem
‘ erfteven zur Dedung bringen und dann in
\ ptoeterlei @inme von ihm wegdrehen. Die

R Drehung fann ndmlid) im Sinne der Uhr-
\n\\,. seigerbeivequng und auch im entgegengejetsten

s \|  Sinne erfolgen.®*) Bei diefer Drehung be-

S e Ny fdhreibt jeder Punft ded Dbewegten Strafhlea
einenn Rreid, der fih fJdhlieht, fobald der
Ctrafhl eine volle Umbrehung gemadht Hat. Diefes Sdyliegen

mig. 5.

*) Wil man den Unterjdhied fefthalten, jo jage man: ,Bu gleidhen Sehnen
gehren gleiche Segmentpaare’’ oder: ,gleide Seftorenpaare’ ujw.
**) Bieljac) begeichnet man bie, der Uhrzeigerbewegung entjprechende
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erfolgt fiiv alle Teile bed Strahled gleidhzeitiy. Ebenjo vollenden
alle Punfte bed Dbewegten Otrvahles gleidzeitig eine Dalbe Um-
prebung, ober eine dritfel llmbrebung, oder zwei Drittel eimer Um:
prehung ufiw. Feber Lage entiprid)t aljo fiir alle Punfte des
Strahled ein Dejtimmter Brudyteil bezw. ein Dbeftimmites
Bielfades einer vollen UWmbdrehung (3.B. 3, & 3, 3, 3, 2 Um-
prehung). Getodhnlich fpricht man nur von (edten) Brudteilen der
Umbrehung, da fich beim fberjchreiten der Anfangslage der Borgang
nod) einmal ober mehrfach toiederholt, Fenen Bruchteil der vollen
Umbdrehung Dezeidhmet man aud) ald die Abweichung ded bewegten
Strahles vom feften Strahle, oder als den Ridtungdunterjdhied
beiber Strablen, oder ald den Winfel, den beide Strahlen mit:
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einanber bilben. Die gejeidneten Teile der beiden Strabhlen nemmt
man bie Schenfel ded Winkels. Jhre Liinge ift volljtandig gleidy-
gitltig und Dat feinen Cinfluf auf die Grofe der Drehung oder
auf die Grioge des Winfeld. Der Winfel ift lediglidh das
Map ber (bejprodenen) Drehung. Der Drehungdpuntt Dheift
Sdeitelpuntt ober firzer Scheitel ded Winfels. (Fig. 6.)
51) Jm Vorfurjus (Ubjdhnitt VI) ift gezeigt toorben, ivie man
teild burc) Konjteuttion, teils duvd) BVerfudje*) einen RKreis in 2, 3,
Drehung als die negative Drefhung, die entgegengefebte ald die pojitive
Drehung. Unbdere fpredhen beztv. bon Redytddrehung und Lintddrehung.
Man fann zwar gewiffe RKreidteifungen mit Bivfel und Lineal
exalt (andere mit Hilfe gewifjer Kurven anndherungsdiveife) ausfithren, Jm
allgemeinen jind aber die Teilungen in 7, 9, 11, 13, 19, 23, 25 ujw. Teile
nur auf dem Wege bed probeweifen Wbftedend mit Hilfe des Jirfeld mit
einiger Anndherung durdjfithrbar, woriiber im Schlufbande zu fprechen ift,
Mertvitrdig ift, Daff aud) die Grundlage der Gradeinteilung, der 360, Teil
bed Rreifes, nur anndherungsmweife beftimmt werden fann.
Polgmitller, Elementavmathematit. I 4. Aufl

b
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4, 5,6, 7, 8 9, ... ZTeile zerlegen fann. Verbinbet man bdie End-
punfte eined foldjen Zeiled durd) Radien mit dem Kreidmittelpunite,
jo exhdlt man Winfel von entjprecdiender Grife, jodbafy die RKreid:
teilung und die Winfelfonjtruttion eng zujammenhingen. LWinfel, bie
von jvei Rabien eined Kreijes gebilbet werben, Heifen Bentriminiel
Durd) die (angendberte) Konjtruttion des 360-Cda erhalt man zugleid
ven Winfel, den man ald cinen Winlelgrad begeichnet. Die volle
Umbrehung gibt einen Winkel von 360°% er heifgt Bollwintel. Seine
Sdjentel deden einander (val. Fig. 7). Die halbe Umbrehung gibt einen
Winfel von 180° er heift geftredier Wintel. Seine Sdhentel haben
entgegengefete Richtungen und fallen daher in diejelbe gerabe Linde,
Der vpierte Teil ber Umbdrehung gibt den Winfel von 90°. Diejer
beigt Der rechte Winfel ober cinfad) ber Redhte. Von feinen
Sdenteln jagt man, fie jduitten ecinander redhtwintlig, ober fie
feien normal zueinander, oder {ie Jtanden aufeinanbder fent:
redht, odber jeder ber beiden ©cdenfel fei ein jum anderen gehiriged
Qot. Den Winfel von 0° Degeihnet man ald ben Nullwintel
Seine Sdjentel deden fidh ebenfo twie die des BVollivinfels. Wintel
swifden 0° und 90° Dbegeichnet man als {pibe Wintel. Winfel
swijdgen 90° und 180° Deifen ftumpfe Winfel Wintel 3tvifchen
180° und 360° Deiffen diberftumpfe ober fonvere Winkel. S[m
Gegenjah zu ihmen nennt man Winfel ivijden 0° und 180° Hohle
ober fonfabe Wintel. Der BVollwintel ijt gleih) vier Redhten, ber
geftredte gleich zwer Rechten. Bret Winfel Heifen gleich, twenn ihre
©djentel jid) (abgejehen vom der Ldinge) zur Dedung bringen laffen.

52) Jjt die Summe zweier Wintel gleich 360° fo Deift jeder
per Jeftivinfel bed anberen.  Jft dbie Summe weier Winfel gleidy
180° fo Deift jeder der Supplementwinfel ded amderen. Jjt die
Summe ztweier Winfel gleih 90° fo Deifst jeder der Komplement:
iwinfel ded anberen.

53) [Den fedjzigften Teil eined Wintfelgrades Dezeichnet man
alg Pinute, den fedzigiten Teil der Minute als Sefunde (den
jedzigiten Teil der Sefumde ald Tertie) ujw. (Crite, stveite, dritte
Verminverung.) ©So jagt 3 B. <Ce = 22°23"35", der Winkel «
sable 22 Grad 23 Minuten 35 Sefunden. (Drei Stridje iwiirden
Tertien bedeuten.) Man fann aber ben Winfel aud) in Dezimal-
bruchform fdhreiben, 3 B. << f = 39°51.] Uuter <9< ABC verjteht
nan einen Winkel, deflen Sdheitel der Punft B ijt, rodhrend 4 und ¢
die Eubdpunifte ber Sdjentel {indb. Der Scheitel wird alfo ftetd in der
Mitte genannt.
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54) Durd) BVerlangerung eined Winfeljhentels itber Den Scheitel
hinaus echalt man den Nebenwinfel ded Winfels, der zugleidh ein
Cupplementivinfel ded gegebenen Winfels ift. LVerldngert man beide
Sdjentel eines Winfels itber den Scheitel hinaud, fo erhilt man ztei
einander gleidje Nebenwinkel, auBerbem den Sdjeitelwinfel. Diefer
ijt dem gegebenen Wintel gleidh, denn er ift wie jener der Supplenent=
winfel fiiv jedenr der beiden Nebenivintel.

55) u3 Gviinden bder Regelmdfigleit bes Rreifed folgt: Bu
gletdyen Jentritwinfeln eines freifes gehoren gleide Bogen,
gleiche Sehnen, gleidhe ©egmente, gleidhe Seftoren. Bringt
man namld) zwei gleide Bentriwinfel jur Dedung, fo fallen die End-
punfte threr abdien paariveife zufammen, ebenjo die CGubpunite der
ugehorigen ©ehnen, der jugehivigen Bogen. Danad) [aBt fich die
unter 49) gegebene Tabelle eriveitern.

56) Den halben Umfang des Rreifed vom Radius 1 bezeichnet
man mit dem gried)ijen Budhjtaben = Der Umfang ift alfo w— 2.

=

Wird der Rreis 3. B. tm T-faden Mafiftabe gezeidnet, jo ift der Um-
fang w= 2 - 7 -y tird ev im r-facien Mafijtabe geseichuet, jo ift ber
Umjang w = 277 Bunddit dburd) Meffung (dburd) Umlegen eines miglichit
oitnnen Fadens um eine Kreidjdeibe) finbdet man, daf »ungefihr gleic 2
oder ungefahr 3,14 ijt.*) Jebem Bogen des Rreifes vom Rabdius 1,
per ein beftimmier Brudteil des3 Rreidumfangs ift, entjpricht alfo ein
Winfel (Zentviwintel), dev denfelben Brudhteil von 360° gibt. So
360° 360°

X : o4 ot = x
entjprechen einander 3. B. = Ny —— = 60" — undh — — 790 qijip.
i ] A 3}

Man jagt daber: Cin Winfel ° verhdlt fid) sum Winkel 360° ebenjo,
wie der zugehirige Bogen B jened Sreifed jum Vogen 2x; pder:
Cin Winkel B° verhalt fich sum Wintel 180° ebenfo, wie bder 3=
gehbrige Bogen § jum Bogen . Diefen Sap jtellt man in folgender
Sdyreibiveije (al3 folgende Proportion) dar:

B°:180° = B: .

Cin genawerver Wert ift = — 3,14159265. . . Ardyimedes (ge-
whah

boren 237 v. €hr. zu Chrafus) nahm an, wad 3,142857 ... gibt, alfo

etwad 3u grof ift. Gin teit genauerer Nferungsmert ift :J; Diefer gibt
31415929 ..., wag fhon auf 7 Stellen ftimmt, fiix die getodifnlichen Be-

redjnungen aljo volljtdndig ausreicht. Die Beredimung von = wird jpiter
gelebrt.

2*
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Bur Wmrednung von Winfeln in Bogen und von Bogew in
Wintel braudht man alfo die Formeln®)

Fol 4 lﬁ E 0 2 s P“]
]5 = :"CJ'H“' ﬂj_ﬂl-‘}'“’

= i ~ A 2 DR ; Yo i S L
©o gehort 3 B. zum Bogen =1 ver Winfel g° = TLH)“ —bh77295
— 5701770 = 570177 42".%%) Derjelbe Winkel gehort jum Bogen
b=r-f=r-1 am Kreife mit Radbiug ».

(Den Kreisumfang berechnet man aus pem Rabdiug mnacd) der

obigen Formel u = 2rmw, den Kreisvadius aus pem Umfange nad
ki

ber Formel » = gﬂlﬁ:*"‘”

Sum Wintel 1° gehort (am Rreife mit Rabdiugd 1) der Bogen
1° T . o = e T :
B="igo0 — 180 0,017453, am $Sreife mit Radiud » dageger det

r-fache Bogen.

(Begeichnet man den am Kreife mit Radiug » gemefjenen Bogen
mit b, dent am Fadiug 1 gemeffenen iwieder mit 3, jo hat man Dbie
b

”

Formeln b, = rf, f= Die obigen Umrechnungdformeln fitr den

7
Qreid mit Radiug » werden dann

';).»- .- l.ir
Al farayll ey
gY = .J‘ﬂl‘-'-}r b, = Sl

bie mit Den obigen itbereinftimmen, jobald man den Wert »p fiir b,

einfept.)

e : = = ~ R A
*) Die Gradbezeidnungen feben fich in der Formel f = .—:1{”),, auf,
p

man faun fie afjo in der Form b = = T80 jhreiben, mur mup dann gejagt

erben, daf der Winfel in Graden audgedritct ift, 3 B. f = 20°3, nidt etwa
f=20°18" ober 1218".

#%) 9fan vergefje nic, daj Dder Bogen & am Kreife pom Hadius 1 ge-
meffen wird. BVei ungenauen Werten von = finbet man nidt jo genaue
NRejultate. Die Brudteile dev Sefunden jind hier vernachldijit.

##) Nimmt man alfo den Erbumiang ald 5400 geographijche Meilen
an, jo bat ber Erdbradiug eine Linge von 859,43 geographiichen Meifen.
Simmt man den Grdoumfang zu 40000000 m an, fo hat der Erdradius eine
Liinge von 6 366 200 m. Dabei ift der genauere Wert bon = Fugrunde ge-
fegt umd eine Genauigleit auf fiinf Stellen erjtrebt. — Der Jquatorgrad Hat

e s 5400 2700 : . e ot
filr bie Crbe eine Rdnge von o = 1'%- — 15 geogr. Meilen. Fiir jede NRetfe
{ings des Jquatord fann man aljo die Qinge aud den Gradben nnd bie Grade
ausd ber Linge bevedynen.
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(Sn vielen Qebrbiichern, befonberd in den phyfifalijdhen, toird

}

PR T T T = " " i
von Winfeln = ober o, 5, . uw. gefprochen.  Man meint damit

Tinfel von 180° bezw. 90° 60° 45° ujw., denn Ddabei ift die Grife
9ed am Sreife mit Radiud 1 gemeflenen Bogend angegeben. Hier
Toff Bei einem Winfel « ftetd der Winfel in Graben unbd feinen Brud)-
teifen gemeint fein, todhrend « ben am Kreife mit Radius 1 gentefjenen
Boaer bedeuten joll, Bogenldngen an Kreifen von beliebigem Nadind
iollen dagegen mit lateinijchen Buchitaben nebft Bogen, 3 B. mit @
bezeidjnet tverben, gegebenenfalld mit @, twenn der Radiug » befannt
iit. 3 Danbelt fich bei bdiefen Unterjdheidungen nur wm die Ber-
metbung von MiBberftandniffen.)

b) Die cinfodjten planimetrijden Konftruftionen,

o) Die Beidjengerdte.

57) Die unentbehrlidhften Seidhengerdte jind dad Lineal und

ver Birfel Dad eritere dient zum Beidynen gerader Linien mitteld
bes Bleiftiftes oder der mit Tujde gefiillten Handreiffeder®).
Der Hanbdzivtel dient zum Meffen der Lingen und zur Kontvolle
fiiv die Nidtigleit ber Beichnungen, der Einjapzivel mit den Ein-
fagteilen aum Beidmnen der Kreife und Kreisbogen mit Bleiftift oder
Reibieber.

(Daf e3 aud) frummlinige oder furvenlineale und Scdablonen
qum Beidgen bejtimmier Qurven gibt, fei beildufig bemerkt).

58) ©ollen Geraden von gegebener Linge gezeichnet werden, fo ijt
bie Qédnge unmittelbar mit Hilfe eined IMapftabes, ober mittelbar
mit Hilfe ded Birfeld zu beftimmen, dem man an einem Mapitabe
bie geforderte Offnung qibt. Der Mafijtab ift entweder mur auf dem
Blatte gezeichnet, oder er ift e Lineal mit metrijher Einteilung,
welches afjo Meter, Dezimeter, Sentimeter, Millimeter angibt. (BVor-
fuvfus § 14 bis 16.)

59) Bei tedmijdhen Jeidhnungen jtellt maon bdie Gebilde meijt
nidht in der wirflidhen ©rdfe, jondern in  berfleinertem INapitabe”
bar. Dann toixd auf bem Nande des Jeidjenblatted ein ,verjiingter”

#) Die BVorfilbe Neify hingt mit dem Worte Wi zujammen, denn man
fpricit vom Grundrify oder Aujrif eined Gebdubed vber eimer Majdyine
oder eines Apparated ober frgend eined rdumlichen Gebilbes. Solde MNifje
fperben auf dem Reifbrett gezeichnet. Die Jeideninftrumente gehdren zum
Heifjzenq.
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oder , berfleinerter Mahitab” gegeichnet, der angibf, reldhe Linge
§ B. 1 m bedenten jolf. Auf Lanbdfarten fiir nidht allzugrofe Gebiete
ird durc) den Mafftab angegeben, welhe Linge ein Kilonteter pder
eiie geographifhe Meile bebeuten foll. Man fpricht dann vom Maf-
ftabe ;5 oder 1:10; vom Mafftabe ;;1: oder 1:10 000 ujw. Kleinere
Gebilde werden in den naturwiffenidaftlichen Cehrbiihern oft in ver-
gropertem WMafjtabe davgeftellt, 3. B. tm ehufachen Mafitabe (P ober
10: 1) ujw.

\

60) Bur Beidhyming von Kreifen erhilt der Cinjabjivfel Dbe-
jtimmte Cinjabteile, fiiv dad Beidhnen mit Bleiftift den Blei ober
Stifteinfat, fiiv dasd Beidnen mit Tujdhe ober einer jonjtigen qe-
farbten Fliifjigleit den Reifffeders oder Fedeveinfat.

61) ©oll bie Jeidhnung genau werben, fo ift ein cbenes, genan
recdhtwintliges Reipbrett mit aufgejpanntem Beidenbogen zu be:
nuben, auj vem mit Hilfe der Reifjdiene fenfredhte und wageredte
Rinien bequem 3u geichnen jind. Bu den fenfrechten Linien benuft
man aber meift bad [(dngd der iageredhten Reifidhiene Dewegliche
Winfeldbreied oder den Winfelhaten (Redhtwintellineal), twelches
auberdem dag bequeme Beihnen von Linien gejtattet, die 45° bezw
30° und 60° Neigung Haben. Qineal und Winfelhafen oder die
betben vten von Winfelhafen dienen aueh zum bequemen Beichnen
bon Qoten und Parallelen.

62) Sdwierig ift da3 Beidhnen fehr feiner RKreife. Fiir diefe
hat man fogenamnte Nullzirvfel (ober Nullenzickel) mit Mifrometer:
jdraube zum Regulieven der Birfeldffnung und mit feinem Nabels
einjap gur jddrfiten Cinbaltung bed RKreidmittelpunttes Ffonftvuiert.
Der Cinjop wird durd) eine eloftijhe Feder nad) dem Jivkel Hin-
gedringt, durd) die Sdroube von ihm tveggedrvangt. Febersivfel mit
©dyraube benubt man aud) jum genauen Meffen Heiner Abjtande.

63) Jur Jeidhnung bezw. Meffung von beliebigen Winfeln dient
per Trangpovteur bes NReiBzeugd, bei dem Dder Halbfreis in
180 gleidge Teile eingeteilt ijt, die alfo den Winfelgraden entjprechen.®)

64) Dag Beftimmen der Lingen mit Hilfe ded Mapftabs und
pad oer Winfel mit Hilfe ded Trvansdporteurds fallt in der Regel un-
genauw aud.  Sur BVerjddrfung der Wblejung benubt man bden jog.
Noniug, wombglich mit mifroffopifher BVorvichtung zum  Ablefen.

*) Gehr brandhbar ju Lingen- und Winfelmefjungen ift Simonsd durd:-
fichtiqe Wlehtafel. D.R. . M. 80 166.
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Daritber ift in der Phyjif au ipvechert, wobhin die Vorvidhtungen per
Selpmefz und der aftronomijhen Jnjtrumente gehoren.

65) ©elbft beim genaueftenr HBeidmen mathematifder Figuven
ftellen fich in der NRegel Ungenanigteiten ein.  Diefe beruben teils in
dent Ungenauigfeiten der Qineale, Wintelhaten und ber fonjtigen Beichen-
gerdte, feifd im ungenamwen Unfegen bes Qineald oder Cinfehen der
Rirfelfpite, im ungenauen Cinjtellen ber Airfeldffnung, tetld im un-
genauen Beurteilen ded Sdnittpuntted zweier Geraden ober afpeter
Sreisbogen. Leptered ift namentlich dann per Fall, wenn die Geraden
ober Sreidbogen einanber unter jehr fleinen Winfeln jchneiden. Daber
it danad) zu ftreben, daf die betveffenden Bejtimmungslinien einander
mbglichit rechtwinflig fdhmeiden. Audh die Breite Der gezeichneten
Qinien gibt ju Ungenauigfeiten Anlafy, ebenfo die Ausdehnung ver
peranjchaufichten Puntte.

Sm alfgemeinen ijt dad Bivkelzeichnen®) genauer als dad Lineal:
seichnen.  Erftrebt man miglichite Genauigfeit, jo ijt e gut, wabhrend
oer Nrbeit Qontrollfonftuttionen (ober Meffungen) vorunehmen und
bet Der Gutdecung von Abweidungen den Grundfehler aufzujuden
ober wenigjtend fitr moglicdite Yusgleichung der Ungenauigleiten zu
jorgen.**)

Man pilegt die mit Jivfel und Lineal ausdfibrbaven Sonjfrut:
tionen a3 epafte zu Dejeidhmen. Sie find aber mur in ber Bor-
ftellung genan augfiihrbar, weil, toie jdjon gefagt, in der Wirklichteit
bie qejeidymeten Linien eine geiifje Breite haben miiffen, um fidhtbax
au twecben, und weil ebenjo die Punfte dev Beichnung durchaud nidht
mathematifche, ausbehmungslofe Gebilve find. Die praftijhe Kon-
euftion ift mur eine rohe BVeranjhaulidhung der mathematijchen Kon-
fteuttion. Diefe jebt getvifje wm der Wirklichleit unerfiillbare Forde-
rungen ober Poftulate vovaus, die in folgendem bejprochen twerben.

f) Drei Forderungen (Pojtulate) ber Ronjtruftionsiehre.
66) Erite Forderunyg: Zwei gegebene Puntte dburd eine

®erabe zu verbinden.

) Deshald Hhat Ddev italienijde Mathematifer Mascheront (jprid
Maskeroni) den erfolgreichen Berjuch gemadht, alle Grundionftrufiionen nur
mit Hiffe ves Birteld auszufithren. Andere machien oden Berjud), alle Kon
ftruftionen mit $Hilfe ded Lineald allein auszujithren, was aber, wie Steiner
famd, mur moglid) twar, jobald man einen feften Rreid al8 gegeben aniahn.

#) Die jogenannte Geometrographie perjucht die Sonftruftionen jo
furs ald@ moglich audzufithren und mit der RBerminberung der Jahl der Vpe-
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Die Aufgabe ift nur mit Hilfe eines jehr genanen und genan an
dbie Punfte angelegten Sineald und mit jharf gefpibtem Bleiftift bezw.
~E[]ﬂ1‘Tﬂ1 Feiffeder mit einiger Genauigeit auf dem Reifbrett [H3bar.

Dabei find folgende ‘ﬂrs‘mtmmmh ju beachten: 1) Beibe Runtte
miiffen tm Endlicdhen (3. B. auf dem NReifbrett) Iu‘qcn 2) bie gegen=
ieitige Cntfernung der Dbetben Buntte darf nidyt uncnhhd} flein fein,
benrt dabei Hat man fein Hinreichendes Urteil fiber die Hem Lineal 3
gebende Richtung.

Die Gerabe fann mit Hilfe ded Qineals {iber die Leiden Vunkte
himaud verlingevt werden*) Dad zwifdhen ben gegebenen Puntten
liegende Stitd gibt zugleich den gegenfeitigen Abftand der SPunfte an.
Siegt jwijden den Punften ein Hindernis, foll 3. B. auf dem Huf-
boben einer Werlftitte eine Geradbe iiber eine im Wege ftehende
Mafdyine hinaud gezogen werben, jo find befondere Sonftruftionen nitig.

67) Bweite Forderung®™): Den Sdnitthuntt weiex
Geraben ju fonftruieren.

Die ‘Txumnqi:lmrg ber Gevaben muf mit moglicdhjter Genauigfeit
erfolgen. Sonft ift iiber bie Genauigfeit dex Lojungen dagfelbe 3u
fagen vie vorber. Bedingungen: a) Die beiden Geraden miifjer im
Enblichen liegen; b) fie biixfen nicht unendlich :ml)e aneinander liegen,
benm bann wird Der Sdnittpuntt unbeftimmt; c¢) fie diirfen micht
pacallel fjein, denn bdamn fallt der Sdmittpuntt in unendliche Ent:
ferming. Die Parvalelen geben damn mur die Richtung an, in der er
liegt. — Der Sdhnittpunft wird um fo genauer beftimmt, je ndber
der Sdmittwinfel an 90° fiegt. Bon etwaigen pinberniffen gilt das-
jelbe iwie borber.

68) Dritte Forderung: Um einen gegebenen Buntt einen
Sreis von gegebenem Rabdiud ju legen.

rattonen gugleid) die Anzahl ber Fehlevmoglichfeiten u berringern. Ju Dex
Prarid {ind aber ‘utwmrﬂl"munnanml und ‘Probemefjungen nidyt zu ent-
temeﬂ

Die BVerldngerung wird bisweilen als ein 3tweites Loftulat genannt.
) Diefe zveite muwmmq 111113 in der Regel nidyt mit genaunt, fie ift
aber ebenio wefentlid) twie die erfte. Das eine Mal handelt e fih um die
I\lt‘rumu.mq einer Geraden durch jwei Punfte, dad andere Mal um die Be-
ftimmung eine3 Punfted durch zivei Geraben. Die zweite dorderung ift bie
regiprofe der anberen. (BVertaujchung der Worte Linie uud Tunft.) €8 miijjen
audy Ronjtruftionen bdafiiv gelehrt werden, eine Gerade iiber ein Hinbernis
hinaus zu nellunqew oder den Sdynittpuntt ziweier Geraden, der jenfeitd eines
Dindernifjed legt, su beftimmen.
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e}

Der Bickel ift genan in den Puntt einzufepen, naddem die Jirtels
offnmung genau gleid) der Léinge ded Rabdind gemadht ijt. Bebingungen:
1) Der Punft muf im Cudliden legen. 2) Der Radiud bdarf tweder
unendlidh grof nodh unendlich flein fein. — Cinen Sonderfall bilbet
bie Wufgabe, um einen gegebenen Punit einen RKreid zu legen, ber
purch etmen gegebenen Punft gebht.

69) Man tonunte noch) Nebenjorberungen aufftellen, die fih auf
die Benubung ded metrijd) eingeteilten Mahitabesd, des Transportenrs,
pe3 Winfeldreieds beziehen.

7) Die grundlegenden Konftruftionen.

70) Crite Grundfonjtruftion: Eine gegebene Gerabde
(nach) Der eimen ithrer Ridtuungen) um fid) felbjt zu ver:
langern, ihre Lange zu verdreifaden, u vervierfaden ufw.

Der Schiiler bejchreibe die mit Lineal und Jirfel ausdzufiihrende
Qonftruftion felbit. (Die ZTeilpunfte follen duvcd) fleine Kreigbogen
martiert tverden.)

71) Bweite Grundfonftruftion®): Einen gegebenen
Winkel (in einem der beiden Drehungsjinme) ju verdoppeln,
s perdreifachen, zu vervierjaden ujw.

Nuflojung. Jn Fig. 8 jei ASB der ju vervieljachenbe Wintel.
Man lege um den Scheitel S einen RKreid von Dbeliebigem Rabdiug,
der die Sdentel in A4, und B, {dueidet, daun fdhlage man mit der
Birfeldfinung B, A, um B, einen

Bogen, der den Rreid in €] [dhneibdet, Big. 8.
bann um ¢, mit derfelben Dffmtng
einenn Bogen, der ihn in D, jdnei:
bet ujiv. Danu ziehe man die Ge: Py \ N8
vaben SO, SD; ufw. Dann ift \,fq A f(
< A,8C, bder boppelte Winfel, i B NGRS
< A, 8D, ber breifadie ujiw. Bl Tr’ 5 f

Die Richtigleit der Konftruftion “-.*;.-‘;_’ N
beruht Ddavauf, bdaf su gleiden 7 i A
Sehnen eined Rreijes gleiche Jentrie s 5

mwinfel gehoven.

Bemerfungen. a) Klappt man den Winfel BSC um die Ge-
rabe BS, fo bect er fich mit bem Winfel BSA. WMan nennt BS
bie Symmetrielinie ober Symmetricadfe des Winteld ASC.

Diefe Konftruftion fann als eine rveziprofe der exften betradhtet werben.

T T e
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Bei bdiejem Umblappen bdedt fich SC, mit SA4,, jobag C, auf A,
jalt.  Jeder Punft von SB bleibt dabet in feiner Lage. Bteht man
alfo bie Geradbe A, C,, jo Ddedt fid) beim UmElappen ithr Teil K,
mit KA, fobaf beide gleich fang find. Ferner deckt fich <= SKC,
mit SKA,, ba aber < 4, KC, ein gejtvedter Winkel ijt, jo muf
< SKA, und ebenfo <C SKC, ein Recdter fein. Ferner bdedt fid)
<= SC K mit SA, I, beibe jind aljo ebenfalld gleich. (Man nennt
eit Dreied mit gleidhen , Schenfeln” 4,8 und C| S etn gleidhjdent:
liged Dreied. A, C, Deipt feine Grundlinie oder Bajis. Aus
ver Figur lajfen jich aljo Cigenjdhaften ded gleichihentligen Dreiects
ablefer, bie ber Schiiler fchon jebt felbjtandig auszujprechen verjuche;
3. B. bie Winfel an der ,Grundlinie” ded gleidhjdentligen
Dreieds jind einander gleid). Man bejeidhnet diefe Wintel als
Bafiswinfell Sind umgelehrt zwei Dretedsivintel einander gleid,
jo ift dag Dreied gleichjchentlig, dennt ed Hat eine Shmmetriead)fe.)

b) Werbindet man etnen Dbeliebigen Punft L von SB mit 4,
und O, o deden einander bet jemem Umflappen aud) die Gerabden
A L ud C L. Jever Bunft der Gevaden SB ift aljo von 4, und
C, gleid) tweit entfernt. Man nennt SB, weil e3 dad in der Mitte K
von 4, C; auj biejer Linie errvichtete Lot ift, dbe Mitteljentredte
ober bad Mittellot von A4, C,. Jeber Punft dver Mittelfent:
vedhten einer Gevaden ift aljo von deven Eudpuntten gleid
foeit entfernt.

¢) Madgt man ferner SE = SF und dentt man fidh) in ¥ und '
auf biefen Qinien Lote ervidhtet, jo deden fich bei jemem Umtlappen
biefe Lote, fie miiffen fich aljo tn einem Punfte N der Geraden SB
treffen und gleid lang jein. Dentt man fid) uwmgefehrt von einem
Bunfte N der Geraden SB auj die Geraden S4 und SC Lwie NE
und NF gefillt, fo findb bdiefe gleich lang und fie jdhneiben gleiche
Stiide SE und SF von den Schenfeln ab. Man nennt NE und NF
pie Abftande des Punttes N pon den Geraden AS und CS, deren
Sonjtruftion unten gelehrt wird. JFeder Punft der Halbievenden eines
Winteld hat aljo bon defjen beiben Schenfeln denfelben Abjtand. (Der
um N mit NE gefdlagene Sreid geht aud) durd) F' und beviihut die
beiven Scentel. Der Grund wird unten auseinandergejest.)

Die Shmmetrielinie SB eine3 Winfeld ASC ober feiner Halz
bierung3linie hat aljo jehr bemerfendiwerte Cigenjcdhaften, bdie Jofort
Benupung finden jollen.

72) Dritte Grundfonjtruttion: Ginen Winfel zu Halz
bieren.
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uflojung. it in Fig. 8 << ASC ber su Halbierende Winkel,
fo lege man um ben Scjeitel S einen RKreisbogen von Delicbigent
Radiug, der die Schentel in A, und ¢, jdhneidet. Davauf jdhlage
man um A, und €, mit derfelben (ober einer anbderen) Birfelvfiming
frveisbogen, die einander in eimem Punfte L jdjneiden. Berbindet
man L mit S, fo hat man den Winfel Halbiert.

Die Ridtigeit folgt aud den obigen Bemerfungen. (Beildufig
erqibt fich folgendes: Stehen iiber Dderfelben Grunbdlinie ziver ber-
|hicdene, gleichjchentiige
Dreiede, fJo 1t Dbie Fig- 9.

RBerbinbungslinie  ihrer
©pigen dad NMittellot der
Grundlinie.)

St der gegebene
Winfel ein geftredter,
fo erfalt man durd
piefe Sonjtruftion
einen rechten Winfel

Dabdburdh ijt aljo fol=
gende ujgabe gelojt:

73) Bievte Grind-
fonftruftion: Auf
einer  Gervaben in
einem gegebenen
Puntte & ein Lot zu
erridyten.

Aujlojung. Man

joneide von G aud auf ‘\\ ; o
der ®eraden nach bHeiden N =
Richtungen gleiche Stiide SR e

ab. Wm die Schnittpuntte

jhlage man mit einer

grofeven Bivkeldifnung Rreidbogen, bdie cinander auj beiden eiten
ber Gtevaden {dhueiden. Verbinbet man bdie newen Schnittpuntte durd
eite Gevade, fo Hat man dasd gefudte Lot exvichtet. (Die Konftruftion
ift in Fig. 9 enthalten, wenn man fih AC = AD bentt)

Gines neuen Beteifes bedarf es nicht. (Cine jweite Ldjung foll
ipdter gegeben toerben. Weldje Folgerungen ergeben fid) fiiv dasd
gleichjchentlige Dreted?)

Darausd erqibt fidh nod) die LWjung der jolgenden Aujgabe.




e AT DAL b e ] SR RSB R,

28 Planimetrie I.  Ergebniffe bes Borhurins,

20

74) Fiinjte Grundionftruftion: Eine gegebene Gerabe

au halbieren (und jugleid iI]r Mittellot su fonjtruieren).
Wufldjung. Jit AB in Fig. 10 die gegebene Gerade, jo jdhlage
mant um A und B mit derfelben (hinreichend gropen) %ufdunmmq
Qreife, die einander auf beiben Seiten der Gevaden in Punften ¢
und D fdhneiven. BVerbinbet man die Punite C md D durd) eine
erade, o Hat man die Mittelfenfrechte ge-

wig. 10. " ¢ v -~ y : " .
it seichiet und durdy thren Sdnittpuntt £ mit A B
s jugleid) den Halbierunggpuntt gefunben.

Fd b

Die NRidtigleit ergibt fih aud Dben Ve
merfungen 3u Fig. 8 und zu 72) und 73). Sie

bl = fann aber andy folgenbermafen betviefen twerden:

g e w7 B Man denfe fich bdie Deiden SKretfe voll-
" itandlg gesetchmet.  Dann ift nidht mur bas

Seqment CFD fongruent CG D, denn 3 Dber:

! ielben @efhne CD qehiren bei gleichen Kreifen
,_{J gleiche Seqmente, fondern aud) die Rejtjegmente
ftimnten itbevein, und daber faffen fich duvd) Um-

flappen um CD bie Dbeiden Cthmntpmrﬂ: und damit bie Kreife voll=
ftindig zur Decung bringen. Dabei gelangen aber aud) die RKreid-
mittelpunfte zur Decumng, uno ‘mi_lm it BB gleih EA, d. 5. bie
Gerade A B iit Halbiert. Dabei decdt fich auch der Wintel B EC mit

bem Winfel AEC, und ba <C AEB ein geftvedter ijt, muf jeder
pon Deiden ein Techter jein. Demnad) ift CD bie Mittelfentredyte
ju AB.

(Gine Kreidbogenfigur twie CGDF foll ald Doppeliegment be-
jeidhmet toerden.)

75) Gedijte Grundfonftruftion: Bon einem Punite anfer-
halb einer gegebenen Geraden auf bdiefe ein Lot zu fallen.

Auflijung. Jft in Fig. 11 AB die gegebene Gerade, P ber
gegebene Puntt, o jdhlage man mit einer Binrveihend grofen Birkel:
dffnung um P einen Kreid, dev A B in giwei Puntten 4, und B, jdneidet.
m 4, md B, {hlage man mit derfelben (oder einer anderen) Birfel:
pifitung Kreife, die einander in einem Punfte @ auf ber anbeven Seite
ber Gferaben fchmeiden. Werbindet man P mit @, fo hat man aud
pag gejudite Lot PC.

Die Nichtigleit exgibt fich darvang, bdaf P¢ Ddie Mitteljentrechte
vont A, B ijt.

Bemerfung. Legt man um P einen Kreid mit dem Radwd PO
und damn einen Sreid mit fleinerem unb einen Rretd mit gripevem

Lati]
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Rapbing, fo liegt der gropeve Rreid gang auferhalb ded RKreifed mit
Radiug PC und jhneidet die Gerade in aivei Punften, die jo redid
und lints von C liegen, dap die Scmittpuntte gleid) eit bon C ent:
fernt find.  (PQ ift Symmetvielinie.)

Der feinere RKreidz dagegen liegt gans ig. 11.

tnrterhald ded mit PC gejdhlagenen Kreijes. r
Der feptere trennt aljo die um P ges i

idhlagenen Kreife welde die Gerade AB & { &
jchrteident, on den RKretjen, die A B iiber iy '_‘:;-}'j: B
haupt nicht treffen; ex ift der eingige um
P qejdlagene Kreis, der AB nur in
eitem Punfte trifft, ober ivie man jagt, —0
berithrt. AB liegt fonft gany aupers ;
halb biefes Kreifed und heift jeine Tangente (Beviihrende) fiiv den
Punft C.  Grridtet man alfo auf einem Rabiud in defjen End=
punfte ein Qot, fo ift diefes eine Tangente Dbed Kretjes. Bugleid
fieht man, dap PC die Hirzejte Gevade ift, bie von P nad
ber Geraben AB gezogen werden fann. Deshald ijt ed be-
vedhtigt, PC alé ben ADb-

ftan b. bes Punttes P von J;ﬁ""-“' o

ber Geraden zu bejeidhnen. r

An Fig. 11 erfennt man, day 7

bie  Lerbindungdlinie Desd :
RQreismittelpuntted mit  der ey
Gehnenmitte den Abftand bes
Rreismittelpunfte3 von ber : C

Sehnte aibt. Bei ber Dedung L
gleidher Seqmente ober Boge :
ober Seftoren eines Kreifed '
becten fidh and) die sugehdrigen i) /
Sebnen und die Sehnenmitten. 7 S\ e
Daher beden einander aud '
bie Abjtdnde der Sehnen vom
Rretdmittelpuntie. Den unter
48) genannten Sipen fann
alfo nod) folgender beigefiigt
werdben: BVei jedem Hreife
gehoren zu gletden
Sehnen gleidhe Mittelpunttsabitande, su gleiden Abjtanden
pom Mittelpuntte gehiren gleiche Sehuen.

Vals

43 4

T T >
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76) ©iebente Grundfonftruftion. CEinen gegebenen
Winfel an eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punite
(nad) einer der vier vorhandenen Miglidhfeiten) anzutvagen

Unflojung. It in Fig. 12 AMB bder gegebene Winfel, it
KL bie geqebene Gervade und M, der gegebene Punft, jo jdlage man
aunddft um B eimen Sreidbogen von beliebigem MRadiug, bder bie
Sdjentel in ¢ und D jdmeidet. MWeit derfelben Jirfeldfinung jdlage
man um M, einen Sreidbogen (i ber Figur ift er nad) oben uno
linfd gelegt, e3 find aber nod) drei andere Mioglichfeiten vorhanden),
ber KL in C, jdmneidet. Dann nehme man bie Entfernung CD
in den Birfel und dlage damit einen RKreidbogen um €, der den
porigen in D, {dneivet. Bieht man M, D,, jo ijt €, M, D, der ans
getragene LWintel.

Die Ridtigkeit der Konftruftion folgt darvaus, dap zu gleidhen
Senen €D und C, D, gleih grofer Kreife gleiche Ientvirintel
gebibren.

77) Adyte Grundfonfrruftion. Ju einer gegebenen Ge-
vaben dbuvd) einen (auferhalb diejer) gegebenen Puntt eine
Parvallele zu Tegemn.

«) Borlaufige Anflojung. Jn Fig. 13 fei AB die gegebene
Gerade, H bder gegebene Punft. Man fille vonu H auf 4B ein

Qot HG und ers

sig. 13- richte auf biefem in

H ein %ot CHD,
baun it CD bdie
gejudhte Parallele.

- iz % Q?Iemtiﬁ. Man
e e e r——2D Denfe fih 4B und
' i CD big ing Unends
lidge verlangert.
Denft man jicd) dbann
S = Bere . bie linfe Hdlfte der
' Fgur um BG ges

flappt, jo fann man

jfie mit ber redhten

X Hilfte zur Decdung

" bringen, bemn bdie

Wintel bei H und bei G find famflich redte Winfel. Angenommen
nun, auf ber Tlinfen Seite Ditten HC und GA einen im End-
lichen liegenden Sdmittpunft P, jo miifgte fich bdiefer mit einem
jpmmetriid) gelegenen Sdmittpuntte P, beden, in Ddem fidh HD

I
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und GB {dneiben miiften. Donn aber Hatte man zwijden zwvet
im Gnblichen liegenden Pumften P und P, iwer getremite gerade
Rerbindungslinien. Diez ift aber unmbglid. Daber ijt aud) ein
endlicher Scuittpuntt P auf bder linfen Seite unmiglid) und ebenjo
and Griinden der Kongrueny ein endliher Scmittpuntt Py aunf der
vedjten ©eite. Demmnad) jind die Geradben AB und CD Linien,
pie, foweit man fie aud verfangert, feinen im Endlidyen
(iegenden Gdnittpunft Daben. Solde SLinten Deifen aber
parallele, fobafd fie in Derfelben Gbene liegen, unbd Ddie3 ijt hier ber
Fall. (Chene ber Jeichmung.)

Bemerfungen. a) Man hat damit den Sah gefunden: Jn der
Gbene find Qote auf derjelben Geraden parallel 1lUmgetehrt
folgt: Bwei Parallelen Haben unenblic) viele gemeinjdajts
lidhe Lote.

b) Bei dem obigen Umflappen deden fic) zivei Puntte £ und K,
fobald GE = GE, ift. Fallt man von F und E, aud Lote EF
unb B, F, auf CD, fo find beide gemeinjdajtliche Qote ber Parallelen
AB und COD. Beim Umtlappen um GH bdeden fid) mit den
Puntten E und F, zuglei) bie Lote EF und E I, tweil bie redhten
Wintel GEF wnd G, EF, aufeinander fallen. Folglih find bie
Abftinde EF und B, F, einander gleid).

Denft man fich aber dag gemeinjame Lot GH ber Parallelen
an anberer Stelle qeseidhuet, 3. B. mehr nad) reditd, jo bect fich) beim
Umflappen um dag uewe GH der Abjtand LF mit cinem anderen
Qote F, F,, weldes wiederum gleid) BT fein muf. Da GH unend-
Yich biele Qagen amnehnten fanm, fo folgt: Sdamtlide tm Eudlichen
liegenben gemetnjamen ote smeter parallelen Geraben
find einander gleid); ober: Parvallele Geraben haben im €nbd-
lidjen diberall denjelben Abftand voneinander.

¢) Ferner folgt: Crridytet man auf einer Geraden 3wet
Qote von Dderfelben Ldnge und Ridtung, jo liegen B2ie
freien Endpuntte in einer Parallelen zur Geraden. Bwijden
diefen Cndpuntten ijt aber mur eine einzige Gerade miglid. Demnad
qilt der Sab: Durd) einen gegebenen Punft (aft jid) gu etner
gegebenen Geraden nur eine eingige Parallele legen.

Sit bas aweite Lot zu fury ober zu lang, jo {dneidet bie bers
{angerte Berbindungslinie der freien Endpunfte die gegebene Gerade
in einem endlichen Lunfte, dad eine Mal in der Ridtung nad) dem
stoeiten Qote in, Dag anbere Mal in entgegengejepter Ridhtung.

d) Das Biered EFF, E, begeidnet man als ein Redyted, toetl
es vier vechte Winfel hat. KL ift die eine Mittellinie oder
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Symmetriead)je des Redteds. Wo liegt die zweite? Sieht man
die Gevade EF,, fo zerlegt man bag Redhted in zwei fongruente
Dreiecte. Jn jedem Ddiefer Dveiede mup die Winfeljumme gleid) zivei
Redhten fein, weil die des Redtedd gleich vier Redten ift. Dabei ift
L EFF =< F,EE. as folgt daraug fiiv jdrige Linien an
Pavallelen? EF, beipt eine Diagonale ded Nedhfedd, eine iveite
ift E.F Der Shiiler verjuche jdhon jeht jelbftindig bie Cigenfdjaften
ped Redytedtd und feiner Mittellinten und Diagonalen abzuleiten.
e) Fig. 14 geigt, wie man mit Hilfe ded Lineald und ded
Wintelhafens ju AB durd) den Puntt C eine Pavallele zieht.
Man legt den Winfelhafen mit Ddem
B einen Sdenfel genau an die Gerade A B
an, an den anberen Sdjentel wird bad
Qineal EF angelegt und feft auf das
Reifbrett gedriidt. Dann  verjdyiebt
nan den Winfelpalen ldngsd ded Lineald,
big der ‘Punit € in bder geeidhneten
Weije fidhtbar toicd. MWan bhalt bden
LWinfelhaten tn der ridhtigen Lage fejt und
seidhnet CD, was bie gejuchte Parallele
gibf. — (Auch mit anbersd angelegtem
Winfelhafen fanun man die Pavallele
siehen, wasd bigdweilen bequemer 1jt.)
B) Riirzere Auflojung. Man
{hlage um P einen Sreidbogen mit
beliebigem Radiug », der AB in C und D jdneidet, jdhlage um D
einen Rreidbogen mit demielben Radiug (der alfo durd) P geht),
nehme CD in den
Birfel und fdhlage
pamit, fioie %
4 Big. 15 seigt, etnen
R e—t e == 7 S L Qrveizbogen um P,
el s ! 5 iy der bden Sdmitt:
| ST puntt ¢ gibt. Jieht
E e man dbaun P@, fo
' B ijt biea bdie ge-
o fuchte Parallele.
R Betveis. Fu
gleihen Sehnen CD und PQ gleicher Rreife gehirven fongruente Sef-
toren, alfo laffen jid) bie Seftoren PCD und DQP (uud bamit die
gleidjhentligen Dreiede PCD und DQRP) jur Dedung bringen

wig. 14

&ig- 15.
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Dabei decent einanbder and) die Wittelfentrechten von CD und Pg, fo-
bag der Abjtand PE auf den Abftand DI fillt. Da demnad) die Lote
EP und DF gleid) lang find, ijt PF und damit P parallel ju 4 B.

Bemerfungen. [n Fig. 15 ijt (nadh 71a) 9 e = < ¢y, ebenjo
oy — Cay, alfo der Dedung tvegen <L o= o — o=y UND

X CPD = < PDQ. Man erhdlt bemnadh die Sinie PQ aud
padurd, dafh man den Winfel DPQ oder o, gleich bem Winkel
CDP oder o madht. Der Sdhiifer zeige, daf aud) T ODB=1un
alfo DQ || CP ijt, joba die Bevedhtigung vorliegt, das Bieved CDQ P
alé ein Parallelogramm zu beseihnen, Gr verfuche fchon jeht elbit
ftindig Gigenjchaften des Rarallelogramms und feiner Diagonalen
aufufinden.  Bejonders gilt der Sah: Die Gegenfeiten eines
Barallelogramms jind gleid) und parvallel, oder: Parallele
swijden Pavallelen Jind einander gleid). — Aud) die Wintel «,
und «, jind gleidh) «. KL und AB jind alfo parallel, twenn geivifje
Wintel gleich find. FWelche?

v) Man fann aud) mit einer einer einzigen Jirfel
offnung jum Biele fommen: Man nehme auf A B einen beliebigen
Puntt ¢ an, {dlage wm C mit

per Bivfeldfinung CP einent Rreid- oig. 16-

bogen, der in D {dneidet, um P Pre = L ~” -
und D {dlage man Kreigbogen mrit O SE A
berfelben Offmmg, die den Schnitt: T ,’V A

punft @ geben. PQ ift die gejuchte ;_’f, 2 s

Barallele. A—p B

Die Midhtigleit folgt Ddaraus,
bafy CQ die Mittelfentrechte zu PD ift, wobei, wie frither, I ¢ = «
= oy = o, ift. Weil namlic) wieder o, = e ift, muf PQ | CD fein.

Bemerfung., Jjt wmgetehet PQ 4 €D, jo mup PC 4 D@,
X o=« — o, =a und PD | CQ fein (3 foll Heifen gleich und
pavaflel). Dag Biered CDQP Hhat (auter gleihe und paariveije
patallele Seiten. €3 Deifit eine Naute ober ein Rhombus. Der
Sehiiler verfudje jdhon jept felbjtandig Cigenjdhaften dez Rhombud und
feiner Diagonalen aufzufinden.

c) Bemerfungen iiber pavallele Geraben und itber bdie Winfel-
jumme des Dreieds.
o) Die Parallelenjifpe
78) Aus den lehten Ronjtruftionen und der Schlufbemerfnng
erqibt fich fitr Fig. 17 jolgendes:

Holymiller, Glementarmathematif. I 4 Aujl -
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Xt AB| CD, jo iit LB = {)'3. Demuad) ijt im gamen,
weil mid} vrﬁutuimmfd gleich ‘[m‘: S By=<LP=96s=FKpi
Da fermer su gleichen Winfeln unu’[JL ‘,Jh*hml1m|1‘fv£ qal;mm jo ijt
aud) € @ = oy = oy = . Die
;£ oo Summe mxé ie einem « nnd je
‘f einem f ijt gleich zwer NRecyten.
" Finben umgefehrt die ge-
11 [ 1 nannten Winfelgleidhheiten fjtatt,
-f‘: fo jind AB und CD parallel.
o R 2 79) Man teilt die genann-
11 / 9 ten adgt Winfel der Fig. 17 in
gewiffe Gruppen ein. 1) B, «,
B, B,, o liegen zwijchen den Pa=
s e T vallelen und werben dbaber inneve
':’i : Wintel genannt, die iibrigen find
1 3 dupeve Winfel. 2) Winfel 1ie
« und e, bie paorieije gleid)-
Iz gerichtete Schentel haben, nennt

man gleichliegende Wintel

aud) fovveipondierende Winfel (d. §. einander entfprechende), wobf
and) Gegentwinfel®) Die Detveffenden Paare jind e und o, e
und g, B, und py, f unbd f;. 3) Wintel mit entgegengejebten
Sdentfeln, die aber nidht Scheitelivintel find, Deipen Wedyfelwintel.
Die betveffenden Paare find: o und ey, oy und e, f und fy, f;
und B, 4) Winfel mit einem gleichgeridhteten und einem ent-
gegengejet geridyteten Sdienfelpaare, die aber feine Jteben=
winfel find, beseidhuet man al@ entgegengejefte Winfel #¥) Die
betveffenden Paare find: « und f;, f und o, f; UMD o, ¢ unbd ;.

(Man fann bdiefe Winfelgruppen andy fo Ddefinieven, bap bie
Wintel entweber auf derfelben Seite der bdie Pavallelen jdnetdenben
Geraben, ober auf verjhiedenen Seiten liegen, dap jie jerner gugleidy
dufere bezw. zugleich inmere Wintel find, oder bdaf fie nidt sugleidy
innece beytv. dufere find. Diefe Definitionen ]Uﬁt‘it pem  Ediiler
itherfaffen tverden.)

80) liber biefe Winfelpaare lafjen fid nad) obigem folgende
'E:ﬁg_ae ml%iprcdjrzu:

#) Diefe allgemein iibliche Bezeihnunug ijt nicht glitdhid qt‘wn[]li

¥ Olud) dieje BVegeichnung ift nicht glitetlich qcmuljlﬁ, aber fie ift allgemein

!'E?hrﬁildjﬁd}. Sie foll beibehalten toerben, weil diefe Winfel von geringerer
Bedeutung jind.
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Werben zwei Pavallelen von einer Geraben gefdhnitten,
o jind je zmwet gleichliegende Winfel gleid, je zwet Wedhjel-
winfel gleid), je 3wei entgegengefehte Wintel betragen u:
jammen zwei Redte.

Umgefehrt: Werden zwer Geraden von einer dritten ge:
jdhnitten, und find dabei zwei gleichliegende Wintel gleidh,
pber jind zwet Wedjelwinfel gleich, ober betragen 3zwet
entgegengejefhte Winfel zujammen zwei Redte, jo find die
beiden erjten Geraden parvallel®)

81) MWean fann emen felbjtdndigen Beweis des [epteren Saped
folgendermapen verfuchen: Jn Fig. 17 feien alle « (ebenjo alle B)
gleid), dann hat man auf der einen Seite der Gevaden K F Flddhen
viume 1, 2, 3, auf ber andeven Flachenvdume I, I, III mit iiber-
einjtimntenden Wintelpaaven. Wan dente fich die Geradbe EF doppelt,
dann [at jich ber vechte Teil der Figur durd) eine Drehung wm 180°
nebft BWerjchiebung oder durd) Drehung um die Witte von G H allein
mit dem [infen Tetle jo jur Dedung bringen, dap die Fladhe 1 auf I,
ote. Flacdhe 2 auf II, bie Flade 3 auf T fallt. Angenmommen mnum,
redhte wdre e um Endhiden legender Shnittpuntt der Gervadben G B
und HD vorhanden, jo miigte er bet der Dedung mit einem dann
nottvendig borhandenen Sdynittpuntie der Gevaben HC und G A iz
jammenfallen. Dann aber Hatte man zwijhen jwei endlichen Lunften
swet getrennte ®evaben, wad unmoglih ift. Demnad) fann iweder
red)t8 nod) linf8 von Dder jdyneidenden Geraben ein im Enbdlichen
liegender ©dynittpuntt moglidy fein, folglid) find A B und €D pavallel.

n
i)

82) Das gegenjeitige Vevhalten weter Pavallelen [kt
jih nod) auf folgendbem Wege verdeutlichen. Jun Fig. 18 ijt eine fejte
Gerabe AL und eine um M drehbare Gerade dargeftellt. Die An-
jangslage der lepteven jei KF. Bewegt jid) L F lintddrehend um M,
jo nimmt die Gerade 3 B. die Lagen H I, K, F,, KE,F,,... EF,
an, wobei fie eine Halbe Umbrehung gemadyt hat und jid) entgegengefest
sur Anfangslage befindet. Dabet ift der Durchichnittdpuntt N mit
ber feften ®eraden auf biefer itber N, unb N, nac) unendlicher Ent:
fermuing getvanbdert, die der Lage K, _-'3 entipridit. Dann it ex plop-
lid) nad) einem in entgegengejeter ‘Jud)tuug liegenden unendlich Fermen
Runtte fibergejprungen und von dort her iiber N,, N, nach N, d. b.

) €3 it gevechtfertigt, aud) dbann von gleidhliegenben Winfeln ujw. zu
fprechen, wenn bdie beiden Geraden nur nafezu pavallel find. Die Behauptung
pes Parallelidmus redhtfertigt vie Venennung.
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in die Unfangslage N zuviidgelangt. Macht von jet ab Ddie Linie

nod) cine Drefung von 180° fo wiederholt fich ber BVorgang und EF
fommt in die eigentfihe Unfangslage und Unfangdrichtung uriid.

oig. 18

Fi
E

N,

fiberall affo ijt die Bewegung von N eine ununterbrodyene,
aur beim Pajfieven der parvallelen Lage madt ber Sdhnitt:
punft aud) bei Dbder geringften Drehung einen unendlid
grofien ©prung.

[83)%) Dies fithet auf bie Frage, wie man {ich dbas Berhalten
ber Parvallelen im Unendlichen felbit penfen {oll. Der Sab,
baf die beiben Geraben A B und EF Ffitr jede Rage eirtert und muy
diefent einen Sdnittpuntt Haben, wird pliplic) zweifelhaft Fiiv den
Fall bed Paralleligmus. Oben touroe abfichtlich jtets mur gefagt,
oabet twive im Gndlichen fein Sduittpuntt vorhawden. IMan fann
ihn aud) fiir bad Unendlidje ablengnen; man fann aber aud) jagen,
er befinde fich im Ulnendlichen, nuv bleibe e3 sweifelfaft, ob er nad
ber einen oder nad) der entgegengefebten MRidtung su penfen fer; man
fann aber auf Grund der bejprochenen Symmetrie auch behaiupten, es
feien in unendlichen entgegengefesten Entfermmgen el Schnittpuntte
vorhanden.

#) Diefer Abjdhmitt fann vorldujig itbergangen fperben, mufy aber jeben-
falld ivgendann zur Sprade fommen. Nitr den Beitpunft ijt die Dnalitat
ber Sdiiler entjcheidend.
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Im Grunde genommen find alle biefe Redewenbungen aleich-
beredhtigt, und Dies famn man folgendermagen anftlaren. Weil in
g, 17 < @ = < «, ift, jogt man, die beiden Parallelen G5B und
IID Ditten gegen die Gerabe EF denfelben Ricdytungsunterjdied.
Dafer ift die Behauptung bevedhtigt, ie htten diefelbe Ridhtung.

Denft man fich einmal, bdie beiben Geraben hatten im lUnend-
(ichen benfelben Abjtand toie im Enbdlidhen, fo bebentet Dies Den
RiGhungsunterichied Null; Denft man fid), fie bhitten port einen
Sdnittpuntt, jo bebeutet Dies einen umendlid) Fletnen Ridhtungsunter=
fchied, defjen Folgen im Cubdlihen durchausd nidyt wahrnehmbar jein
fonner. Beide Annahmen bedeuten aljo fiir die nur im End-
(ichen arbeitende Mathematit gang basfelbe. Ob das eine,
ob bad anbere der Fall ift, ein Ridtungdunterfdied oder
eine Snberung des Abjtandes ift im Endlidhen nidht wafr:
nehmbar.

Fiir die mur im Endlichen arbeitende Mathematit gilt daber aud
ber ©Sab, daf durd) eimen endlichen Punft nur eme eingige ‘Barallele
gelegt werden fonne, mit voller Bejtimmtheit. Riir bie mit dem ln-
endlichen arbeitende Mathematif wird aber bder Sab swoeifelhait,
benm es fommen fiir dad Unenbdlice die Fille des Schneidens und des
Nichtichueidend nicht auseinanber gehalten werden. Man fann jogax
Hir dad Unendliche den Fall eines Auseinandergehend annehmen, ohne
bafy Die ®eltung jenes Sapes im Endlichen gejtort ird. Darausd
ergibt fidh), Dap dDem ©ape eine Geltung filv dad Unendlidge jotwohl
sugefprochen, ald auc) abgefprodjen werden fanm; jtreng bewetjen
(it er Jid) dafiir nidt

Guilid Hat bdied ecfannt. Tropbem jprad) er ihn mit Ve
timmtbeit aug, jedod) ofme Beweis. Gr fprad) ihn aus ald ein
Ariom, b. h. al@ eine felbjtverjtindlidhe aber un beweisbare An:=
nafme. Er dadte fich eben jeinen mathematijdhen Raum jo, dap
ber Sap Geltung Haben follte.®) Wi gehen ficher, tvenn wir ibhn
porfiufig af8 fiiv bad Enbdlidhe geltend anmehmen.]

=) Bablreiche, aud) bedentende Wathematifer fhaben verjucht, diejen Eab
und die obigen Barallelenfdge in ihrer vollen Geltung zu beweijen. Stets
aber tourbe von auderen madgewiefen, daf der angeblidie Beweis Trugidylitjje
euthielt. Jm allgemeinen perwedhielte man den wirflichen Weltraum mit dem
mathematijhen Naume, den man fjich willkiixlich als den ded Euflid, aber aud)
anderd denfen fann, ofme daf fitr die Mathematit bes Endlidjen Lnterichiede
entitchen. So fann man jich 3. B. die endliche Cbhene ald ein Stiid einer
unendlid) arofen Sugelfiiche denfen, dann aber ldnjt die jo gedachte Ebene
i Unendlichen in fich aurfic.  Bwei Parallelen verhalten ficdh damm wie aioet
IMeridiane, die einanber in den beiden unendlid) fernen Polen jdyueiden. Wian
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B ol Blanimetrie I.  Ergebuifje bed Borfurjus.

f) Die Winfeljumme des Dreieds.

84) Die Winfeljumme im Dreted ift gleid) zivet Redhten.
SIm Borfurfud twurbe bdiejer Sal zunddit fiiv redhtwintlige Dreiecte
abgeleitet, die fid) jtetd als eine bdiagonale Hilfte getwiffer Rechtede
betraddten laffen; bann fiiv gleidjdentlige Dreiede, dann fitr allgenteine
Dretede. Mit Hilje der Parvallelenlehre lifit er fih Fiir Dretede von
endlidher Grofe folgendermapen bewetjen:
Man  benfe fich Dbeim Dreied ABC durd) den Punit B
eine Parallele PQ zur Seite CA gelegt. Begeichuet man die Wintel
bei A, B und C (Fig. 19) ald v, B

5ig: 19. und y, die Dbeiben durch) die Pavallele

i a2 oA entjtanbenen Winfel mit o, und 9, jo
N : find bie Wedhielwinfel ¢ und «; einander

: T gleich, ebenfo bdie Wedhjelwintel » unod

Ay “;\ vy, alfo ﬁ_immen pie  Winteljummen
gie—————==—Cy e L Bk nnb (o, B+ o) ithets

ein. Die leptere Summe ijt aber gleidh
bem geftredten Wintel PBQ, alfo gleid) ztvei Rechten, daber it aud
oie Gumme (« 4 -+ 5) gleich zwer NRechten.
Aud) diefer Sab gilt, ftreng genommen, nur fiir endliche Dreiede.
Gaufp hHat ed fiir ndtig gebalten, ihn Fiiv ein grofes Dreied, defjen
Gpuntie (trigonometrijhe Punkte) der Hobhagen Dbei Gdttingen, ver
Broden 1md der Jnjeldberg find, zu priifen. Junerhalb ber Fehler:
qremzen der Jnjtrumente bewdhrte fich der Sap ald rvidtig. Ubjolute
Gewifheit war damit nidht gerwonnen. |
Bemertungen. 1) Vevanfhaulichen Bt fich der Sab folgender:
mafen: Sn Fig. 20 ift eine bewegliche Gerade DE auf die Seite AC
ped qeseichneten Dreieds gelegt. Dieje Gerade foll um den Punft A
gebreht werden, bis fie in bie Lage von AB gelangt und alé Dy E,
erjdheint. Dabei ift bie fleinere der beiben miglichen Drehungen ge-
meint, die dem Winkel « entfpricht. Davauf joll die Gevade ebenjo
wm vent Punft B gedreht werben, bis fie in die Lage Yon BC gelangt
und ald D, E, crideint. Die neue Drehung entfpricht dem Wintel .

fann fid) aber bie endliche Gbene aud) al8 einen Teil einer wnendlid)
grofent Deehungsflache denfen, auf der die ,Meriviane’” im Unendlidjen aus-
cinanberlanfen. Daraus ergibf jid) die Unbeweisbarfeit bes Cutlibjden xioms
(fir dad unendlich ferne Gebiet), dad ber alte griechijche Meeifter in fjeinem
Sdarffinn ridhtig ald ein joldes beseichnet Hat. Eine interefjante Frage ift
babei die folgende: Welde geometrijdhen Sipe find unabbingig von Dbiejen
pber fenen Uriomen bed CGuilid?
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Darvauf ift jie ebenfo um C zu brehen, big jie in die Yage von CA

qcimmt und ald D, F, exjdeint. Dieje Shlufbrebung entjpricht demt

Winfel 7. Jept aber [egt die Gerade auj DF, jeboch) Hat fie zum

exiten ‘JiimL pie der urfpriinglichen entgegengefebte Ridtung erhaltern.

Demuad Hat jie fih um

1800 gedreht, und Dbaber £ Big: a0 .

miuf o + g0 + %= 180° EEX 7o

fein.®) (E3/D = an or
2) Erridhtet man auf

einer Gevaden A B i den :

Endpuntten unendlid) lange RO

Qote ntady derfelben Seite, BY

fo fann man dag Gebilde v )i i NE

alg cin gleichichentliges

Dreied mit wendlid) langen Schenteln betrachten. Die Detven Balid-

wintel find dabet Nechte, dev dritte Wintel 1jt nach Gutliv gletd) Jull.
3) Qeqt man durd) die Enbdpunite einer Gevaben A B unendlich

{ange pavallele Straflen, die auf ver einen Seite der Geraden liegen,

fo fann man dad Gebilbe alg ein ungleichichentliged Dreied betrachten,

peffen eine Seite AB ift, mﬁ&nush pie Deiben anberen umendlid) lang

find. Die Summe der Wintel A4 und B ijt dabei gleich et Redyten,

per dritte YWinfel ijt nad unﬁﬁ gletdy el

o

rd

y) Ginige Folgerungen dev Parallelenjdpe.

i

85) Dasd gleichieitige Dreied (Bt fid auf brei cten alg gleid)-
T

fchentlig Detvachten. Jm gleichjchentligen Dreiet find die Bajidwinkel
gleich. Folglid) find Ddie jamtlichen Wintel ded gleichjeitigen 2 Dretecd

, : 180°
einander qleih, und jeder ijt gleid) — = 600,
. e i Sl 360° e
Tun [aBt jich aber der Wintel 60° = g Oenau fechsmal um
einent Punkt Tegen. Folglich laffen fih edhs gleichfeitige Dreiecte bon
derjelben ®rifie jo aneinanbderfegen, dap fie ein regelmifiges Sechged
pilben (Fig. 21). Diefem (dt fich eit Qreid wmbejchreiben, tvobei
der Mabiugd gleid) den Seifen Do gleidjeitigen Dretede ijt. Folglid:
Triagt man itn einen Qreid ben Radiug mefhriad) als
Sehne ein, jo jhlieRt jid) Die Reibe mit dex fechiten Sehne.
5 Man peranjchauliche den Sah mitteld eined einjeitig bejeichneten Lineald
ober mit Der Neifijchiene an ber Wanbdtafel, iwobei fih bie entgegengejehte
Sdiuflage jehr deutlich zeigt.




40 Plonimetrie I.  Ergebnifje des BVorfurjus.

Seber Winfel bded vegelmihigen Sedhdeds Dbetrviigt 120° jedber
feiner Bentrivinfel 60° E38 befibt jed)s Symmetrielinien.

86) Die Summe der betben fpiben Wintel tm reditwintligen
Dreied ift gleid) einem Rechten. (Sie find Lomplementivintel.) Warum?

Davaud ergibt fich folgended: Man denfe i) im Dreied A BC
(Fig. 22) den Winfel « an AC im Punfte C angelegt, wodurd) der
Sdjenfel CI entjteht, dann bleibt bei C bder SKomplementivintel g,
iibrig, Der gleid) dem Romplementwinfel g fein mup. Aug o = o

wig. 21.
¢, g
!
I.' rf: ;
i M/
D < s 4
1 \'\.\ l'\ -
\ i .
\ Y \._
s \"\_ - § ¢ . \
N /e \ Ar
];:‘.1 , - —— ‘il——- - — 1 -‘-I-’?

folgt, daB AMC ein gleihjdhentliged Dreted ift. Aud g = g, folat,
baB BOM ein gleidhichentliged Dreied ijt. Darausd jolgt AM = CM
= BM. Demnad) it AB durd) M DHalbiert, und jdlagt man wmit
pem Radiud MA wmn M einen Kreid, jo geht diejer durch 4, B und C.

Man bezeihnet allgemein bie Schenfel des vedhten Winfeld am
vechtivintligen Dreied ald Katheten, die dem rvedhten Winfel gegen-
iiberliegende Seite als Hypotenufe ded Dreieds. Der gefundene
©ap lift fich paber folgendermapen ausipredhen:

Betm redtwinfligen Dreied Hhat der umbejhriebene
Rretd feinen Mittelpunft in der Witte der Hypotenuje. Oder:

Der umbejdriebene Kreid desd rvedtwintligen Dreiedd
hat dbie Hypotenufe zum Durdnmejjer.

Umgefehrt: Feidhnet man itber dem Durdhmejjer einesd
freifes ein Dreied, weldes den bdritten Cdpunft in bder
Sreidlinie hat, fo ift dagd Dreted ein redtwinfliges.

Beweid. Jn Fig. 22 it MA = MC, folgli) <Ce=g¢,.
Augerdbem 1t MB = MC, folglih < p=p,. Demnad) ijt « +
= oy + ;. Die Summe der bier Winfel 1§t aber gleidh) 180° folglich
it ¢+ B;=90% 2. h <C ACB ein Redjter.
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Der Sap wirh gewdhnlich abgetiivzt folgendermafen audgejproden:
Der Winfel im HalbEreife ift ein Redyter. (Sebr einfad) evgibt
jih darveusd, daf fidh um den Scdnittpunft M Dder ‘Diagonalen eines
Redhteds ein 'iiu'u fegen [aft, Der durd) bie Ecfen des Rechteds geht.)
Qufgabe. Auf einer Geraden AC im Endpuntte (ober
in einem Deliebigen Puntte) ein Lot ju erriditen.
Auflojung. Man jdlage um A und ¢ Kreidbogen von dem=
jelben (belicbigen) Nadius, bdie einen Punft M geben (Fig. 22), und
um M einen Rreidbogen von demjelben Rabiugd; dann ziehe man A M
big zum Sdnitte B mit dem lepten Bogen. Die Gerade CB gibt
bag gefudhte Qot.  (Warum?)
(Die Konjtruttion erfpart dag Verlingern der Geraden 4C.)
Nufgabe. Diefelbe Aufgabe mit bem Fivkel allein zu {uu‘u
uflojung. NMan jdlage mit C4 um C einen Kreidbogen,
trage auf bdiefem jweimal Dintereinander diefelbe Bivfeldffiung ab und
ihlage mit ihr um bie beiden Teilpunfte D und E Kreigbogen, die
einanber in einem LPunfte B jdhneiden. Durcd) C und B ijt das gefudhte
Qot polljtandig beftimmt. (Warum? Vgl. dad rvegelmdBige Sedyged.)
87) Der Winfel an der Spibe eined gleidhjchentligen Dreieds fet

i

gleidh) y. Wie grof ift jeder Bafiswintel «? Antwort: « = 90° — -
Veweid, o+ o-p=180° ober 2 ¢+ y=180° aljo 2a=180"—y,
alfo « = 90°— . — (Davaus folgt fermer ; — 90° — «, alfo

y=180°— 2« al3 Winfel an Der Spihe, wenn « der Bafiswintel ijt.)
Wufgabe. Wie grof ift jeder Wintel ded vegelmdpigen Fiinfeds?

e ; M Srgrg= e Sl 0 ST B L i
Aujlofung. Der Bentviwinfel des Fiinfeds ijt gleid =2

-
;

[
ber Bafigwinfel des zugehvrigen gleichichentligen Dreieds ift aljo gleich
90° — o = 90° — 36° = 54°%  Jeder Winfel Dbes regelmaRigen

Fiinfeds befteht aus zvei folchen Winfeln, ijt alfo gleidh 108°.
I}‘?GII

[Fiir dasd rvegelmifige »-Ed folgh: Bentritvinfel = P , Bajiz-
? (!
g IR0 T
winfel degd sugehivigen gleidhjchentligen Dreieds = 90 , Tolghd
H
& . e R 2 360" ;
ber Doppelt jo grofie n-Edswintel = 180° — , toobet n > 2 u

re

pentfen ift. |

88) Stimmen zwei Dreiecde in zwei Winfeln ibevein,
fp ftimmen fie aucdy im dritten iberein. Smnd nimld) « §,
o2

g
bic Winfel des einen Dreiedd, «, B, y, Die Ded anbderen, und 1f




42 Planimetric I.  Ergebnifje ded Borhurjus.
o« = e, und f = By, fo ift in dem einen Dreiede y = 180° — (e +f),

im anderen y, = 180° — (o, + B,), alfo muff y = p; fein. (Warum?)

89) Unter einem UuPentvinfel eined Dreiedd verjteht man
einen Winfel, der durd) BVerlingerung einer Der Seiten bes Dreiecd
entiteht. Bon ihm gilt ber Sah:

Seder Anpenmwintel eined Dreieds ijt gleid) der Summe
per an den beiden anderen Eden fliegenden Dreiedsmwinfel

Beweis. J[n Fig. 23

SL ift 0 ein UAupenwintel, ¢ B,
.-_.-\‘-‘\\ y jind die Dreiectéivintel Da-
JehEs ST bei ift B+ y— 180" — e,
.-’J B 5 aud) 0 = 1809 e, aljo
: d=p+ .
L e S e i S s Bemerfung. Cine burd)

vent ©djeitel von « gelegte
Parallele zur Gegenjeite zerlegt o in bdie Deiden Vejtandieile g und 4.
Die Summe aller jechs UuFenwinfel ded Dreieds ift gleid) vier Redhten.

90) Wie grop ijt die Summe der Winfel im unvegel-
mafigen n=Ed?¥) Untwort: Denft man jid) einen Punit P im
Sunern ded #-Cds mit deflen Cden verbunbden, jo entjtehen » Dreiede.
Sedes diejer Dreiede hHat ald Winteljumme zwet Redhte, alle Dreiecte
sufommen bhaben aljo die Winfeljumme 2x Redte. Davon jind bier
Rechte abzuziehen ald Summe der Winfel, die um P herumliegen, fiir
bag n-Ed Dleibt dbaber ald Winfeljumme (2xn — 4) Redte.

Beijpicle. Winfeljumme ded Bieveds (2.4 — 4) = 4 Nedyte.

Winfeljumme des Fiinfeds (2 -5 — 4) = 6 Redhte.  Winfelfumme
ves Sedpgeds (2 -6 —4) = 8 Nedhte. Winfeljumme des Siebeneds
(2-7—4)= 10 NRedhte. Jeded folgende hat zwei Rechte mebhr.

Bemerfung. Die Summe aller 8 AuBentvinfel ded Bieveds
betrdgt 8 Wedhte. LWie 1jt e8 Det dem fonveren #=Ed?

91) Halbiert man bei zwei Pavallelen, die von einer Geraden
gefdnitten werden, gleidhlicgende LWintel oder Wedhfelwinkel, jo
terden die Halbievenden pavallel; halbiert man entgegengejesite Winfel,
jo ftehen die Halbievenden aufeinander fenfrecht. (Beweid dem Sdhiiler
su itberlaffen.)

92) Wintel, deven Sdhentel gleichgerichtet pavallel find, find ein-
ander gleich). Winfel, deren Schentel entgegengejeht geridhtet parallel

&2 jei aundchit voraudageiest, dap bad n=Ed {tberall fonver ift, bak
f ) s A | ] &
alio feder feimer FWinfel fleiner ald 180" {jt.
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find, find einanbder gleich. Wintel mit pavallelen Schenfeln, von bdenen
ein Paar gletchgerichtet, ein Paar entgegengefeht gevichtet ijt, betvagen
sujammen  jwei Rechte.  (Veweis dem Sdhitler ju fiberfajfen. Der
©afy qilt aud) von Nebenwinfeln.)

Xallt man von einem Punfte aud, der auBerhalb eines Wintels
und feines Sdheitelivintels fiegt, Lote auf defjen Schentel, jo bilven dieje
Qote einen TWinfel, der dem geqebenent gleich ift.  Fallt man fie bon
eitem Punfte aus, ber inmerhalb Ded gegebenen Winfeld oder jeines
Sdeitelivintels fiegt, fo bilden fie ben Supplementwintel ded gegebenen
Pinfela.

93) Anfgabe. Gine gegebene Gerabe in 3, 5 obder in
ecine beliebige Anzahl gleidger Teile zu zerlegen™)

Aufldjung. Sn Fig. 24 fei AB die in drei gleidhe Tetle 3u
serlegenbe erade, dann ziehe man eine beliebig gerichtete Gevave A X
ind trage auf Ddiefer mit Dbeliebiger
Rivfeldffnung gleihe Stitde AC, CD Fig. 24. g
und DFE ab. Sebt verbinbe man £
mit B und lege durch D und C Pa
vallelen 3u EB, die auf AB Teil Dm0y
punfte ¢ und ¥ geben. Dann it 2 :
AF=TFG =GB A g ey

Beweisd, Um bdie lebte Behaup 7 ' "
tung st beweifen, lege man durd) D o)
md F Parallelen zu AB, fodah
Dretete DEJ und CDH entjtehen.
Siir bieje Dreiede ift €D — DE, aud) ftimmen ihre Winkel bei €
and D, bei H und J, bei D und E iiberein. (Weshalb?) €5 wird
behauptet, daf Ddie beiden Dreiede fid) Fuv Decdung bringen lafjen.
Man fann ndmlid DE jo auf CD legen, bap bdabei die gleidyen
Wintel EDJ wnd DOH einander bdecenn, dafy fermer bdie gleidhen
Wintel DEJ und CDH einanber decen. Weil died der Fall it
io miifjen dabei auc) die Punfte J und H sujammenfallen, denn
siei einander decende Paare von Geraden miifjen venfelben Sdynitt
punft Haben. Demnach mup DJ = CH jein.

Weil aber Parallele zwifhen Parallelen gleihlang find, 1t
GB — D.J und ebenfo FG = CH. Demnad) mup aud) FG = GB
fein.  (Warum?)

# Piefe Mufgabe, bei der ed jid) um fongruente Dretecte hanbdelt, toird
voraudgejchict, um eine Reihe von fonjteuttionen au ermoglichen.
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Ebenfo ift su beweijen, daf fid) Dreied DE.J mit dbem Dreied A CF
sur Decung bringen Gk, und daf daher aud) A F = DJ unbd folglich aud
AF = GB ijt. ©3 ift alfo, wie behauptet wurde, AF = F'G = GB.

Folgerung. 3t eine Gevade in gleidhe Teile geteilt, und zieht
man von den Teilpunften aud Larallelen bHig zu einer anbeven Ge-

rabenr, fo iwixd auch Ddiefe in
Fig. 25. 5 gleide Teile zerlegt.

er Beweid wird mit Hilfe
sl ebenjoldher Dreiede gefiihrt tie

_ borher. —
e | Sinb bie Parallelen Lote
& i ' auf ber ziweiten Geraden, jo jagt
man, die Teilpunfte der erjten
! feien auf die weite Gerade pro-
itziert. Died ijt in Fig. 25
bargeftellt. Aljo gilt der Sah:
| Die Projeftion gleider
| ; ! Teile einer Geraden auf
; | '. '. eine andere Gevade gibt auf
4 € D E FE G H B biejer gleide Teile ~ Jabl
man bet ber eimen Gevadben exft
3 joldher Teile, dann 5 in aufeinander jolgenber MReibe ab, jo Dat
man jwei Stiide, die fidh verbalten wie 3 zu 5. Legt man burd
bie Enbpunite Pavallelen
Fig. 26. big zur zweiten Geraben,
B e o echalt man aud) dbovt
sivet Stitde, bie aud 3
bezw. 5 gleichen Teilen
. ~ Dbeftehen. Auch von biejen
. %/ | Gtiiden jagt nman, fie ber
_ g hielten fid) wie3d ubd. Das
\ | = , | Ber jagt man allgemein:
f Rl / / Alle Geraben, die
{55 burd) brei Parallelen
LS qezogen werden, jind
B AT LT inbemielbenBerhalt:
nig geteilt, namlid
= imBerhaltnigber Ab-
jftandeder Parvallelen.

94) Yufgebe. -Von einem aunflerhalb eines (gegebenen)
Qretfes gegebenen Punfte an den Kreisd Tangenten ju legen.
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Anflajung. Sn Fig. 26 jei M der gegebene Kreid®), A Dder
gegebene Punft. Man jiehe bie Gerade AM, halbiere fie, wa3 B
gibt witd lege um B mit dex Jirfeldfinung B cinen Sreid, der ven
eritent Qreid in € und D jdhueidet. Die Geraben AC und AD geben
bie gejudhtén Tangenten.

Beweis., Der Winfel ACH ift als Winfel im Halbireife ein
Rechter, aljo ift CA Dad im Endpunite ded Radius MC auf diefem
erridhtete Qot, b. §. CA it Tangente Dded Rreifez M. Dad Cniz
fprechende finbet bei D jtatt.

d) Konjtenftionsitbungen.**)

¢) UAddition und Subtrattion von Gleraben, bon Winfeln,
pon Qreidhogen mit bemfjelben Rabius.

96) Die Sumime dreier ober melrever gegebener %) Geraden
a1t bilben.

07) Die Summe dreier ober mehrever Wintel Fu bilben.

98) Die Sunume dreier oder mehrerer Kreidbogen von demjelben
Teabittd zu bilben.

99) Den Unterfdhied jweier Geraven ju bifben.

100) Den Unterjchied sweier Winkel gu bilden.

101) Den Unterjchied zweier Kreidbogen von pemjelben Radius
2t Bilben.

B) BVervielfadhung und Teilung bon Gevadben, von Winkeln
und pon Kretdbogen.

(02) Gine Gerabe auj dic doppelte, dreifacdye, vierfache ujw.
Qinge su bringen.

103) Ginen Winfel auf die doppelte, breifache, vierfache ujw.
®rofe 3 bringen.

104) Ginen Sreisbogen auf das Doppelte, Dreifache, Bierfadhe ujmw.
au bringen.

105) Gine Gerade in 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleiche Teile zu zeclegen.
(Bwet Lojungsarten find angugeber.)

{06) Gine Gerade in beliebig viele gleiche Teile zu zerlegen.

_IHT'.', Belichige Brudhteile einer ®evaden 31 bilben, 3 B. _Tr _;'
SRty g 2 RSy i,

= 9Man begeichnet den gegebenen freid haujig nur mit jeinem Mittelpunite.
Ginige der jdhon gelbjten Aujgaben werden ber leichteren 1lberficht

wegen nod) einmal genannt.

w4 Dad Wort , aegeben’ joll von jest ab weggelaijen inerden.
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108) Ginen Winfelin 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleiche Teile su gerlegen.”)

109) Ginen Kreidbogen in 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleihe Teile
su zerlegen.

110) Gine @erabe im Verbiltnis 2 : 3 (zivei ju drei) zu fetlen.
(Man teile fie in 5 gleiche Teile. Jahlt man 2 dbavon ab, jo Bat
man den gejuchten Teilpuntt.)

111) Gine Gerabe in einem beliebigen ganzahligen Lerhiltnis
su teilen.

112) Gine Gerabe jo zu verlingern, daf fie fid) um Jujabitid
verBilt wie 3:5. (Man teile fie in 3 Teile und verlingere fie wm
5 foldjer Teile.)

113) Ginen Winfel fo zu vergrisBern, dah er fid) sum Bujas:
winfel verhalt wie 2 : 3. (Man BHalbieve den Winfel und abdieve ju
ihm bag Dreifache einer Halfte.)

114) ©p fann man einen Winfel bevart vergripern, pak er gum
Jufapteile im Verhdltnid 2:2, 4:%, 8:n, 16 :n ujto. jteht, wobei
n eine ganze 3ahl ijt.

115) Die Aufgaben 113) 1und 114) laffen fich auch fiir Kreis:
bogen ausfiihren.

) Ronjtruftion fiir gewijje Rethen von Winkeln.

_ Lo : oy o 4B° 45° 45°
116) Die Winfelveihe --- 360°, 180° 90°, 15° - :

R TR
s fonftruieren.
S A s 5 e s B0 5150
117) Die Winfelveibe - -- 240° 120° 60° 30°, 15°% ——, :

it fonjtruteren.
118) Die dreifachen, fiinffachen, fiebenfachen ufty. Winfel ber
Reihen 116) und 117) zu fonjtruieren.
119) Durd) Adbition und Subtraftion das Anfangdglied fiix
anbere Reifen fonjtruierbaver Winfel aufzufinden, 3. B.
Lo 168° " 165°
580° 165°, ——, ——,
! P 4
¢ 10 =n0 7R0 (s 5"
3007, 1505, (a5 SEED g
. 105% 105°
¢ ( V20
000, 405) 5=, ot

"

#) Ynbere Teilungen Deliebiger Winfel find mit Kineal und Jirfel aus
ipdter barzulegenden ®ritnden nidht dburchjiihrbar. Fiir gewifje Wintel ift aber
bie Dreiteilung moglid), 3. B. fiir die Winfel 360° 180° 909, fiir gewifje
wird ipdter die Fiinfteilung gelehrt ujw. Von den Leilungen beliebiger Rreis:
bogen gilt basjelbe.
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d) Ronftruftion gewifjer Kreisteilungen und regelmdpiger

Rielede.
120) Ginen Sreid in 2, 4, 8, 16, 32, . . . gleiche Teile ju erlegen.
121) Einen Kreid in 3, 6, __:, 94, 48, . . . gleiche Teile u zerlegen
122) Ginem Rreife ein vegelmdpiges 4-Cd, 8:GE, 16:Cd,

32:C, . . . eingubejchreiben.
123) Ginem SRreife ein vegelmihiges 3-Gd, 6-Cd, 12:E,
24-Gdf . . . eingubefdhreiben. (ACE in Fig. 21 ift ein gleidy. Dreied.)
124) Ginem Rreife ein rvegelmdpiges -Ed, 8:Ed, 16:Cd,

32:@d, . . . umgubejdreiben.
195) Ginem Rreife ein  vegelmdpiges 3:Gd, 6:Ck, 12:6d,
24-@d, . . . umzubejchretben.

126) ﬁbcr einer gegebenen Gevaben cin vegelmdfiges 4-Gd,
ch 16:G, 32-C¢, . .. zu fonjteuieven.®)
127) llim einer gegebenen Gevaben ein vegelmdpiges 3-Ed,
: 6:Cd, 12:Ccf, 24-Cd, . . . su Fonjtruicren.”)

128) Die ufgaben 122) und 124) beziv. 123) und 125) jo s
vereinigen, dap die Seiten ded wmbejdriebenen Bicleds denen des ein:
bejchriebenen parallel twerben.

129) Diefelben Wufgaben fo 3u vereinigen, dap die Seiten Dded
umbejchriebenen BVieleds duvc) bie Gden des einbejdyriebenen geben.

130) Den Mittelpuntt eined gegebenen regelmapigen Bieleds ju
finbert und deffen einz und deffen umbejcdhriebenen Rreis ju fonjtruteren.

lbungen mit vegelmdafigen BVieleden.

131) Die Gbene lidenlos mit gleicdhjeitigen Dreiecent bon Ders
jelben ®rofe zu belegen.

152) Die Ebene lidenlosd mit Tuadraten von berjelben ®rife
su Delegen.

133) Die Gbene lidenlos mit regelmdpigen Sedhzeden von der:
jelben (5_511:1}'.. qu Gelegen.

Quabrat, gleidbjeitiged Dreiedt, regelmdpiges Sechded ilber emer ge-
gebenen @eraden find leicht zu fonjtruieren. Bei griferer Anzahl Der Seiten

fonftruiere man aunfichft dag gleichihentlige Dreied mit bem sugehirigen
S

. " s " S610
Rentriwintel. Beim Adhted 5. B. ift der Bentriwinfel gleid) —— = 45°% Dder

45° =
infel an der @rundlinie pes qlud;]rfjnztl‘quu Dreiecs aljo gleich 90" — 1 =671,

was leidgt a1t fonftruieven ift. Dann lege man um Ddie Sypife Ded Drereds
cinen burd) die Endpunite der qm;tbumt eraben gehenben Kreis, in den fidy
bie Glerabe acdhtmal ald Sehue eintragen [ijt, wenn man richtig ﬂ_t\ttd]m. hat.
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154) Die Cbene mit regelmdapigen Achteden von derjelben Girife
jo su Delegen, dbaf Quabrate von derfelben Seitenlinge itbrig bleiben.

135) Die Cbene mit rvegelmifigen Sechdeden von Dderjelben
Grofe jo 3u belegen, daf gleidhfeitige Dreiede von bderfelben Seiten:
{inge itbrig Dletbew. (WAuf jeder Sechsecsieite jteht ein joldhed Dreted.)

136) Die Ehene mit vegelmafigen Sechsecen von berfelben Grife
jo su belegen, dbaf Rbomben von derjelben Seitenlinge und von den
Winteln 60° und 120° {ibrig bleiben.

137) Jn ein gegebenes gleichieitiges Dreiect ein fleinered von
gegebener ®roge fo einjuzeidnen, dafy die Cifen ded fleimeren auj bie
©eiten bed groBeren fallen.™) Wann hat die Aufgabe zwei Lofungen,
wann nuy eine, wann feine?

138) Wm ein gegebenes gleichjeitiges Dreiec ein griferes von
gegebener Seite fo zu legen, dap bdie Seiten bded lepteren duvd) bdie
Edpuntte ded erjteren gehen.®*) Wann hat die Wnufgabe ztvei Lijungen,
wann nur eine, wann feine?

139) Die Aufgabe 137) fiix swet Duabrate zu [Hien.

140) Die Aufgabe 138) fiir zwei Duadbrate zu (Bjen.

141) Die Uufgabe 137) fiir wei vegelmifige Sehzecde ober
Achtede ujw. zu (ien.

142) Die Aufgabe 138) fitr wei vegelmipige Secdhedfe obex
Achtede ujw. zu lofen.

2

¢) Bwet Hindernidaufqaben.

143) €ine gerabe Linie ifiber ein gegebenes Hinbernis
hinaus zu vervlangern.

(€5 fommt vor, dap auf dem Fufboben eciner Werfftitte eine
Gerade gezogen werden foll, die iiber eine im Wege jtehende Majdhine
hinausd zu verldngern ijt; ober daf eine geplante Strafie abgeftedt
werden foll, obwobl ein wegzureifendes Gebiudbe nodh jteht. Man
begniige fich mit folgenber vorliufiger Lwjung: Man umgehe das

*) Die Mitten beider Dreiecte miifen aufeinander fallen. NMan zeidhne
das fleinere Dreied irgendivo fitr jich, bilde den Nadiusd feined umbeidhrichenen
Rreifes, und lege mit diefem einen Rreid um den Wittelpuntt des gegebenen
(groperen) Dreieds. Jjt der Radius grof genug, jo erhdlt man jedhs Schnitt-
punfte mit den Seiten ded leteren, weldhe wet gleichieitige Dreiece geben.

) Man zeidne das grifere Dreiect irgendivo fitr fid), bilde die Nadien
ber ihm ein- und umbejchriebenen Rreife und lege mit diefen Sreife um den
Mittelpuntt ded gegebenen (fleineren) Dreieds. Ragen bdie Spigen ded leh-
teren ftber den fleineren hinaus, fo lafjen fich von ihuen aud an diejen Qreis
jechd Tangenten legen, von den je drei einem der au zeichnenden Drefecte an-
gehoren. Die Tangenten enden aui dem griferen Sreije.
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(¥

Hindernid durch drei Seiten eined Rechteds, die fih um das Hinber=
nig Derumlegen lafjen und Ffonftruiere ftatt Der viecten Seite ifre
Bevlangerung ald Lot auf dber dritten.

Statt der dret Redhtedsieiten Famn man aud) zwei Seiten einesd
gleidjeitigen ober gleidhichentligen Dreieds benugen, die bag Hindernis
mgelenn.

©piter wird eine von Winfeln unabhingige Konjtruttion gelehrt. |

144) Den jenfeits eined Hindernijjes liegenden Shnitt-
punft zweter Geraden zu bejtimmen.

| Die Gervaben find (zunddit nad) der vorigen Methobe) iiber dasd
Dindernid hinausd ju verlingern. Damn ift der Shnittpuntt leicht zu
beftimnien. |

Bemerfung, Jjt dad Hindernis 3. B. ein Fluh, der niht um-
gangen twerden fann, fo Dbemupt der Landmeffer Stibe, von Ddenen
awet auf der gu verlingernden Geraden jenfrecht in die Grbe gejtogen
terden, todbhrend ein Ddritter Stab jenfeitd bdes Fluffes fo eingejtellt
wird, daff er dem iiber den erjten Stab hinblidenden Beobadhter dirrd)
bent jlveiten Stab verdedt wird. So findet man einen erjten Vunft Fiix
bic Berlangerung der Geraden, eimen jweiten fann man in dexfelben
Wetle beftimmen. Jn ahnlicher Weife fann mit der zweiten Aufgabe
perfahren fverden.

1) Cinfade BVergroferungs: und BVertleinerungsaufgaben®

145) Ein gegebenesd Dreied im doppelten MaRitabe zu
g,t‘iff_}llt‘u,

uflojung. Jft in Fig. 27 ABC bas gegebene Dreied, 0 berz
langere man CA4 {iber A binaud um fich felbft, was A, qibf. Dann
fege man durd) A, eine Parvallele 3u

A B, welde die Beclangerung von C B Big: 20 .

i einenmt Punite B, {dueidet. Dann /{

ift 4, B,C a5 verlangte Drciec. s 1;;/'
Beweis. Weil 04, in A Hal : S

biert und 4, B, || 4B ift, o ift aud J ’J \2

OB, it B halbiect, d. §. CB, ijt 4~ Z I{ ok

ooppelt jo grof al8 CB. Bieht man
ferner bie Gevade BD, | A4, fo ift A B gleid) 4, D, i, denn Parallele
swifden Pavallelen find einanber gleid).  Weil hm‘ CB, it B hal

Eigentlid) gehisren jolche MW ifgaben in die “[[][’lll‘l}t'.lf“[tl;l.t 1 jebody
pie Ronfiruftionsiibungen mannigialtiger su madjen, find jie jchon Hier ein-
gejdhaltet tworden.

Holagmitller, Elenientarmathematit. T 4. 9ufl.
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biect und BD, | 04, ift, jo ift aud) 4, B, in D, Halbiert, aljo ijt
AB,=2-AD =2 -AB. Alle Seiten ded Dreieds 4,B,C, find
alfo Doppelt jo grop ald dDie Dreieds ABC. Bugleid find alle
Winfel des Dreieds A, B, C gleich) den entfpredend liegenden Winkel
bed Dreieds ABC. (Warnm?)

Bemerfungen, Die Aufldjung fann folgendermapen umgeitaltet
werden.  Man verlingeve C A itber A4 Dinous um fidy jelbjt, ebenjo
OB iiber B Yhinaud um fid) felbjt und verbinde die neuen Enbpunite
A, und B, durd) eine Gerade. Dieje mnB von jelbit pavallel 3u AB
und doppelt jo lang wie 4B werden. —

Bum Beweife fonnte man audy 4D, | C By ziehen.

Dann hat man vier ifibereinjtinmende Dreiete und jieht daraus,
oap ber Flacheninbalt ded Dreieds A, B,C viermal jo grop ift als
ber von ABC.

Sind allo bie Seiten eined Dreieds doppelt jo grof wie Ddie
eitted anderen, jo Daben beide Dreiece diejelben Wintel und ber JFubalt
Ped qroferen Dreieds ift das BVierfadhe von dem des Feineren.

[Su der Figur ift gany ebenfo Dreied 4, 5C bie LVergroferung
bed Dreiets BSD, auf den bdoppelten Makitab; alfo ift SC dag
Dopyelte vou SD,, und SA; dag Doppelte von SB. (Die Geraden
SB und SD, find jept fiber die Ede S hinaud verboppelt geseichnet
worben.) Demnad) ift DS dex britte Teil von D, C und BS der
pritte Teil von BA,. (Dies bejtitigt fih auch, twenn man durd) 4
und B Rarallelen zu €D, legt, weldje die halbierte Linie A, B, in bier
qleidge Teile zerlegen, von Demen dret FTeile durd) Pavallelen auf 4, B
{ibertragen twerden, jodaf dicje Linie in drei gleiche Teile geteilt ijt.)

Man nennt die Geraden, die von ber Ede deg Dreieds nad) den
IMitten der Gegenfeiten gehen, Mittellinien des Dreieds. Die
Mittellinie A, B jdueidet aljo von bder Mittellinie CD; ben Ddritten
Teil D, S ab. Gang ebenfo muf die Mittellinie B, A4 von CD; ben
prittent Teil abjcdhmeidben, b. §. fie mup aud) dbuvd) S geben. Dem:
nad) jhneiden einander die Mittellinien ded Dreiedd in
einem Punfte, und von jeder wird der dritte Teil ab=
gefdnitten.]

146) Ein geqebened Dreied im Halben Mapftabe zu
setchnen.

Die Unfldfung evaidt fich aus Fig. 27 und ift dem Schitler
tiberlajfen.

=11}
—

147) Gin gegebenes Dreied im dreifaden IMafitabe ju
aeidhnen.
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Die uflofung gejdyieht ahnlich wie bei Aufgabe 145. Sie ift
vem Sdjiiler yu fiberlaffen. Diefer joll die Ridhtigleit der Konftruttion
beweifen umd durd) Beihnen geeigneter Vavallelen bas grofie Dreied
m neun mit dem gegebemen dibereinftimmende Dreiede zerfegen um o
gu geigen, daf der Fladjeninhalt der neunfache Hes urjpritnglichen ift.

148) [Gin gegeberes ¢ muf im nfachen Mafftabe (wo » eine

beliebige gange Sahl ift) ober im Tmhm Mapitabe, oder im .lindjuu

o . N - e - ;

Weapftabe, oder tm fadjen Mapftabe (m und » gange Sablen) zu
,, )it

zetdhnen und nadjzuweifen, daf der Subalt des newen Dreieds ber
ar LAY 9 ; = =

n*fache Dbegw. tTm‘[]v, beztv. . fache, Degiv. bex ( F) fad)e geworben ijt. |

149) Gin gegebenes Quadrat im doppeltern, oreifachen, vievfachen
WMapjtabe zu zeidhnen und nadhzutveifen, daf bder Snbalt ber viers
md}c qu neunfache, beztv. 16fad)e ift. [Dad Quabdrat ferner im

m . N i . ~
Tudnn lmdavu. Jacdjen Mcaitabe zu zeidhnen und nadhzuiveifen, daf

ot T X
ber Jnbalt das  fadhe, ~ fade ] Tm!;c geworden ijt.]

150) Ein gegebenes 1'1:,11*:[nm}slgt§ 6=Cd, oder 8:Ed, oder 12:Cf,
oder 16-Cd im Ddoppelterr, ober dreifachen, ober vierfadjen Niapijtabe
g,n seihnen und mnadjzwweijen, daf der Jnbalt das 4 fadhe, beztv.

9fadpe, bezw. 16 fache geworden ijt.

(Die Aufldjung gejhieht am einfachften, indem man um den
Mittelpunft des Vieledd einen Nreid mit dem doppelten, dreifadjen,
vierfacjenn Fadius des umbefdriebenen Kreijes johlagt und bie nad
ven Gden bed uvipriinglichen Bielfladhs gezogenen Rabien biz zum
Rreife verlingert, wovauj die Sehnen eingutragen find.

Weil jedes der gleidhichentligen Dreiecte auf das Bierfache, Neun:
jache, Sedjzehnfache bes urjpritnglichen JInbalts gelangt, fo gilt das-
felbe audh) vom Gejamtinhalte ded Bieleds.)

151a) Ein gegebenes Redhted im doppelten, preifadyen,
bierfaden ujw. Mafjtabe zu zeidhnen.

(Unflojung. Man zeichne eine Diagonale unbd bringe fie nadh
derjelben Richtung Hin auf die doppelte, dreifache, vierfadhe ufw. Rdnge.
Bon den gefundenen Enbpuntten fille man Lote auf die vom Anfangs-
puntte der Diagonale audgehenden Redjtedsieiten. ©3 entjtehen fo
Redytede von ben Seiten 24 und 20, 3¢ und 8, 4a und 40 1jiv.
oder, tvie man auch jagt, von demfelben Seitenverhiltnis a : b. Sn
alfen bdiefen Nedhteden bildet die Diagomale mit den NRechtectsjeiten
viefelben beiden LWinfel.)
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151b) Gin beliebiges gegebenes Bieved tm Ddoppelten
Mapftabe ju zetdnen.

(Die Wnflofung ijt dem Schitler zu iiberlajjem, dex mehreve Wege
aufsufuchen Hat, 3 B. aud) den Weg, die Abjchnitte Der Diagonalen
pom Schnittpunfte aud ju verbdoppeln, iobei jedbed Dreted auf bden
vierfachen Jnhalt fommt, alfo aud) der Gejamtinhalt vervierjacht ird. )

Yuch der dreifache, vierfache ujw. Mafijtab mad)t Fetne Sdyvierig-
fetfen.

152) [Cine jdwierigere Vergroperungsaufgabe: Gegeben jeien
drei Parallefen, von bemen die beiden lepten Dden doppelten gegen-

jeitigen Abjtand Haben tvie

ig. 25 : bie beiben erften. €& joll

i - L2 oin gleidhjeitiged Dreied ge

S L seichet werben, weldhes jeine

o Flo"%. ___!’_7.." . p  Gden auf den Parallelen hat.

% | Gine jeiner Ceen foll voys
: gefdrieben jein.

| Aujlojung. Jn Fig. 28

v I jeien AB, A, B,, A, B, bie

A4———————B, Povallelen mit den Abjtan:

: den b, und hy, = 20y I

ioll der gegebene Gpuntt ded gleihfeitigen Dreieds jein. Pan zeichne

sunddit irgendwo ein gleidhjeitiged Dreted DETF von beliebiger,

2 8. fletner @rope unbd

ig 29. made in diejem EG =3 ED

: (Fig. 29). Dann verlingere

Iff'_;;;--f--':‘”;';._ mant FE und F.D und die

3 ; ; ‘Il"f . a1t ziehende Gevadbe FG iibex
g ’b E D, G hinaud. Bu F&

;D ;
Rs—~shgis ) siehe man Pavallele in den
e \n, entgegengejesten  Abftanden
\ \ hy und h,, twelde die ber:
g \ _— langerten Dreieddjeiten in
: * Dy E, und Dy jdyneiden. Jieht
Coa man D, £y, o hat man ein
L gleid)jeitiges Dreied 1 Dy Fy,

de tvelched Den Forderungen ge

: witgt und mur nodh) in bie

vidhtige Qage su bringen ift. Man lege den Winkel EF G = « an
A, B, im Puntte #, nad) der Seite ded Fleineven Abjtanves amn, wad
ben Sdnittpuntt E, gibt und jdloge wm F, mit F\ E; einen Kreis:
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bogen, et A, By in D, jdmeidet. Damn jind D, B F, pie Edpuntte
bes gefuchten Dretedd. (Jehteres famn noch auf eine zweite Art,
(infs von I, liegend, gezeichnet iverdem, twozu muv Ddie Wervoll:
ftindigung bded feften Kreisbogens notig ift.)

Der Betweis der Ridtigleit joll bem Edhiifer fiberlafien bleiben.
Diefer wird danm auc) imjtande fein, bdie Wufgabe fiiv beliebige ADb-
ftandaver haltniffe su (Hjen. — Die Konjtruttion fonun erheblich abgefiivat
werden, benn eigentlich ift die UAufgabe geldjt, jobald man im Hilfé-
brejed FG gezogen und den Winfel « in Die Hauptfiqur itber=
tragen BHat.]*)

153) Beidhnet man in einen Kreid einen ihn berithrenden vom
halben Radiud, fo ift jede durc) den Berithrungspuntt gelege Sehue
burd) ben fleineven Rreid halbiert.

Beweis, Der fleinere Kreid geht durd) den Mittelpunit M bed
qrbferen. St A4 Beriihrungspunit, jo ift AMB em Durcdhymeffer,
ver purch bie Mitten beider Kretfe geht. Wird
eine Deliebige Sehne AC in C; vom Fleineren -
Qreife gejdmitten und zieht man CB und C; M, o B
fo find die Winfel AC, M undb ACB Redye i :
als Winkel im Dalbreis, alfo ift O, M | CB; 4= i
ba ferner A B in M Balbiert ift, mup audy AC W77
in C, balbiert fein. \ o

@Entjprechended findet jtatt mit einem inneren b=
Beriihrungatreife, deffen Radiugd der dritte, vievte, »'* Teil vom Rabiud
bed griheren ijt.

Was gefdicht, wemn der Beriihrungsfreid auperhald des ge-
gebenen liegt?

(Der angegebene Sab (Bt fich bei vielen Konjtruftiondaufgaben
anienden. )

Fig. 0.

e) Begrifi der Symmetrie in der Gbene.

«) Grildrung und Grundgejese der einfaden und mehriaden
Spmmetrie.

154) Bet bden qrundlegenden Ronftruftionen bdrdngte fid) der
Beqriff der Symmetrie auf, bei beffen Beadhtung viele Sdke unb
Qonftruftionen fih ald jelbjtverftindlic) evgeben.

Man bezeichnet ein planimetrijded Gebilde als einfad)

*) Die Aufgabe fann natiiclich iiberjlagen werben. Der Betweid ber
Fidtigleit joll nur eine Sharffinnsdprobe fiix begabtere ©dyiiler fein.
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pmmetrifch, wenn ed durd) eine und nur eine Gerade jo in
jioet Halften zerlegt wird, daf die eine Halfte durd) Um:
Elappung wm bdiefe Geradbe mit der andeven Halfte ur
Dedung gebradht werden fann.

Jedbe Hilfte begeihnet man ald dad SpieqelbHild der anbderen.
Die Gerade DHeift die Symmetrielinie ober Symmetrieachje ded
&ebildes, oder aud) die {piegelnde Gerade, die ald unbegrenst au
benfen ijt. Jeder Punkt diefer Gevaden ijt jein cigenesd Spiegelbild.
Dag Spiegelbild jedes anderen Pumnftes wird gefunben, indem man
vou thm auf die Gerade ein Lot fallt und diefed ither den suppuntt
binaud um fih felbjt verlangert. Die jpicqelnde Gevade it ihy eigenesd
©piegelbild.  Jebe Pavallele zur fpiegelnden Geraden 1ird eine
Parallele entgegengefeten Abjtanded.  Jebe bie jbiegelnde Gerade
jdyneibende Gerabe wird eine fie in demfelben Punkte unter entgegen:
gelett gleichem Winfel jhneidende Geradbe. Jedes Lot zur fpiegelnden
OGeraden gibt feine eigene Berlangerung. Symmetrijde Stitde von
Gervaden find babei gleih) flang; fymmetrijhe Winfel von Deliebiger
Lage jind entgegengefest gletch. Symmetrijde Kreidbogen von be-
liebiger Qage becen einander. (Vgl. 3u diefem Abjchnitte dpad unter V
im BVorfurfus Gejagte.)

155) ©ind mebhrere Symmetrieadhjen vorhanden, jo fpridht man
bou mehrfader Symmetrie. Das gleihichentlige Dreied ijt ein
Beilpiel der einfachen Symmetrie; die Palbierende des Wintelds an
der ©pige ijt die Symmetrvieadhje. Das Recdhted ift ein Beifpiel fit
vie gtoeifacde Spmmetrie; die beiden Mittellinien find jeine Shmmetrie-
achje.  Aud) der Rbombus ift ein Veijpiel fiir die stveifache Sym
metrie; die beiden Diagonalen find jeine Symmetricadyfen. Dad gleich-
jeitige Dreied Hat dret Symmetrvicadhien, die Halbierenden der IRintel.
Das Quabrat Hat vier Symmetvieahfen, bdie Diagonalen und die
Mittellinien. Dag vegelmdfhige Fiinfec Hat fiinf Symmetrieachien, die
Wintelhalbierenden. Das regelmiBige Sechsed hat jechs Symmetrie-
acdjjert, die drei Hauptdiagonalen und die drei Mittellinien ufw. Dex
Sreid hat unendlich viele Symmetrieadhien, ndmlich jEmtliche Durch-
mefjer.

156) Beim Redjted und Rhombus jdhneiden die Symmetrieadyien
einander vedhtwinfli in einem Punfte, den man ald den Weittelpuntt
per Figur bezeichmet. Beim Rechtedt ijt diefer Vunft der Mittelvirntt
ped umbejdrieberren Rreifes, beim Rhombusd ift er der Ded ein=
bejdyriebenen Rueifes. Bei allen gemanuten rvegelméfigen Bielecten
jchnetben einander bie Shmmetricadhfen in einem Vunfte, dem Mittels
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punfte ded Vielects, der zugleih Mittelpuntt ded um: und bed ein=
bejdjrichenen Rreifes ift. Dort folgen fjie unter aleichen Winfeln anf-

; : ; e g B o 180° S
einander, beim gleichjeitigen Dreied bilden fie Winkel von - = 607,
4 (3]

PREILEE <2 v 180° 3 ; o
peim  Qatadbrat jolde bon T £5%  Deim Fiinjed jolde bom
y 0

1809 P e L A 180 ;
— 36°, beim Gedjsed jole von —— = 30° ujw.
J

5

157) Dieje Cinfachheit erfldrt fich folgendermagen: Das Spiegel-
0ild einer Symmetrieadje gegen eine Symmetrieadje it
wieder eine Symmetricadje. Schuneiden einander bdie beiden
erften im Gnbdlichen, fo muf die Dritte duvch denfelben Puntt gehen.
Spiegelt man bdie beiden erften Symmetvieachien gegen die drifte, fo
mitffen die ©piegelbilder tvieder bduvc) benfelben Puntt gehen ujiw.
Daraus folgt: Bei mehrfader Symmetrie gehen alle Sym=
metrieadhien durcd) denfelben Puntt. Diefer Punft heift der
Mittelpuntt ped Gebildes.

158) ©ollen nur 3wei Symmetriead)jen vorhanden jein,
ip mitjfen diefe aufeinander jenfredyt jtehen, benn jonjt tviirde
purch die Spieqelung gegen Ddie eine eime britte Symmetrieadhje ent:
fehen ujw. Sollen nur drei Symmetfrieadien vorhanden
jein, fo mitffen jie einmander unter 60° jdynetden, denn jonit
tiicben durd) Spiegelung gegen eine davon neue Symmetricadhjen entz
ftehen. Dasd Entjpredhende gilt von vier, fiinj, jechs ujiw. Symumnetrie-
achfen.  Eine Symmetrieachje teilt bie Ebene in jivei itbeveinjtimmende
Dilften, 3iwer geben vier {ibereinftimmende , Dnadranten”, brei geben
fehs dibereinftinmende Scptanten der Ebene, » Symmetricadien
S st rarte SRR 180"
geben 2n Bentriwinfel von der Grife  ober :

=T i

L -
21

veqelmafige #-Cd Hat » Symmetvicebenen. Jft » eine gevadbe Zahf,
fo find bie Symmetricebenen zur Hilfte Houptdiagonalen, zur Halfte
winfelhalbicrende Mittellinien. [t # ungerade, o find jamtliche
Winfelhalbievenden Mittellinien. Eine eigentitmliche Stellung nehmen
bie unbegrenyten Parallelen ein. Jebed gemeinjdhaftliche Lot ijt fiiv fie
eine Symmetrieacdhje. €5 jind aljo unendlich bviele Spmmetricad)ien
porfanden, die einanber im Endlihen nidht jdyueiden. Der Streif
swifhen sivet Pavallelen Hat auferdem nod) eine vereingelte pavallele
©ymmetricadie.

159) Bon der Jeidnung eined funjtgewerblidien ebenen Mujterd
(Slachornament) von mehrfacher Symmetrie brancht nur ber etnem
iolchen Bentriwintel entfprediende Teil gegeben zu fein. Der Reft ijt
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leicht ju fonftvuieven, fei e8 Punft fitx Punft oder Linie fitr Linie.
(Dat man ftatt ded Fladyornamentd ein mehrfac) fymmetrijches Relief
auf ebener Grundlage, fo braudt man
auch nur den entfpredjenden FTeil zu geben,
jedod) find Dbenadybarte jymmetrijche Teile
nidgt mehr fongruent, fondern raumlich
jpmmetrijd). Bl Vorfurfugd V, 112 und
113.)

Tig. 31

160) Die Umtlappung eines mehrfach
jommetrijen (planimetrifhen) Gebildes gibt
veflen Teilen entgegengefesten Drehungsiinm;
pie Umtlappung ded Bilded um bdie zwveite
Achfe ftellt Dem urfpriinglichen Drehungdfinn
wiever fher; die Umblappung des neuen Bildes
um bdie dritte Wchfe gibt wieder den entgegen:
gejehten Drehungsfinn ufiw. Cine gerade
Anzahl von ESpiegelungen l(aft den
Drehungsfinn ungednbdert, eine un-
gerave Unzahl gibt bden entgegen=

geiebten Drehungsfinm.

ATl s S1g. 31 und 32 vpevanjdhaulidhen bdies
T N . - oy . » ?
i £, an einem mehrfad) gefpiegelten vechtwintligen
i T - E TN [ e T > ] re 2
t Dreted.  Die jdraffierten Dreiede find nicht

{hymmetrij) su eimander. Man fonnte fie als verfehrijymmetrijd
bezeichuen.

p) Ableitung einfacher Sdpe und Konftruftionen mit Hilfe
per Spmmetrie
161) Das Spiegelbild zweier Vuntte. S Fig. 33 finb
et Punfte D und E gegen die Gerade A B gejpiegelt, was D,
und Fy gegeben hat. Daburd) ift sugleih die Gerabe D E gejbiegelt
und ihr Spiegelbild D, E, entjtanden. Sdyneidet mm D E die {piegelnde
Gerade in einem im Cnblidhen liegendben Runfte &, jo muf aud
D, E; ourd) ben Punkt & gehen und A B unter entgegengefest gleichem
Winfel jdhneiden.
Man fann aber aud) D und E, ald die gefptegelten Punfte,
Dy und E al3 bic Spiegelbilder betvachten. Demmnad) miiffen aud
DE; und D, E emander auf der ®eraben AB jdhneiden.
Biwei Geraden, bdie gegen eine britte Gerade fymmetrifd find,
bezeicynet man bisweilen al8 antiparallel in beyug auf die fpiegelnde
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Gerade. Deshalb wird dag in bejug auf die Wittellinie CF fyms:

metrijge Bieved DEE, D;, von dem ztwei Seiten DD, und EE,

parallel find, wdhrend die andeven DE und

Dy E, antipavallel find, al8 ein Antiparal: Big. 83,

lelogramm begeichnet. (63 Deift jedoch

audy ein jymmetrijdes Raralleltrapez.) .
Die Diagonalen und die antivarallelen (-|

g wie : “ ; e g D e 1,
Wegenjeiten cined joldhen Vieveds fdhmeiben ~\ ; '
& v o o S A A " A\ 1 J
alfo eimanbder auf beffen Symmetrielinie. Die |
jpmmetrijd) legenben Geraden und Wintel bal 2

ftimmen tiberein.

162) Dag Spiegelbild zweier un- Sipe
begrengter Geraden. Jn Fig. 54 find !
et Gevaden CD und EF gegen eine dritfe
Geradbe A B gefpiegelt, was die Bilder C, D,
und E, I, gegeben Dhat, bon denen dasd eine
mit CD durd) ben Schnittpuntt &, dad anbdere
mit EF durch) den Sdnittpunft H auf der
Geraden AB geben muf. Die Punfte P und P, jmd et jhm-
metrijdes Punttepaar. Vetradhtet man aber CD und E, F, alg bie
gejpiegelten Geraben, jo folgt, Daf aud) die Punfte @ und @, ein

jpmmetrijdyes _
Runftepaar jind. 5‘”}“"-
Dag Bier- D. e
ek PHP G ijt e I '
ein  gegen  Die E~_ NG, _E,
Diagonale G H o/ | Na, s
fymmetrijdyes. L -E_3 -}:"
&8 Defteht aus % f };:j_b;
swei gleidyjchent: e =
figen  Dreieden, o 5 SN
tweldye die Grunbd- B . Q,""%;_'_-._, -
[inte PP, gemein E T
Haben. ©3 wirh ¢ I G

ald Deltoid be-
seichmet.  Bu diefem Bieved gehiven jechs Berbindungslinien o
GH, GP, GP,, P,H, PH Die Gegenfeiten geben dret Schuitt-
puntte @, @, und R. Cin Bieved mit femnen famtliden fehs Geraben
bezeidhnet man al8 ein vollftdindiges Vieved. Dad hier vorliegende
it ein gegen eine Diagonale fymmetrijches vollftandiges Bieved.
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Die Gevaden @, b, a,, by, bilden ein Bierfeit mit jechs Schnitt-
punften P, P,, @ Q,, G, H. Dag Bierfeit mit jeinen jech Sdnitt-
punften Ewiii__ai' aljo drei Diagonalen, PP, @¢,, GH. Man nennt
¢d ein vollftindiges Vievfeit. Hier Handelt e8 fich um ein gegen
eine Diagonale jymmetrijde volljtandiges Bierjeit.

(Man beachte beim Vieved und Bierfeit die Reziprogitdt tn bezug
auf die Worte Puntt und Gerade.)

163) Die beiden Symmetrielinien jweier unbegrengten
einander jdneidenden Gevaden ftehen aufeinander jentfredt.
©ie find bie Halbierenden der vier Winfel. Jedber Puntt jeder Hal:
bierenden DOat vonm Dem beiden Geraden bdenjelben Abjtand, ijt aljo
Mittelpunft eined Rreifes, Dder bdie Dbeiden Geraben beviihet. WAlle
Qveife. die atvei geqebene einander jchueidende Geraben beviifhren, haben
ihre Mittelpuntte auj den beiden Shmmetricachjen. Die beiven Tan:
genten, die vom Scheitelpuntte an jeben biefer Kreife gesogen find, haben
diefelbe Qinge. [Wie ift es, wenn die beiden Gevaben pavallel jind?]

164) Nufgabe. JIn ein gegebenes Dreied Dden eins
pejdhriebenen Rreid (Jn-RKreis) einzuzeidhnen (der die drei
Geiten beriihrt).

Huflojung. Jn Jig. 35 jei ABC das gegebene Dretect.  Man
Dalbieve Die Wintel bei A und B. Die DHalbievenden geben Dden
Sdnittbuntt M. Bon M
aus fdalle man auf BC
pag Yot MD. Pt MD
jchlage man um M einen
Rreis. Diefer Keeid ift dex
gefuchte  Berithrungsfreis.

Beweid., Jeber Puntt
dev Wintehalbievenben A M
hat von A B und A C dies
jelbe Cnifermuing. Jeder
Runft ver Winfelhalbieven-
ben BM hat von A B und BC diejelbe Enifernung. M gehirt beiden
Halbierenden an, Hat aljo von allen dret Geraben diejelbe Enifernmung.
Demnach find die Qote M D, ME und MFE einander gleid).

Folgerung. Weil die Abftinde M D und ME einanbder gleih
find, mup M aud) auf der Halbierenden bed Wintelds € liegen. Aljo
ift aud)y MC eine Wintelhalbierende. Folglich:

Die Halbierenden der Dreiedsdwintel jchneiden einanbder
in einem Punfte, dem Mittelbuntte ded JIn=Rretjes.

w¥ip. 85. A
A
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165) Uujgabe. An ein gegebened Drveied ABC einen
Rreis 3u legen, ber die Seite BC von aunfien her, die beiben
aderen Geiten pon innen Her beriihrt.

uflojung. Jn Fig. 36 halbieve man den Winfel bei A und den
Aupentvintel CBF. Dad gibt, wic vorher, einen Schnittpuntt M,
als Mittelpuntt eined Rreifed, der jowohl die Berlingerungen dex
Dreiedsiciten AB und AC, ald aud) die Seite BC beriihrt. Dasd
von M, auf eine der Seiten gefdllte Lot, 3 B. M, D, ift der Radius
oeé mun lewdht 3u zeichnenden Kreifes, eines duferen BVerfihrungs:
freifed oder Un:=Rretfes. '

dolgerung.  Weil der Rueis M, die Seiten AB und BC be-
vithrt, muf dver Punft M, auch auf der Halbierenden bes Nupen-
winfelé BCFE liegen. Folglich: Die Halbievenden einesd Drei:

A an] 346.

;";'il] 37.

C

i

eddwinfeld und der an den beiden anderen E©den liegenben
AuBenwinfel [dneiden einander in eimem Bunfte, dem
Mittelpuntte ded einen An-Lreifes.

166) Dag Dreied Hat drei An-Kretfe und einen Jn-freis. Die
Dalbierenden jeded Dreteddtvinfeld und des jugehirigen nBenwintels
jteben aufetnander fenfrecht. Sdamtliche jed)s Wintelhalbievenden bdes
Dreiedd DEF in Fig. 37 Dbilben alfo ecin Dreief 4 BC mit den
pojen AD, BE und CF. Diefe Hoben mitfjen jid) in einem
Puntte hneiben, dem Mittelpuntte desd In=Kreifed fiir das
Yohenfuppunttdvreied DEF, wihrend A, B und € bdie
Mittelpuntfte der An-Qreife diejed Dreiedsd find.

Diejer Sap fommt jpdater noch einmal zur Shrade.

167) Dag Mittellot einer Geraden AB ift eine threy
Symmetrielinten. (AR zweite Ffann man die Gerade Jelbft be-
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tracgten.) Jeder Punft dex Mittelfenfrechten iff vou ben Endpuntien
A umb B der ®eraden gleidh weit entfernt.  Cr ift aljo Mittelpunit
eined Qreifes, der durd) die Punfte A4 uud B gebt. Folalich:

Alle RKreife, die durd) zwei gegebene Puntte gehen,
haben ihre Mittelpuntte auj Dder jugehbrigen Mitteljents
redyten.

168) Mufgabe. Cinen Kreis ju jeidnen, per dburc) drei
gegebene Punite geht, bie nidht auf einer Gevaben liegemn

Aufldjung. Jn Jig. 38 feien 4, B und € bie Drei gegebemen
Punfte. Man bilde die Niittelfentredite Fu AB und die Mittelfent:
redite 3u B C, diefe jdmeiden einanbder in einem Punite M, der von
ven drei Gdpuntten gleihe Cntfermungen Hat und Ddaber Mittelpuntt
pes mm leidht 3u zeichuenden Kreifed ift.

Beweis. Jeder Punft der Mittelfenfrechten LM ift von A und
B gleich tweit entfernt, aljo aud) ber Punft M. Jedber Punit der

A

Fig. 38. Fig- 39.
2 ( c
e e o P
/ . rd 3 J// ! :
e Pl sl P
// /‘4\ D R /
fs hdd ) A \& = I ‘yg
j', ¥ i ; i K 7
z \ ES F ; 2
\ / ’
i y
R e g f/
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Mitteljentrechten DM ijt von B und C gleid) weit entfernt, afjo
audy M. Folglich ift M von 4, B und € qgleidh) weit entfernt. —
Die Aufgabe ift nur auf eine Art [B3bar. Daben zwei Kreife dred
Runfte gemein, fo fallen fie volljtdndig gujammen.

FGolgerung. Weil M von A und (' gleich weit entfernt ift, muB
M andy auf der Mitteljentrechten von AC liegen. Aljo:

Die Mittellote der Seiten eined Dreiedd jdneiden ein-
anber in einem Puntte, dem Mittelpunite des dem Dreied
umbejdhriebenen Kreijes.

Diefer Kreid foll fury als der Um-Kreis des Dreiedsd begeicet
tperper.

169) Denft man fih auf den Hihen bed Dreieds ABC
(Fig. 39) in den Ccdpuniten Lote ervidhtet, {o geben diefe etn Dreied
DEF, befjen Seiten den Seiten bon ABC pavallel find. (Warum?)
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Dabei find aljo ABCE und ACBF ‘Parallelogramne, jobaf
OB — EA—= AF ijt. Demnad) ift daz Lot A H die Mittelfentrechte
von FF. Gbenfo zeigt fih, dap BJ bie Mitteljentrechte von FD
und CK bdie Mittelfentrehte von DE ijt.  Dieje Mitteljenfrechten
mitffen fich aber in einem Punfte jdhneiden. DVemnad) jdneiden
einanbder die Hohen degd Dreieds DEF und fiberhaupt jedes
Dreiedd in eimem Punfte. Der bereitd audgefprodene Sap itber
pie Dreiedshihen ift damit beftatigt. — Der Hohenjdnittpuntt M
bat aljo nodh zweieclei Bedeutung. Cr ift Mittelpunft des Um-Kreifed
pom Dreied DEF und juglei) Mittelpuntt ded Jn-Rreijed vom
Dreted HJ K.

Bilbet man jedodh ein ftumpfwintliges Dreied A BC und daju
bie Figur, fo fallt M auBerhalb bder Dreiede ABC, DEF und
HJK und ift nidht Jn-RKeeid, jondern An-Kreid ves lehteren.

Der Durd)jhnittdpuntt S bder Mittellinien de3 Dreteds, bder
Mittelpuntt M des Um-Rreifes, die Mittelpuntte w, wy, py, py De3
St: Rretfes und ber Un=Rreife und der Hihenjdhnittpunit H twerden
ald8 merfwiirdige Puntie ded Dreteds begerhnet

y) Gymmetrijdes iber dad gleidjhentlige Dreted.

170) Die Halbierende ded Winfeld an Ddev Spibe ded gleichs
ichentligen Dreiedd war ald deffen Symmetrielinie nachgetviefen, fjoz
baf e5 aud zwei fongruenten Hilften befteht. Bunddijt folgte der Sah:
Die Winfel an der Grundlinie ded gleihidentligen Dreieds
(bie Bajiswintel) find einanbder gleich; oder: Gleichen Seiten
eined Dreieds lieqen gleiche Winfel gegeniiber.

171) Umgefehrt folgt: Sind zwer Winfel eines Dreieds
einander gleid), fo ift dasd Dreied gleidhfdentlig. Ober:
®leihen Winfeln eined Dreieds liegen gleide Seiten gegen-
iiber, (Sind nimlidy die Winfel bei A und B einander gleid, jo
find fie jymmetrijch gegen bie Mitteljentvechte, mitfjen aljo etnanber
in demfelben Punfte C der Mittelfentredhten fdhneiden, fodah aud
AC = B(C I]MI'I'

172) Die Halbievende bdes Winfels an der Opipe ded gleid)-
idhentligen Dreieds Halbiert die Grvundlinie und fteht auf bdiefer fent:
vecht; die Mittelfenfrechte der Grundlinie eined gleichjchentligen Dreiects
geht burd) die ©pihe und Halbiert ben bortigen Winfel. Die Ver-
bindungalinie Der Spihe ded gleidhichentligen Dreieds mit der Iitte
per ®rundlinie fteht auf biefer fenfrecht und halbiert ben Winfel an
ber ©hifie.
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Ale bdieje Sdpe find nur Audbrudsweifen Ddafilr, daf bdad
aleihichentlige Dreted ausd ziwei fongruenten Teilen bejteht.

Jebed Lot auf der ©hmuretrielinte ded gleidyjchentligen Dreieds
jdhueibet von ben Sdenfeln gleiche Stitde ab, von ber Flade ein
Untipavallelogramm. Yegt man an eine Gerade AB in 4 und B
nad) derfelben Seite gleiche Wintel {o an, dap die Schenfel einander
in einem ‘Punfte C jdhneiden, gibt man ben Sdienfeln bdiefelbe Linge
AD = BE und verbinbet man A4 mit £ und B mit D, jo geben bie
LVerbinbungslinien gleidjdhentlige Dreiede A BF und DEF, BWarum?

173) Der Mittelpuntt ded Um-Rreijed, ded Jn-Rreijes, des An-
Rreifes fiiv bie Grundlinie, ber Hihendburdidmitt, der Durd)jdmitt
per Wittellinten liegen beim gleidyjchentligen Dreied auf deflen Sym-
metvielinie.  Die WMittelpunfte Dder beiden anberen Wn-RKreife find
fpmmetrijd) gegen bie ©pmmetvielinie. Jhre Berbinbungslinie geht
burd) bie ©pihe ded Dreteds.

174) Die Mitteljenfrechte einer Sreidjehue geht ftetd duvcd) die
Mitte des Kreifes. Davaus folgt wiecder der Sah: Dag durch) zive
Puntie gehende Biijchel von Kretfen bat bie WMittelpuntte auf bder
Mittelientredhten. Man fonjtruiere die befreffenden Linien und einige
der Rreife. (Bgl. Nr. 167.)

175) ©teben, wie in Fig. 34, jwei ungleidge gleichjchentlige Drefece
itber derjelben Grundlinie, jo Haben jie eine gemeinjhaftlicdie Symmetries
linte, Denn bie Symmetrielinien Deider fallen mit der Mitteljentredten
der Grumdlinie zujammen. Dabet fonnen die beiden gleidhjchentligen
Dretede thre Spibe auf verjdyiedenen Seiten ber Grunbdlinie oder auf
perfelben Seite Haben. Stimmen dagegen bdie beiden gleidyjdhentligen
Dreiece iibervein, jo bhat dbag Gebilde jvei Symmetrieachien und ift
eine Raute (oder Rhombusg).

176) Anfgeben. Die mebriache Symmetrie des gleihjeitigen
Dreteds, beg Quadrated, bed regelmdfigen Fiinfedd bdesd vegelmapigen
Sedyseds uj. eingehender ju unterjudhen.

(€3 joll 3 B. unterjudht werden, ob pavaflefe Seiten vorhanden
jiud, ob Diagonalen vorhanbden fiud, die ju einer Seite pavallel find,
wie jicdh) beliebige Diagonalen paariveife verbalten, ob fich fongruente
Slacdhenteile vorfinden. Die Ferleguug jeded regelmihigen LBieleds in
gleid)jchentlige Dretecde, deven Spiben 1m Mittelpuntte Jujammeniallen,
ijt gleichfalld zu unterjudjen. Die Winfel Ddiefer Dretede find zu be
ftimmen. Die ein= und umbejdricbenen RKveife jind zu unterjuchen,
befonders Dinfidtlicd) ihrer Seftoren, Seqmente und Bogen.
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&) Symmetrijdhes itber Kreije.”)

177) Dah jeder Kreid i bezug auf jeden Durvdhmefjer jym-
metvijd) ift, war jdon gegeigt. Bivei ober mehrere fongentrijdye
RQreife haben jeben gemeinjdhajtlichen Durchmefier zur Symmetrielinie.

178) Grridhtet man auf dem Durcdhmefjer eined Kretjesd einen
sweiten redtwintlig jdueidenden Durdhmefier, jo hat dad Gejami-
qebilbe vier Symmetrviead)jen, die dent Kreid in gleihe Oftanten zer-
legen. Grridjtet man auf dbem Duvdymefler an beliebiger anberer
Stelle ein unbegrenzted Lot, jo ift basd Gejamtgebildbe nur gegen den
Durdhmeifer Tymumetrifh. (Man unterjdeide die Fdlle, daf dasd Lot
anfierhald deg RKreijes liegt, dap e3 ben Kreid nur in eimem Punkte
trifft, daB ez innerbhalb ded SKreifed ltegt. Man jeige, daB ed im
leteren Falle zwet Sdnittpunite mit dem Kreife haben muf und
nidht nehr haben famn. Die Folgen der Symmetrie find anzugeben.)

179) $Hat ein Kveid zwer einanber jchneidende unbegrengte Tan=
genten, fo ift nur die Verbinbungdlinie bed Schnittpuntted mit dem
Mittelpuntte & L}mu tefrielinie Ded {m.mmiqeln (bes. Was folgt dDavaus fiir
gewifie Stiide ber Tangenten, fiir getviffe Wintel, fiir gewiffe Kreis-
bogen, fiiv gewiife Flacdhenititde? WVerbinbet man die BVerithrungs-
punfte der Tangenten mit dem Rreidmittelpuntte, wad folgt dann
weiter hinfidhtlich der Symmetrie?

Sind aber die Detden Tangenten parvallel, jo gibt e fiir bdas
Gejamtgebilde zwet aufeinander jentrechte S©ymmetvielinien.

180) Bwet nicht fongentrijdhe ungleihe Kretje Haben nur eine
Symmetrielinie, die Hentrale, d. 0. die DBerbinbungslinie threr
Mittelpuntte. Folgende Falle find moglich: Die Kreife liegen gany
audeinander; fie berithren etnander duferlich; fie jchneiden einanber.
(Diesd qejchieht daun in Fvei jymmetvijhen Punften, aber nicdht in
mehr Punften; denn Rreife, die in mebhr alé zwei Punften iiberein=
jtimmen, ftinumen vollftandig iibevein); fie berithren einander inmnerfid),
wobei der grofeve den Eleineren wmjchlieRt; bder Fleinere toird vom
quigeren gang umichlofjen, ofhne dap fie einen gemeinjdhaftlichen Punit
haben. [e > s e ={rd-2); |r—|—1 WH-r}\}'—-J]‘I’
e=(r—u); ¢e< (r—n); c=0 gibt fongentrijhe Sveije.]

Sm Falle des Schneidend Haben die Kreife eine gemeinjcdhaftliche
Sehne.  Weldhe Symmetrieverhdltniffe finben dabet Hinjichtlich geivifjer
Langen, Winfel, Krei’bogen, Fladen jtatt?

Diejer Abichnitt qibt Veranlajjung zu zahlveichen Beijpielen fiix bas
tedynijche Bivkelzeichnen.
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181) Jm Falle ded Audeinanderliegens haben bie beiben Kretje

vier gemeinjdjaftliche Tangenten. Aud Gviinden der Shmmetrie
fdmneiden fih diefe paarwveife in Punften P und @ der Symmetrieachie
(ber Bentrale).

AP und A P nennt man bdie duferen gemeinjaftlichen Tan-
genten, BQ und B, @ bdie inneren. (Fig. 40.)

B Hig. 40.
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LWas folgt fiir die Punfte der Figur, fitr die eingelnen Tangenten-
ftiite, fitr die Winfel, Bogen, Flachenftide der Figur; fiir die Radien
per Berithrungsdpuntte ujw.?

Sm Falle dber duferlichen Beviihrung bejdhrantt fich die Anzahl
per gemeinjdaftlichen Tangenten auf drei; im Falle Ded Schneidensd

;}1‘.&]- 40 b.

e
= > “‘_‘-H o
5 SgeA —
Ay B s
= G ) o~
=l )’ r
] o :
/ /
/ N %
N = / i
\\\ ///
N /

auf awei; im Falle der inneven BVerithrung auf eime; im Falle der
bollftdndigen UmjdlieBung des fleineren bdurd) bden grofeven (vhne
Beriihrung) gibt es Feine Tangente.

[Zill man bie gemeinfamen duperen Tangenten zveier Rreije
tonjtruieren, jo verfahre man vorléufig folgendermafen: Jn Fig. 40b
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jeien bie Qreife M und M, mit den Rabien » und », gegeben. Man
jchlage wm I, ben Mittelpuntt desd groferen RKreifes, einen Hilfstreis
mit dem Radiug (r — ), lege an diefen von M, aud eine Tangente,
die i A beriihre, ziehe MA bi3 zum Sdnittpuntte B und erridhte
auf M B in B ein Zot. Diefes gibt die Tangente BC. Die gegen
MM, bdazn fymmetrifde Qinie ift leidht ju zeichnen. —

Der Beweid der Ridhtigleit ergibt fid) aus dbem Redhted 4 BC M,
und ijt bem Sdiiler zu diberlafjen.

giiv die gemeinjamen inneven Tangenten ziveier auseinander
liegenden Rveife Dbenube man einen Hilfsfreid mit dem Radiug
(r + 7;).]

182) &ind swei nidht fougentrijde Kreife gleich grofs, fo hat das
Gejamtgebilde jtetd zwei Symmetrvieadjen. Die zweifade Symmetrie
joll fiiv bie verfchiedenen LRagen unterjud)t werden.

183) Haben bdrei ober mehr ungleiche RKreije ihre Mittelpuntte
auf einer Geraden, fo ift biefe die eingige Symmetrieadyje. Gehen
pret oder mehr ungleiche Rreife durd) wei Puntte, fo liegen alle
Mittelpuntte auf dev Mittelfenfrechten diefer Puntte, die bemnad) die
eingige ©ymmetrielinie ift. Gehen drei oder mebhr ungleide Rreife
burd) einen Punft, und liegen dabei ifhre Mittelpuntte auf einer duvd)
diefen Punft gehenden Geraben, fo ijt bieje Shmmetrielinie ded Ge-
jamtgebildes, alle Rveife Deviihren eimanber in den gegebenen Punkten
und haben bort eine gemeinjdhaftliche Tangente.

184) Aufgabe. Die Kreidreibe ju fonftruieven, bie innerhalb
cined (3 B. fpiten) Winkeld liegt und deffen Schentel berithrt, twobei
aber jeder Rreid die beiden benachbarten Rveije duperlich Gevithren foll.

(Man gehe von einem beliebigen Cote auf der Wintelhalbierenden
aud, tweldes ein gleidjdentliges Dreied gibt, Ddeflen Ju-Kreid und
deffen An=§reid leiht zu zeidnen find. Dann ervichte man Lote in
ven meuen Sdynittpuntten der Wintelhalbierenden, was mewe gleid)-
fhentlige Dreiede gibt, filr bie nun entweder Ju-Rreife oder Aupen-
freife ju zeidmen find. Statt die newen Winfel jtets su Halbieren,
giehe man gewifje Parallelen mit Hilfe ded Lineals und Winfelhafens,
ervidpte aud) dbie Qote mit deren Hilfe)

©ind die beiben Beriihrungsgeraben pavallel, jo iverden alle
Rreife gleid), und bdie Wufgabe vereinfacht fich.

185) WAufgabe. 1Um ecinen gegebenen RKreid [laffen jich Be-
rithrungsfreije, die mit ihm Ddenfelben Radiug haben, fo legen, daf
jeber feine beiben Nachbarn beriihrt. Wie grof ift ihre Anzahl, und

Dolamitller, Elementarmathematit. I 4 Aufl. 5
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fonftruiert man bdiefe Kreife? Die Symmetrieverhilinifle des Gejami:
gebilbes jollen unterjudyt werden.

(Sotwohl bie Mittelpunite ald aud) dbie gegenfeitigen BVevithrungs-
punfte der Kreigreihe liegen auf gewiffen Kreifen, auc) hat die Reibe
einent umbejdhriebenen Kreid.)

186a) Unfgabe. Einen Kreid zu zeidhnen, um den drei, bier,
adt, 3wolf, Jehzehn folder Beriihrungsireife von gegebenem Radiusd
gelegt find, wobet die Reibhe jededmal gejchlofien fein joll.

186b) m einen gegebenen Kreid drei, vier, adt, wilf, jecdhzehn
jolcher Berithrungsfreije zu zeichumen, toobei die Nethe jededmal ge-
jchloffen fein foll.

(Sm erjteren Falle zeidhe man wei Duvdhmeijer, die eimanbder
unter 60° fdhmeiden. Jm Schnittpuntte ded erften Durchmefjers mit
pem Rreife zeihne man eine Tangente. Man Halbiere ben LWinfel
pon 150° ben bie Tangente mit dem jziwveiten Durchmefjer bildet.
o bie Winfelhalbierende ben erften Durdymeffer jdhneidet, [iegt dad
Bentrum bed8 gejuchten Kretfes. IMMit ben dibrigen Fdllen verfahre
man in entfprecdhender Weife.)

187) Nufgabe. Cinen Kreid in fed)s gleidhe Seftoven einguteilen
und in jeben Seftor einen Beriihrungsfreid zu zeidnen.

(Man bilde die Symmetrielinic eined der Seftoven, ervidte auf
ihr im ©djnittpunfte mit dem Rreife ein Lot und zeidme den Jn:-
freid ded entftehenden (gleichfeitigen) Dreteds.)

188) ufgabe. Um einen Punft cined gegebenen Kreifed mit
bent Hadiud einen SKreizbogen zu fdhlagen, bder gang imnerhalb ded
Rreifes liegt und zivei Teilpuntte ber Kreidlinie gibf. it den Dbeiden
Teilpunften joll dagfelbe gejhehen und bdie Konftruftion {o oft wieder-
holt werben, bid dad Ganze (dliept.

Das Gefamtgebilde foll bejchrieben twerbemn. ™)

189) Uufgabe. Jn die BVogendretede, welde vom gegebenen
Rreife und je 3wei aufeinanber folgenden der vorher fonftruierten Kreis-
bogen gebilbet find, Beriihrungdfreife einzuzeidmen. )

ES

Bahlreiche Beijpiele mehrfady jymmetrijcher Fiquren finbet man in
ben Lehrbitchern fir gebunbenes Reichnen. Auf gotijdhe Mapiverie, bejonbders
auf Rofetten, fei aufmerflam gemadyt, tweil fie bortrefilidhe Jeideniibungen
geben und basd Werftindbnisd fiir die gotijhe Bautunft vermitteln. Man
pal. ®. Miiller: (bungsftoff fiir das geometrijdje Beidmen (Stuttgart bei
B. Neff); Weishaupt-Ridyter: Das Gange bed Linearzeichnens; By, I
(Leipzig bet $. Hieger).
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(Das Lot, welhed auf dem Symmetrieradiug eined Bogenbreieds
tm Cnopuntte ervichtet ijt, beviihrt bie beiden vollenbeten Sreigbogen
ped Dreteds. Diefe Tangente ift bereitd halbiert. Man zeidhne iiber
ber cinen Hilfte einen Halbbreis. Diefer gibt auf bem einen Gren:
bogen den Berithrung8puntt mit bem gefuchten Kreife, denn bie dret
betveffenden Tangenten miiffen gleid) lang fein.)

1L Soxtfebung des planinetvifhen Lehrgangs.
a) Die Lefre von der Kongrueny.
«) Die grundlegenben Kongruenzjdse fiir basd Dreied.

190) Aujgabe. Cin Dreted zu fonftruieren aus zwei
Setten und dem von ihnen eingefdhlojfenen Wintel

Uuflojung. Jn Fig. 41 feien a, b und < p bdie gegebenen
Ctiide. Man lege dbie Gerade « ald CB beliebig hin, trage bei ¢

it}
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an fie den Winfel » an, made den newen Sdenfel CA — b und
verbinde 4 mit B. Dann ijt Dyeied A BC dad gejudpte, denn es
enthdlt die gegebenen Stiide.

Bemerfungen. Die Aufgabe ift jtetd [58bar, fobald mur y ein
fontaber Wintel ift, was vorausdgefet werden foll. (It der < p =10,
jo jallt @eite b anf e Jft <<y = 180°% fo fdllt b in bie ju a
entgegengefepte Richtung. Jm exvjteren Grenzfalle wird Seite ¢ — a — b,
jalls a Ddie grdBere ift, im jweiten witb c=a -+ 0. Sn beiden
dallen ird die Dretedsflahe gleich NMull; im allgemeinen twird die
Sldahe verjdhieden bon Mull)

Die Aufgabe fithrt jtetd su ciner eingigen Lojung. So oft man

ein Dreiet and Dden gegebenen Stiiden fonftruiert, fei ed im einen
oder im enigegengefepten Sinne (Umtlappung), ftetd erhalt man

Dretecte, die fidh) mit dem zuerft fonftruterten deden.




b3 Tlanimetvie II.  Fortjebung ved Lehrgangs.

Qegt man némlid) dad zweite fo fonjtruievte Dreied jo auf das
ecjte, Daf die Winfel p aufeinander fallen und zwar mit den gleid)
langen Sdhenfeln, jo miiffen aud) bie Gnbpuntte B einanber Decen,
¢benfo die Gudpuntte A und demnach aud) die Lerbindungslinien A B.
Daber ftimmen die BVerbindbungadlinien in ber Liinge itbevein und bie
Winfel bei B, ebenjo die bei C in der Grofe. Uud) die Fldden:
infalte beiber Dreiecte ftimmen iiberein.

Darausd folgt
per erfte Songruenzjag: Stimmen zvei Dreiede in el
Seitent und dem eingefhloffenen Wintel ibervein, jo find jie
fougruent

Die genaunfen drei Stiide «, b, y geniigen Fur Konjtrultion
und ugleich zum Nachweife der Kongruenz, d. h. der Ubereinftimmung
ber iibrigen Stiide ¢, , f und F (Fladhe). Damit ift nacdhgewiefen, dap
bie Dreiecfe auch in fonftigen Stitden dibeveinftimmen miiffen, 3 B. in
gleichliegenden (Homologen) Hoben, in gleichliegenden Mittellinien, in
gleidliegenden Wintelhalbievenden, in Den einbefdhricbenen Kreifen, m
ven gleichliegenden An-Rreifen, in den Um-Rreifen ujiv.

191) Nufgabe. CEin Dreied zu fonftruieren aug einer
©eite und den beidben anliegenden Winkfeln.

Anflojung. Jn Fig. 42 fei a die gegebene Seite, f und y
feien die gegebemen Winfel. Man lege die Gervade « ald BC bes

liebig Bin, lege bet B und C die Winfel B und p auf bderjelben
Fig. 42.
[
J = 5 -'lrn.
.'F ““"\--.
/" .-"II e
f ".I. \‘J = pad
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I:‘- = i e e e Ll == {
2 B C
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,./'ﬁ’/
©eite an die Gerade an und verfangere die freien ©djenfel bis zum
Durdidnitt A, dann ift ABC dad gefudhte Dreied, denn ed Hat die
geqebenten Stiide.

Bemerfungen, Die Anfgabe ift ftetd (H3bar, jobald f -+ » < 180°
ift. (®renzfille findb B+ y — 0, wobei die beiden Schentel auf «
falfen, « — 180° und F = 0 wird, und p + y = 180° tvobei bie
Sdentel pavallel twerden und, tenn fie niht zujammenfallen, ein
unendliches Dreied geber.)
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Die Aufgabe Hat ftetd nuv eine eingige Qifung, denn alle anderen
Dreiede, die aud denjelben Stiiden fonftruiert werden, lafjen fidg mit
pem evjten sur Dedung bringen. Man fann fie namlid) mit ben
gleichen Seiten fo aufeinander fegen, dap bie gleichen Winfelpaave
aufeinander fallen. LWeil bdabei Dbie freten Sdyenfelpaare einanber
deden, mitfien aud) die Durdyjdnitidpuntte einander decen. Daburd)
ift dag [bereinftimmen in ben iibrigen Stitden b, ¢, ¢, F nacdhgetviefen.
(Die Tbereinjtimmung im Winfel « war dabei felbitverjtindlid)
Warnm?)

Davaud folgt
ber gweite Kongruengjng: Stimmen zwei Dretede in einer
Seite und ben beiden anliegenden Winfeln iiberein, jo find
jie fongruent.

Man fann aber all- Fig. 48.
gemeiner fjagen: !
Stimmen zwet e
Preiede in einer B
Seite und 3wei homo: o
(pgen Winfeln iiber= i |
ein, fo fiud fjie fon: / b
gruent. f \
192) Hufgabe. Cin I' fl
Dretedzufonftruieren | \
ausd bden Drei Seiten "x‘ / ; /
Nufldjung. Sind  \ / \ /
a, b und ¢ die gegebenen ‘\\ i X
Seiten, jo lege man 3. B. Mool /J—r’-,——-..._‘_.\\
a ald BC beliebig hin r—— \;/w’;h—‘ —‘:—}—h e -1
und fhlage mit ben Jivkel: e M_""i'_";/’ X
pifnungent b und ¢ Kreid- {-" \ o \
fogen um C und B. i Y
Sdyneiden Ddiefe einander
in A4, fo verbinde man A ’
mit B und €. Dann ift ' 7
S e

A ABC bag gejudyte
Drete, denn ed hat die
gegebenen Stiide.
Bemerfung. Die Anjgabe ijt jtetd [63bar, jobald die Sumnte
oer beiden feineren Seiten guifer ift al8 die dritte. (Im Grenfalle
a— b - ¢ fallen b und ¢ auf a und bder Flaceninhalt des Dretects 1t

Null.) Die Aufgabe Hat aber nuv eine einzige Lofung. Tenft man




T0 Plawimetrie 11 ,a\i."l.h‘bu[ q des Yehrgangs.

jih ndmlid) die Dretede mit der griften Seite jo aneinanber gelegt,
pap ein aug zivei gleid)jchentligen Dreieden bejtehenbdes Viered A BD C
entfteht, fo ijt Diejes fymmetrijd) gegen die Diagonale BC, aljo ift
A BCA >~ BCD. (Bgl. Fig. 43, die aber anbdere Budhftaben enthalt.)

PVean fann aud) jagen, dafy die ju gangen Kreifen vervolljtindigten
Sonjtruftiongbogen  einander brc‘fcn, paber auch ibhre Durchjdhmitte.
Aus der [bereinftimmung 3iveier Dreiede in den drei Seiten folgt
afjo die Mbeveinftimmung i ben drei Winfeln und im Fladeninhalt.

©o ergibt fich
per Dritte Qongruengjab: Stimmen 3wei Dreiede in den
drei ©eiten itberein, jo find Jie fongruent.

193) Cin Hilfsjah und feine Umtehrung Der griferen
bon jiwer Dreteddjeiten Tiegt ftetd der grioBere Winkel
gegeniiber.

Beweid. Jn Fig. 44 fei BO > AC, fodbaf man CA ald8 CD
bon CB abjdneiden famr. Man tue died und verbinde 4 mit D. Dant

it AN ACD gleidy-

¢ Btg. 44 jchentlig und<d=94,.
= Dabei ift << 0, al3

r,-"' 5 Aupenwinfel ded
/ af = AABD><8, alfo
f" = e PR H""‘a_x and) s d > <¢ B, jolg-
i fih it o, weldhed
o e Bl grifer af8 0 ift, m}

recht groBer ald |
Bemerfung., Den beiden fleineren Seiten eines Dreiects tnm
nur fpibe Winfel gegeniiberliegen. Der quihten Dretectaeite l:mm
eint fpiter Winkel (> 60°), ein rechter ober ein jtumpfer gegenitberliegen.
11111:1%&&1‘1‘ folgt:

C gig. 45- Dem groferen vou
/ B ,qmu' Dretedswin-
e feln liegt ftets die
/ e grofere Geite

;,f o e gegeniiber.
Vi e . = ._ Beweis,  Jn
o] otes L BN (1 e e
fodbap man <= § al8

L BAD = §, vom Winfel « absiehen fann. Tut man diesd nadh
Art der Fig. 45, fo ijt A 4 }Jj. gleichichentlig, 9. 0. BD — DA,
Sm A A0D ijt aber A C<CD 4 DA, aljo, dba man fiivr DA aud
DB jepen fann, AC < ¢D + DB, b.Y. AC < OB.




a) Qefre von Dder fongrueny. 71

Bemerfung. Die einem vechten oder einemt ftumbpfen Dreteds:
winfel gegenitberfiegende Seite ift jtetd die grifste des Dreieds. (Daber
war dad von einem Punfte auf eine Gerabe gefallte Qpt die fitrzejte
Qinie, die vom Punfte nach der Gevaden gejogen iverven fann.)

194) Yufgabe. Cin Dreted zu fonjtruieren aus 310 et
Seiten und dem der groferen gegeniiberlicgenden MWinkel

Yuildjung. Jn Fig. 46 feien a und b Ddie gegebenen Seitert,
a die qrifere davon; « fei Der a gegeniiberfiegene Winfel. TMan
Tege b a3 AC beliebig hin und lege bet A den Wintel ¢ ald 9 CAX
bavan. Sebt jhlage man mit ¢ um C einen freid, der die Gervade CX
an wei Stellen B und D fyneidben muf (weil « > ift). LVon
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oefen Wunften it nur der auf der Seite von « [liegende Punft B
proudhbar. Berbindet man B mit €, o Hat man bad verlangte
Dreied, denn e befibt die gegebenen Stiide.

Bemerfung. Dad Dreted ijt jtets miglid), jobald mu < e < 180"
(Was gejdhieht im Grenzjalle « = 180°%) Gtetd ift mur eine einmzige
Copmg moglid).  Madht man nimld bdiejelbe Konjtruftion nod) etn-
mal, fo laffen fich beide Beichnungen voljtindig jur Dedung bringen.
Der Sdiiler weife died jelbjt nac). (Cr fann aud) die Dreiece mit
ben Geiten @ fo aneinander legen, daf eine ymmetriide Figur entjteht.)

Darans folgt
per pierte Kougrucnzjoh: Stimmen zwei Dreiede in 3wet
Ceitenn und dem der groferen gegeniibervliegenden Winkel
iiberein, fo jind jie fongruent

pen

195) Nufgabe. Gin Dreied zu fonjtruieren aud e
Seiten und dem bder Fleineren gegeniiberliegenden Winfel.




T2 Plantmetrie II.  Fortjepung desd Lefhrgangs.

Auflojung. QJn Jig. 47 feien @ und b die gegebenen Seiten,
b Die fletnere bavon, f ber ihr gegeniiberliegende Winfel. Man lege
a ald BC beliebig hin und lege bei B den Winfel § alg <C CB X
an. Darauf {dlage man um C mit b einen RKreidbogen. Schneidet

biejer die Gerabe BX in zwei Punften 4 und A4, (wad nur auj

e B
&ig. 47. c
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oer @eite bes Winfeld g gefhehen fann, weil b < a ijt), und ver
bindet man € mit 4 und A,, fo geniigt jotvohl dag Dreied A B,
al3 aud) dag Dreied A, CB ber geftellten nufgabe, denn Leide b
fiben bie gegebenen Stiice.

Bemerfung. Soll die Aufgabe [65bar fein, jo muf erjtens
< B ein fpiter Winfel fein, da er der Heineren Seite gegeniibexlieqt.
Bioeitend muB b mindejtend fo lang fein iwie dag in der Figur ges
seidmete Lot CD. Jit b tirger als diefes, jo Hat die Uufgabe Feine
Lojung.  Jft b gleid) diejem Lote, fo Hat die Aufgabe eine Lijung,
und dabei ijt dag Dreied ein redtwintliges. IJft b langer ald diefes
Sot, aber fleiner alg «, fo hat die Anfgabe jivei Lojungen, eine mit
einem fpigen Winkel ¢ und eine anderve mit einem jtumypfen Winfel e,
ter ber Supplementwinfel von « ijt. (Warum?)

Ptan fann die beiden Dreiede, wie aud) Fig. 46 jeigt, mit den
©eiten b fo aneinanber legen, daf fie jujammen ein gletchjchentliged
Dreied bilden. Samtliche Dreiede, die man aud denfelben Stiicen
Tonftruiert, find enttoeber bem Dreied ABC ober bem Dreied 4, BC
fongruent. Bivei joldhe decen alfo eimanber, wemn die Winfel « in
beiben , gleidjartig” find, 0. h. beide fpif ober beide ftumpf, ober bLeide
redhte Wintel find. Der Beweid der Dedung fann iwie vorber dem
©dyitler itberfajfen werben.

Darausd folgt
per fiinfte Rongruenzjap. Stimmen zwei Dreiede in jwei
Setten und bem bder {leineven gegeniiberliegenden Winfel



lgemeines fiber Konjtruftionen und Kongruenzjdbe. 3

fiberein, unbd {ind bdie ber groBeren gegeniiberliegenden
Winfel gleidhartig, jo find die Dreiede fongruent.

£) Allgemeined ither Ronjtruftionen und Kongruenzidpe.

196) Ulle fonjtigen KRonjtruttionen von Dreieden aus bdrei
poneinander unabhdangigen gegebenen Stiden laffen jih auj bdie
fitnf bier angeqebenen qrunblegenden Dreiedfonjtruftionen
suriicfitbren.  Dasfelbe gift von ben fonjtigen Kongruenzjahen, Dbdie
gbenjo auf die Dhier angegebenen fiinj puriidjufitbren find.

Daf die gegebenen CStiide unabhangig voneinanbder jein miiffen,
eigt fidh 3. B. an den Dreiedswinfelu. Die Aufgabe, ein Dreied
aué gegebenen Winfeln «, § und » zu fonftruieren, ijt nur dentbar,
wenn y = 180° — (¢ -+ ) 1. Der Winfel y alfo darf gar nicht
gegeben iverben, demm er ift jdhon burd) « und S befjtimmt, midt un=
abhdngig von ihnen. Daber find undad)it nur ziver Stiide gegeben,
¢ und B, und bag drifte jur Ronjtruftion ndtige Stid fehlt nod).

BVei der finften Konftruftion hat man gejehen, daf eine Aufgabe
bisweilen zwet LWjungen Hat. Died beruht davauf, baf ein Kreis
einte ®erabe ober eimen anderen Kreis tm allgemeinen in ziwet Puntten
fhneiben famwn. Diefer Umitand fithrte bei diefer Aufgabe auf ziwvet
Punfte 4 und A4,. Uber bdies ift nidyt immer der Fall. So hat 3. V.
Fig. 30 der RKreis ebenjalls jwer Sdhnitte mit der Geraden, aber es
war trobdem nur ewne eingige Lojung der vierten Aujgabe mdghd).
Seber einbeutig [63baven Nonjtruftiondaunfgabe entipridt

ein Rongruenziab.

197) Die ﬁUlIﬁl‘lEfl’tL’=1i~':l‘1!if1__“5ﬁl'-"” perfangen in Der Hegel eine
Boruuteriudhung bdariiber, twie bie Anufgabe etiva angegriffen werden
faun. Diefe Unterjucdhung Dbejeichnet man als die Analyfid der
Aufgabe. An diefe jdlickt fih die Konftruttion an. Nadh BVollz
enbung Der lehteren ijt ber Beweis Ddafiir ju geben, daf dag fou:
ftruterte Gebilde bdie gegebenen Stiide fat. Die Analyjid fann
verfhiedenavtiq ausfallen, jodaf bisweilen ganz verjhiebene Kon-
ftruftiondwege mibglidh twerden. Je tweniger Grunbdoperationen man
dabet zur Ausfiihrung nbtig Hat, fiiv um fo befjer gilt bie Lojung. —
3n der NRegel wird nod) eine Unterjudung bdariiber verlangt, unter
welden Bedingungen die Aufgabe (68bar ift, wann fie eine obex
mehrere Lojungen Hat, 1und twelde Sonberfalle eintreten fonnen. Dieje
Unterfuchung beigt Determination.
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198) Beijpiel einer Dreiedsfonitruttion.

1. ufgabe. Cin rvedtwintliges Dreied Tu'['f fonftrutert
perden aus der Hypotenufe « und dber ju diejer gehdrigen
Hohe k,.

2. Analyfis. Man denfe fid) dag Dreied ABC gezeichnet.
= BAC fei ber vechte Wintel, ihm gegeniiber liege die Hypotenuje a,

DA fei die zu diejer gehirige Hobe £, .
; Man evinnere fidh ded Sabes, dafy der
- *'-; _35____""_&!; 4 Winfel tm Halbfreis e Redyter iit.
2 =T Demnach) muf die Spibe A ded Dret
e eenol efd auf einem $Halbfreife liegen, ‘m
R iiber BC=a a8 Durdmefier 3u
seihnen ijt.  (WMan jagt: Der geome:
— trijdhe Ort der Spibe A 1ft der zum
Durchmejfer « gehovige Halbfreid.)
Ferner mup Ddie Spige A von Dder
Hypotenufe den Abjtand 72, habem, d. h. fie muf in einer Parvallelen
3 a liegen, bie von diefer Geraben den Ubjtand A, hat. (Died ijt
ein zweiter geometrifher Ot fiiv bie Spige.) Durd) die Kenntnid dev
beiben geometrijhen Orte wird bdie Konftruttion ermbglicht.

3. Sonftruftion. o und A feien die uebjt dem vedten LWintel
gegebenten ©titfe.  Man lege a ald BC beliebig hin und fonjtrutere
bie zugehorige Mittelfenfredhte, der man bdie Linge M E =, gebe.
Auf diefer ervidhte man im Punfte £ ein Lot }-,'.\'. Um M lege
man mit MB einen Sreig, der da3 Yot EX in A jdmeide. Ler:
binbet man A mit B und ¢, jo Hat man in A BC bad verlangte
Dreied.

{. Beweis. Nad) der Konjtruftion ifft M B = MC, aljo geht
ber gefhlagene RKreizbogen durdh) B und € und ift ein Halbireid vom
Durdmeffer BC =a. Da << BAC ein Winfel tm Halblreife 1t
mup er ein Redter fein. ME ii'cllt jenfrecht auf BC und hat bie
Qinge k,, alfo hat das zugehirige Lot EX itberall, aud) bei 4, von
ber Dypotenufe ¢ den WUbjtand 7, b. . bie Hihe DA DHat die ge:
gebene Ldnge. Das Dreied hat demmac) die verlangten Stiide.

:?;t"{ 48.

e . . i S 2 TRy 3
5. Determination. Jit », fleiner ald3 der Radwué —- bdes

b
Rreifes, Jo jind zwei Sdnittpuntte 4 und A, mibglhd). Dieje geben
aber jwei fongruente Dreiede, denu A ABC und A A, CB find
= er R et e a ;v :
fymmetrijd) gegen die Mittelfentrechte. Jijt ~, = -, fo Wwird dad Lot

EX Tangente ded Rveifed, damn ift alfo nur ein Dreted moglich




AT

Allgemeines itber Konjtruftionen und Kongruenzidpe. (D

PR e DE i . ; = = = i ! 5 e i
und bdiejes it redhtivinklig gleidjdhenthrg. Jit L”,;-; =, |0 fjdhneiben

einander die beiden geometrifchen Ovte nicht, b. h. e3 ift feine ¥bfung
moglich). (Fiir den Gvemzfall 2, =0 fillt A nui B ober mit C
sutjammen.  Die Flache des Dreieds wird dann gleidh Jeull.)

Bemerfung. Jolgern fann man davaud den Safy: Stimmen
set rvechtvinflige Dreiede in der DHypotenufe und der jugehirigen
Hobe iibevein, {o find fjie fongruent. —

Biswet Iu: fiegt aber bdie 2Wjung der Aufgabe weit verftedter,
fobaf fie faft auf einen Sunftoriff hinausfithet. Aud) dazuw jollen
Beijpiele gegeben twerden.

199) Beifpiel einer andeven Dreieddfonjtruttion.

1) Anjgabe. Cin Dreied aud ben drei Mittellinien zu
fonjtruieven.

2) Unalpfis. Man dente fidh) dad Dreie ABC mit den Ddre
Mittellinten AD, BE und CF ober {,, &, #; gezeichnet und erinneve
jih Des ©abhed, bdah
dieje Geraden durd) ben Big- 49- A
felben Punft & gehen, [ [ |
purd) ben von jeber der | 4
britte Teil abgejdnitten . ' ek

wird. Danad) in LSl e ] % /
DG —=1it, BG =24, % | 4 S e
CG = ‘;r‘ Auperbem | | BT

it DB = DC. Madt | - Ak g
manalfonod) DH=DG, | it TR
fo it BGCH ein Paz | | B — =0
rallelogramm (denn die B S :
Diagonalen  Halbieren Fa it
einander). Die Hiiljte 74

B G H bdiejed Pavallelo-

gramms ift ein Drveied mit den Seiten 2f, £, i, fann alfo
leigt Fonftvuiert twerden, und auc) der NRefjt der Qonftruftion ift leicht
au itberjefen.

3) RKonftruftion. Sind in Fig. 49 £, &, t; die gegebenen
Mittellinten, jo {Hneibe man von jeder den dritten FTeil ab und fon-
jtrtere aud den Rejten dad Dreied BGH. Man made HD gleid)
14, siehe BD und verlingeve e3 um fich jelbjt iiber D hinaus, was
C gibt. H@G verlingere man itber G hinaud um fjich iL‘Hn"t was A
qibt. Berbindet man A mit B und €, jo ift ABC bad verlangte
Dreted.
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4) Beweid. Nad) der Konjiruftion iit D ber Halbierungdpuntt
pon BC, afio ift AD bdie eine Mittellinie Des Dreiedd.  Nad) der
Qonftruftion ift HA = 4t, HD=1t, ofjo AD=1#, b. b bie
Mittellinie AD hat die ridjtige Ldnge. Da aber Dex Punft G von
ihr ben Dritten Teil abjdyneivet, fo find BG und CG Teile der betben
anderen Mittellinien. Dabei it BG = 24, und audy gleiy $BE,
folglich ift BE = t,. Da nad) dex Qonftruftion G H und BC durd
D Balbiert find, jo ift dag Bieved BGCHU ein Parallelogrammn.
Folglich it GC = BH = 3t;. Da aber sugleid) GO = £ CF ift,
fo ift CF—=1t, a3 Dreied Hat alfo die verfangten Mittellintern.

5) Determination. Die Aujgabe ijt [6&bar, jobald bie Summe
oer beiben Heineren Mittellinien grofer ift al3 bie dritte, denn bann
fann A\ BGH fonftewiert und die Figur vollendet wevdenm. Jm
Grengfalle ¢, - f; =ty Wwird die Flade ded Dreieds ABC gleidh Null.
Warum? Sind stwei Mittellinien gleid), fo wird das Dreied gleid):
jchenflig, find alle drei gleid), fo oird e2 gleidyeitig.

Bemerfung. Darvaus ergibi fidh folgender Kongruenzjah: Stim=
men zwei Dreiede in den Mittellinien itberein, jo jind jie
fongruent.

200) Dritted Beijpiel einer Dreiedafonftruition.

1) Hufgabe. Ein Dreied ju fonjtruieren aus set Seiten
und ber gur dritten gehdrigen Mittellinie

2) Mnalyfis. Angenommen, ABC wive 0ad gefuchte Dreted
mit den Seiten BC = a und AC = b und der Mittellinie CD =4,
pantt [aGt fidh D alz Mitte eined Pavallelogrammd 4 ¢ BE betradyten,
weldhed @ und b ju Seiten und AB und CFE = 2{; ju Diagonalen
fat. Die Hilfte CBE diejes Pavallelogramms fann pemnady aud
den drei Seiten a b, und 24, fonftruiert twerden.

3) Qonftruftion. Man gebe der belichig hingulegenden Ge-
raben CE bdie Qéinge 21, dhlage um C und E Bogen vom Radius a
beztv. b, bie einander in B fdmeiden, jiebe BD und verldangere s
fiber D BHinaud um fich felbjt, und verbinde bem ncuen Gudpunft A
mit ¢ und C mit B, daun ijt ABC bad gejudhte Dreied.

4) Beweid und 5) Determination find einfa.

Bemerfung. Damit find jugleid folgenbe Uufgaben geldit:
a) Swifden zwei fonzentrifden RKreifen fei ein Bunit P
gegeben; durd) ihn foll vou Kreid ju Kreid eine Gerabde jo
gelegt werden, baf jie in P halbiert ijt. b) Gegeben jeien
swei fonzentrifde Rreife uud ein zwifden ihuen {iegender
Runft P. €3 foll ein Rechted gezeidnet werben, weldesd
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feine Gden ju je zweien auf dem beiben Kreifen und P jum
Pittelpunfte hat

201) Lajjen fidh zwei Bielede auf piejelbe Art in Hhomo:=
foge Dreiede gerlegen, jo jind bie Bielede fongruent.

Der Beweis ift fo einfach, daf er den Schiilern itberlaffen werben
fann.

Xn fongruenten Figuven ftimmen homologe ®eraben,
homologe Winfel, Homologe Kreife, homologe Flachenitiicde
fiberein.

y) Dretedsfonfrruitionen®)

202) Begeinungen. Die den Punften 4, B, C gegertitbers
liegenden Dreiectdfeiten follen in der Regel mit a, b, ¢ bezeichnet
werben, die zu A4, B, C gebivigen Winfel mit «, §, . Die Mittel-
finien de3 Dreiedd jollen ¢, f,, £, Deiften, die Winfelhalbicvenden, big
sur Gegenfeite gevednet, sy, w,, wy; die Hohen hy, hy, hyj dev Rabdiusd
bes Umfreifed », die Rabien bder vier Beviihrungstreile o, 05, 05, 05.
Dabet entiprechen bie Marfen 1, 2, 3
pen Budftaben 4, B, C beyw. a, b, c. g3
Der Wmfang eined Dreiedd Heife . /,\

Bei vedhtivintligen Dreteden joll Die /
Sopotenuje ¢ Beifen. Vet gleidy: /- \
jchentligen Dreieden joll b die BVafis /’ﬁh I

fein.
NS v nl En » £t 4s ToT o =
;‘(J.{__l Dretede ju fUII]hlE-.t.l\.‘.I ;’//, N
aus: 1) a, b n. 2) a b k. 3) a, = \
Fipp By &) @6, Boy Ra: D) @ b 4. /
6) a, {;, &. T} a, by, 3. 8) a b S~

I o i i e
RN A e R a B kl)w o g~ I.]
a, hs. 12)r, a4, 1. 13) 71, a & i In
14) o, @, f. 15) o, @, . 16) o, a,, ‘\ /
a, (a; wund a, jollen die durd) den /

Berithrungspuntt entftehenden Teile b /
von a jein). 17) o, w;, . 18) o, e
a, B. 151':] 0

e b % .
e . 20) 01, @y, Gy

1) o, wy, @ 22) o B k. 23) o, B By 24) o5, ¥ Iy.
9 )

:
: o S ¢ {
V@ o 0 26) ity gy 05 20) &, 05 Ry 28) «, 03, By (bgl.

9
9
# Einige der ufgaben find jchon vorfer bejprodhen.
#) Per Ort der Mitten aller Sehnen, die bon einemt Punite der Kreislinie
audgehen, ift ein Beriihrungstreid vom Halben Rabdiusd. (BVgl. § 153.)
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Fig. 50). 29) AUus den Seiten ay, by, ¢, bed Hohenfufpuntibreieds.
30) Aus a, § und der Summe s der beiden anbderen Seiten. 81) Wus
@, f und bder Diffeven d ber beiden anderen Seiten. (Vei bdiefen
beiben Anfgaben fommen Sdse vom AuBenivinfel beim gleichicdhentligen
Dretede zur Anwendung.)

204) Redytwintlige Dretede ju fonftruieren ausd: 1) Hy-
potenufe ¢ und Rathete @. 2) Hypotenmuje ¢ und «.  3) Pypotenufe ¢
und Hobe ;. 4) Hypotenuje ¢ und #,.%) 5) o und jpisem Winfel «
6) o und RKathete a. 7) o, (an Kathete «) und «. 8) o, und f.
9) ¢p uno @ 10) o und py. AE) g IMb o5 12) g, D 0.
13) o5 und a. 14) g, und f. 15) Hypotenuje ¢ und Summe s
ber beiden Kafheten. 16) Hypotenufe ¢ und Unterfchied d der beiden
RKatheten.

205) Oleidhfdhentlige Dreiede zu Eonjtruieren aus:
1) Bafis b und Hobe 7, (oder o;). 2) Bafid b und ¢. 3) Bafis b
und g,. 4) Bafid b und < f. 5) Bafisg b und ¢,. 6) Bafig b und 7, .
7) o und o,. &) o umd hy, (pber g;). 9) o und . 10) o und c.
11) @ und k. 12) « und w,. 13) B und w,. 14) o, und g.
15) g unbd «. 16) ¢, und e 17) g, und B.  18) a und .
19) b und Summe s der Schenfel. 20) a und Summe bder bLeiden
anderen Seiten. 21) r unb b. 22) r und @. 23) » und f. 24) r und «.

Der Schitler verjuche, die Beifpiele diefed Abjdnittd felbft su vers
mebhren. (Die Wintelhalbievenden pilegen Schivierigfeiten zu madhen.)

d) Einige anbere Ronftruftionen

206) ®egeben jeten eine unbegrenzte Gerade KL und
swet Punfte P und @ auf derjelben Seite der Geraden.
Auj biejer foll etn Punkt X {o bejtimmt tverben, dap deffen
Lerbindbungslinten mit P und ¢ bie Gerabde unter entgegen=
gefept gleidhen Winkeln {dneiden®*)

uflojung. Man jpiegele @ gegen die Gerade, wad @, gibt,
verbinbe @, mit P, wad den Sdmittpunft X gibt. Died ift der ge:
fuchte Punft, wie fich aud der Geraben X @ leidht ergibt. — Beweis
bem @djiiler 3u iitberlajfen.

Bemerfungen. Statt Q 3u jpiegeln, fann man auch P fpiegeln.
— eht bon @ em Lichtitrahl an die jpiegelnde Gerabe KL, o wird
er fo auriidgeworfen, daf <« =« ift. Gr bat alfo, um von @

) Bgl. Anmm. 2) auf Seite 77.
=5 Piefe Nufgabe wird vielfadhe Anwendung findben.
. ] g
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aud ing uge, welded fid) in P befinden mige, zu gelangen, den
fonjtruterten Weg ¢ X P juriidzulegen. Dasd Auge jieht dann in der
Lerlangerung von PX dad
Spiegelbild ¢, von Q. &ig. 51.

Die Gerade @, P= X0Q,, Lo
+ PX ijt ber fiivzefte LWeg e
soifdgen @, nnd P Folg: T
lidh i)t aud) QX + X P dex e o e
tiivzefte Weg, der bon @ ausd 5 - =
sum Spregel und dann nad) /
P fithrt. Der Lichtitrahl, dex i S
pon @ jum @piegel und nach \ / N
pem Auge geht, hat bemnad \
den Fiivzejten unter den mig- vy
lihen Wegen ecingejdhlagen.

207) Gegeben jeien eine unbegrenzte Gerade AL unbd
swei beliebige Punfte P und @ auf verjdyicdenen Seiten der
Gervaben. Wuj diejer joll ein Puntt X jo fonjtruiert werden,
baf deffen Verbindungslinien mit P und @ die Gerabe unter
entgegengejeht gleichen Winfeln jdhnetben®)

(Die Aufltjung joll bem Sdhiiler fiberlafjen bleiben, ber iviederum
mit Der Spicgelung ded einen Punftes zu beginnen hat. Cr verjuche
auch zu zeigen, dbaf Dder lUnterjdhied Dder Wege PX und X @ ein
Pidjtwert fiix alle moglichen Wege von P zur Geraden und vom
Sdynitthuntte nad) Q ijt.)

208) Jnuerhald eined gegebemen Winfels PYR feien
stwei Punfte 4 und B gegeben; auf den Sdenfeln jollen
Runfte ¢ und D {o beftimmt werden, dap AC und CD mit
bem einen Sdenfel entgegengefet gleidhe Winfel bilden,
C'D und DB mit dbem andeven. (Fig. 52.)

(Man bilde bie Spiegelbildber 4, und B, von 4 und B in
bezug auf die Sdentel PQ und @R, dann gibt bie Gerade 4, B,
bie gefuchten Punfte C und D. Bilbet man bdie Spiegelbilber A,
und B, in bezug auf die vertaujhten Sdjenfel, fo erhilt man ein
seited Punfipaar €, und D,. Die Beweije fiihre der Schiiler.)

Bemerfungen, Denft man fih in A ein RKerjenliht, in B
ba3 Auge der Beobadhters, und find PQ und QR Spiegel, jo ift
AC -+ CD + DB der Weg cines zum Auge gelangenben Licdhtjtrahls,
ber von jebem ©piegel unter demielben Winfel zuriidgetvorfen (ve-

) Diefe Aufgabe wird vielfacdhe Unwendung finben.
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fleftiert) wird, unter dem er auf ihn fallt. Dad3 Auge jieht dann in
ber Werlingerung von BD ein Spiegelbild 4, von 4, und war ijt
A;B=AC+ CD + DB. Audh in A, fieht dad Auge ein Shiegel-
bild bon A, und dabei ift A, B=A4AC, + C, D, + D, B. — QP ijt bag
©piegelbild von QP, QR” da3 Spiegelbild von QR. Jn der Figur
jfindb 4, und A, mit A4, und 4, in gewiffe Beziehung gejept. — Jit
< PQR flein genug, jo jteht dad Auge B nod) weitere Bilber von 4,

die durd) dreimafige, viermalige ujw. Reflerion an den Spiegeln her-

> Hig- 52,
A
)
G ==~ :
= =P o 2
J'rla"'_ = 5 i [
B--- =S
45 iz P
=~ TP
4 I)J
}'l
‘R

vorgebracht tverden. Uud) fiir bdiefe Spiegelungen verjudhe man bdie
LWege der Vidbtitrahlen zu fonftruieren. Man unterjudie, ob der Weg
AC+ CD + DB ein fleinjter Weg (Minimaliveg) fiir dben Gang
von A nad) dem erften, dann jum weiten Spiegel, dann nach B ift,
ebenfo 0b AC"+ C'D"+ D'B ein Minimalweg ift ujin. — 4 und B
fonnen thre Nollen vertaujhen. Je nad) ibhrer Lage Ffomnen gewiffe
Sonberfille eintreten.

208a) Man verjude diefelbe Aufgabe fiir eine von drei
iptegelnden Geraben begrenjte Flade zu [Hien.

209) Cine Gerade von gegebener Linge a fo in einen
fejten redhten Wintel POR einzulegen, dap ihre Cndpunite
auf den Sdjenfeln fiegen und fie den einen Sdentel unter
gegebenem fpiben Wintel « jdhneidet.

(Nach dem Sae iiber den Um-Rreid des rvedtwinfligen Dreieds
hat bie Mitte der Gevadben zum geometrijhen Ort einen wmn @ mit

_ ¥ r -ty o - s A " ¢ ¥
pem Radiud - bejdhriebenen Kreidbogen. Man zeichne einen Hadiusd

*) Einiges aud den obigen Ubungen wird wiederfolt.
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: [ P e . ¥y = . i
QC = 1o, paB < CQP gleid) « ijt, und jdhlage um C einen Lreis:

bogen mit bemfelben Radius ‘: , der QP in A jdneidet. AC ift
pann die Hilfte der Geraden in der geforderten Lage, die BVerlinge-
rung CB b8 jum anderen Sdjenfel vollendet die Fonftruftion.)

Bemerfung, Gleitet eine Gevade von gegebener Liinge mit den
Endpuntien auf ben Schenfeln eined fejten vechten rechten Winfels, fo
bewegt fid) ihre Mitte auf dem befprochenen Kreije. Gleitet aljo bex
eine Cndpuntt auf bem einen Schenfel und twird die WMiitte duvch eine
Kurbel auf bem genannten Rreife gefithrt, jo mup fid) der anbdere
Cndbpuntt gevadlinig bewegen. (Cine widtige Geradfiihrung bder
Meajdyinenfunde.)

b) Lehre von den Parallelogrammen.
a) Die grundlegenden Sipe in fiberjidtlider Jujammenitellung.

210) Die Gegenjeiten und ebenfo die Gegenwinfel des
Parallelogramms {ind einander gleid.

Beweid. Durd) die Diagonale BD wirh Had Parallelogramm
ABCD (Fig. 53) in zwei fongruente Dreiede geteilt, benn beide
Dretecte ftinumen iiberein in bder
Geite BD, in ben Winfeln 4,
und B, (bie als Wedjjelwinfel bei O 7
LParvallelen gleich find) und in den \\\\ f/
Winfeln g, und d, (aud demfelben / = /
Grunbde), alfo nad) bem jweifen :
Songruenzjabe. Folglid) find die _j/_(g___ == QL;}
ven gleichen Winkeln gegenitber- ~
liegenden Seiten gleid), 9. §. AB = CD und 4D = CB; ferner ift
a = y, auferbem aber o, + dy =, + By, 0. h. <CADC =< ABC.

211) Sind in einem BVieved je zwei gegeniiberliegende
Geiten einander gleich, fo ift e ein Parvallelogramm.

Beweis. Die Kongrueny der Dreiede in Fig. 53 folgt jebt nach
pem Dritten Rongruenzjage. Wus ihr jolgt 4, = B,, jodbaf AD || BC
ift; auferdem folgt &, = B, jobafy and) CD | AB ijt.

Fig- 53

212) &ind in einem Biered wei Seiten qgleid) und
pavallel, fo ijt ed ein Parallelogramm.

Beweis, Jjt in Fig. 53 A B H CD, jo folgt aus dem Bavallelis-
mus, bap d, = f, ijt. Die Dreiede ftimmen jept in jwei Seiten und
dem eingefdhloffenen Winfel diberein, find alfo fongruent nady dem

Holagmiller, Elementarmathematif. I. 4. Mufl 6
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o

erften Qongruenzjape. Folglidh it aud) d, = f, und daber and
AD | €B, aljo ABCD ein Parallelogramn.

213) Die Diagonalen jedesd Parallelogramms halbieren
etntander.

Beweis. Sn Fig. 54 find die Dreiede ABE und CDE nad)

bem jweiten Kongruensjope fongruent, denn DC = AB, d = und

y = «, folglid) find Die den glei-

LR chen TWinfeln gegeniiberliegenden

];WW_ =: J;('I s Seiten gleid), d. h. AE = EC
SN T S ST DR = B

A { o= jc{, Bemerfung. Jedes Paral-

e felogranim Dat ztwer Mittellinten

ey (FG und HJ), die zu ben

Pra '-;i'—' — B Seiten parallel find und bdurd)

pent Durchjchnittdpuntt der Dias
gonalen gefen. Sie zerlegen Ddad Rarallelogramm in vier fongruente
Rarellelogramme, denn diefe laffen fich mit ben gleichliegenden Diaz
gonaflen o aufeinander deden, dafy fomgruente Dreiede (3tveiter Kon-
qruenzfai) aufeinander fallen. Die Mittellinien Halbieven alfo die
Seitenn und find ihnen besiiglich gleich. Jede burc) den Mittelpunit
bes Pavallelogramms gelegte Gevade zerlegt das Parallelogramm in
fongruente Hiljten.

914) Halbieren jidh in einem Bieved die Diagonalen
gegenjeitig, fo ijt das Bieved ein Barallelogramur.

Beweis. St in Fig. 54 DE= BE und AE = CE, jo fnd

dic Dreiede ABE und CDE bda aud) die Sdeiteltvinfel iiberein-

ftimmen, fongruent (nach) dem erften

f_”;_'% Rongruenzjage). Folglich ift A B=CD,
// “\\ und da aund) die Wechjelointel fiberein-
/ - Ay ftimmen, AB | ¢D, alfjo it ABCD
AR £ SEmE 4k : i
L | ein Parallelogramm.
= N _
( l— .EH‘““- e % \ \ et - : L
G| b———o af;m{:: —H" 215) it im Parallefogramm ein
\ - i ! ’ - 'l [ i £ 1
| /,/ |/ Wintel ein rechter, jo find jamtliche
4 | R tretd | == ; v ks z
| e 'rl‘ —>Jp  Winkel rechte (warum?), pad Parallelo-
N ' / gramm ift aljo ein Redted. Jm
S e Redhted jind Dbeide Diagonalen

gleid). Sind in einem Parallelo-
qramm bie Diagonalen gleihlang, fo ijt e ein Nechted. (Warum?)

Durd) die Celen des Nechteds (aft fich ein Kreid legen. Dad Redhted
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hat wei Symmetricad)jen, bdie Mittellinien Ddesd Rechteds. (Vgl.
Fig. 55.) Der dem Redted umbefdhricbene Krei3 ift gleichzeitig Dex
pen rechtivinfligen Dreieden ABC, A BD ujw. umbejdriebene. (Bgl.
Winfel im Halblreisd.)

216) ©ind in einem Parallelogramm Fwei zujammen:
ftogende Seiten gleid), jo find alle Seiten gleid) (warum?),
pad Parvallelogramm ift aljo ein Rhombus.

Der Rpombus wird durd) die beiden Diagonalen in
pier fongruente Dreiede jzerlegt (Warum?) Folglidh: Jm
Mhombus jtehen die Dia-

gonafen aufeinanber jenfs &i“'fiﬁ'

vedht. VBeide jind Symmetries H o F

adfen bed Rhombus. Die _,,--—//T| \:mh

Wintel des Rhombus iwerden ==l ______\E___"‘_fxi__ %
ourd) die Diagonalen halbiert. ~ SR T e
Die vom CSdnitthunfte der Sl /
Diagonalen auf die Seiten des j:*_;— 7

Rhombug qefallten Lote find
gleich fang, 1in den Rbombug [apt fidh alfo ein Kreid befdreiben
(Bewetje died an Fig. H6.)

©teben in einem Vieved die Diagonalen aufeinander

jenfredht nnd DHalbieren fie {id) gegenjeitig, fo ift da3
BVieved ein Rhombusg. (Warum?) Werden in einem Paral:
felogramm bie Winfel durd) die Diagonalen halbiert, jo ijt
¢d ein Rbombus. (Warum?)

217) Dad QVuadrat ift Rhombus und Redted zugleid), jeine
Diagonalen find aljo gleid), Halbieven fich gegenjeitig und fjtehen aufs
einander fenfredht. Die Winfel ded Duabdrated twerden bdurd) bie
Diagonalen halbiert. Jn dad Cuadrat und uwm bdasdfelbe [agt fid)
ein Qreid bejchreiben.

p) Duabdbratfonftruttionen.

218) Folgende Ronftruftionen jind {don durdgefiihrt
worben: Uber einer gegebenen Geraben ein Duadrat zu erridhten.
Ein Quadrat von gegebener Diagonale zu zeihnen; oder, wad bas-
felbe 1ijt, einem gegebenen Rreife ein Qaadbrat einjugeidhnen. Um
einent gegebenten Rretd ein Quadrat zu jeiduen. Cinem gegebenen
Luadrate ein geqebened fleinered einzuzeichnen (jodak deffen Eden auf
feinen Seiten fiegen). Um ein gegebenes Duadrat ein gegebened
griferes zu legen (jodaB Deflen Seiten durd) feine Ecen gehen).

b
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219) Folgende Ronjtruftionen jollen burdhgefithrt
fverdemn:

1) Gin Duadrat zu jeidnen, dejjen Umfang gleid) etner ges
gebenen Geraben 1jt.

2) QJn ein gegebened gleihichentliges DreieE ein auj der Grund-
{inie ftehendes Quabrat fo einguzeidynen, dap Dbefjen obere Ecen in
bie Schentel fallen.

[Denft man fih) die Figur gezeichnet, jo ervfennt marn, paf fie
einfach fymmetrijch ift.

Xjt BC die Grundlinie ded Dreieds, A D bie Hibe, ErGH
baé Quadrat mit der Grundlinie EF, die auf BC liegt, fo ijt diefes

in et Rechtede vom Seitenverhaltnid 1 : 2

s serfegt. Die Diagonale AG Hat eine be-
f ._ jtimmte MNeigung gegen AC, die dem Rathe-

b S tenverhiltnis 1 :2 entjpricht.

ARy \\ Man Hat aljo in dem gegebenen gleid)-
—1 jchenfligen Dreiedt dad Lot DA zu fillen,
.|__._ﬁl-"' A voit A aud von der Grunbdlinie ein beliebiges

i/ X

\ Stitd AF, abzujdneiden und im Enbdpuntte
\_ ein Qot F, G, von doppelfer Ldnge zu er-
A —  ridten, AG, zu ziehen und jo tweit ju ber:
{angern, bid e3 Den Sdjentel in & trifjt,
purc) G die Parallele G H gur Grundlinie zu legen und dad Luadrat
st vollenden. |
3) Sn einen gegebenen Halbfreid ein auf dem Durchmefjer jtehen
bes Qatabrat einguseichnen, von dem iwei Eden in die Kreislinie fallen.
4) Sn ein gegebened Rreidfegment ein Luabdrat in entjprechender
Weife einguzeichnen.
5) S einen gegebenen Seftor ein Quadrat jo eingugeidnen, dafy
stwei Gcen auf ben Rrcidbogen, ziwei in die Grengradien fallen.
(Dean geicdne in den Winfel des Seftord zunddhft ein Fleineres
Oatabrat fymmetrifh ein und fege durd) Ddeffen Grumbdeden ben Fu-
gehorigen fomgentrijchen Qreisbogen. Dann verbinde man bdie Spise
it ben Grundecen ded Hilfsquadrated und verldngere bie Geraden bid zum
geqebenen Rreigbogen. Died gibt die Grunbdeden des gejuchten Luadrates.)
6) Jn einen gegebenen Rhombus ein Duadrat einguzeidynen.
7) Ginem gegebenen Doppelfegmente®) ein  Daadrat ein:
aubejchretben,

# 8 ift die Figur gemeint, die burd) Uneinanderfegen yweier fon-
gruenter Rreisjegmente lings der Sefhnen entjteht.

——
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8) Durch den Mittelpuntt eines gegebenen Duadbrated fei eine
belichige Gerade gelegt. Um bas Tuadrat il ein andered befchrichen
werben, von dem el Gegeneden auf der Geraben fiegen. (Man
hiloe bon einer der gegebenen Databrateden das ©piegelbild.)

A\
A
.fJI

220) Uufgaben ofue Kreife.

1) Gin Redytet von gegebenem Umfange fonftruieren, bet bem
Sa8 eine Geitenpaar doppelt fo lang ijt ald Das anoere.

2) Diefelbe Aufgabe fiir has Seitenverhiltnis 3 :1 ober 4: 1,
pber 3 : 2, ober 4:3 ujw. 3u [bien.

3) Gin Redhte von gegebenem Umiange «» und gegebener Dias

Redptedstonjtruttionen

; : >y i o . . ’ (1]
gonale d gu geichnen. (Man fonjtrutere sunddft ein Dreted aus -,

bem anfieqenden LWinfel 45° unb der diefem gegeniiber liegenden Seite d.
_ lnten iwird fich noch ein anberer Weq ergeber.)

4) Gin Rechted von gegebener Hihe in ein gegebened gleid):
fchentliges Dreied fo einjugeihnen, oaf e auf defjen Grundlinie jteht
unb zwet feiner Ecden auf den ©dhenfeln bat.

5) Diefelbe Anjgabe Hiv ein Redhted mit gegebener Grundlimie
2t [dfen.

6) Diefelbe Aujgabe Hie ein Jechted mit gegebenem Seiten-

perhltnis 2 : 1 ober 1:2 zu [bfen. (e pilfte des Redhteds, die
purd) bie Dreiectshihe Dbegrenst witd, Hat eine Diagonale vom be:
ftimmter Jeigung. Bal. 151a.)

7) Diefelbe Yufgabe mit Nedteden von beliebigen Seitenverhalt-
niffen, 3 B, 3:1 ober 1:3; 3:2 oder 2:3;5 4:1 pder 1 : 43
{ -3 pber 3:4 ujw. zu [bjen.

8) Folgenden Hilfsfap su beweifen: Samtlidhe Redytede, die
einem Quadrate einbefdhrieben jind (wobei ihre Seiten
paarweife parvallel u pejjen Diagonalen fein miiffen), haben
penfelben Umfang, namlid) bie doppelte Diagonale. (dz : )

9) Folgerung: Denft man fich diefe Rechtece fo auf die eine
Diagonale Heg Duabrated gefjtellt, vaf die andere Diagonale gemein:
ichaftliche Shmmetrieachie bletbt, jo fiegen Ddie freien Eden auf ben
Schenteln eined gleidhichentligen Dreieds, deffen Grundlinie ebenjo wie
bie Hihe gleid) Dder Duadbratdiagonale ift. Davaus folgh: Hat el
gleidhfhentliges Dreied eine $Hiohe, die gleidh ber Grund:
(inie ift, fo Daben afle auf bem lehteren ftehenden ein-
befdriebenen Redhtede Ddenfelben Umfang, ndmlid Ddie
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poppelte HPohe (BVeibe Sipe lafjen jid) zu Konjtruftionen benupen,
bet bemen es fich um Rechtede von gegebenem Wmfang Hanbelt.)

10) Die Aufgabe 3) mit Hilfe ded unter 8) bejprodjerten
Quabdrated zu Tojen.

11) Gin Rechted von gegebenem Umfange und gegebenem Sdynitt-
winfel dber Diagonalen zu zeichnen. (BVgl. dad unter 8) Dbefprodjene
Quadrat; zivei Lojungen find miglid).)

12) Die Anfgaben 1) und 2) mit Hilfe des unter 8) bejprochenen
Quabrated zu (ifen.

13) €in Rechted von gegebenem Umfange in ein gegebenes gleid)-
{chentliges Dreted jo einguzeidhnen, daf ed auf der Grumdlinie jteht
und swei Gden auf den Schenfeln hat. (Man benupe dad unter 9)

- s : ; B : :
genannte gleidjchentlige Dreted mit b =4 = _ - Wo die jujommen:

gehovigen Schentel beider Dreiede cinander jhneiden, liegen zwei Eden
oes gefuchten Redyteds. Schneiden fidh diefe Schentel nicht, jo ift bie
Aufgabe unlighbar. Die Determination mit den Grenjfillen ijt ans-
fithelich zu Dbeavbeiten.)

14) Cin Redjted von gegebenem Umfange in einen gegebenen
Rbombus einguzeichuen. (Man ziche dad unter 8) bejprochene Dunabrat
g Dilfe.  Die Determination ift ausdfithelih u geben.)

15) Gin Redhtet von gegebenem Seitenverhaltnid in einen ge-
geberent  Jthombus eimpuzeichnen. (Dad Verhaltnis fei 3 B. 1:2
pber 2:13 2:3 ober 3:2: 1:4 pher 4 1; 3 :4 pber 4 : Ei.:}

16) Cin Redhted von gegebener Diagonale in einen gegebenen
Rhombud einzuzetchnen.

17) Gin Redte von gegebenem Schnittwinkel der Diagonalen
in etnent gegebenen Rhombus einjuzeichnen.

18) Cin Redhted von gegebener Seite in einen gegebenen Mhom-
bus eimjuzeichnen. (Bwei Lojungen.)

19) Um einen Rhombud ein Rechted zu Lefdhretben, von dem
eute Seife der Ridhtung nach gegeben ijt.

20) Um ein gegebenes Mechtect ein anbeves ju fegen, von dem
eine ©eite ber Ridhtung nad) gegeben ijt.

21) Jn ein gegebened Rechted ein andeved von gegebener Dias
gonale einguzeichnen. (Die Diagonale ift in enge Gremgen -ein-
gejchloifen.)

22) Folgenden Hilfdjap zu beweifen: Die einem vedhtmwintlig
gleihjdentligen Dreiede einbejdriebenen Redtede, bdie
Stitde der Ratheten jur Seite haben und deven cine Cde in
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ote Hypotenuje fallt, haben famtlidy benfelben Umfang.
(Ginfache Folgerung bon 8.)

23) Einem Delicbigen vechtvintligen Dreiede ein Redhted ge-
gebenen Umfangs efigugeichuen. (Die Qofung beruht anf dent porigen
Hiffsfae. Man nehme ein gerifjes vedtivinflig-gleidhichentliges Dretec
s Hilfe.)

921) Uufgaben mit Sreifen.

1) Ginent gegebemen Qreife ein Nechted cingubejchreibent, von demt
cine Seite gegeben ift, bie Horizontal jein joll.

2) Ginem gegebernen Qreife ein Rechted einzubejchreibent, fitv
weldes der Sdmittivinfel Dder Diagonalen gegeben {ijt und  defjernt
qrifere Seite enttveder wagevedyt oder fentvecht fein joll.

3) Ginem gegebenen Qretfe ein Nedyted vom Seitenverhiltms 1 : 2
einzubejchreiben, defjen qropere Seite entiveder wageredht oder jenfredht
jein foll. (Man geichne aundchit ein beliebiges Rechtedt diefes Seiten
perhiltnifies mit einer Diagonale und benupe den pabei auftretenden
Wintel.)

4) Diefelbe Aujgabe fitr beliebiges Seitenverhiltnid zu [Biemn.

5) Einem gegebenen Qreife cin Nechted vor gegebenent Umfjang
einzubejchreiben, dejjen qrifere Seite entiveder wageredjt oder fenfredt
fein foll.  (PMan fann 3 B. bas in S, 220) unter 8) bejprochene

s

=

Duadbrat benupen, weldyed oent reid jchueiden iwird, tvenn pie Wuy=
gabe H3bar ijt.)

6) iz 10) Die Aufgaben 1) pis 5) fiiv ben Fall zu Ldjenm,
pafy dag Rechte etnem Hatbivetje fo cinbejchricben twerden foll, dak
¢3 auf deffen Durdhmeffer jteht und sei @cen i den Rreidbogen
fallen. (Die gednderte Yufgabe 1) gibt zwei Xalle, entweder ijt die
Grunblinie oder die Hihe des Redyteds gegeben. Die gednderte Auf-
gabe 2) fann man fo {5fen, bap man zunddit ein beliebiged Redhted
mit dem gegebenen Schnittwintel er Diagonalen geichnet, diefes purd)
oie eine Mittellinie Halbievt und bie eine Diagonale dev Redytedshilite
seichnet.  Die Neigung diefer Diagonale ift bei dem gegebenen Halb-
freife s Genupen. Sihulich ift bei ber gednbderten pritten und vierten
Yufgabe zu verfahren. Bet der gefinberten fitnften fann basd in Nr. 220)
unter 9) befprochene DretecE benupt werden.

11) big 15). Die ufgaben 1) bis 5) fiir Den Fafl zu {Bfen,
oaf bas Mechtedt in entfprechender Weije einem gegebenen Kreidjegmente
einbefchrieben terden joll.

16) bisg 20) Die Anujgaben 1) big 5) fiiv den Fall ju [fen,
bap dag Mechted einem Riertelfreife jo einbejdhrieben twerden joll, daB
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bie Redytecte Teile der beiden remjradien jur Seite Haben und die
freie Gcde in die Rreidlinie fallt.

21) Man verfuche einige diefer Aufgaben fiir den Fall zu lofen,
DaB Dbas Jedted einem gegebenen Rreidfeftor fpmmetrijh jo ein-
bejdjrieben toerden foll, dafy dag eine Cdenpaar in die Kreislinie, dad
andere in bie Gremzradien fallt.

22) Ginem gegebenen Doppelfegmente ein Rechted nad) Art der
Aufgaben 1) bi8 5) eingubejdhreiben.

d) Rhombustonfiruttionen.

222) Uufgaben vlhune Kreije.

) Um ein gegebened Quadrat einen Rhombus su setdhnen, von
pem ein Winfel gegeben ijt.

2) Um ein gegebened ﬁ,unbmt einent Rhombusd zu zeichuen, von
pem eine Diagonale gegeben ift.*

3) Wm ein gegebenes Euabmt einen Jhombud ju zeichnen, defjen
Diagonalenverhiltnis gleich) 1:2 ift. (Man seichne die Mittellinien
bed Yuabdrates und geidue einen beliebig qrofien Rpombug vom
Diagonalenverhdlinis 1:2, fiiv die die Mittellinten die Symmetrie-
adhfen find. Bu feinen Seiten fege man Pavallelen durd) die Gefen
Des Luadrates. Die Ronjtruftion (aft fich erheblich abliirzen.)

4) Diefelbe Aufgabe fitv ein beliebiged Diagonalenverhiiltnia U
1ifen.

5) big 8) Die Aufgaben 1) bis 4 ) dabin abzudndern, dafy ber
Rhombug etnem gegebenen Redht ect umbejchrieben twerden foll.

9) Jm einen gegebenen N menIum einen anderen einguzeichnen, von
dem bie Linge einer Diagonale gegeben it

10) Jn einen gegebenen RHombud einen mﬁerun einjugeidhnen,
bon dem bie Nichtung einer Diagonale gegeben i

11) Wm ein gegebened Quadrat einen :h[_mntbué:% au legen, Det
dem ber eine Winfel das Doppelte, oder das Dreifache, vber bas Fiinf:
fadhe ded anberen ift. (Der geftvedte Winfel ift bezw. in 3, 4, 6
gleihe Teile zu serlegen.)

12) Diefelbe Aufgabe filr den Fall des Redhteds ftatt Ded
Luabrated zu Idjen.

13) Cimen Rhombus zu fonjtvuieven, von dem ecine Seite und
bie Summe ber Diagonalen gegeben ijt. (Man fonjtruiere sunddit

*) Die Aufgabe, um ein Duadrat einen Rhombus zu seidhuen, von dem
! b ! i : ; (i ] 1A ' 4
eine Seite gegeben ift, 1Bt fich erft anf einem Hoheren Standpunite lben.
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ein Hilfsdbreied aus der halben Diagonalenfumme ., dem anliegenden

Winfel 45° und der diejem gegeniiber liegenden Rhombusjeite a. Durd)

b "'I T . . -~ 13 ' - C 5
Beidnung bder zu - gehorigen Dreieddhihe twird der Tuadrant des
gejuchten Rhombus vollenbdet. )

14) Durd) den Mittelpunft eined Rbhombué fjei eine Gerabe
gelegt. Um ben Rhombusd einen anberen zu zeichnen, der zwei Gegen-
eden auf der Gevaben DHat. (Man bilbe dag Spiegelbild einer Dder
Rhombuseden. )

223) Unfgaben mit Kreijen.

) llm einen gegebenen freid einen Rbombusd ju legen, bdefjen
tagonale nad) Ldange und Ricdhtung gegeben 1ft.

) Um einen gegebenen freid eimen Rhombus zu legen, von
pem ein Winfel gegeben 1jt, und beffen eine Diagonale eine gegebene
Richtung Haben joll.  (Verfchiedene Falle find mbglich.)

3) Um einen gegebenen Kreid einen Nhombusg zu legen, von
bem cine Seite @ nad) Linge und Ridhtung gegeben ift. (Man fon-
ftruiere zunddit ein vedhvinfliged Dreied von der Hypotenuje « und
der jugehirvigen Hobe o.

4) Um einen gegebenen Kreid einen Rhombué von gegebenem
Wmfang an legen, deffen eine Diagonale gegebene Ridhtung Haben joll.

5) Wm einen gegebenen Rreid einen NRhombng zu Yegen, fiir
beffen Seiten ivet veridicdene Ridtungen vorgejdhrieben find.

6) Wm einen gegebenen $Kreid einen Nbombud zu fegen, von
demt zivei ©eiten ober ihre BVerldngerungen bdurd) ziwei gegebene
Raumpunite gehen jollen.

) Um einen gegebenen Kreid ecinen Rbombus zu legen, deffen
eine Diagonale der Ridtung nad) gegeben ijt, twdbhrend eine feiner
Seiten einen zweiten gegebenen Kreid beritbren joll. (Un Stelle desd
yoeiten freifed fann aud) ein Punft treten.)

i i
e D
2

S

8) Um einen gegebenen SKreid einen Rhombusd zu legen, bon
bem zivei aneimander ftofiende Seiten eimen j3iveiten gegebemen Kreid
beriihren jollen. (Mebhrere Falle find miglich.)

9) Um einen gegebenen $veis eimen Rbombus zu legen, defjen
iagonalen bag Lingenverhiltnid 1:2 Haben. (Un Dde3 leteren
telle fann audy ein beliebiges Ydangenverhdlinid treten.)

10) Mm einen gegebenen Kreid einen Rhombud zu legen, deffen
Wintel im LVerhaltniz 1 : 2 ftehen, und bdeffen grifere Diagonale
eine vorgejdiriebene MRicdhtung Hat. (An Stelle ded LWerhdltniffes 1:2

o
A1
=4
&f
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parf auch irgemd ein anbeved trefen, elched mit den bigher bDefamnten
Fiillen der Rreisteilung erfedigt jperden fann, 3. B, 1:3, 1:5, 1 7.)

11a) Wm einen gegebenen Rhombus einen andeven zu legen,
oer eimen um pie Mitte ded erfteren gelegter unbd pefjen Setten
jchneidenden Rveis periifrt.

11D) Gegeben jei ein Rhombus und ein gang i jeinent Jmmeri
fiegenber fomgentrifcher ®reis. 1lm piefen freig foll ein Rhombus
gelegt werben, Defjen Seitenverlangerungen duvd) die Eden Ddes ge
gebenen Rhombud gehen.

Bemerfung. Nach diefen Aufgaben faffen fih) burd) die Cden
cined Jhombug bdie Seiten (besw. Seitenverlingerungen) anderer
Rbomben legen, Deren Diagonalenrichtungen und Flacheninhalte gany
beliebige fein fonnen, twdbhrend die Radien Dder fonzentrifhen Be-
rithrungstreije jwijchen Null und eimem gewiffen Hodftwerte liegen.

12) Einem gegebenen Doppeljegment einen Rhombus einzubejchreiben.

13) Einem gegebenen Doppelfequent einen Rhombus umzube:
jchreiber, von Dem eine Diagonale (oder ein Wintel, pber einte Seiten=
ridjtung, oder ein Diagonalenverhdltnis, pber ein einfaches Wintel-
perfilinid) gegeben ijt.

14) NMm ein gegebened Doppeljegment einen Rhombud zu legen,
defien eine Seite einen gegebenen Qretd Derithren jofl.

&) Rarallelogrammionjtruttionen

9224) Einfade Aufgaben.

1) Gin Parallefogramm u Fonjtvuieren aus swei  ungleidhen
Seiten und dem eingefdhlofienen Winkel.

2) Gin P. 3 L aus einer Seite, Der 3ugehbvigen DHohe und
einem Winfel.

3) Gin P. 3. £ aud einer Seite und den beidben Diagonalen.

4) Gin PR 3 £ aus wei ungleiden Oeiten und einer Ddex
Diagonalen.

5) Gin P. 3 L aud den Diagonalen und demt von bdiefen gin=
gejchloffenen Winkel.

6) Gin P. 3 L aud ben Diagonalen und dem Wintel, den bie
fleineren Diagonale mit der grdferen Seite bildet.

7) Gin PB. 3 L and den Diagonalen und dem Wintel, ven die
grofeve Diagonale mit der griperen Seite bilbet.

8) Gin P. 3 L oud eimer Diagonale, bdem Dbiejer gegenitber
liegenden Winfel und dem Umfange Ded Parallelogramms. (Man
fonfjtriiere zundchit ein Dveied aud Der Diagonale (d), dem DHalben
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Umfange (j} und ber Halfte des der Diagonale gegenitber liegenbden

N (= A
Wintels (_,)

9) Gin Parallelogramm zu Fonjtvuieven aud jivei ungleichen
Seiten und der Vorfchrift, daf Der eine Winfel bad Doppelte (vder
bas Dreifade, nder dasd Fiinffade, ober dbag Siebenfache) des anderen jei.

10) Gin Parallelogramm zu Tonftruieven ausd einem Wintel,
pem UWmfong und der Vorjdrift, Daf die eine Seite dag Doppelte (ober
bag Dreifache, Bierfache ufw.) ded andeven fein foll.

295) Wufgaben fitr umz und cingubejdreibende Porallelo:
gromme,

1) Ginem gegebenen Bieved (beliebiger Art) ein Pavallelogrammnt
einguichreiben, deffen Gcen Ddrei von den Seiten bdesd Bieveds bhal-
bieren. (G8 ijt zu seigen, baf aud) bie vierte Seite halbiert wird
und bdap die PLarallelogrammieiten parvallel zu ben Diagonalen Dbes
Biereds find.)

92) Ginem gegebenen Wieved ein Parvallelogramm einguzeichnen,
deffen Seiten pavallel 3t den Diagonalen ded BViereds find, und bon
pert Schenteln des einen Bieveddiwinteld den dritten (ober bem viertem,
ober Den fiinften) Teil abjchneiden. (Die Miglichfeit der Konjtruttion
ift nachziveifen.)

3) Ginem gegebenen Rhombug ein Pavallelogramm einzubejdjreiben,
beflen Diagonalen gegeben find. (Die Eden deg Parallelogramms
folfen auf deu vier Seiten ded Rhombus liegen. Sind die Diagonalen
pes Parvallelogramms? zu qrop, jo fonnen die Ecden ded Bavallelogramms
auf die BVerlangerungen der Rhombusjeiten fallen. Der Rbhombus
fann aud) ein Ouwadrat fein.  Un jeine Stelle fann auch ein Redt
et ober ein Parvallelogramm trefen.)

Ginem gegebenenn Doppeljegment ein Parallelogramm eingube:
jchreiben, deffen Diagonalen gegeben find.

5) Ginem qegebenen Doppeljegment cin Parallelogramm etn-
aeidinen, bon bdem eine Seite bereitd eingezeichnet tit.

6) Um ein gegebened Doppeljegment ein Parvallelogramm von
gegebenten Gettenvichfungen zu legen.

¢) Unfangsgriinde der Kreidlehre,

o) Ridblid auf pad jdon Belannte.
226) Befaunt find bereitd folgende Begriffe per Rreidlehre:
Rreidlinie, Rreisflache, Rreisumfang (Pevipherie, die Fahl =), Sehne
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)

(Ehorbe), Sefante, Durdhmeffer (Diameter), Halbmejjer (Rabdius),
Bogen, Jentriwintel, Kreidansjduitt (Settor), Rreidabjdmitt (Segment),
Beriifhrende (.Tu‘cngmitr\_l.‘mtr umbejricbene Kreid (Mm-Rreid) deg Dreieds,
ber einbejdhrichene Kreid (Jn=SKreid) ded Dreiects, bie dufeven Be-
rithrungstreijfe (An-K reife) Des Dreieds, bie Qreizteilung, dasd regelmipige
Rielect mit wm- und einbefdyriebenem Qreife.  Der umbejdriebene
Qreis pes Nedjteds. Der einbejdhricbenc Rreis bed Rhombus.

927) Befannt find bereitd folgenbe Sédpe Der Kreislelre: Bet
ebem Rreife gehoven u gleichen Senen gleiche Mittelpunitsabitinde,
qleiche Bogen, gleide Segmente, gleiche Seftoven, aleiche Bentriwintel.
Wuch Jamtliche Umiehrungen diejes ©abes find Dbefamnt. Der Sab
pom vechten Winfel im Halbireife. Die Sipe itber dad vom Kreids
mittelpunfte auf bie Sehmne gejallte Qot und Ddie entjprechenden Um-
fehrungen. Die Sie itber die Gfeichbeit der von eimem ‘Punite aud
an den Kreis gelegten Tangenten und bie Palbievende ihres Sdnitt-
winfels. Der Say vom umbejdyrichenen Kreife des Dreieds.  (Durd)
brei Runfte ift im allgemeinen nur ein Qreis mbglich) Dnrd) e
Punfte find unendlid) viele Qreife moglid), die ihre Mittelpuntte auf
Sem Mittellote Haben. Cinfacpe Siibe iither Dad Qreidbitjchel. Der
Sap vom einbejdjricbenen Qreife bes Dreieds. Der Sah bom et
anbejdricbenen Kreifen Ded Dreieds.  (UAn drei nidht pavallele Ge=
raden laffen fih vier SKreife fegen.) An ztvet ®erade laffen jich une
endlich viele Sreife legen, Ddie ihre OMittelpuntte auf den beiden
Feinfelhalbicvenden DHaben. Jeded veqelmifige BVieled Hat einen une
uid eimen einbeidhriebenen Rreiz.  Bu jedem QRreife gehort ein ein:
ad ein wmbeichricbenes regelmifiges Biele von gegebener Seitenzahl.
Gage iiber Den Aujommenfhang wifdhen Winfeln und Bogen, 3 B.
o =TT I:lJJ“' o?- :_Cr 180°. Dabet ijt © = :1,1-'113151'2["15 T

228) Befannt find Bereitd 3. B. folgende Konftruftionen ber
Rreislehre: Vervielfadung des freisbogens, feine wiederholte Halbievung.
Die Einteilung der Peripherie n 2, 4, 8, 16, 32, ... Zeile, in
3,6, 12, 24, 48, ... Teile. Die Qonfruftion der entjprechenden
Winfel. Die Konjtruftion per entiprechenden regelmdBigen Bielede,
vie dem Sveife eins ober umbejdyrieben find. Die Konjtvuftion eimiger
vegelmafiger Bielede itber gegebenen Geraben (von gegeberer Seite).
Die Konjtruftion ves umbefdhriebenen Kreifed und der pier Beriithrungs-
freife fiiv Da3 Dreted. Cinige Dretectsz und Bievestonjtruttionen,
oie mit ber Sreiglehre zujammenbangen. Qonjtruftionen eniger
Reibenr von BVeriihrungdfretjen. Qonjtruftion ber bom einem Luntte
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qud an cinen gegebemen Rreid gehenmoen Tangente.  Konftrution der
Gufierenn und der inmeven gemeinjdaftlichen Tangenten seier Sretje.

f) Die Peripherie=und Jentrimintel, der Tangenten-Sehnenwintel

9299) Qegt der Scheitel eines Rinfeld auf der Rreidlinte, und
jind ime Sdjentel Sehuen, jo Heipt ber Wintel ein *.annul
wintel. (Gin folder ift 3 B. 2y ober L ADC in Fig.
Von bdiefem Winfel jagt mau, daf er auf
oem fonfaven Bogen AC fteht.  Berbinbet dig: 57
man einen Punft E diefes Vogens mit 4 e
und C, jo echdlt man einen Peripheriewintel, 7 / Ve
ber auf pem fonveren Bogen AC {iebt. |©o N / A
iteht aud) ber fonfave Bentritvinfel A 8 N2/
auf dem fonfaven Bogen AC, ber fombere “‘\ e
Bentritintel AMC ober f auf dem o = \ e
peren Bogen AC. [ber einer Sehne AC
fann jorwoll ein fonfaver, afd aud ein fonz ‘¢
peger Bentriwinfel jtehen.]

230) Jeber Beripheriewmintel ift Die pHalfte bed auf
pemielben Bogen ftehenden Jentriminfels.

Beweis, Griter Fall Scentel AM (Fig. 58a) liegt auf
AB. Damn it = + 7 (Yargentvintel), da aber f =y iit, io

jolgt « =28 und f=-
Bweiter Fall. I Tiegt swijden AB und BCO. (Fig. 58b.)

.

Man siehe ven Durcdhmeffer BD. Dann ift « = 2B, (joeben De:

(£

&2

Fig. b8 a. Fig. 68 e

— S e e

- - -~ s

.
., rad
\ // bt
e ] o1 ' "
oL 4 s~ @ . \ A
Y T, v 7 AT

«';/ \__x- = \/

= g —

wlt’\E’ll; l[i'[b Oy = JjEr I\IC_I‘[HL{} 4y - (:'_3 — 9 |.:;L"J‘1 53, Ilg_:", 9. {] m:i A MO
= £} - AB (T alio -- = A B = AMO).
:‘311““ ewil M Iu,qt mnuhalb ABC. (§ig. 58c.) Pan
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siehe den Durchmeffer BD. Damn ift « + o = 2 (f + B;), aber
ay = 2, folglidh durd) Subtraftion « = 2.

231) Jolgerungen. a) Alle BVevipheriewinfel, die auf
pemielben Bogen eined Kreifes ftehen, jind einanbder gletd)
Denn fie find Hilften desjelben Fentriwinfel?.

b) Peripheriewintel auf gleihen Bogen gleidher Kreife find
einander gleid).

¢) Qeber itber einem Ffonfaven Bogen ftehende Peripheriewintel
ift ein jpiper Winfel, denn fein Ientritvinfel ift Feiner ald 180°
Seber fiber eimem fonveren Bogen jtehende Peripheviewintel ift ein
jtumpfer, denn fein Bentriwintel ift grofer als 180°% Jm Jwijchen-
falle exhdlt man wieder den ©ap: dev Peripherviewintel im Halblreije
ift ein Rechter, denn fein Bentriwinfel ijt gleih 180°

d) Darauz folgt der Saty: BVon zwei Sehunen ijt die dem
Mittelpunite niheve die grifeve. Wan denfe fid) beide Sehnen

pon etnem Punfte A audgehend und in dem:

e felben Oalbfreife legend (Fig. 59). Dann ift
A = <= ACB ein jtumpfer. Folglich ift AB groper
: \ alsg AC, denn dem griften Dretectdinfel liegt

B ~B  oie quofte Geite qegemiiber. Mum it aber

= ME > MD, denn der mit Rabdiug MDD um M
<& 7€ qelegte Rreis hliefit die gange Linie AB (mit

Yusnahme des Punftes D) aus, aljo aud) alle
Runfte ded durd) AB Degrenzten Segmented ACB. (Bgl. Nr. 75.)
Affo ift die dem Mittelpuntte nibere Sehue die grifere.

Nun gehiren aber zu gleichen Sehmen gletche Abftinde, alfo
gilt ber Sal aud) dann, wenn die Sehnen nidht von demijelben Punite
ausgehen und nicht in demijelben Halbtveife liegen. Der Sah wird
fpiter (nach Pythagoras) auf ecine andeve vt bewviefen.

) Jeder Winfel itber einem Bogen, der feinen Scheitel auper:
Dalb Des Rreifed Dat, ijt fleiner af8 jeber zum Bogen gehirige
Beripheriewintel; jeber Wintel iiber einem Bogen, der fjeinen ©Scheitel
immechalb des Kreifed hat, ift grofer als jeder Veripheriewintel {iber
bemfelben Bogen.

Beweis, S Fig. 60 it 0 > p, weil & Aupenwinfel ded Drei-
eds ADC ijt. Gbenjo ift ¢ > d (als Aufemvinfel des Dreieds AED).

Bemerfung, Samtlide gleichen Wintel itber einer Gevaden A B
Haben ihre Scheitel auf einem duvd) 4 und B gehenden Kreidbogen;
fleinere Winfel iiber A B haben den Scheitel auperhalb diefes Bogens,
grifiere dagegen innerhalb.
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252) Bu jeder Sehme A B gehbven jwvel Bogen, folglih aud
awei Urten von Peripheriewinfeln, fpipe und ftumpfe. Die ent:
iprehenden Winfel find Supplementivinfel. JIn Fig. 61 3 B. ijt bie

gig. 60 o
// v
AL &g bl
//_r— === ,/i_ o “‘{
~ . | - BN
/’ i \ ! | ’. - 33 } _\\-
s "\" _.,r'1 ¥ _"_ = =
[ ! - &
| / D | \ — _‘f_
| b -5 |\ )
\ - f| \ Z L
s /] \ ~
P - — I \ i
e T o i
/fi NG .
- I\"‘x._ =

Sumine deé fonfaven und bed fonveren Sentriminfels gleich 4 Rechten,
folglidy ift y + 6 = 2R.

Sebes Bievect, deffen Eden auj einem Qreife ltegen, heit ein
Sehnenviered. Demnad) gilt fiiv fonvee Sehnenvierede ber Sats:

Sm Sehnenvieved ift die Summe gegeniiberliegender
Wintel gleich zwet Redten.

Umfehrung: Sft in einem Vieved bdie Summe jlweier
gegenitberliegender Winfel gleid) siwei Redyten, fo ift dad
Bieved ein Sehnenvieved; d. §. Der durd) Ddrei feiner Eetpuntte
qelegte Rreis geht auch duvch den vierten. Warum? (Bgl. Nx. 231¢e.)

Bemerfung. Ift das Sehuenvieved ein

fog. itberichlagenes, wie ¢3 burd) Jig. 62 dar- gly-68
geftellt ijt, jo find die Gegenwinfel 4 und C ==
gleich, ebenjo B und D, an Stelle der Supyp- e
fementintel treten affo gleidhe Wintel. L

B~ M

233) Den Winfel jwijchen einer ZTan: e :
genfe und einer von ihrem VBeviihrungspunite e _"-x,uifl
audgehenden Sehme Dbegeihnet man al3 einen =
Tangenten-Sehnentwintel.

Gin folcher ift in Fig. 63 ber fpibe Winfel A CD oder «, eben:
jo ber ftumpfe Wintel BCD oder B Dort it im Berithrungs=
punfte C etn ¥ot CK ervichtet, und E mit dem Cndpuntte D ber
Sefie verbunden tworben. Dadurd) ift ein Peripheriewintel «, ent:
ftanden, der ald Komplementivinfel von p ebenfo grof fein muf,
wie ¢ denn << CDE = 90°, aljo o = 90° — 4. Demnadh ijt jever
Peripheriewinfel iber CD, der auf berfelben Seite von C.D [iegt,
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fo grof wie «. Jeder auf der auberen Seite von CD liegende Pert
pheriewinfel iiber diefer Sehue ift aber gleidh 180° — o, D, h. ebenjo

grof, wie 3. Folg:

]

lih gilt der Sab:

ig. G5

r

,/_,..._l-_f_-l;;'_—"-- ..H!.\ SL‘DL‘L :"‘_ an g][_,‘ll.’
.z;r-f:"" NG tut:'-_vfch-mumnf-
SN = \,\ fel it jo grop,
o= ! \ ibie bder Peri-
e "! pheviewinfel im
L ; | entgegengejehten
j-‘\'\.f'?' N ot freisabjdnitte
\\ \ ;_f
N wAe /-/ : 234) Aunjgabe.
A —'"-'f=---3,-~"-"" ——— B lber einer ®e:

raden AB einen
Rreisbogen zu zeidnen, ber einen gegebenen Winfel « als
Peripheriewinfel itber AB in jid faft.

Yuflijung. Jjt AB bie gegebene Gerabe (Fig. 64) und «
der gegebene Winfel, jo trage mon « ald <= BAD an die Gerade
AB an. Jn A erridite man
ein ot auf 4D, ebenjo auf 4 B
e i im  Halbierungspunite €. Die
. Qote jdneiden fich im  Mittel
Vi punfte ded gejuchten SKreisbogens.
; (Warum?)

Bemerfungen. Jjt o ein

wig. 64

i ’r‘f | vechter Wintel, fo Hat man iiber
Sy | AB al3 Durdymejjer einen Halb-
Pl | /) feeid gu jdhlagen. — Der geo:
¢ B metrijhe Ot fiiv bie Sdjeitel
/%% aller gleihen Winfel, die fich

iiber einer @eraben A B nad

perfelben zeidhnen lafjen, ift ein

beftimmter Rreidbogen. Cin eben:

jolder ift ber DOt fitr die Sdheitel

D\ aller gleichen Winfel, die fich unter-

halb ber Geraden zeidhnen lafjen.

235) Anfgabe. Cin Dreied zu Fonftruteren aug einev

Seite, bem ihr gegenifiberliegenden Winfel und ber zu ihr
gehorigen Hohe
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Auflojung. Jft AB die gegebene Seite und « der gegeberne
v gegenitberliegende Wnkel, jo Tfonjtruiere ntan Dden iiber A B
ftehenden Rreisbogen, ber « al8 Peripheriewinfel fagt. Jit 7 bie
gegebene Hibe, jo ziehe man zu AB im Ubftande & auf der Seite
ped Bogend eine Pavallele. [t C ein Shnittpunft der Parallelen
und bed Bogens, fo ziehe man CA4 und CB. Daun ift ABC dad
gejuchte Dreted.

Qit die Hohe & zu grop (groBer ald bie jog. Pfeilhdhe bes
Bogens), fo qibt e3 feinen Schnittpumit, und das Dreied ift unmiglich.
it 2 Heiner, al3 die Pfeilhohe, jo jind zwei Dreiede moglid), bdie
fongruent find.  Jft A gleich der Pfeilhohe, jo twird die Parallele
Tangente, und ed ijt uur ein eingiged Dreted mbglicdh, tvelded redt-
tinflig-gleichidentliq ift.

Bemerfung. Der Kreizbogen ift jugleih der dem Dreiede wm-
befdhrichene Kreid. Sind aljo @ und o« gegeben, jo ijt der Radius
be3 umbejchriebenen Rveifed jhon bejtimmt Man fann aljo nidht
sugleid) a, ¢ und » geben, denn » ift nidht mehr unabhdingig,
jobald @ und « gegeben Jind. G3 ift gleidhgiiltig, ob ein Dreted
aud a, ¢ und einem dritten Stitd fonjtruiert twerden joll, oder aus
a, v und bdem Dbefvejfenden Stiid, ober aud o« und » und dem be-
treffenden ©tiid. Nur fonnen et @ und » jvet Lojungen -eintreten.

7} Tangentendreiede und Tangentenvierede.
236) Nufgabe. Cin Dreied habe die Seiten o b und c
Wie grop find bie Abjdynitte p,, p,, ps, die dburd) die Be-
riihrungdpunite degd Jn:-

Rreifes entjtehen? Big. 65. e

uflojung, Jn Fig. 65 e
it 2p, + 2ps + 2ps=a -+ ,.,,/ {U
+ ¢, gugleid) ift 2p, 4+ 2p;, B \\ =
— 2qa, folglih burd) Sub- [ \/
traftion: 2p,=a+0b-+e¢ A | 1
— 2a=>0 + ¢ — a, folglid \\\ ;?#

—a-+bde : ; /|
= ———,  ebenjo \%h 2

“ e (p

a— b4+ e [
Dy = == und "f\\-\\

@4 b—e¢e e
?}:i o 9 ;

~ - a-+b4c B _

©ept man nod s— =2, 0 itp,=p—a, p3=p—b,
.'EJ;; ===l

Holymitller, Elementarmathemakt, L. 4. Wufl. ji
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237) Diejelbe Aufgabe fiir dem An-Kreid mit Rabius g

au [Biem.
Auflbjung. Sn Sig. 66 ijt AF = AB + BF — AB+ BD
ud AE = AC 4+ CD, folghd

Fig. 60 AII _.1_ IJ'-' —.— ..1 _.."‘J L __,i JI_’]J I_ _{.1 (’! _|] l") =
e a -+ b+e, afjo AFP = AFE

/ : i "}- b E_ c o d o 3 iy )

| == 5] : = i '\\Pt’t’ 1]1: (&)

— AE— AC=p—0b=p, und
B/ __T_____ﬁ.__.ir_r ebenfo BF—AF —AB=p—c¢

A BD \ == Py

it N Tolglich: Der Un-Rreid teilt
// \ 9ie unmittelbar Dbernihrie
| J'“,_ Dreiedsfeite inm Ddiefelben
\ 1% GStiide, wie ber Ju-Kreis, nur
| find beibe Stide in ber Lage
/’ vertaujcht. Diefe Bestehungen find

e eSO eine Quelle widtiger Sie.

238) ©of. Die Summe sweier Gegenfeiten eined
(gewdhnlidhen) Tangentenviereds ift gleid ber Gumme Ddev
beiben anderen Gegenfeiten.

Sn Fig. 67 find folgende Tangenten gleid: a=a;, b =10y
c=¢, d=d, folglih ijt a b+ et+d=a;,+ 01T ¢ + d,

s b.5. AB+ CD=BC+ DA
ig. b : =

A Umfehrung. Jjt Dbet
/\L“ einem Bieved dbie Summe

/_“\_\ oed ecinen Gegenfeitenz
N paares gleid) Der Des
g )

_.fi \‘ i : I ;
/ \ N, p anberar, {0 Sk eRsEeE
; Tangentenviered.
1 ‘/‘( L+ .
B‘{/ \ Beweis, Angenonmen,

: \ S T A e :
et \ ABCD in $ig. 68 Datte ut
iz‘“bmk 7/ pem anqegebernen Sinne gleide

/i Seitenfummen unbd wiirde bon
e pert gejeichnetert Rreife nuv
an  orei  ©eiten  Dberiihrt,
wihrend DO abliegt, fo finnte man oie vierte Tangente CD, jiehen.
PDann wiirde fein 4B + CDy = AD; + BC, und nad) der Loraus:
jeping AB + CD = (4D, + D, D) + BC, folglid) durd) Subtraftion
D — D, = D,D odex CD = CD; + D, D, b. . bie Summe jveier
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Dreiedsieiten witrde gleich der dritten jein. Diefer Wiberjprud) Fann
nur dadurch aufgehoben werden, dafy D auf D, fillt. — Cntjprecdjend
wird ber Betveid gefiihrt, tvenn man annimmt, CD {dnitte den Kreis.
Bemerfungen. Man T,

benfe fih ein Tangenten: m'_:h'
pievec als Gelentoiered, A
bann  fann 3 Deliebig ,_-___';______-\
biele verjdyiedene Geftalten
annefmen. Solange e3 D/ \
fonver bleibt, ikt 1) S / \'.\
thm  jtetd ein RKreis p !

einbejchreiben. n el \ i / >z-;
Sonderfallen geht es in : :

ein Dreted diber. Dies
gefhieht, venn 3wei an- \
einanberjtofende  Geiten \
einent  Winfel bon 180°
biloen. — Jedes red)t:
winflige Dreted ift die Halfte eined Tangenten:-Sehuens
bieveds. (Unter Tangenten-Sehnenviered verfteht man ein Bieved,
weld)es jotoohl einen umbefdyricbenen, ald aud) einen einbejdjriebenen
Strei3 hat.  Man nennt folde Bievede auch) bizentrifhe BVierede,

“

womit auf die beiden Rreigzentra hingedeutet twerden foll.)

I

239) Nufgabe.

Berbindet man die Ecden cined Tangentenviereds mit
pem Mittelpuntte desd einbefdhriebenen Rreifes, jo entftehen
pier Jeutriwinfel, von bdenmen je zwei nidit aneinander:
liegende zufammen 180° betragen.

Bemerfung.

dolgender ©Safy foll bewiefen werben:

Beseihnet man diefe Winfel der Reihe mnach mit
g und &, fo ijt &+ &, =&+ E,. Died entfpridt gam;
dem ©abe filv die Seiten A B+ CD = BC + DA.

[

.’:\;.' 59y

240) Nufgabe. Jn Fig 69 find die Gden bdesd Tangenten-
bieredd ABCD mit dem Mittelpuntte I bes Jnfreifes verbumden,
ebenfo die Beriihrungdpuntte £, F &, H. €3 joll Demwiefen werden,
baB bie folgenden Jubaltdunteridhicde gewiffer Dreiede gleich grof
jino: AAME — ANCMF = AAMH — ACMG = A\ AMB
— A CMB; ferner A BMF— ADMG—=/A\BME— /A DMH
- A DMC. Ferner find folgende Jnhaltdfummen gleich:

- A BMC
AAMB+ A CMD=ABMC+ ADMA=LABCD.

o
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Bemerfung. Tur Dreiedsfongruensen follen zum Beweife be:
mit terden. Die Sibe founen fpiter mit Hilfe der Jnhaltsidbe
anbere Beweife erhalten. (Sie erben fpdter Univendung finden.)
9ie [auten dieje Sibe fiiv den Gonderfall bes Tangentenbdreieds?

241) Nufgabe. €3 joll perjudht twevdenm, Ddie fiiv basd
citemt Rreife umbejdriebene Tangentenviered geltenben
Sape aud fiiv das cimem Qreife anbefdhriebene Tangenten:
piered audzufpreden.

Bemerfung, ©3 gibt drei Urten anbejdhriebener Tangentens
pievede, folhe find Durd) Ddie Fig. 70, 71 und 72 bargeftellt, Dad

g, T1. g T2
4
. EEER . ol
i \ /4
7% f T
7 \l /\ ' M |
; 1 \\ A / i / nf' \I\'-\ r
; __-__"'“\\'; % / x’J N e
ey e e
A // B e \ et ot

Tangentenvieved mit einfpringenbem  Winkel”, pag | iiberjchlagene
TFangentenviered”’ und 0dad nirgends unmittelbar beriibrende.
einanberfolgende Seiten freten an bie Stelle von gegeniiberliegenden.
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&) Ginfade BVetracdhtungen ither mehrere Kveife.

242) Gigenfdaften fonzentrifder Kveife. Bwei fomgen
trijhe Sreife mit den Rabien » und »,, tobet r > fein mige,
Haben iiberall Denmjelben Abftand » — »; boneinanber. Seder Punft
ped eimen Hat vom sugehirigen egenpuntte bed anderen den Ab-
ftand -+ r,.  Jede Tangente bdes fleineven gibt eine Sebhne Dbed
qrigeven, die im DVerithrungdpuntie Halbiert ift. Alle dieje Sehnen
find von derfelben Qinge. Jft 4B eine bdiefer Beriihrungdehuen,
BC eine pweite, €D eine bdritte ufiw., fo Fann e Ffommen, bap Ddie
Reihe bdiefer Geraben nad) einem ober nach) mehreven, 3. B. nad) »
{lmgdngen jdhliept. Wo auf dem griferen Kreife der Uusdgangspunit
ber Neibe aud) gewdhlt werde, ftets fchlieBt die Reife nach derfelben
Anzahl von Umgdngen. Shlieft fie nad) einem Umgange, jo entiteht
ein regefmafiges Bieled, weldhes dem einen Rreife umbefhrieben, dem
anderen einbejdhricben ift. Sdliefpt fie nach) mehreven Umgdngen, fo
entiteht ein regefmipiger Bielectaftern, beffen Ecden auf bem grdferen
Qreife liegen und den Ecden eined regel:
mdfigen Vieledd entiprecher, wihrend dig. 73.
die Seiten den fleineren RKreid berithren e A
und ein diefem umbejchriebened Bieled L e kR
biloen.

Fig. 78 ftellt Dbew regelmifigen /S [
Fiinfecitern dar, der nad) ivei LUmgdngen S i g
jhliefit. Man Hat, wenn die Cden 4, A ;
D, B, E, O bes regelmdfigen Fitnfeds A A /
porfiegen, mur jebedmal eine Gde 3u e S
iiberfchlager, um den Stern zu eidhnen S
und den zugehorigen fomgentrijden Kreid
s erbafter.  Man Dberechne die Winlfel Ddiejes Gebilves i Grabden.
Macht man dasdfelbe bei einem »n=Ed von geraber Geitengall, fo er
palt man feinen eigentlichen Stern, jonbern sivei iibeveinanbergelegte
vegelmifige Bielede von Halber Seitenzahl. WMad)t man dasfelbe bei
cinem n-GdE von ungerader Seitenzafhl, jo entjteht ein Stern, ber
nad) wet Umgdngen jchliept.

Nan fithre died aus fiir den Fall » =7, wobei bad Siebened
mir vecjuchdweife 3u jeidhuen it Uberjhlagt man in diejem Falle
jebegmal zwei Puntte, jo entiteht Dder Stern des regelmdpigen
Siebenedts, der erft nach drei Umgingen {dlieit. Man verjude dag-
jelbe fiiv » — 8 ujw.
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(Sdliefst bet sivet gegebernen fonzentrijhen RKreifen die Reihe dev
Berithrungsdiehnen nie, fo erhalt ber Stern unendlich viele Clen.)

Siiv jeden vegelmdfigen Stern foldher Act Yaffen fich die Wintel
Teicht Derechnen.

Sn bie Ringflache zivijden zivel fonzentrijhen RKreifen LGt fid
sundchit ein beide Dberiihrenber Kreid cinfegert, Deffen Radiug gleid)
?IT,“ ift. G (aft fih eine gamge Jeibe jolcher aufeinanber
folgenber Berithrungsfreife eingeichnen, von penent jeber aud) feine
beiben Machbarn Derithrt.  Diefe  Reibe von Beriihrungsireijen
fann nach eimem  Umgange {dliegen.  Danm bifben Ddie auf
bem groferen Rreije liegenden Berithrungspuntte ein vegelmapiges
n-Gi, ebenfo bie auf dem Feineren RKreije ltegenderr. Die Mittel:
punfte der Qreisveibe bilden eiu regelmipiges n-Cd auf dbem RKreije
1|_ 7y

F e A ' ‘ s A : . '
mit bem Radiug — Die Berithrungspunifte je jiveier Dder

Reihen Kreife bilden ein vegelmifiges »-Cd auf dem Sreife, Ddefjen
Rabiug gleid) der Tangente ift, die vom Bentvum bder fonzentrijchen
Queife aus an einen der RNeibentreife gelegt ift. Wie um einen ge-

gebenen Sreid eine Reihe von Berithrungstreijen fiiv einfached Schlicken
fe Falle in § 186 gegeigt. Man der-

gelegt werben fanm, ift fiiv gewif ‘
fuche Fille auszufithren, bei Dbenen bie Rretsreibe erft nad) ztoet

maligem, dreimaligem ujw. Umgange jdliept.

248) Giniged iiber Rreigberiihrung. Der geometrijche Ort
fie die IMittelpunfte aller Rreife von gegebenem Rabdiud o, die einen
gegebenent Rreid vom Rabius » duferlich berithren, ift etn zum lepteren
fonzentrifher Rreid vom Radiud » + o

Der geometrijge Ort fiir die Mittelpuntte aller Rreife von ge:
gebenten Radiug o, die ecinen gegebenen Qreid vom Radiud » muers
lich berithren, ift ein zum lepteren Fonzentrijher Rreid vbom Radius
(r — o) Degw. (¢ — ), je nacybem » oder ¢ per grifere Radius ijt.

Yn Stelle des gegebenen Kreifed famn eine gerade Qinte trefen.

Der geometrijhe Ot fiiv die Mittelpunite aller Kretje, bie etnen
gegebenen Rreid in einem gegebenen Punite innerlich ober duferlich be-
vitren, ift der zu vdem Punfte gehorige Durchmejier bew. feine Ber:
{dngerung.

Yuch fier fann an Stelle bed gegebenen RKreifes eine gerade
Cinde tretem.

Werden zwei Kreife von eimem dritten berithet, o Fdunen bie
Beriihrungen gleidhartige fein, d. ). beive duperfiche ober beide inners
fihe; fie fommen aber aud) ungleidhartige fetn, b. D). Ddie eine eine
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Guierlige, die andere eine inmmerliche. Die Berithrungsjefante gibt
babet zu paariveife parallelen Radien WnlaB. Fiic den Fall ziveter
gleicgartiger  Beriihrun-
gen der SRreife M, und
M, durd) Rreife p, wnd
ug 1t pied in Fig. 74
pavgejtellt. Dabei jeigt ——
jig, dap bdie Beriih-
rungdjefante filr die
duferlichen Berith- _
rungen in A und B _ R U _
sugleid) Beviihrungs:
fefante fiir bie innex: /i

{ihen Beriihrungen

in ¢ und D ift. Die Ausfiijrung der entjpredjenden Figur fiir
ungleiartige Berithrungen fei dem Schiiler itberlafjen. ({tber diefen
Geqenftand ift jpdter ausfithrlicher zu fprechen.)

ig. T4

244) Gegenfeitiges Sdnetden siweier Rreife. Sdueiden
einander jwei Kreife, fo verjteht man unter odem Sdynittointel ben
Wintel, untev dem fich bie in den Schnittpuntten an beide gelegten
Tangenten jdneiden. Man braudht nur von einem Sduittivinfel zu
veben, a Ddie beiden Schnitte aud Symmetriegriinden denjelben Wintel
geben.  @ewihulid) foll der fpibe Sdnittoinfel gemeint fein, nidt
fein MNebeniwintel.

Wichtig ift ber Sonderfall, daf die Kreife einanbder rechtivintlig
jthneien. Dann ift die Tangente bed einent ein Durchmefjer dDed anberet.
Man nennt dann die beiden Kreife Drthogonalfreife.

Rieht man in Fig. 74 bdie Tangenten in A und B, fo exhdlt
ma den Stittelpuntt eines Rveifes, der die Kreife I und I, in
A und B (und auferbem in jivet anderen SBunfien) rvedtwintlig
{chneidet. CEbenfo twird der RKreid py rechtiwinflig gejchnitten.

Bieht man Ddie Tangenten in ¢ und D, o echdalt man bden
Mittelpuntt eined Qreijes, dev die Kreife M, und I it ¢ und D
(und auferdem in 3tvei anbderen Puntten) vedtwintlig jchneidet. Anuch
Qreis u, wird rvehtwintlig gejdnitten. —

Die Aujgaben itber Kreisberiihrungen und orthogonales Sdyneiben
hingen alfo eng miteinanber zujammteit. (Spiter wivd alled unter
einem gemeinfamen OGefichtdpuntte behandelt.)
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&) Ronftruftionsiibungen jur Kreisdlehre.
245) Sonftruftion von Schuenvicreden. Begeidhnungen:
Der Radiud ded Um-Kreifed fei ». Den aufeinander folgenden Ecfen
A, B, ¢, D jollen die Winfel «, p, », 0 entjpredjen, vie Seiten A4 B,
BC, CD, DA mit a, b, ¢, d, die Diagonalen AC und BD mit p
unb ¢ Dbezeichuet twerden. Bu bden Seiten a, b, ¢, d follen bie
Reripheriewintel «;, B, 4, 05 gebdrven, jo dap e = + 4, f=yp; 1+ 9,
g=0;+a, 0 =+ f; und o+ +p; + 9, =180° ijt. Dabei
ift zu beachten, dap r, @ und o
Fig- 75. nidht gleichzeitig gegeben werben biixfen,
= bennt 7 ift durd) @ und e, @ durd)
& ¢, und » einbeutig bejtimmi, «, durd
r und a 3iveidentig, da e8 jowwohl
\ fpig, ald aud) ftumpj (ndmbd) dev
Ao |  ©ubpplementivinfel) fein barf. JIm
f | dibrigen ift e gleidhgiiltig, ob » und
| /) a, a und «, ¢ und r gegeben ijt.

eSS Ebenfo diitfen », p und B, r, g und
A « nidht gleichzeitig gegeben jein. Aus

—D a, b, p und a, b, B it » beveitd be-
ftimmt, aud b, ¢, ¢ und b, ¢, y

chenfallé ujw. Die verjdhiedenen Wufgabengruppen fafjen aljo gewijje
Bertaufdungen gegebener Stitde zu, obhne dap neues entfteht. Man
acbte auf joldje Wieberholungen in Der folgenden Bujammenitellung
von Aufgaben.

PMan verjude, die angegebene Vezeidhnungdart auch fiiv itber-
jhlagene Sehnenvierede Ddurcdhzufiihren und bet bden RKonfiruftionen
diefer u beriidjichtigen. —

245a) Nunfgaben. Cin Sehuenvieved zu fonftruieren aus

)eon i vy byt e 2N, iailhy okt oD 3) it & o W
4) 2, eaabieg alery —ieei s i 6) 4
7} Bio gy @ ?ﬂ Vs -y By e ':'.F;} & Oy, ¢
10)ia, 1oy o B L) o i 4 129 a0y 00
13 my sy ey <8 14) Biood bpests

Der Sdhitler verjuche nod) andeve ufgaben aufzujtellen. So
fonnen 3 B. bie Cnifernungen e, ¢, e, e, der Eeiten a, b, ¢, d
vom RKreidzentrum herangezogen werben. Sdjwierigere Anfgaben twerdern
hdter folgen.

246) SKonftruftion ven Tangentenbvicveden. Bejeid:
nungen: Der Rabdiug ded Jn-Kreifed fei 0. Den aufeinanbder folgenden
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Eden 4, B, C, D entfprechen bie Wintel «, §, », 0. Die Seiten
AB, BC, CD, DA follen a, b, ¢, d heifen. Die Enifernungen der
Ecden vom RKreidzentrum w feien g, ¢, 95, ¢, die Diagonalen AC
und BD feien p, und p,. Die bon A, B, ¢, D audgehenden
Tangententeile migen mit ¢, 4, &, £, Dbejeidhnet twerden, fjodap
ht+tt+tt+t,=at+ece=04d= ii ift, wenn w den Umfang be-
peutet. FE, F, G, H feien die Beriihrungdpunfte. Man ijtelle bie
Bezeichnungen aud) fiiv anbejdricbene Tangentenvievede der drei Arten
feft und verjuche diefe bei den Ronftruftionen zu beriicichtigen.

246a) Konfiruftionen. Cin Tangentenviered zu fon:
ftruieren ausd

s : i : ; o =
1) e, @ B, b. )l el B, 9. 3) e a b b
A ; I o / > ;
4) o @, @, b 5) o @y %y %- 6)a o B b
Bl O D W B e B s P T D R i

10) Gin Tvapes su fonjtruieven, tweldes einem Kreife mit Rabiud o
wmbe{dyrieben ift und vbon bem Ddie eime Grundlinie @ gegeben ijt.
Seine Cigenjdhaften jollen unterjudht werden.

Der  ©chiifer  verfuche nod) anbere Uufgaben  aufzuitellen.
Sdywierigere fommen jpdter zur Spradye.

247) Ginige Berithrungsaufgaben. 1) Gegeben feten zivei
Qretfe.  Ein  dritter Kreids von gegebenem Radiug joll jo gelegt
werden, daf er beide duferlic) beriifrt.

2) Diefelbe Wnfgabe, jedoc) jollen beibe Kreife inmerlich) berithrt
toerben.

3) Diejelbe Anufgabe, jedod) foll Der exfte Rreid duBerlich, der weite
innerfich beriihrt werden. (Obder der erfte innerlid), der ztveite duRerlid).)

Bemerfung. Jn den drei Wujgaben fann der ecine Kreid aud
eine Geradbe oder ein Punft fein.

4) Einen RKreiz zu fonjtruievenm, der einen gegebenen Hreid in
einem gegebenen Punfte und auferdem eine gegebene Gevabde bevithrt.
(Btwet Falle au beachten, innerliche und duferliche Veviihrung. Die
Tangenten und die Gevabe follen berithrt twerben.)

5) Einen Kreid gu fonftruieven, der wei gegebene Kreje gleich-
avtig beriihrt, und zivar den eimen in einem gegebenen Punfte. (Swmd
i Fig. 74 M, und M, die gegebenen Sreife und ijt A der gegebene
Berithrungspuntt, jo ziehe man M A und pavallel gleihgerichtet dagu
M,D. Die Gevade AD Jdneidet bann den RKreis M, im gefuchten
Berithrungdpuntte B. M, A und M B geben verlingert den Scnitis
punft w, alg Mittelpuntt ded gejudhten Kreijed. — Jft C ber gegebene
Berithrungspuntt, fo fonftruiere man entjpredend B, worauf CB ben
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steiten Berithrungdpuntt D gibt, M,C und DM,D aber verlangert
s gt‘TJCIT..

6) Einen RNveid zu fonftvnievent, der ztvet gegebene RKreife un-
gleidhartig berithrt, und awar den einen in einem qegebenen Punite A.
(Man ziehe M,D parallel und entgegengefeht 3u M, A und giche 4D,
was ben siweiten Berithrungdpuntt B gibt.)

247a) Ginige Aufgaben {iber orthogonales Sdyneiden.

1) Gegebent feien 3ivel Qreife. Ein bdritter Kreid von gegebenem
Radius fofl fo gelegt werben, dafy ev Dbeide recdhtivintlig jchneidet.
(Der geometrifche Ovt jeined Mittelpunties ijt in bezug auf jeden der
gegebenen Rreife ein fonzentrijher Kreid, vou pem man einen Puntt
finbet, wenn man vom erfteren eine Tangente andqehen [afBt, die gleid
oem gegebenen Rabdiug ift. Wo beide Orfe einander {chneiden, liegt
per Mittelpuntt. Der eine Kreid fann aud) Gerade oder Puntt fein.)

9) Gegeben feien zwei Kreife. Cin Orthogonalfreid zu beiden
foll fonftruiert erbem, der Dem eimen in eimem gegebenen Luntte
fohneidet. (PVean beachte dag iiber Berithrungen ®ejagte. Der amdere
Qreis fann and) Gerabe oder Puutt feirn.)

3) Man verfuche dieje ujgaben Hir a3 Sdjueiden unter 45°
ober umter beliebigem Winfel audzubdehnen.

d) Fladengleidheit geradliniger Gebilbe.

248) Qongruente Flacden fjind inhaltggleid). Dies ijt
derin Dbegriinbet, daf fie fih sur Dectung bringen lafjen.

Durd) Jufommenjepen  (Uneinanderlegen) von Flichen erhilt
man eine Slache, deven Jmbalt duvd) bie Summe der Eingeljlacien
gegeben ijt. Die Reibenfolge ift dabet gleichgiiltig. Dad Bu-
jammenfegen fann aber in verichiedener Weije erfolgen, jobaf Die
Sdlupgebifbe ein gany verfdicdened Anusjehen haben, aljo
nidt fongruent jind. Tropdem ift ber Gejamtinfalt in allen
Sallen derfelbe, [F—=F, + F+ Fy=F + F + Fy—---]
Die Fladengleichheit foll zum Unterichiede vom der Kongruen burd
ein einfaches Gleichheitszeichen audgebriidt terde.

Bon einer Flade fann eine anbdere abgezogen werben. Der Rejt
witd dann al@ ber Unterjchied (die Diffevens) der Fladen be-
seichuet. Man fann die gweite Flade auf verjdhiedene Weije
pon ber erfteu abziehen (3 B. von ihr abjdhneiden), jodap bie
Sdlupgebilde ein gany verjdicdenes Ausdjehen Daben fbnmen. Trole
bem fat der fibrighleibende Fladenteil jtets benjelben Inhalt.
[F=F, —F,, wobei F;>TF, vorausgefest werde.] Bon einer



Jldchengleichheit geradliniger Gebilbe. 107

Sliadhe fomnen mehreve andere abgejogen iwerden. Die Reihenfolge
bes WAbziehend und Dad Ausjehen ded Schlufsgebiloes find dabei
gleichgiiltig.

Diefe Sibe ermiglidhen e8, bdie Flachengleihheit verjdiedener
®ebilbe feftzuftellen. Dasu jollen cinige Beifpiele gegeben tverden.

249) ©ab: Jedes Pavallelogramm ift fladengleid mit
einem Redted von derfelben Grundlinie und berjelben Hohe.*)

Peweis. Die Grundlinie ded Barvallelogramms jei A B; iiber
ihr seichne man bas Redjted von berfelben Hohe. Daun entjteht ent:

iia. 76. Fig. 1. Fig. 78.
i e E D FC I LN E E
| A /’ [ sl / [ I. 7 ,'/
/ f L / ’ /
) / | oo iy | Eey
e / ! / [~ 7 /
/ ‘ / | / /
! f i
, / . oy Ao /
' / 7 /
| izl
| i | , g e
Il ! ."'I I ! | //
Y | I" I s by
| 'y / ¥ | , [ 7
/ \ .- | .’./ P
= A———8 A

foeder eine Figur mach) Art von Fig. 76, wo el Cdpunite betber
Bievede in € ujommenfallen, ober eine Figur nad) Avt von 77, wo
F wijhen D und C liegt, odber eine Figur nac)y Art von 78, two
FE aufierhalb DC liegt.

Xn Fig. 76 it 7 ABEC=AABC+ ABCE, ober, da
ABOE=~NAADC i, /| JABEC=AABC + A ADC
= 3_ ABOD, womit der Sap fiiv diejen Fall bewiefen 1jt.

'{'\"-Jln 908 Dreied ABC ijt dad Dreied BCE auy jiver ber:
jchiebene rten angelegt worben, einmal al8 BCE, dann ald ADC.
Die Fladenfumme muf beibemal diefelbe fein.)

Sn Fig. 77 it ebenfo [/ ABEF = ABCF + A BCE
— ABCF+ A ADF = [|ABCD.

n Fig. 78 ift , JABEF=AABG+ ABCE— AGCF
— AABG + AADF — AGCF=||4B0OD.

950) Folgerungen: a) Pavallelogramme bvon gleidhen
Grundlinien und gleiden Hohen jind fladengleid. (Warum?)

* Dag Beidhen | | oder [ joll jietd ein Redhted, [ 7 cin Barallelo:
gramm bebeuten, <> einen Rhombus, [ ein Duadrat.
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Da, wie Fig. 79 jeigt, jedes Dreted alg Hilfte eines beftimmten
Parvallelogramm3 von derfelben Grundlinie und bderfelben Hihe be

P trachtet werden famn, fo folgt fermer:
U’m' < ; b) Dreiede von gleidgen Grunbd:
/7 [linien und gleidjen Hohen jind in:

_f / Daltsgleid,
/ / ¢) Jebes Dreied ijt die Haljte
/!

/ ; eines Nedyteds ober Parallelo=
/ gramms vou perfelben Grundlinie
'j Il

/ und berjelben Hohe.

d) Fladengleidhe Dreiede iiber Der:
K 2t PRy felben Grundlinie laffern fidh iwijcdhen bies
‘ felben Parallelen legen; ebenjo flachen=
aleiche Rarallelogramme von derfelben Grundlinie; ebenfo Dreiecte und
Rarallelogramme vor derfelben Grundlinie, wenn bie lepteren doppelt
jo grofe Fldcdhe Haben, ald die erfteren.

251) Gap: Dad Duabdrat iber ber Hypotenuje eines
vedgtwiniligzqleichjdhentligen Dreieds ift doppelt o groh,
als Had Quadrat itber jeber feiner Katheten.

Der Beweid eraibt fih and Fig. 80. Das Hypotenujenquadrat
befteft aus vier gleihen Dretecen, Jedes RQathetenquabrat aug ztet
Dretecen derjelben Art.

o wig. 80, i,_?E'L"'I'ElIl']Jlltg t‘; TU.:]
7 ™ G Lo WP 3 ST e
RS . Davaus,ergibt fid
ol N e ‘-\ pie Lfung folgender
\{,./." N2 Aufgaben:
— — T a) Cin Quadrat

inhalt Hat, wie ein ge=
B gebened Quabdrat.

i b) Ein Lauabrat
| / au fonjtruieren, weldes
| ,\/ i.am E}n_ﬁbeu Iﬁfﬁf{)(‘.t‘lﬁ
| /\ infalt hat, wic etn ge-
' gebened Lutadrat.

\ 25)2) Snf Ded
Pythagoras. Jn
jebem reditwint-
Ligen Dreiede ift dad Hypotennfenquadrat gleid) der Summe
per beiben Rathetenquadrate.

o ik S funfiruicrcair welched
~ / pen Doppelten Fladen-

_,/




Fladhengleidfeit geradliniger Gebilbe. 109

Grfter Beweis. Dov jhon im Vorkurjus § 71 gegebene Beiveid
exgibt fih aus Fig. 81 a, b, c. '

it Fig. 8la bas gegebene vechtivinflige Dreied mit Dden
Qathetenn @ und b und der Hypotenuie ¢, o zetchie man et Laradrate
won Der Seite (@ 4 b). JIn Dad eine lege man biermal dad ge-
gebene Dreied o ein, wie 3 Fig. 81b seigt, in dad anbere viermal

jo, mwie e3 Fig. 8lc zeigh Dex unbedeckte Meft der Fig. 81b muP

&
b < H';---ﬁ,ﬁ_
oy Sl O e
b (i
b =l i - (o}
I = [} ; E 1
e o I\
/ o~ b '\
~— I

/ e ‘ | \

i \ |
Lkt HE s~

e je I : - '\‘. lex
e \
/ | \
| 'v'f.-" | | \
7 |
'," ; ! ,.' | \,\‘
]'_.!JU‘" - S o = ) sl
[f?—}h""‘m_‘_ 1 |
A =~ C | : -
5| o / g = b b
% "“—-,_____h { =
l..—.- .—-H_,"':L_. =k il
I 7 [ b

pann ebenfo grofs jein, wie dev Rejt in Fig. 8l Das erjtemal ijt
oer Rejt ein gleichfeitiges Vieved mit der Seite ¢, beffen Wintel fich,
ba o B =090° ift, afs redte erqebert, fobap e fih um dag
Hypotemufenquadrat Handelt. Dad seitemal ift der Neft die Summre
ber Deiden Rathetenquadrate. Da bdie Hejte gleid grof jind, fo ift
bas Hypotenufenquadrat gleidh) der Summe ber RKathetenquadrate.

Man pilegt den Sap durd) folgenve Formel  audzubriiden:
¢ —a? + b2 (b. §. bad Quadrat iiber ¢ ift gleid) der Summe der
Quadrate iiber « und b. Dabei bedeutet ¢ dag Produft ¢ - ¢ ufm.)

Bweiter Beweis (der des Eutlid).

Sn Fig. 82 jind bdie Duabrate diber den Seiten ded rvechtiving:
figen Dreiedd A BC ervidtet, defjen Winfel CAB mit « Dbegeichnet
tperbe.  AuBerbem find die Hilfélinien BJ und CD und CLK,
feptere jenfrecht su ADB gejogen. Dabei ift ATAB= 30 ACHJ,
enn beide ftehen iiber derfelben Gruudlinie AJ und liegen sivijcden
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ven Parallelen AJ und BH. Cbenjo ift A ACD=31ADKL,
penn Dbeide fteben iiber per Grundlinie AD und liegen stoifcdien den
Parallelen AD und Ch’ Nun ift aber A J lh‘ ~ A\ CAD, denn

JA—CA AB—= AD, L JAB = 90"+« =< CAD. Weil die
ucuujc iuljaItxﬁg'[cic[) find, ift

- Big. 82, nach obigem aud) L1 ACHJ

AN —| |ADKL. @benfo i

/"/ \\.\ auf ber andeven Seite gezeiat,
.u:/ \ G baf OBCGF =||KEBL
\{/’\ ijt. Folglich 1jt bw Sunume

ber Deiben Sathetenquadrate
\ ~ \ APF  gleid) ber Summe der Recht=
. o ede ADKL und BEKL
. §. gleid) pem hnuuinm]uv
mm“un.v ABED.
Bemerfungen, Dabeiijt
‘ ' - nod) folgender Saf gefunden:

Dagd Duabrat iiber
einer Rathete des rvedyt-
B 2 winfligen Dreieds ift
gleid) bem NRedyted aus
ber Hypotenufe und der Projeftton ber Qathete auf bdie
Hypotenuie.
€o ift 3 B in Fig. 82 O ACHJ = || ALKD. Dabei
iit AL bdie durd) dad Lot CL bejtimmte  Projeftion” von AC auf
bie Hypotenufe AB, und AD ijt gleid) der Hypotenuie AB.
Der firsefte Veweid ded Pythagoreifdhen Sabed ipird in Dex
Shnlichteitalehre gegeben.
253) Aug dem Pythagoreijchen Qehriape ergibt fich die Wufldjung
folgenber Wufgaben:
Yufgabe a) Gegeben feien ivei Duadrate; ed joll ein Quabdrat
fonfteuiert toerden, toelches gleich der Summe der Leiden gegebenen ijt.
Uufgabe b) Gegeben feien drei Quadrate; e joll ein Duadbrat
fonjtruiect wevben, teldhes gleid) der Summe mmtitd)m ift. (Ramn
auf % Quabrate audgedehnt werben. Reihenfolge der Abbition gleidy=
qiiltig.)
ujgabe c) Gegeben feien zwei Duabdrate; es joll ein Quabrat
fonftruiert werben, toeldes gleid) dev Differens der gegebenen 1jt.
Nufgabe d) Cin gegebenes Redted in ein LUnadrat ju
pertwandelmn.
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Yuflojung. ALKD in Fig. 82 fei bdad gegebene Rechted.
Man verlingere die Heine Seite AL jo weit, dap AB = AD tird.
liber AB als Durdymefier seidhne man einen Halblres und ber:
{angeve KL big zum Schnittpunite C mit dem Halbfreife. Die BVer-
bindbungslinie CA ift dann die Seite ved gefuchten Quadrated. (Dex
Beweiz Legt im Sae vom Winfel im Halbireife und Ddem Dded
Bythagoras.)

Nufgabe e) Ein Quadrat in ein Redted von gegebener
Sette 31t verwanbdeln.

(St in Jig. 82 AC Ddie Seite des Quadrated und AB > AC
bie Des gejuchten Redteds, fo ijt A ABC feicht zu fonftruieren und
bavaus AL abjuleiten. St dagegen AL < AC bie gegebene Ceite
bes gefuchten Rechtedd, o ift A ALC Tleicht ju fonjtruieven und
pamn A\ ABC Yerpuftellen. Das Ubvige ift bequem zu erfedigen.)

Nufgabe ) Gegeben fei ein Quadrat; ed jollen Duabrate
pon doppelter, dreifadjer, vierfader, fitnffader uj. Flade
fonfjtruiert werden.

(Die Unfljung ergibt fich aus Fig. 83, wo b = 2a? ¢*=3a’
Q2 — 4a? ¢ = 5a? ift. Die Konfteuftion lift jid bis zu beliebiger
ganger Sahl » fortfeben. Damit ijt
oie Wufqabe gelbft, ein Duadrat Fu
fonftvmieren, tweldjed dad n-facde eined B N
gegebenen ift. Diefe Aujgabe Lt T \ s
jich aber abfiivzen, inbem man Al \ . \Z
per nddjt Heineven Quabratzahl be- e d
ginnt. Soll 3. B. das gejuchte Duabrat N \ [ ,/ l
bas Behufache ded gegebemen feim, A /P g
fo Beginme man mit der Dreijachen \. :
©eite, wad bad neunfache Luadrat et
qibt und fahre nach Pythagoras fort.)

Bemerfuugen. In Fg. 83 ift ¥ =% & = 268, b =1,
@ — 1¢%  TMan fonn affo bie Figur benuben, ein Qutadrat zu fons

Fig. 83.

o

fteuieven, weldes 4+, &, &, 5 cimed gegeberten ift.  Wan Hat v
ndtig, bie gegebene Duadratieite von pem gemeinfdhaftlichen Sdniit-
puntte der Strahlen aud auf e aufjulegent und von dem freien Euo-
punfte aus auf den Strahl o ein Lot ju fillen, Dann vom Deffen
Sufspuntte aud ein Lot anf bent Strafhl ¢, bon deffen Fuppuntte
aud ein Qot auf b und von deffen Fuppunfte aud auj a. Die ge:
fundenen  Abjdhnitte Der Stvahlen qeben die Seiten Dder gejudjten
Quadrate.  Gntfprechend wiirde bei fieben Strahlen die Anjgabe fiir
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¢ 2 4 5 2 L gy [pfen fein. Gpiter werben iveit Hirzere Ron-
ftruftionen gelehrt werben. Aber jhon bier laffen ficg Abkitrzungen
ausdfindig machen. —

Fig. 83 lipt jich aud) durd) die einfacher hersujtellende Fig. 83 a
erfefen, in der die Rreidbogen abwedjelnd nm A wud B gejdlagen
werden und ABCD, ein Duadrat mit Seite e ift. Der Sdyiiler
seige, daff BD, — a)/2, AD, — a)/3, BDy = a)/4, AD, = al/5,
BD, — a/6 ujw. ift.

254) Wujgabe. Cin gegebenes Dreied in ein fldden:
gleiched Quadrat ju verwandeln

Auflojung. Man betradte eine Seite ded Dretedsd ald Grund-
finie und bilbe die zugehivige Dreieddhdhe. Dad leiht zu zeihnende

Fig. 85 a.

4

A

Rechted aus der Hohe und der halben Grundlinie ift dbann {lacden:
gleich mit dem Dreied und nad) Pythagorasd in ein Luadrat ju ver:
toandeli.

255) Aufgabe. Cin gegebenes n-Ed in ein flidengleides
Quadrat zu verwandeln.

Auflojung. Handelt es jicdh 3. B. um ein gegebenes Fiinfed A BCD E
(Fig. 84), fo jhneide man durd) eine Diagonale, 3. B. 4D, ein Dreis
¢¢ ADE ab. Durd) E lege man eine Parallele F'G jur Diagonale.
Dann  verlingere man 3 B. die anftoBende Seite CD bid ur
Barallelen und perbinde den Sdnittpuntt H mit 4. Dann wird
behauptet, dad Biered A BCH fei ebenfo grof, wie dad Fitnfed.
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Sn entjprecdhender Wetfe ijt dad Viered durch Wbjdhneiden eined
Dreieds durd) eime Diagonale in ein Dreted zu verwandeln. Dad
Dreted it nadh § 300 in ein Luadrat zu verwandeln. — Demnad)
[t fich jeded n-CE in ein flachengleihed Luadrat verwandeln.

Bemerfung., Der Schitler fithre die Wufgaben diefer Art mit mog-
{ichjter Criparung von Linten aud. So ijt e 3 B. nidt ndtig, dad
RechtedE vollftdndig zu zeihnen.

Der Betveid fieqt davin, daf AADH =/ A ADE ijt.

256a) Jn Fig. 81lc ift bag Quadrat itber der Geraden (a -+ b)
fo geclegt werben, daf e3 aus dem Quabdrate itber @, dem umhmt{:
fiber b und zwei Rehteden mit den Seiten g und b bejteht. Daraus
exaibt fid) der ©ab:

Dasd Quabdrat iiber der Summe jweier Geraben it gleid
ver Summe der Duadratfe fiber den einzelnen Gevabden, ver:
mefhrt um dag doppelte Rechted ausd beiden Geraden

Bemerfung. Seht man im Anjdluf an den BVorfurfusd (§ 63
und § 66) voraus, dafp der Redjtecdinhalt gleich dem ‘J,sw‘mftl. aus
sei aneinander ftofenden Seiten

biejes Gebilded ijt, fo fanm man et e

pen ©ap durd) folgende Fovmel £ e o e

augbritcen: b |

r.:..lf - ?r'}‘“' = a+ b7+ ?{LIJ.:E:} *FI_L |7 a@-b __EM

256b) Jn Fig. 85 it eine ; @

®evabe AB = o und eine Gerade a-u .

JB = b gegeben, jodafy AJ=(a—>) | *

ift. Woer (& — &) it ein Quadrat el M [ ) e

AJ H G erridhtet, LI‘L]H 0 ein uadrat T

ABCD itber AB =@, und al3 T s Gl oD AT

DEF G it oben linf3 dad Quabdrat

fibex b angelegt. Dadburd) it erveicht, daf aud) bdiefe Figur dad

NRedhtedt aus @ und b Fweimal enthilt, als JBCK und als EFHEK,
Die Flade ber Gejamtfigur ift gleich der Swmme der Duabdrate

fiber « und itber 0. Hieht man dabon bie betben gemannten MRedit-

ecfe ab, fo bleibt itbrig Dag Quabdrat AJHG diber (a —b). Daraud

folgt ber Sab:

) Sn ber Writhmetit su'n*% in ber Tat geyeigt,
= aq* + ab + ab

51164 2

bag (- 0)(a+ D)
L b2 — a?® 4 D° |— 2ab ift. Betjpiel: (8 4 :'-,J—— 5)
;"J:E}-l. Probe: 8.8 = 64,

Holaymiller, Clementavmatiematil. L 4. Aujl

|
=
-
(== |
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—— =

Dad Duadrat iber der Differens ziveier Gexaben ift

gleid) ber Eumme dev Quabdrate fiber den eingelnen Gerabden,

permindert um Das doppelte Redted aus peiben Geraden.
Bemerfung. Der Sap entipricht dev Fovmel

S |

I:.-I'J et b — 2ab.*)

957) Nufgabe. Die folgende, von Pappus gefundene
Berallg emcnwtunq bez Pythagoreifdhen Lehriabes zu be
mc'm,u.

Sn Fig. 86 jind diber Sent Seiten AC und BC eined
belichigen Dreiedd gang beliebige "J.:ma!l fogramme ACD P‘
und BOFG nad) aufen ervrichtet, beve Seiten ED unb GI

big sum Durdyjdnitt ¢; vers

gezogen, Ddann A4, und
BB, parvallel zu CC; bid
aum Durdjdnitt 4, Dbezw.
B, wit EC;, und GC; ges
sogen, worauf nod) 4B,
gezogen ift. €3 foll gezetgt
werden, dah audy ABB;A,
ein  Parallelogramm iit,

iit, 11mhu1ﬁ!;ih’h - BCFG

ift, jobaf dasd Parallelogramm AB B, A, gleid) ber Summe
per Parvallelogramme ACDE und BCFG it

(Man zeige sunddit, dafp A4 B C ~ NABC ift. Daraus

tolgt, Daf A4, B, 4t AB, aljo ABB, 4, emn \Lnrnﬂc‘inqmmm ift. Dann

zeige mait, baf bie Parvallelogramme AJHA, ACC Ay, ACDE

flachengleid find, ebenfo daf BJH B, BC(C,B,, BOCFG fliden:
qleich find, ujw.)
Benterfung. Der Sap bes Pappus enthilt den bes Bythagorad

ald einen befonderen Fall in fih. Wiacht man bie Fig. 86 fiiv das

bei C techtwintlige Dreied 11113 fiiv Quabrate ftatt der Parvallefogrammne,
jo [aRt fich der Sap bes Bythagoras in newer Art Dbemweijen.

958) Bwet anbere Vervallgemeinerungen vom Sahe des
Pythagoras.

*) Jn der Arithmetit wird gl;f.s;cigi, bafy (0 — b)(a—b)=a*—ab—ab—+ b®

- g? -+ b2 —2ab ift. Beijpicl: (6 —3)(6— 3)—25— 15— 16 -9 =4.
Wrobe 2-2 =4,

1d: 86- (Gngert, die Gerade C,CJ

veffen Teil AJHA,—=ACDE
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a) Dagd Ouabrat diber einer Dreied2jeite, die einem
fpiben Winfel gegeniiberliegt, it gleidh ber Summe dex
Cluabdrate iiber den beiden andeven Seiten, vermindert uwm
bad doppelte Redted aud einer diefer Seiten und der Pro-
jeftion Dder anderen auf bdbiefe.  (Werallgemeinerter Pythagore:
ijder Lebhriab.)

Beweis, Jeige an Fig. 86a (wie bei dem gewdhnliden Pytha-
goreijhen Lehriatse), baf folgende Redytede gleid) find: A DK L=A PO J,*)
KEBL — FMNB, NMGC= CPOH, %f afjo 4B = BC
+AC"—(CPOH +NMGC), ober AB'=BC+ AC’—2-CPOH
i#t. Hier ijt aber
C' PO H bas Nedyted
aud AC und bex
Projeftion C'P pon
OB auf CA, Eben:
fo ift AB2 = B("
L AC'—20NMG,
o CN biesProjeftion
bon A C auf B Cift.

Benerfung.
Sebtman dieobigen

avithmetifchen
Sdyreibweifen vor-
aug, jo lipt fid
pte Michtigteit ded

Fig. 86 a.

@abes an Fig. 87

bejtatigen, o ¢ e e

etrennt fpiben Tintel

gegentiibexfiegt und bdie zu b gebirige oig. 87.

Hihe . gezeichuet 1jt, jodap man p ald /?"\\

die Projeftion von a auf b ju betrachten /; ‘

hat. Nad) Pythagorad ijt b /\/ - \\

et =D _.u_:!'*l - Jit — b* = ;Ji“] — 2bp+ R & // \“-\_ i

©ept man dabei p? + % = a® jo exhilt //\’:,\“ .5?\\_ \'\._\

man ¢ = b* 4+ a® — 2bp. /_/ oy
b) Das LQuabrat diber einer i o s

El

Dreiedsfeite, bdie einem fJtumpfen
Winkel gegeniiberliegt, tjt gletd) der Summe ber Luadrate

*) Biehe die Hilfslinien JB und CD, fiix bie anbderen NRechtede ent:
fprechende Hilfslinien.
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iiber ben Deiden anderen Seiten, permefhrt um dad doppelte
Rehted aus einer Dbdiejer Seiter und ber Projeftion bder

anderen auf diefe.
Beweis. HBeige an Fig. 88 (wie an Fig. 86a), baf Ddie mit
penfelben Budftaben begeichneten Rechtecte gleich find, wie beim Falle a).
Da jedoch hier die Duabdrate diber

Big. 88. AC und BC vergrofert terden,
43{\{3 io u}'!}{il'i- mdrm Ttmtn bed Dbigen
i /\f( A AB® = AC" -+ BC + (CPOH

/{,f.(:_}-" 8 ~ 7 +NMGC)=A @ - BC

e G S ; +92. CPOH.
JEC N Np~ - Bemerfung. Seht man die
\\\ _ /““m avithmetijhen ©djreiboeijen bor:
1\_, 2 __”‘ aus, fo bejtatigt fih aud) bre
| = ; bic Midhtigeit ded Sabed an Ddev
! 3 E Fig. 89, in Der ¢ Dem ftumpjen
| ! ' : | Winfel dez Dreiedd gegeniiber
| ; el liegt, fodaf ber FuBpuntt Ddes
j 5 '_ Qotes h auferhald fallt, ebenjo
| || | bie Projefiion p ber Seite a auf
D' !{ g “ui_e Seite b. Hier wird nad) Py-
thagoras

= (b+ p)+ 1 =0 +p24 2bp + A2, aljo, Da p* 4 hi=a® ilt,
(IE = fr:'l —i— ”:'_' =1 f;)'ffjf.
(Ale drei Fille laffen fich in bie Formel
el =a®4 02 F 2bp
sujammenfafferr, wobei dag Minugzeichen fitr den Fall Dbed fpiben
Sinfels, bas Pluszeihen fiir den Ddes ftumpfen Winfeld qilt, wibhrend
fiir ben vechten Winfel das lepte Glied wegfallt,

Fig. 89. ' : ! 5
e weil p = 0 Wwird.)
P2
/'\R Je 259) Sap von ben Crgdnzungdparal:
[ R b P - . L
¥ -2y felogrammen. Jieht man purd) etnen Puntt
5 per Diagonale eined Parvallelogramms

Parallele su den Seifen, jo entjtefen zwei micht bon Dder
Diagonale gejdnitiene Rarvallelogramme, bdie gleiden
Slacheninhalt habemn

Beweis. Sn Fig. 90 jei ABCD bad Rarallelogramm und .J
per Punft der Diagonale, durd) den EF und G H, die Parallelen

st ben Seiten, geben. Hier ift AABD =/ABCD. LBom erjen
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Dreiede ziehe man A BEJ, von bdem anbderen dad qgleidhe Dreiec

BHJ ab, jobann von dem erjten nod) A DGJ, vom anbderen bad
glethe Dreied D EJ, dann miiflen von jedem bder groBen Dreiece
flachengleiche Stiice itbrig bleiben, fodah /, / AEJG = /[ JJHCF
ift. [Man nenut bie

beiben Parallelograntnre Fig. 90.
Crginzungdparalle:- D AR e jedop
(ogramme, toeil fie VET f/
ndtig ftnd, um die beiden R Y S pinkd

bont ber Diagonale ge- / /
chnittenen Parallelo- / /
qramime um gangen ’-Eﬂ-" [.r' '

vallelogramm ABCD ju ~* E B
ergdngen. ]

Bemerfung, Jjt dad Pavallelogramm ein Redytedt, o erhalt
man flacengleiche Crganzungsrvechtecte; ift e3 ein Rhombus, jo werden
bie Ergamsungdparallelogramme fongruent; ift e3 ein Quadrat, fo
werben die Crgdngungsredhtede fongruent.

Der Sab fiihrt jur Lijung folgender

Nufgabe. Cin gegebened Parvallelogramm in ein fladen:
gleigesd mit Denjelben Winfeln zu verwandeln, von dem
eine Seite gegeben it

Man betradite dad gegebene Parallelogramm alé dag Crginzungs-
pavallelogramm bder Fig. 90 und JH ober JF al3 die gegebene Seite
bed gefuchten. Die Figur ijt leicht u vervolljtandigen, jebod) braudt
man nicht alle Linien ju geihnen.

e) Rangenz und Fladenbereduungen an geradlinigen Gebilben.

260) Berlegung ded RNedhtedd in gleiche Quabrate unbd
Formel fitx die Redytedsflade.

Koo T . Lo e v pe Hig. 1.

a) Pat ein Redhted Seiten, bdie fid) verhalten 5
: S S x iy . e e
ie 3wei ganze Bablen m und =, o lift e3 jid) (b

injoviel Quabrate jerfegen, ie Dbas Produft der | | | |
Bahlen angibt, aljo in m - n Quadrate. (BVgl. § 63 i e s
bed Vorfurfus.) Man nehme dabei an, daf m und » — |
feinen gemeinjchaftlichen Teiler Haben. Das Wnfjuchen | |
bed gropten gemeinjdhaftlichen Teilerd gehovt in bdie
Arithuetit.

Beifpicl. it AB: BC=3: 5, fo Hhandelt ed fih um 3-5=15

A SR N ) Lo :13
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Ouadrate.  Dasjelbe gilt fiiv die Werhiltniffe 6:10, 9:15 ujin.
Man  verlangt ftets bdie mdglidhit fleine nzahl von uadraten.
(Fig. 91.)

5 fragt fich jebod), ob bdie Giuteilung i Quabvate audy fir
nicht ganze Bahlen miglich iit.

b) Berbalten fich Ddie Redhtedsieiten iwvie 3ivet gebrodjene
ahlen, jo loffen fich die Briidye gleihrnamig machen, und die Bahler
geben ein ganzgahliged Berhaltnis. Dag Brodutt der nemen Zahlen
gibt bie Unzahl der Quadrvate. (Vgl. § 66 pe3 Borfurjus.)

Beijpiel. St AB: BC=32: 7, fo ift aud) AB:BCO = 123

18:85. Das Redted Lkt fich aljo in 18-35 Duadrate einteilern.
(Bigtweilen ift nodh ein Nitrzen ded BVerhiltnifjed miglid).)

3

¢c) ©ind bie gebrochenen Babhfen gejdloffene Dezimalbriiche, jo
ift bas ganzzahlige Berhdltnis feiht u finven; 3 8. AB:BC
— 1,923 :2,156 gibt 1230:2156. @3 faun nodh) in 615 : 1078
gefiivat werden. Die Anzahl der Duadrate ift 615 - 1078.

d) Berhalten fich die Rechieddietten jo, bap im Verhdltniffe ein
pber awei endlofe beriodijdhe Degimalbriihe vorfommten, jo berivandelt
man diefe in getobhnliche Brithe und verfahrt wie vorher.

Beijpiel. Das Verhilinid et 2 : 5,23 8154 81548154 .. ..

Man fepe den Degimalorud) gleih «, jodab

10000002 = 5238154,815481564.... ., und
100z = 592381548154 . .... . aljo  burd)
beiberfeitige Subtrattion
9999002 = 5237 631,00000000 . . ... - und demunad

ber Desimalbrudy o = 5BIGL g5 %) ebt ift dad BVerhaltnis der
Rechtecafeiten 2 : 5237651 pher 1999800 : 5237631, Die Angahl
per Ouabdrate it demuad) bad Prodbuft bder beiden lepten Jablen.
Dabei fei vorausgejebt, dap Rirzungen nidht mehr miglich find.

Sn allen Ddiejen Fallen war dasd BVerhialtnig in ein
ganzzahliged zu vermanbdelm, und bdie Quabdratteilung war
theoretifd) moglich. Solche Berhaltnijfe nennt man rationale
Berhaltuijfe. Die Seite des gefundenen Quadrates heibt das ge-

%) Nerfe folgenbe furzgefajte Negel: Sdjreibe die Bahl bis zum Sdhiup
der crften Peviode ald gange Jahl hin, ziehe vou ithr ab bie bor ber erften
Periobe jtehende Bahl, und bdividieve den Peit purd) eine Bahf, die borm fo
oft die Biffer 9 hat, ald die Periobe Stellen ihlt, und hinten jobiel Nullen
hat, al8 die eigentliche Vorperiobe Stellen zdhLL. Der entjtehende Bruch it
ber Wert ded periodijhen Dezimalbruchd in gewdhnlicher Brudhform und
fonn Biufig nod) gefitezt werden. Der Beweis fiir die Ridhtigteit des Ver-
fahrens evgibt jich aus dem obigen Beifpiele.
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meinjdaftliche Mah der beiden Rechtecsieiten. Sind bie miglichen
Qitczungen duvdjgefiihet, jo Hanbdelt €3 fich um dad groBte gemein:
fdhaftliche Maf.

[6) Unmoglih) iwird bdie Ginteilung bez Redteds in fleine
Quabdrate, jobald dad BVerhiltnis fein rationaled, aljo ein ivrationaled
ift. Dies findet 3. B. jtatt, fwenn die cine ahl eine ganze, die anbere
ein endlojer Dezimatbruch ofue Periode, d. h. eine Jrrationalzahl ift
Solde find 3 B. die Duadratwurgeln and den Prumzablen, bie Kubik
wurgeln ufw. augd folden und die durd Multiplifation mit gangen
Qabhlen aus diefen Srrationalzahlen entjtehenden. ©8 qibt aber nod
Srrationalzahlen, die nicht mit der Wurzelausziehung sijammenhangen.
Gine foldje ift 3 9. die mit dem RKreidumfange sfammenhingende
Bahl 7 = 3,141 592 653 589793 ... Der Nadyweid bafiir, bdap
eine Babl der lesteven Gruppe eine Jvrationalzahl ift, [Ept fid wuw
jdjtoierig fithren und geht iiber Den Standpunit ber Klaffe hmaus.
Mant fann = ald einen Dezimalbruc) mit unendlich langer Periode,
aber aud) ald Desimalbruc) mit unendlih Tlanger Borperiode be-
trachten.  Qm erfteren Falle famn man daber m = *Seeeis - feben,
a3 einen Brud) gibt, der im Jahler und im RNemner unendlid) viele
Stellen hat. Dentt man fich) die lepte (unendlid) fern liegenbe) 9 ge-
ftvicgen, fo evhilt man al3 gleidgwertig = = 3550560 - Uud) hiev
find Bdbler und Nemmer big ind Unendliche fortzujepen. Cin
irrationales Berhaltnis fann aljo nidht al3 BVerhalinis

r

sweier enbdlicher ganzen Jahlen davgejtellt werden

Stehen bemmad) die Seiten eines Rechtedd in einem ivrationalen
Perhiltnis, o mithte jede Seite in unendlid) viele unendlich Fleine
Teile zerfegt werdem, wenn man eine Ginteilung in Feine Quadrate
exzielen toollte, die Quabdrate iviicden umnendlich Hein wund unendlid
sablreid) werben. Die beiden Seiten haben alfo fein gemeinjdaftlicdhes
Map von endlicher Grofe, man nennt fie daher infom menjurabel.
So find 3. B. 3wei Gerade vbon den Langen 1 und 1/2 infommenjuvabel.

S folchen Fllen begniigt man fid) im praftijchen Leben mit An-
niherungdmwerten. Cntiweder bejchrantt man den D aimalbrud) auf eine
endlicdhe Anzahl von Stellen, was 3. B. bei 1: 7 auf 100: 314, oder auf
1000000 : 3141593, ober auf 1000000000 : 3141592 654 ujmw.
fithrt. Ober man judht Nierungdwerte, wie F = 3,142857 .. ., wad
allerdingd zu grof ift, ober toie 35 = 3,1415929 ..., was nur
Tt wenig abweigt. Der Wert ¥ war don dem Archimedes befannt.
Bur Auffuchung ded zweiten und anderer Ndherungswerte gibt bie
Arithmetit geeignete Methoden an.|
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£) AB Fladenmap fonn man em Qaadbrat von beliebiger
Seitenlinge wahlen. Jm praftijfen Seben wdhlt man die Seiten:
{ange al8 eine Der Qingeneinfeiten des metrijchen Syjtems. Luadrate
pon 1,2, 3, 4, ... cm Seitenliinge Haben dabei Fladjen von 1-1=1,
2.2=4 8:3=9, 4-4=16,... qom pher: 12,99 8% 42 _ . .qem
ober em? Gin Quabdrat von vierfacher Flacdge erhalt man duvd) ges
eigneted Anlegen von drei Duabraten berjelben ®rife, ein Luabdrat
pon neunfacher Flache durd) geeignetes Unlegen von noch) fiinf joldgen
Quabraten an dad vorige ujw. o exgibt fid) folgende Tabelle der
Duabdratzahlen:

1%

=] =]

fobaf jedbe Duabdratzahl gleid) einer Summe aufeinander
folgender ungeraber Bahlen iff. Die Writhmett Tehrt, Ddaf,
tent » cine beliebige ungevade Babl ijt, 1+34+5+--- --,L-ﬁ:({{ F]I_l]
ift, was an der Tabelle anf bie Ridtigleit erprobt twerden faun.
(Daviiber und iiber bdie Unwendbungen vergleidhe man den Borfurius
& 58 'big § 61.)

g) Sjt dad Rechted in Heine Quadrate zerlegt, jodap 3 B. bie
@runblinie in 3, die Hihe in 5 gleihe Teile zerlegt ift, aljpo 3:5=15
Duabdrate vorhanden find, und betrachtet man jeded Luaorat al?
Slicheneinheit, fo Dandelt & fih um 3.5 = 15 Flcheneinheitern.
Xft allgemeiner die Grundlinie bed Redjteds von ber Linge b, bie
$Hbhe von ber Linge h, beided in Bentimetern gegeben, jo ift bie

Slade gleidh bh Duadratzentimetern, ober, wie man einfacher fagt,

=1k,

Diefe Formel*) gilt nad) obigem auch fiix gebrochene Bablenm. It
3. 8. b=38tem=jem, h= 52 cm = em, fo made man bie
Briihe gleidnamig, jodaf b =% em, h=% em ift. Jebt fteile

# Da s jedem Redyted oder Pavallelogramm, itberhaupt zu jeder gerad=
linig begrenzten Fldche ein gleic) grofies Qitabrat gefhort, defjen Ceite gleid) f,
befjen Flache gleich f*2 fei, jo mir‘o'iintt F vieljad geir’hr_irben f? f{obaf Die
Formel lautet £2=bh. Dadurd) wird angedentet, dap es fich lint8, wic vedyts,
um einen Ausdbrucd zweiter Dimenfion Handelt. Diefe jehr zu empfehlende
Sdyreibiveife ijt leider noch nicht allgemein getworden.
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man b in 24, % in 34 gleidje Teile ein und fonjtrutere die ugehdrigen

91 - 84 = 714 Duabrate bon je L em Eeitenlinge, alfo bon g qem
Slide. Dad ganze Rechted Hat alfo ¥ qem = 2+ 3 qom = T - { qem

— bh Quadratzentimeter Flade. Die Formel F = bl ﬁdiH aljo
aud) fiir gebrodene ,, Magzahlen b und 2, alfo aud) fiiv endliche
Dezimalbriige und fitr unendlihe Degimalbriihe mit Periode, alfo
fiiv vationaled BVerhdlinid b: A

[Fiir irvationaled Berhaltnig fann man fie ebenfalls al3 jtreng
ridhtig Deweiferr, Dier aber foll im UnjchluB an e) nur gejagt werbden,
bafy fie wm fo vidhtiger ift, je mehr Degimalftellen man bei & und A
beriidiichtiat. |

961) SJedbes Parallelogramm ift inhaltdgleich einem Redhted
pon Derfelben Grundlinie b und Dderfelbenr Hohe ~.  Sein Inbalt ift
bafer ebenfalld gegeben Ddurd

B=bh.

262) a) Jedbed Dreied von der Grundlinie b und der Hihe &
ift die Hilfte eines entjprechenden Parallelogramms beztv. Redjteds.
Die Jnhaltsformel ijt aljo

A bh
(1) F=—-

b) Begeihnet man die Dreiedsjeiten ald a, b, ¢, die jugehirigen
g = ; e - bh. ch,
iben ald ky, hy, hy, jo folgt, dag —* = —F = ~° ober ahy=bhy=chy
ift. Daraus aber folgt
|2) a:h= ff._, 2 a"r-'Jr i frﬁ : .i'fﬂ, e ,i';j 4 ,T,f:“

. h. 3wei Seiten eines Dreieds verhalten fid) umgefehrt
twie bie jugehorigen Hohen.
¢) Gtatt der erften diefer Proportionen fann man aud) jdreiben:
h hy h i |
a:b=1:1 poer a@:b=2:1t=-—1
b h, o b i Tl e
bemnach) lafien fich biefe Proportionen in folgende gemeinjdjajtliche
Fornel zujammeniaffen:
T L
B s e

(3

(3) WA —

9. b Dic Seiten eined Dreieds verhalten fid) wie die ume-
gefefrien (veziprofen) Werte der Hohen ober wie Ayl hghy iy hy.

d) Sind a, b, ¢ bic Seiten eined Dreieds, unbd ift ¢ der Rabdius
bed Sn-Qreifes, fo ergibt fidh) cine tveitere Flachenformel. Berbindet
man namlich) in Fig. 65 den Mittelpuntt M Dbed RKreifed mit den
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Gden A, B, € beg Dreiecdd und mit den BVeriihrungspuniten, jo wird

s : a : 2 home St g co pe A _
NAMEB = ;} NBMO = AL MA=_, ver Gejamtinhalt
: U imps - be co a -0 ce . !
Wit dllo =+ -+ 5= = , foofii man, da a + b +¢

S E o e e T v wo Sl
gleidh) dem Umfange w ift, aud) jdhreiben faun F = .~ Der Audbrud
a—+b-+e . 2 1 : ST g

T T ipar aber dort mit p Dezeichnet, alfo ijt Der Dreiecds-

&)

inbalt aud

i P a4+ b+ e i
(4) F="T_T o= _"o=yo

(S Worten?)

e) Berbindet man in Fig. 66 den Mittelpuntt M, Ddes die Seite
berithrenden Wn-RKreifed, bdeffen Rabius o, fei, mit ben Ccden Des
Dretedd und ben DBerithrungspuntten, jo it

A = A g ; e A = ] :
AABC=ABMC+ ACMA— ABMC=-3t 7% M

¥
=% (b4 ¢ — a).

o b — : . ’ v . "
Der Ausdbrud —— wurde aber dovt mit p, begeihuet, alfo ift
v L b-+e¢—a
E\-‘}_\) = -l -0, = P04

=2

Gbenjo ijt e3 mit p,, sy, besiv. 9,, 0, Man Hat aljo die Gejami:
formel

(6) F'—=po=p0y = P30 = P30
DDEr
- at+bt e -a-+b-t+¢ a—b ¢

(6)* = 5 o = -'2 - gy = 5 ' 05

Fig. 02 i e P e

A & 2 T
RS f) Davaud ergibt i) nod) etne andere
4 b s g ' - i o, .
// i Fovmel:*) Fig. 92 ftellt ein Dreied mit der

gl 2 lax\, Hihe hy = AD dar**) - Diefe foll aud bden

TS ey ©eiten @, b, ¢ berechnet werben. Man jebe
& BD =gz, aljp DC=a— 2 damn ijt nad
Pythagoras in den redtwintligen Dreteden

# Der Abjdhnitt £) fann vorldufig zuriidgeftellt werden, twenn die Lehre
pon ben Tabdratiwurzeln nod) nidt befproden ijt.
= D ift in die Beidhnung einjivagen.

T e o
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2 2 __ 72
Ll — frl
B [, )
(a r)* = b — hj

Doer

Sept man Hier den Wert von «* aud der erjten Gleidung ein, fo folgt

@ L] 0 - = 1.2
a* -+ ¢t — I — 2ax = bE—— i

pber, wenn man k3 beiderfeitd ftreicht,
Hi: —!—— oF — R ar— b

Darvausd folgt

Diez fese man ein in die erjte Gleidung, die fidh aud) jdreiben

51 o 9 r; i i e
e e s B R
Is] — X (& + )L z)*)
a* - ¢* G a® - ¢ — b*
—| 1 =l - — ] g - .
iz I 2a | | 2

Madht man die Ausdriide in jeder Klammer gleihnamig, fo erhilt man

;l? Dae L a2 I t...:i __hE Do — {-.'ﬂ =2 E.E :_ EJ’H
s 2 2a
|'|_'\'rr -+ €)* - b - ||’a2 — (@ — ¢€) :3]
FT3 da?

Su jeber Rlammer fteht die Diffevens ziveier Duadrate, die fid) wicder
in Summe mal Diffeveny der Grunbdzahlen zerlegen lgt, und jo folgt

5 (@ + ¢+ 0) (@ 4+e¢—b)b+a—c¢c (b — a - ¢)%)
el'_ ——
1 4
pder
- i6 atbte —atb+c a— b4+e at+b—e 4 - =
s = g 2 : 2 ' 2 ‘ 2 = 2 PPiPaPy

Demnady ift die Hobe ky

o 29 /a - b -+¢ -ag+b+¢ a— bt+c a4 b=
() b= Y i % S 2R e T
S A 2 2 2 2
5] =

(41

= -l."':!‘li: PsPs-
Ebhenfo ift
9

=
By 2 S
ir!::, == ‘ !;" PP Ps Py J'In':; = o I/:J_Jj.l] Pa Py

Sdyafit man in Gleihung (7) ” nad) linfs, jo jteht dovt (-{'21 =i,

# Gumme mal Differen; jiveier Jahlen gibt die Difjeveny threr Duadrate.




124 Rlanimetrie II.  Fortfepung ded Lehrgangs.

affo bie Flacde des Dreietd. So erhalt man bie berithmtie Heronijde

prmel fiir den Inhalt dbed Dreieds:
- ,_—_f_'_ F o
(8) F=)ppi1p20s

=1V@F o+ ato+9@—b+olatbd—0

Vergleicht man diefe mit

1t . S DR
7 Po—0y0; — Pals = Vg¥31

jo findbet man unddit

PO = Vpp p:ps OO @ = 3,1*’1})?13*»_-1%.; = l 2 }fl"p* = ]’ Bilsta ;

P
Sn dfnliger Weife find die anderen Fovmeln zu behanbelr. Jmt
garnzen ergibt fich

(9) o _1,/ PP o Z‘lf..-fwg s s | oEds "_r/ﬁmeg'
¥4 y 2 Ps Py

_}. h _|_ @

. ; ; A B S 7 :
wo Fiix die p die aud den Seiten hergejtellten Ausdriide uji.

cingefest twerden fommen. Man Dalte dabet feft, Daf nach den Fig. 65
und 66 p bden BHalben Umfang bed Dreieds, p,, Pe, P etnfache
Tangentenlingen bedeuten.

Bemerfung. Bilbet man ausd (9) bas Probuft der vier Radien
und fitest man Den entftehenden Brud), fo lift fich die Wurzel ausds
siehen und e3 entjteht

0010205 = PP1 Pelg = b
ober
(10) F—Voo,0,05 = Vorraps,

fobafs fich die Jldche e Dreieds auch aus ben Radien bder Be-
ritheungstreife bevechnen (aft und dad Produit der Rabien qleich dem
: jnen | gleid)
Brodufte der p ift. — Nod) anbdere Formeln laffen fidh Ddurch Minlti-
! ; J )
. . . i o ] T o
plifation und Divifion finden, 3 Bo 00, = Pals. ; ——‘;; uji.
1 5
)

L

—
-

Ferner ift nad)

0

8 Zeks
hyhshy = —— V(001 9e5)" = 450 V(0010:205)° = 4 s
fobaly 3 .
= I—é-glfiﬁ-bf'hl}hghﬁ ift.
Die Heronifhe Fovmel foll in der Ahnlichleitslehre Fitger ab-
geleitet twerden. ©ie bedeutet einen qrofent Fortjdhritt in der Lehre
vom Dreied.
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263) Cine Gigenjdajt ded gleidyjeitigen Dreieds. Fallt
nan bom einem hciiuhiqm Bunfte P innerhalb eines gleichjeitigen
Dreiedd Qote 1, L, I, auf defjen Seiten und verbindet man P mit
pent Gcen bed Dreieds, jo ijt die Jlache ded Dreiedd F = /A ABP

al : : S
—i _J,. .J)’ ()rjf'} | ‘ (-r‘_t }'j s ri? HiE .-’ljg _, “j_-. il i: ':._'J: : F:J‘ __ JF',}?J_ %E!TD
S 2.1 =5 : ; —
it L, +6L+1L= e h,  Solglidy gilt ber Sab:

Die Summe der von einem beliebigen Punite inner:
halb Ded gleichieitigen Dreiedd auj defjen Seite gefdllten
Qote it fonftant und zwar gleih der Hohe ded Dreieds.

Qiegt der Puntt P auBerhalb ded Dreiecks, fo ijt entweder einsd
der Uote, ober e3 jind zwei jolche von aufen {}m auf bie Dretecieitern
su fallen. Dann bleibt der Sab DLeftehen, jobald man bdieje Lote alsd
negativ auffafit.  (Vian e
verjudje den Sah aud) _T'_”.'__
phne Recdhning, d. §. rein G =

"
v ¥ " . 5 (f \
geottetrifch) au Deweijen.) /:J \

264) Gine Cigen- 'i;. 3= \-._
jchaft bed redhtivint i
ligen Dreieds. Fig 93 - — =
ftelle ein  redhtwinkliges
Dreied mit der Hihe 7
(auf ber Hhpotenufe) dar.
Die Abjdhnitte der Hypotenuje bezeidhne man mit p und q.

&)

Dabet 1jt

o o i
= a= — T

e = b* — p®,
aljo burch beiderjeitige dbdition

oKt = o’ f b® —jiﬂ = fjfg = ¢! "';” = ’HE

pber, da ¢ = p + q ift,

2= (p+ 9 — (P + P =0p"+ 4+ 2pq — (»* + &%) = 2pq.
Davausd folgt A% = pg, b h.:

Das Produft aus den AUbjdnitten der Hypotenuje ijt
gleidh) dem Quadrate ber Hohe
L
s q
man k die mittleve Proportionale u p und ¢ Dieje fann daber
fonftruiert werben, indem man p und g aneinanderlegt, baritber einen
Halblreid zeidnet und im Teilbunfte ein 0Hid jum RKreife veichended

Aud h-h=p-q folgt oder p:h=h:q Daber nennt
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Qot ervichtet. Cine Propovtion, in der das zweite und britte Glied
fibereinftimmen, nennt man eine jtetige Proportiom

S Fig. 82 tar dag Quadrat itber BC qleidh dem Rechted aus
der Hypotenufe und dem anliegenden Ubjchnitte Der lepteren. Jn Der
Bezeichnungsiveife der Fig. 93 iofgt affo a®*=gq-c umd V¥*=p-c
Demnad) ijt « wmittlere Proportionale u p nd e; ebenjo it b
mittlere Proportionale st p und e. Tied gibt eme neue Ronjteutiion
der mittleren Proportionale gweier Geraden. (LWelde?)

(In der Jihnlicheitslehre crgeben fid) biefe Sibe in febhr ein:
facher Weije.)

265) Das allgemetne Bieved gewdhnlicher Art [ajt fid)
purd) jede Diagonale in awet Dretece zerlegen. Seine Flache (apt
fih) 3. B. berechnen, wenn bie Diagonale BD = p unbd bdie von A
und ¢ auf diefe gefdllten Lote 7y und /Ay befanui find. Dann 1jt
.Jr'J.i‘.'] e phy 0 re L

3 (W
(3] ! O] ) '-_( 1 |

i

Stefen Die Deiden Diagomafen p und ¢ aufeinander jentredht, jo it
hy + hy = q und
t X
F—E£L.

Dies ift 3. B. der Fall beim Rhombus, beim Deltoid, weldesd aus
stpei berjchiedenen gleidhjchentligen Dretecent {iber bezt. unter derjelben
Diagonale befteht, aber auch bet gewifien unjpmmetrijden Rieveden.

Sind von eimem BVieved die Seiten a, b, ¢, d W Die eine
Diagonale gegeben, fo [dft fid) jeded burdh die leptere abgefchnittene
Dreied nad) der Heronijcdhen Dreiecaiormel berechnen, aljo ijt aud
bie Bierveddflacdhe befannt.

266) liber dbag Trapes, bei dem ein paraflcles Seitenpaar vor-
hanben ijt, mup fiiv Ddie fahenberechnung  folgendes al3 Defanmt
poraudgefelt werden: Palbicrt man in einem Trapes pie nidyt
parvallefen Seiten, uno sieht man die Rerbindungslinie der

Salbierungsdpuntte, fo ijt

3 pieje 3u Dem anbdeven Sei-
D ——-f\\ ------- - tenpaare pavallel und
B L qleidd der Halben Summe

S _‘?\ piejer Seiten.
i bty Beweisd. Jn Fig. 94 et
3 e e T R R —>B ABCD ba3 Trapez, E und

I feten bie Halbierungdpuntte
per nidht pavallelen Seiten AD md BC. Man lege duvd) I eine
Rarallele G H zu AD bon ber einen Parallelen big ur BVerlingerung
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ber anbeven, dann ift A FBG = A FOH (3veiter Qongruensiak),

alfo GF=FH und jomit EF Mittellinie des Parallelogramms
AGHD. Daraud folgt EF # AG i DH. Ferner ijt
EF=DC+ CH,
und zugleich
EF=AB — GB,
folglid) burdy beiderfeitige Addition 2EF = A B+ DC+ (CH— G B),
oder, ba CH— GB =0 iff, 2 EF=AB -+ DC
AB L DC

und BB —

Man nennt AL ', D bad avithmetijche Mittel Der beiden
Grundlinien AR und DC oder and) die mittlere Grunblinie.
Sindb AB—=a, DO =10 und die Hihe h (ber bjtand ber beiden
Parallelen) befannt, fo ijt die Flidhe des Trapezes leicht u bevechuen.
Denft man i) ndmlih dad Dreted FHC von Pavallelogrammen
abgefdhnitterr und in der Form des fongruenten Dreieds FGB an F'G
angelegt, jo erfennt man, daf da8 Trapey ABCD dem Parallelo
gramm fladengleid ift. Da aber AG = EF ijt, jo jolgt al3 Flade
filv Deidbe Figuven

U

Die Trapezflacdhe ift alfo gleid) dem Produfte aus der mitt:
leven @rundlinie und der Hiohe.

Bu den Trapezen gehict ein gegen die Mittellinie fhmmetrijches,
pag UAntiparallelogramm ober gleichfchentlige Trapes.

267) Dag gewohnlidhge Tangentenvieved. Hat da3
Tangentenvieredd den Umijang

uw=a-+b-+c-+ d, wobe i D
” " e TN
a-+e=0-+d= 5 ijt, und f __/;_-,.--fl
T e e . =t | / N
hat fein JInfreid den Nadiug o, < R A
1-.“ [apt fich feine Flache Teidht \\ :- ”‘x s 80
bevechnen. Denn ed ift A AM B S i i
Hhe T T \ /i W
+ABMC+ ACMD PN
A : (o bo co \\‘m | S b
+ ADMA =24 2 47 i
i dp B o ; (v Jine \"/
-+ — aljo ijt bie Gejamtfldde B
h 0 : 7 . g s oy |
F=>(a4+b4+c+d =—uw=0(a+¢) =po(b+4d)
Cy TN -_2 L. S o b

||
i
i
|
i
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268) Gine merfwiirdige Cigenjdaft ded Tangenten:s

/’

vieveds erqibt fidh aud dem Berhalten der vier Teilvierede.
Sn Fig. 96 it
(1) ANAMB— ACMB =22 —22_2(a—0),
z A d o co 0
(2) AAMD — A CMD == — =" = 2(d — ¢).
Fig. 96. Nuzd a —|— g=10 : d flﬂgf
po. aber a — b = c?_ — ¢, folg
AN (ich jtimmen beibe Dijf-
//---.-_ S i il
/ ferenzen itbevein. (Bgl.
o iR RNr. 286.)

St nun J ber Hal:
bierungspuntt bder Diago-
nafe AC, jo wird behaup-
tet, dbaf Die Diffeveny (1)
pa3 Doppelte vom Dreied

7 0 BMJ jei.
S Falt man  namlic
= ot A aud ein Lot AL

auf bie  Berldngerung
B g BM- AL SR
o BM, jo ijt A ABM = = . Palt man von C ein Lot

CO auf AL, jo ift OL bdbie Hihe des Dreiedsd B M fiir bie Grund-
BAM.OL

linte BM, aljo N BMC = 5 Die Differens (1) ift alfo
gleich £ Ul—ii ied 12 UL e “z 05 Falt man von J
aus ein Lot TN auf A0, fo it AN =22 affo

WL =2 mRr

0T qu’} oy

alfo nad) beiberfeitiger Subtrattion
AL — OL =2 NL.

fan

Demnad) ift die Diffeveny (1) gleid) BM - NL, oder, da
NL bdie Hohe des Dreieds BMJ fitr dbie Grundlinte BM
ijt, gleidh dem Doppelten ded Dreieds BIM I,

®ang ebenfo [(dht fidh mit Hilfe bder entfprechenven Hilfe-
linien beweifen, dafp die Diffeveny (2) gleich dem Doppelten bes

o ——— e i P
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Dreiedd DMJ ift. Da aber beide Differenzen itbereinjtimmen, fo
folgt, daf

]

{ J) ABMJ =/ DMJ 1]~I

Sit mun K die Mitte der Diagonale BD, jo ift aud) A BAM
— A DKM Bive alflo JMK eine qcbmrﬁuu‘ Qinie, o iviirde
Bieved BAMJ = ‘“tr’ucf f)_.?\ M.J fetr. Bieht man aber die Geradbe KJ,
o it aud) A BET = A DKJ. Folglih mup M auf JK liegen.
(Qdge ndamlich M m{Jt~ bor KJ, fo toiitbe BKMJ > DKMJ fein,
ldge ed linfd von JK, jo witthe e3 Feiner af3 diefed fein.) Dber:
[\ JMEK Bat den Jnalt Null, demnadh liegen J, K und M auf einer
Gerabert.

Solglich gilt ber Sab:

Die Verbindungslinie bder Diagonalenmitten eines

Zangentenvieveds geht ftets durd) den Mittelpunft des Jn-
Rretjes.®)

ﬂitmrrhluqm. a) it der Winfel bei D ein foldher von 180°
jo wird ba3 Tangentenvieved zum Tangentendreied und D toird
Bevithrungspuntt ded Jn-freijes. Jeht wirh J der Halbierungdpuntt
ver Dreiedsieite AC. Daraud folgt:

Die IMitte ber *-li-criil’ratnqiirﬂlwu tjale (BD) eines
Dreteds und die Mitte der zugehivigen Dreiedsfeite (AC)
haben eine BVerbindbungslinie, die durd den :htile[puuft hc:
In=freifes geht. Dort alfo {dhneiden einander die drei entfprechenden
LBerbindbungslinien fiiv da3 gange Dreied.

h) Begetchnet man bdie vier Teilvreiede AMB, BMC, CMD,
DAl A be3 Tangentenvieredd al3 J,, J,, Jy, J,, jo folgt aud ihren
Jnbhaltsformeln J, : Tyt gt Jy=a:b:ie:d  Uus der obigen Formel
Jy —dJy=J, —J; folgt nod) J; + J;=J, +J,. Man beweife
Jwrﬁ paf 9C AMB 4 9T CMD = 180" ift, ebenjo << BMC

“DMA = 180°% (Bgl. Nr. 286.)

L..I N\ezfmtgmt man Ddie Gegenfeiten a und e, cbenjo b und d
bi3 zum Durdhjdnitte P bezw. @, o hat man in dber Figur APCQ
et Bievect mit einfpringendem Wintel, tn BPDQ ein iiberihlagenes
Bieved. BVei dem erfteren find AC und PQ Diagonalen, bet dem
anberen PD und P@. Veiden ijt der Rveid M ein= beziv. an-

) Dies fdheint ver einfadyjte Clementarbeweis bdicjed Sapes zu jein. Jn

Tetl IIL, 2. *"[m[nr;e biejes Lebrbud)s ift ein umijtdndlicherer Nadhiveis qLImm

Der Sab ift ein Sonderfall eined Sahes von Gauf fiber die drei Diagonalen-

mitten Ded vollftindigen Vierjeitd und itber die Mittelpunite der einem Bier-

feit einbejdhriebenen SKegelidhnitte. (Vgl. Teil 1IT.)
Holymitller, Clementormathematil. L. 4. Aufl
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bejchrieben. Wian berjudje ebenfo ju zeigen, daf die Halbierungspuntte
alfer dret Diagonalen AC, BD und PQ auf bder durd) M gehenden
®evaben JK liegen. (Gaufide Gerade.)

969) Fladen der drei Arten anbefdricbener Tangenten:

vierede.
a) Fiiv bas Tangentenviered mit einfpringendem Winfel (bet D)

it #—=A AMB+ A BMC— A CMD — A DMA=a+b;

—¢ (j —d 0} =2 (a+b—c—d). (Bagl Jig. 97.)

9
b) Das iiberfchlagene Tangentenviere A BCD hat feinen Snhalt
im gewdhulicgen Sinme. Man verfteht unter jeinem Snbalte den

&ig. 98,

ot
A~ \
&rig. 97. i -.,‘I
. {1‘_/’/ | “H M ]
e o S |~
A 7% N et | i
’e s \ /'f I ¥
’/.}Jf \ };.z._:___}_ S S BT s
¢ & v = llf I| 2 ‘riJi / /-"'.
o = | / P
A a | o
e e i
g S i =i P

Unterjhied der Dveiede ABE und CDE. (Die Flade ded einen
Dreiedd titd gewiffermafen afé negativ aufgefafht.) Danm ijt wieder
Fe=AAMB+ABMC—ACHMD —AAMD~2(a+b—c—d)
— N ABE — A CDE. (Bgl $ig. 98.)

¢) Audy fiir die dritte Art von Tangentenviereden, bei der Leime
Seite unmittelbar berithrt, gilt bie genannte Flachenformel. (Bgl. Fig. 72.)

370) Die Flacdhe jedes einem Qreife umbejdricbenen Bieleds
getwidhnlicher vt ijt

Pl bl e gty ="g

DS 4 2
Verbindet ntar die Gden eined allgemeinen fouveren Bieleds (n-Cd3)
mit einem Punfte P feined Jumevn, fo zerfegt man e3 m n Dreiece.
Sind a,, a,, as,..., a, die Ceiten, by, hy, hy, ..., h, bie Fu=
qehorigen Hihen der Dreiece, fo ift die Fldde

1 .
F=3 [ashy + Gghy + G3hg 4+« - - + a, k).
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271) Bemerfungen fiber Pythagoreijdhe Fahlen

3

Bablen 3z je dreten angegeben, vbon benen jede den Seiten eined redyt:
winkligen Dreiedd entjpredien fonnte.  Diefe Pythagoreijdhen
Bahlen follen bier wiederholt und ergdnzt werben.

.,,.;

3.4 D BN s e 27, 364, 365 36, 77, 85
b, 12 13 17, 144, 145 28 5. 53 36, 323, 825
7, 24, 25 19, 180, 181 28, 1895 0 37, 684, 685
o Pl £ e 200 21, 29 29, 420, 421 39, 80, 89
9, 40, 41 20, 99, 101 31, 480, 481 39, 760, 761
It, 60 61 1220 221 32, 255, 2567 40, 399, 401
i B 23,264 265 33, :';t;, 65 41, 840, 841
13, 84, 85 24, 143, 145 33, bd4. 545 43, 924, 925
Loyl 12,113 050812031 3 - e85 8612 6435 44 417, 195

44, 483, 485

Multipliziert man die Bablen einer joldhen Gruppe mit einer beliebigen
ganzen Zabl, jo erhalt man ivieber eine foldhe Gruppe, die aber nidhts
neued Dbietet. MNur unabhingige Pythagoreijhe Jahlen find Hier bis
aur Babl 44 fiiv die fleinfte Seite angegeben.

Die im Vorfurfus angegebene vorldufige NRegel, fiiv jede beliebige
Babhl »n (> 5) 3wet zugehorige grofeve zu finben, twird jeht verftind-
lid) fjein.

a) Qft » ungerabe, fo febe man in p® — ¢ = n® die '-'!,*nrjf
p=g-+ 1. Dann wird (q + 1)* — ¢* = »® oder 2¢ + 1 = n?

- ne— 1 n*— 1 n®—1- 2 .Ja‘—L 1 e

. §. g- = 1 - =—"Lci Pie
Glniiis ibt alip die Rablenarubpe 2 HE =l e =
~opung gibt aljp ole Hablengruppe =, __’ ; 2

b) Ift » gerabe, jo febe man in p* — ¢ = n? die Bahl p=q < 2.
™ i a o 5 I Hr —4
Dann wird [\f,r + 2)" — ¢° = n? ober 4q + 4 — n? D)t T

n?—4 n* - 4 b e = n*—4 nt*l4
p [ T 2=—;—- e Sbpmg ijt alfo », = L' .

Man findet aber dabet nicht jdmtliche unabhingigen Puthagoreifden
Bablen, fonbern nur fjolche Gruppen, bei denen Ddie beiden qroferen
Sablen nur wm 1 ober 2 vonetnanbder unterjdhieden jind. (Beifpiele
finbet man im BVorfurjud.) CEine allgemeinere Ljung qibt folgende

¢) €ind @ und b beliebig gegebene ganze Bahlen uud ift dabei

> b, fo ift leiht zu zeigen, daf die Babhlen

(@ — 0%, (2ab), (& -+ b
eine Gruppe Pythagoreijdher Bahlen jind. G8 ift namlid:

A
(=
~ .

(a* — .Fr)' + (2ab)? = (a® 4 b*)?,
g9*

Sgm Borfurjud § 72 wurde eine Reibe von Gruppen ganger
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toeil
at — 2470 + b + Lab? = gt + bt} 24707
1it.
Sept man 3.B. a=2,b=1, {0 finbet man o —b*=4—1=3,
2gb=2.2.1=4 a®+b*=4-+1=25, aljo Die erjte ®rupye 3, 4, 5.

Sept man a=3, b=1, o folgt @* —b*=9—1=238,
9ab—2-3-1=86, a®+b2=9-4+1=10, alfo bie Gruppe 6, 8, 10,
bie aber nichtd newed gibt, da fjie aus ber erften durd) Wultiplifation
mit 2 Dervorgeht.

Gept man a=3, b=2, o folgt & —*=9—4=25
Sab—2-3-2—12 a*+0b2=9+ 4 =13, alfo bie Gruppe 5,12, 1

3.
Ghenfo fann man ber Reihe nah a =4, b =1, pher a — 4, b = 2,
ober @ — 4 b =3 feBen. Das erfte gibt dbie Gruppe 8, 15, 17,

!

f

bad dritte die Gruppe 7, 24, 25. Dad atgite qibt nihtd neues,
ba 12, 16, 20 aus der erften Gruppe duvdh Multiplifation mit 3
hervorgeht.

Yui diefe Weife findet man jamiliche Bythagoreijden
Bahlen bHis zu einer beliebigen Anfangdzahl a Hin
Damit ift eine widtige Gruppe von unbejtimmien Gleichungen
steiten ®rabes (Diophautifde ®feichungen zweiten Gvabed) von
per Form a? 4 yP =% wo @, y und n ganse Aahlen fein jollen,
ofne bejondeve Vorfenmtniffe jur Lojung gebradt. |

[272) Borlaufige Methode, die Jahl = mit Hilte ded
Pythagoreifden Lefhriahes Dbis auf 6 Stellen Genaunigteit
su bevedhnen™)

uflajung. Jn Fig. 99 jei der Radius ded Halbfreifes gleid) 1.
Da fidh ber Radius dreimal als Sehne eintragen [dgt, ijt aunddjt

1z pie Oalbfreislinie grofer ald 3.
. Mean hHalbieve den Bogen A B m C.

"‘ e Damm it AD=5, AM =1,

' C\\  folgli) MD VAN — AD?

: Y '\‘.\ \.I- ) l.;‘rl:: _.. |"\:_1“;|:‘I = -]’_a'f]_ — .JL — -[..-"r :;’ ;

it o \\ Folglih it €D =MC — MD

P S u N =1 — Vi, Folglid) ift die Seite
3 ped vegelmdpigen 12:Eds

A0 VAP TP Vi VD =Vi+ A+ 127D

V2 — V3.

# Qn der Whulichfeitdlehre twird eine bequemere Methode angegebern.
Hier Danbelt e3 fich nur um cine Ubung in der BVeredhnung bes Umfangsd
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Da /8 =1,732051 .- alfp 2 —}/8=0,267949 --- und daber
AC =710,267949 - .. — 0,5176380 - - - ift, fo folgt al3 DHalber
'llm'fnnq pes regelmafigen Swilfeds das Sed)dfadye vabon,
D. b ¢ m}‘?h o Died ift jdhon ein Dbeffever Naherungdivert jiiv =
ald bIL. _;yﬂl}[

Jebt [}ﬁ[[‘ft‘rt‘ man den Bogen AC, wad F gibt, dann wird
bied) F M die Sehue AC in E Dalbiert, und es toird

AE — "l_f'l (2588190 - « ,

EM—VAM?— AP =V1— AE,
FE—=1—EM=1—}1— AFE?

aljo die Selhne
AE?)

VAL — A —_sYi— A =Va(1 —Y1—4E)

3

Hier ift 4 L —0,06698728 ---, alfo 1 — 4 E*=0,9330127 - - -
md AP — V(1 —1/0,9330127 - - -), ober, da 1/0,9330127
— 0,9659258 --- ift, AF =7/2+0,0840742 - .- = /0,0681484 - ..
= 0,2610525 -+ Der Halbe Umfang ded 24-Cd3 ift bas
Bwilffadhe dbavon ober 3,132630, was nod) ndher an = legt.
©o fanmn man, de PHalbierung der BVogen wiederholend, fortjahren.

Su derjelben Weife fann man den Halben Umfang der umbe-
jchriebenen vegelmifigen Bielflache ber angegebenen Seitenzahl bevedjuen.
Withrend die einbefchriebenen BVielflache einen zu fleinen Niherungsivert
geben, gebent die umbejchriebenen einen zu grofien, aber z wird immer
enger zwijchen el Bahlen eingejdniivt. Die Rejultate Hid jur jedjten
Stelle find in ber folgenden ZTabelle ujammengeftellt.

Ginbejdyrieben: Umbejchrieben: ﬁ"ufgﬂir{}:
6-Edt 3,00000 3,46410 3 < <34
12:&d 3,10583 3215639 3,1 ey D
246 3,13263 3,15966 3,13 < 5.2 915
4 8-k 3138955 314609 3189 <= m< 3146
96t 3,14103 3 14271 31410 < = < 3,142.
1926 3,14145 3, 14187 3,1414 < < 3,1418
384-Ec 3,14156 314166 314156 <= < 3,14166
768-Ed 3,14158 314161 3,14158 < = < 3,14161
1536-Ed 314154 314160 3,14159 << = < 3,14160
|

Damit ift == 3,14159 auf fedh3 Stellen richtig berechnet.

regelmifiger BVielede, deren ein- ober wmbejdhricbener Kreid ben Rabius 1 fHat.
St bad Wurzelaudziehen nod) nidyt geiibt, fo ijt diefer Paragrapl) zu fiberfchlagen.
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) Shlugbemerfungen jur planimetrijhen Lehraujgabe
per Quarta und Untertertin.

a) Gin wefentlicher Bejtandteil der Plantmetrie liegt i benm

Grildrungen (Definitionen) der in ihr zu behandelnden Begriffe.

Dieje Begriffe find entiveder Grundbegriffe oder zujamnten:
gejette Begriffe

Grundbegriffe find 3. B. Punft, Linte, Flicde.

Bujammengefebte Begriffe find 3 B. redhwinfliges Dreied,

Parallelogramm.

Gine Grilarung joll alfed Notwendige enthalten, aber niur dad
Notwendige. Sie ift entiveder eine jadlidye Crilirung (Realertlirung)
ober eine Cutftehungserflarung (genetijhe Crildrung). o fann
man 3 B. die Gerade folgendermafen ervflaven: Die Gervade ijt die
Fiivzefte Lerbindbungslinie wijden wei Punften. Man Fann aber
aud) fagen: Die Gerabe entjteht durd) die Veivegqung eined jtetd in
derjelben Michtung wandernden Lunttes,

Mud bder Grildrung eined planimetrijhen Gebildes miiflen fich
beflen wefentliche Cigenjdajten ableiten [lafjen. Die Ableitung
ber Gigenjhaften ber Gebilde ift eine Hauptaufgabe der Mathematit.
©ie muf in ftreng logifder Weije exfolgen. (Die Logif ijt
bie Wiffenjdhaft, bie fih mit den Denfjormen, Dbejonderd mit Den
Sdyluffolgerungen bejdhaftiat.)

b) Dasjenige, wad iiber einen planimetvijhen (allgemeiner einen
mathematijchen) BVegrifi ausdgefagt wird, nennt man einen Sap. Cin
foldger Gap fanun eine allgemein anecfaunte Grundwalhrheit (ein
Wriom) fein ober ein be3 Veweifes bebiirftiger Lehriab.

«) ALS alfgemeine Grundidabhe werden in der Regel folgende an-
gegeben.™)
1) Wenn 3wei Grifien einer dritten gleidh find, jo find fie unters
einander gleid). [t a =c undb b =¢, o ift a = 1.
2) Gleihes su Gleihem abdiert gibt Gleihed. Jjt @ = a; und
b="b;, joift a4+b=n0a,+4+0.
3) ®leihes von Gleichem fubtvabhiert gibt Gleichesd. Jjt a = o

und b=2=5;, jo ift a — b = a, — b;.

4) Gleides mit Gleichem multipliziert gibt Gleidhes. Jjt ¢ = a4
wmd b=>0;, o ijt a-b=a,-b.
) Al erfter Grundjap wird Haufig folgender angegeben: ,Jebe Grdfe
ift iy jelbft gleich.” Da jedoch zur Gleichheit mindeftend zwei Grdfen ge-
hioren, wird er bejjer iibergangen.
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5) Gfeidhes durd) Gleidjes dividiert gibt Gleides. Jijt a = a; und
- . [ r’l]
b=1,, fo ift'5—3

1

Sepem diefer Gleichheitsiihe fann ein Ungleicdhheitsiab sur
Geite gejtellt werben, 3. B. Gleides 3u Ungleichem addiert gibt
Ungleihes. Jit 3. B. a = ay, aber 6> by, fo ifta-+b>a, +b;;
ift @ =a,, abex b< by, fo it a + 0 < a + by.

Dem erften Grundjage wird haufig folgender Ungleideits-

faby zur Ceite gejtellt:

6) it von zwei gleihen Grifen die eine griper (bezw. fleiner)
al3 eine dritte, jo ift aud) die audere grier (bezw. fleiner)
al3 bie britte.

Sm Bereidhe der pofitiven Gropen gilt uod) folgenbder
Grundjah:
7) Der Teil ift feiner al3 dad Gange, oder ba3 Ganze ijt grifer
afg jeber fetner Feile.
Diefe Grundjdse find teild jdhon aur WUnivending geformmer,
teild twerden fie nod) nivendung findern.
eber der erften fechd Sidpe enthilt eine Bedingung, untev
ber bas usgefagte richtig ift. Die Bedingung nennt man die
Borausiepung, die Ausjage Heift die BVehauptung Auf
einen Beweis der lehteven wird, wie jdon gejagt, vergichtet,
weil ¢ fich um alfgemein ald ridhtig anerfannte Dentformen

(Sdlufiolgerungen) Hanbelt.

B) Meben bden allgemeinen Grundjaben gibt ed planimetrijdye

Grundjabe (planimetrijhe Axiome), Dei Ddenen auch auf einen
Beweid verzichtet wird. So jagt man 3. B.: ,Jn der Ehene lafjen
fidh durch jeden Puntt unendlich viele gevadbe XVinien legen.”

[Bei manden Sipen jolcher Avt tonnen Jweifel hevrjchen, ob
fie zu ben Grundidfen ober zu Den eined Betveijes bediicfligen
Qefriiben gehoren®) Gerabe in nemerer Beit fiud in diejer Ve-
aiehung diber die Grvundlagen Der Geomefrie umfangreiche Unters
fidungen jharfiinnigiter Art gemad)t worben. Ju allgemeiner
Ginigung ift man nod) nidt gelangt. Die Scule fann auf dieje
fritijhen Streitfragen nicht eingeben. Sie nimmt paber mande
Sike ald planimetrifhe Wxiome an, die vielleidht jpiter bon Dder
ftrengen Syftematif nicht af3 joldhe anerfannt werden.

Unter diefen Uriomen Hat dag fogenannte elfte Uriom bes
Guflid eine BHervorvagende Nolle gefpielt. 3 Handelf fidh) um

#) Die eingeflammerten Bemerfungen funen vorliujig iiberjdylagen werden,

mitffen aber daun fpdter bejproden werben.
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ben befaunten ©af, dak, tenn bei ivei bou einer Ddritten ge:
jchnittenen  Geraden forvefpondievenbe Winfel gleich find, bdie
(eteren  Gevaden einanber mnidt jdneiden fonuen, iie tveit
man fie auch verlingere. Bwettaujend Jabre lang haben audy
bebeutende Mathematifer ben Sal ftreng ju betveijen verjudt. Erit
Gaup und einige feiner Jeitgenofjen haben erfannt, daf ein jtrenger
Betweis des Sabes unmiglid) ift, daf aljp jener jharfjinnige Griedhe
ihn mit vollem Redhte als Ariom Dhingeftellt hat. (Nimmt man
diejen ©ab nidht ald ridhtig an, fo fommt man auf die verjchiedenen
Sornen mnichteutlidijher Geometrien.) Der Saf fann iibrigens
burd) den ©ab erfeht tverden, daf bdie Wintelfumme im Dreted
gleid) zoei Nechten jei. Gejdhieht died, jo ift diejer Sab ald Wgiom
i betradyten.

Sm allgenmeinen wird anerfannt, daf die Schule eine gripere
Anzahl von Wriomen nitig hat ald die Wijfenjchait.

Bei einem Lehrjape dagegen handelt e fich um Voraudjepung,
Behauptung und Beweis.

©oll 3 B. betwiefen toerden, dap gleiden Seiten eined Dreieds
gIeicI)F Winkel gegeniiberliegen, o ‘mu“:* B. voransgejest, bag ABC
eint Dretect und daf AC=BC 1jt. Behauptet wird, baff <L p=<Ce
fei. Um ben Beweid zu liefern, hat man im vorliegenden Falle
etne Hilfafonjtruftion nétig. Entwever fallt man von C aud
auf Ddie ®egenfeite ein Lot ober man berbinbet C mit ber Mitte
der Gegenjeite ober man halbiert ben Wintel bei €. Dann beiveijt
man, dbap duvd) die Hilfalinie dasd Dreied in 3wei fongruente Teile
serfegt totrd. Darvaus folgt die Gleichheit der homologen LWintel
B und e

©o ergibt fich fiir jeden Lehria ein Dbejtimmtes Sdema:
1) Der Lehriab iclhfr 2) die Borausjepung, 3) die BVehauptung,
4) die etiva notige Hilidfonfteuftion, 5) der Beweis.

Bur MWhung im ftreng logijhen Denfen ift ed3 bdburchausd er-
forberlich, biejes Echema an vielen Beifpielen duvchzufithren. Auch
ift alles, was im Beweife gejagt wird, zu begritnden, fei ed burcdh
Lertvetjung auf den entjprechenden Grundjal oder durd) AUngabe
eined bereits Dewiefenen Lebrjabes. Jm obigen BVeifpiele ijt 3. B.
per angetvandte Kongruenzfab zu nennen. Jur ber Riirze Halber
ift in diefem Buche dad angegebene Sdhenia nid)t duvdhgangiq an=
gewanbt.

Der Beweid 1ft entweder ein unmittelbarer, D . ein
divefter Deweid, oder ein mittelbaver, b . ein indirefter
Betoeis. Vet dem erfteren wird der N m:fhuuw ber Ridtigeit wirk:

ety a5 PR
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