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210 Anhang.
Uuflojung 1. Man jude O und Deftimme OC, aud bev ¢
®leidung :
0A - 04, — 0C- 0C,
pber gemdp der Proportion
0C: 04 = 04,:00,.
Nuflojung 2. Man lege durdh) A und A4, einen Kreid und
burdh) B und B, einen andern, der den erfteven in Punften P und
Q jhneidet. Der durd) P, @ und O gelegte Kreid {dyneidet die ge-
gebene Gevade in C).
16) Mufgabe. Weldhe BVeziehungen beftehen zwijden je
drei Punttpaaven etner involutorvijden Punftrethe?
A B gIisy 4, B, o ,

Auflojung. it die Punfiveihe 3. B. eine elliptifde, ift O ihr

Mittelbuntt und — %* die Potenz, jo ift

f P sl ey
s S ot L — 0B,’
ober v
D OB,
folglich
5 g kL L OA=0F
Boch Qe = die= OBy = Od == bisons 0B,
) 044 B0 - .2 b d
PO IO R ORISR
alfo

72 A B,
i

£ ] ——— L —— e &
4,5 04 - 0B,

Ebenjo 1jt

o A 3 st AT : 3 Al
£ S [t - V. 1’;.‘ —— i v = - .' = g — 3
4B, =, 4, B oaoo 46 =¥ o oo
folglich
A, BB, AB 4D 0 4%.0C - 0C,
A, C.A,C, 04*. 0OB- 0B, A AC
Hebt man 0.A4* und auperbem OB - OB, = 0C - 0C, = — I,
jo bleibt eine Gleichung ftehen, die fidh jchreiben laft al3
4, B AG A8 4.0
AB A0 . AB. AGT

0. §.: Die Doppelverhiltnifje (4, ABC) und (4.4, B, C,) jind einander
gleid.
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Folglich: Stehen drei Punftpaare in Jnbolution, bilovet
man aud vier befliebigen der Puntte ein Doppelverhdltnis
und das entipredende Doppelverhaltnigd der zugeordneten
Buntte, jo Jind beibe Doppelverhalinijje gleid), jobald in
ber Gleidhung alle drei Punttpaarve vorfommen.

Doppelverhiltnifie wie (4 A, B B,) und das sugeordnete (4, 4 B, B)
jind audzujchliefen, dba fie nur zwei Punftpaave enthalten, deren Wn-
ordnung twillfiivlih fein Ddarf, fo dap von Gleihheit der Doppel
perhiltnijje nicht gejprochen twerden famn.

®anz ebenjo wird ber Betweid fitr bie hHyperbolijche Punitreihe
gefithrt.

17) [€8 war

A B A0 AB A, C ; - :
1\1 ’EB - _fl_“_*;: = A Pl X ‘1‘(:.1 DhL"L' "k_élL_fj.J{)} (r) = l\,{'i_f'il_ﬂ] Ol j.

Durd) chflifhe Bertaufdung folgt daraus (ebenjo durd) die nadh
Geite 28 geftattete Vertaujdhung von 4 und 4, mit B und B in
pent Doppelverhaltnifjen)

LSRG BA . BO VB4 Bt o S
A - po. a0 BBOA = (BBIG )

und ebenjo
L0 A C€B. S04 CB W o A o
3) G CB— 04 o0& " (GCAB)=(CCA4,E,).

-1

Durd) Multivlifation jolgt aud 1), 2) und 3) eine Gleichung,
die fi) durd) Heben der gleidhen Stitde jhlieflidh) auf

4) AB-A,C-B,C= A, B, AC, - BC

suviidithren (6Bt  Durd) BVertaujdung von A und A4, beyw. B
und B; ober ' und €, folgt ber Reihe nad

5) A,B.AC-B,C, = AB, - 4,0, -BC,
6) AB, -A,0-BC, = A,B-AC, - B,C,
7) AB.AC -B,0=AB -AC- BC,.

Die genannten Vertaujdjungen fjind geftattet, weil im Punkt:
foftem 4 Ddiefelbe Nolle jpielt, wie A4,, ebenfo B wie B; und C
toie ). Diefe fieben Gleichungen find von DéSargquesd aufgejtellt.
Die Vertaujchbarfeit der fonjugierten Punfte ohne Underung bdes
Doppelverhilinidiverted wird der Grund zur Bezeidhnung Involution
gemefen fein. |




219 Anhang.
18) Wmfehrung. Liegen drei Punitpaave 4, 4,, B, B,
C, €, fo, baf eined der oben genannten Doppelverhilinijje
ungedndert bleibt, wenn man fiiv jeden Punff jeinen Fu:
geordieten febt, fo ftehen bie Puntie in Jnvolution.
Beweis, €3 fei
(4,ABC) — (A 4,B,C,).

Ungenommen, die fech3 Punfte ftanden nidht in JInbolution, fondern
an Stelle bon C, tviivbe X mit den iibrigen eine JInvolution bilben,
o miirbe fein

(4,48 C—'} = fx’] A, B, X),
folglich

(44,B,X) = A4, B,C).

Da aber je bdrei Punfie der beidben lehten Doppelverhaltnifje
ibentife find, jo miiffen audy € und X zujammenfallen. Die ge-
gebenert Puntte bilden aljo eine JInvolution. —

Da durd) Projeftion die Werte der Doppelverhiltnifje nicht ge-
dnbert tverden, jo Dleibt babei die Gleidjung

(4,ABC) = (44,B,C,)
mit allen zugehorigen Gleihungen ebenfalld erhalten. Folglich:

Brojeftion eined invofutorifden Punktjyftems giebt
ftetd ein involutorijdesd Vunftiyjtem.

Damit ift diefer ©af, ber oben mnur von bden hyperbolijden
Punftreiben bewiefen war, allgemein bewiejen.

Fig. 150.

19) ©af. Dad volljtindige BViered wird von jeder
beliebigen Geraben in einer Juvolution gejdnitfen, und




I. Snvolutorijdhe Punttrethen. 213

swar jind die Sdnittpuntte mit je zwet Gegenfeiten zu:
geordrete Bunite.

Beweis. PORS fei dad volljtindige Bieved mit feinen Dia-
qonafenr, KL fei die jdneibende Gevade, bdann find bdie WBiijchel
S(PQ RB,) und Q (PSR B,) pexfpeftivijd), jchneiden alfo die Trand:
perfale KL in perfpettivijen Puntten, wobei bie Doppelverhilintife
ethalten Dbleiben. €8 ijt aljo

(ABC, B,) — (CBA,B,),
pa aber auf Grund uldffiger Bertaujdung
(CBA,;B,) = (4, B,CB)
it (vergl. Seite 28), o ijt
(ABC,B,) = (4,B,CB).

Da in dem 3weiten Doppelverhilinid bdie zugeordueten Runfte
su deren bes erften ftefen, fo ftehen bdie fehs Scnittpunfte in Jn-
polution.

920) Aufgabe. Gegeben feien bou eimer Runftreihe zwet
Punftpaare 4 und 4,, B und b und ein Deliebiger
Runtt . Derzu-
georbnete Punkt
C zum lehteren
iol{ ohne Hitlfe
bes Jirteld fon-
ftrutert mwerden.

Auflojung.
Pan verbinve 4,,
B, und C; mit
einem  Deliebigen
BVuntte R der Ebene 47
und nehme auf £, Cy
einent belichigen Puntt S am, den man mit A und B berbinde, twas
auf B, R den Sdnitt P und auf 4; R ben Sdnitt @ giebt. PQ
gtebt dann Den gefudjten Punit C.

91) Sap pon Désargues. Cin Kegelfdnitt und ein be-
{ichiges Sehnenviered dedjelben werbden burd jebe Gerabde
in Jubolution gejdynitten.
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