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“142 Bierte Abteilung: Algebr. Anal. m. Anwend. auf Geom. u. Medjanil.

Wufldjung. Man bdenfe fih den Cylinderfolben vom 1 qm
Querfdnitt und 1 m Gejamthub. Die obige Formel giebt dann bie
theovetijche '“ﬂi]'n[nq-'%ﬁil']tqtvrr port 95,5 Pferbejtarfen, 1515 Pferde:
jtavferr, 191 Bferbeftdvten fiir bdie tretbende WMajdhine. |

13) Bemerfung iiber vationale gebrodene Funftionen.
Getviffe rationale gebrodene Funftionen lafjen fich auf gange
vationale juriidfithren, 3 B.

Jl‘l:,:} gedll T - ._1 — pn—1 + ph—2 _!_ ;..!..-a—LE __:__ ke _|_ T _"E_ 1%
Diefe finnen affo nad)y Abjdnitt I behanbelt werden. So ift 3. B.

=] | e & = {a.’“ 1
nac) ber Summenforntel fiiv die Kurve y = -

~—1

T n—1 n—32 2

/1 {1 L I
el AW T i i i sy :
0 e b e B 2 AR

PBei anberen aber geht die Divifion nidht auf, 3. B. bei
1 : £ ." }14 1
=14+t +2*4 -4 a2*+ )
\1 =g

Darf man das Rejtglied fiix » = oo vernachlijiigen, jo Hat man
eine fonvergente unendliche Reihe, mit Deven Gliebern vermutlic
ebenfo  verfabren werben barf, wie mit einer ganzem tationalen
Sunftion. Dieje Bevecdhtigung ift genau zu unterjudjen. Hat aber dasd
Reftglied nicht die Grenze 0, fo ift die unendliche Reihe unbraudybar.

Um affo einen Fortjchritt su exmdglidhen, Hat man bdie Theorie
per unendlichen Reifjen aufpuftellen. Died foll im folgenden Abjdymitte
angebahnt werden.

T, Allgemeines fiber die wwendlichen Reiljerw,
a) Ridblid auf die bereitds befannten Reihen.

14) Sn Folgendem fofl unter ,Reihe” im Algemeinen eine
yunendlidhe NReihe” verjtanden twerden.

St Tetl 11 wurden folgende Rethen jummiert:

1) Die geometrifdhe Reibe

2 5 \ e 2
14+ata? 4o’ ot o= s jedod) mur fiir —1 <z < 4 1.
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2) Die Erponential-Reibe

aT T - | T g Ak

1Lyt — 5, - Lﬂ:! 4 ... = ¢*, fiiv jeded beliebige o

3) Die Sinusd-Rethe

' T2 vl : ey oo )
e T T 4 ... =gsing, fiir jeden belicbigen Bogen x

i

4) Die Cofinusd-Reihe

T S &t e AW T
e - T 4 ... =cosx, fiir jeben Dbelicbigen Bogen z.

5) Die Reihe der potengierten Fabhlen:

m = D

1 =5 O l_lr_- _|_";_‘,-_;i'-J __!:_ 3& _‘I____ __-:l-- ﬂij et _1___
n2+1 2 / nPt1 et
=1

fiit » — oc und jundadft mur fiiv ganged pofitived p.

15) Die Frage, ob die febtgenannte Reihe aud) fiir gebrodjenes p
eite Summe hat, fonn vorliufig nur teilweife auf geometrijdem
Wege unterjucht werben.

Sigur 137 ftellt ein Quabdrat von ber Seite 1 mit ber em-
befdhriebenen Pavabel y — 2* bdbar. Die

Bajis ift i n gleide Teile -eingeteilt, Tt

; \ : T D S
unb bie ju Redteden vervoljtandigten | /
Gtreifen Haben bdbie Snbaltsiumme . V4
1 /132 17252 1 /3\2 1L fn)\2

i S ( o R e
7 {-,‘.13._) 22 n (n) ' m w) ! g Hk'ﬂ.) '
pder, fiiv » = oo,

L i U e S |
n® =

Da fiir » = oo die Treppenviume iveq:
fallent, Jo ift bad Quabrat durd) die Parabel
in die Fladenrdume ;‘; und ) etngeteilt.

flappt man Ddie Figur um bie
Dingonale AC, wodurd) x unbd y bver:

taujcht twerden, jo Hat man die Parabel
1

v / g v - F
=1y oder y =Yz = x* mit Hori:
sontaler Adhe.
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Teilt man die Bafiz wicder in n gleidhe Teile ein, jo Haben
die entfprechenden Ordinaten der Heihe nad) die Langen

1 1 1 1
Ijﬂ [2y 2 f 8 2 fn\ 2
(-}: el { ﬂ) Y (\w ) J f ( " ,) !

bie SJnbaltefumme der zu Redhteen erginzten Streifen ijt

poer

JFitr n = oo fallen bie itbergreifenden Treppenviunte iveg, und die

& e i i ' - . T 1 o "L,
idraffierte Flache toird nad) Obigem gleid) = - = — Folglid):
TR .
2 i
Filr » = oo ijt
1 I _| 1
e e s R
1 oL
S -1 = 1
n- =

S derfelben Weife zeigt man, Ddaf Ddie Pavabel Hoberer
Ordrung y = «f filv ganged pojfitive3 p dent (p 4 1)t el von
der Quadratflade 1 abfdneidet, fo bap ber Nejt

{ 1 = el i 1
p+1 p4+1 1 Ly
_’}]
bleibt. Die um bdie Diagonale AC geflappte Figur giebt Die
1

Qurve 2 = y? oder y — z?. Die neue Streifencinteilung zeigt, dap
fiix » = oo iieberum ift

1 1 1 1
2 par e et - 0
2 1' ; —_
+1 =
] | L
n P

jobald p gamy und pofitiv ijt.
Demnad) [dgt fich die Formel

Ll i

H L

o pP+1
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. A 1
auc) dann auf bie Qurve y = z? anienden, wenn p = i L
3 ]
eine ganze Babl ift. So ift 3. B. fiiv die Kurve y =Yz = 2°
1 =1 |
T i
' 2| B .8
J = = — 1
4
0 l -1

Sdhont darin liegt eime bedeutendbe Eriveiterung.

©piter aber fjoll gezeigt twerben, bdap die widhtige Formel 5
und damit auch) die Flacdenformel fiiv Deliebige Erpomenten richtig
bleibt, fobald biefe nur grofer ald — 1 find.

b) Giniges iber Sonvergeny und Divergen unendlider Reifen
mit lauter pofitiven Glicbern.

16) Nad) Obigem giebt ed Reihen, die fiir jeden beliebigen
TWert der maBgebenden Grbfe = fonvergent {ind, wie 3 B. bdie
Crponentialveife. Unbdere find mur innerhald gewiffer Grengen
fonvergent, wie 3. B. die geometrijche Reibe, anbdere jtetd3 divergent.

a) Cine NRethe ift Ddivergent, jobald ifhre Glieder zunehmen,
ober gleidh grof bleiben, oder wenn Ddiefe, obwohl fie abnehmen, jtetd
fiber einer endlichen ®Grife bHleiben.

©o ift 3 B. die NReibe

: 1) 1 fi] it Ak
2+ (I _1 + (1 .;) s “ H) I ‘-\Illi) i (I:‘.:?) g i
divergent, weil die @licder jtetd grofer bleiben, alsd 1

b) ©elbjt twenn bie Glieder fich der Gremge Null unbegrenst
ndbern, braucht die NReibe nidht fonvergent zu jein.

©o ijt 3 B. die jogenanute harmonijdhe Reihe

1 e L

1—|_2+3—|_4+":’,"_‘_|;+'

divergent, wad man an folgender Gruppievung evfennt:

1 1 1 & 1 1 1)
I '_%F(:j =5 .1) = (\5, 7 Ry T'F!F S_)
1 1 1 1 1 1 1 1)
Sfe [9 I 10 i 1l =53 12 a7 13 = 14 -+ 15 =] Jﬁ,} =

pier hat jede Gruppe doppelt jo biele Glieder, ivie die vorhergehende.
Die erfte Klammer ijt griper ol 2 - _1” bie siveite grifer alg 4 - —

8!
1 - ' -, = S
i W fow., jebe Slammer aljo -grioger

Dolamiiller, Mathematil. IIL. 10

die folgende groper ald 8 -
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ald 1 el in der neuen Neibe jedes Glied grifer als 1, ift, mufp
fie Divergieven.

Wie weit man alfo die Harmonijhe Reihe aud) jummieve, jtetd
bleibt Der Meft qrifer alg 1 ober eine anbere endlidye Babl.

¢) Diefe Betvachtung fithrt auj iolgended Sriterium Dver
Qonvergens: Gine Reihe fonvergiert, wenn man den Reft,
per nad) der Summicrung der n erjten Glieder fibrig bletbt,
padburd) beliebig Elein maden fanu, dafy man #» groper und
grifier madyt.

Die Reibe zerfillt damn in zwei Teile, s = s, = 1, 100 5, Die

endlidhe Summe der n erften Glieder, r, die der Feftglieder bezeichuet.
Man nennt s, dad jummatorijde Glied, », das Rejtglied.
Qetitered ftvebt der Gremze Null zu, erftered eimer bejtimmien Grenze
s, bie mit dber Summe der Reihe ibentiid) ift.
Das Guticheidende fiir die Qouvergen; ift alfo nicht bdie Ub:
nafme ber eingelnen @lieder bis zu unendlidjer Stleinbeit, jonbern
oie WAbnahme der gejamten Reftjumme bid zu unendlider
Qreinfeit, 5. h. bis zur Null.

d) Gin zweited Qritevium bevuht auj dem Pringip dev Reihens
vergleichung, 3 B. an dem BVergleih mit der geometrijchen Reibe.

St in einer unendblicgen Reihe von einer bejtimmien
Stelle an jebes Glied fleiner, als das entfpredjende einer
fonvevgenten Reibhe, o ift and) bie erjtere Reihe fonvergent.

Weil namlid der Rejt der Hiilfsreihe der Gremze Null zujtrebt,
fo faun Der Mejt der amdern Reihe feiner gripeven Grenze zujtreben.

o) Mit Hiilfe der geometvijhen FReibe erqiebt fid) ein neues
Qritevinm. Bleibt der Quotient ded (n - 1)*" und n'" Gliedes
pont einer Deftimmten Stelle ab angebbar fleiner alg 1, fo
ift die Reihe fonvergent.

ol 1
. . in . P . . it == 1 y =
Bleibt 3. B. von einer beftimmien Stelle ab < 0,999,

fo fonvergiert bie Meihe von dort ab in Hiherem ®radbe, ald Ddie
geometrijche Reibe
a, -+ 0,999 a, + 0,9992a, + 0,999 4, 4 0,999 az 4 - - -

cr s

S fx=0090" 1000
1
: G : : ot : e
bei Der —TL ftets qleidh) 0,999 ift. Die Glieber der zu unters
) b I U
n

fudjenden Reihe find eben von der betreffenden Stelle ab fleiner, alg bie
i

ber geometrijdhen Hiilfsreihe. — Die Harmonijdhe Reihe ijt nidht
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1
a4 8
. L il n -+ 1 n
fonvergent, denn Dbei by — = = — — fitr
gent, SELEGE St , 1 n -+ 1 1 !
; e
T i

n = oo gleih 1, alfo nicht angebbar fletner alg 1.

f) Die genannten Kriterien find durdhaus nidt augreidend
sur wijfenjdaftliden Begriindbung ber Reihenlehre, jondern
nuy filr bad auf bder Hioheren Schule ju behanbdelnde Gebiet derfelben.
Denn erjtens bleibt in dber Regel der Gremzfall jelbjt ziveifelhaft; eine
Reibe fann 3. B. fiix o <1 fonvergent und fiiv » > 1 bdivergent
fein. Dann ift nod) cine bejondere Unterfuchung ded Falled 2 = 1
nbtig, fiir ben entiveder das eine, oder bad audeve einfritt, oder efwa
ber Btveifel beftehen bleiben fann. Sweitend fonnte ed Feiben
geben, Die fonvergent find, obiwofl die obigen Rviterien an ibhnen
nidht exfennbar find. ©o it 3 B. nacdh Euler

o

£ e o) At S 7
BT a T e T & SES A e T
1
1
a PN EE L . .4
n--1 n + 1) 0 7 1

5_}[11]_]-1'&[' T e LA ——— — e 3
= a, 1 (n - 1)2 n*-+ 2n 4+ 1 sk 2 i
n* e omd

fliit » = oo Dder ®renge 1 zujtvebt.

. - ' . ¥ uﬂ, o v
&8 fHandelt fih alfo um eine Reihe, bei bder l:r{ jehlieRlich

mn

nidit mehr angebbar fleiner ift, ald 1, und bdie trosdem fonvergiert.

e - 1 wt i o : ; o
She DG | — = f i — - EL e Betwetie Fiir
Gbenjo ift EJH_: gg i >-HL" aip. O Bewetje [iiv

1 1

Diefe Summierungen gehen iiber ben Vereid) der Scdule Hhinaus. €8
handelt fich hier nur um VBeifpiele fliv bdie jdhwievigeren Fille.

g) Qft eine Reihe ald fonvergent nachgewiejen, fo fann man
jeded ihver Glieber mit eimer fonftanten ®vofe & multiplizieren, ohue
bafy die Qonvergeny verloren geht. Die nene Summe ift ks, wenn
s die Summe dexr urjpriimglichen Rethe ijt.

Multipliziert man jedes der Glieder mit einer beliebigen pofitiven
Bahl, bleiben aber die verfdhicdenen Faftoven fleiner ald eine enbdliche
Bafl &, fo bleibt die NReibe fonvergent, und ihre Summe ift Heiner
ald ks.

o ergiebt 3. B. die Multiplifation desd endlofen Degimalbruchs
1

4]

; 1 1 1 1
S ke e o=
U‘,}..f 11111 == 10 100 0 Ionn e

10%*
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mit 5 den enbdblofen Degimalbruch
0,555555 -+ - = 1; + X TR e
affo bag 5:jadpe.

Dagegen giebt die Multiplifation ber eingelnen Gfieber mit gany
beliebigen einjtelligen Bahlen (bie famtlich nicht qrifer a8 9 werden)
einen im allgemeinen irvationalen Dezimalbruch, deffen Summe endlid)
und Heiner ift als der 9-fache Brud), oder als der Brud), den man exhilt,
wenn man die Stelle, bei der man abbridht, um 1 erhoht. So ift 5. B.

1 YR o 1 . { =
o il 100 _'_ 1- 1000 T 2 " 10000 =9 100 000 1

=g — 314159 . .. < 3,14160.

1
10

3-1+1-

17) Fiiv eine fonvergente Heihe fei die Summe
S =8, + Ta,
o s, bad jummatorijge Glied (bie Summe der n erften Glieber),
r, die Reftjumme bezeichnet. Fiiv eine speite fei ebenjo
0 = G.l ';}.ur .
Andition betber Reifen giebt
5 —{-— 0 = 8y —]l—- Op —'— I::TL“ _]_ {'},,,:}.

Weil mun fowohl r, ald aud) o, filr n = oo der Grenze Tull zu-
fteeben, fo folgt, dap die duvd) Summierung entitanbene Reibe eben=
falf3 fonvergent ift, und daf ihre Summe gleid) ver Sunume dex
beiben urjpriinglichen Reiben ift.

Dasfelbe qilt von der Subtraftion.

Durd) Multiplitation der eingelnen Glieder beider Neihen er-
halt man

("‘-'.'; + fn} (.ﬁn "{'— On) = Saln + Fnn —I— QnSn Jl_ FnQn-

TWeil s, endlich ift, », aber mit wachfenden » dev Null Fujtrebt,
fo famn fiit » = oo r,s, gejtricdhen werben. Dasjelbe gilt von 0,5,.
Gudlic) fann r,0, gejtrichen terben, weil beibe Fattoren der Null
juftreben.  Demmad) ift die durd) Multiplitation entftanbene NReibe
fonvergent und ifre Summe ift gleih) dem Produfte dev Summen der
beiben urjpriinglichen Jeiben.

Durd) Divifion erhalt man

no m
I iy
T = (] ¥ lu
Gy _I_ Q0 O Qn
R
g a

—
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Wennt », und o, der Null zuftveben, o, aber endlidh ift, fo fann
i b Loy ; g o I

man b_“ und — fiit # = oo fireigen. Da ferner -ﬁ” =1 ift, fo
iy J?I- i

&
bleibt vedhts ftehen OT
Alfo: Mit fonvergenten Reihen, die nur pofitive Glieder
haben, fann man die Addbition und Subtraftion, die Wulti-
plifation und Divijion, folglidh) aud) die Potenzierung und
bie Radicierung ebenjo vornehmen, wie mit gewohnliden
Bahlen. Die newen Reifen find ftetd fonvergent und ihre Summe
iit befannt, wenn fie fiiv die gegebenen befannt war. Dasjelbe gilt bon
alfen Redynungdarten, die aud den genannten fich ableiten lajjen.

¢) Giniges iiber Reifen, die and) negative Glieder enthalien.

18) a) Eine NRethe mit unendlic) vielen pofitiven und unendlich
vielen negativen Gliedern ift unbedingt fonvergent, wenn die pojitiven
fiiv fich eine fonvergente Meihe bilben und Ddie abjoluten BVetrdge der
negativen dasfelbe thun. Denn man darf dann beide Hiilfsreihen
burd) Subtraftion mit einander verbinben.

b) Sie ift ferner unbedingt fonvergent, wenn bdie Summe ber
abfofuten Betrvdge beliebig bvieler Rejtglieder dadurd) beliebig flein
gemadht werden faun, daf man die Anzahl » der jummiesten Glieber
(bie s, geben) grof genug madht.

¢) Ste ift ferner unbebingt Tonvergent, wenn die NReibe der ab:
fofuten Betviige famtlicher Glieber eine fonvergente Reihe bildet,

e o ’ . . i : &y 11
d) Sie ift endlich unbedingt fonvergent, wenn der Vuottent S

port einem gewifjen Glicbe ab angebbar fleiner ift, als 1. i

Die Beweife beruben auf der Vergleihung mit den vorfer be-
hanbelten Reiben.

o) Pat bdie Reihe abwed)jelnde BVorzeihen, o reidht e3 fiir bie
Qonvergens vorlinfig aus, dap bdie Glieder zu unendlidjer Kleinbeit
abnefmen. (Ronvergente odcillievende NRetben.)

©o it 3 B. in der hier gejdhriebenen Neibenfolge

etne fonvergente NRetbe.
®ruppiert man namlich folgendermafgen:

L TR
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jo erhilt man bdie Reibe

TE . g ey T T T

6 50 42 (e ]
in ber man, wenn man abbricht, ftetd eine 3u grope Summe bat
Gruppiert man dagegen in der Form

e e R e e

\

Lesho il sty i o
SR e T | B ] HR |

]

jo erhilt man eine zu Eleine Summe, fvemn man irgenoivo abbricht.
Die uripriingliche Neihe iwird aljo zivijdjen tnmer engere
Gremzen eingefnitet, je teiter man geht. €3 fragt fich, ob fich die
Grenzen unbegrenzt ndbern.
Sea+1 it 31U GrOB, Son ift zu flein; da aber
1

an 4+ 1'

ci |

YEn |

o3 n —E-- | i

fo ift fiir unendlich grofes n seni1= S22, 0. h. bie obere und
untere ®renge ndahern jich) demjelben Werte.

Die zu grofen Werte find der Reihe nach

1, 0,83333...,- 0,783383...,
pie zu fletnen
L 0,58333..., 0,616666...,
Die Reihe ift aber nidt unbebingt fonvergent, Denn Die Summe
Hingt durdjous von der Anordnung oer Gilieder ab.

Gruppiert man ndmlid) folgendermagen:

___l|1_1 _J._‘L_E_.L_l')_i_("'I'_!_l__ 1
e EET 2] L5 75 7 L e e T i
o 6 5, e SR R 8 VR
s {_J:.; 115 "";] | i

fo Daf auf jwei pojitive Glieder jtets mur ein negative jolgt, fo
enthilt die Reibe allerdingd bdiefelben Glicder, tvie borher. Geht
man aber i3 sum 24" Gliede, fo hat man im erjien Salle gletd)=
piel pofitive, wie negative Glieder, im andern Falle aber
boppelt fo biel pofitive, al3 megative. BLorher war s dev
®renzivert von

R e SR

_L(nl : 5 v -1 1)'
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jebt Dagegen ift o der Gremzivert von

AT S R e
Die Diffeven ift
Oy 51
T i “‘:'t: ‘I i — | I|Jld{|:ca+ 113 = :.} = F:_ {:.5_,,1. 2 I_‘;.-a -_1-_]”.}
— 1 A4 D+ e te—a)]
— A4 E =D+ G+ = —57)

Fiir unendlic) viele Glieber erhilt man die Grenze

1 S e L l Ji=ts :
1'_2“1'::_".1-?"-"+'“-'_"z"'

o L]

1
g - S == -
2L

Folglich it

Die Summe Dder NReihe Hhiangt alfe wirflid von der
Anordnung der Gliecder ab.  Deshald jagt man, fjie jei nidt
unbedingt, fondern nur bedingt fonvergent. Jeder Art gefehmapiger

nordnung entjpricht eine befondere Summe.

19) Mit Reihen von nur bedingter Konvergeny mui man aljo
gany Dbefonders vorficdhtig fein. Die Borfidht war Dbei bem Beifpiele
nitig, weil wedber dad Rriterium ¢), nod) dag Kriterium d)
erfitl{t war. (oo — oo ift unbeftimmt.)

Much davauf jei aufmertjom gemadht, baf3, wenn man die Glieder
ber Dbetradjteten Reihe abwedhjend mit 4 1 und — 1 multipliziert,
bie divergente Darmonijhe Reibe entjteht. Diejelbe Dperation
miirbe eine unbedingt Fouvergente Reibe twiederum in eine unbedingt
fonvergente vermwandeln. Hier aber geht Dbie Souvergeny bverloren.
Man evfennt an diefer Stelle einen tvichtigen Unterjchied zwifdhen
Reihen von endlicher und foldjen von unendlicher Gliedberzahl. Bei
Reifen von endlidher Gliederzahl ift bie Anordmung ber Glicber
qleidhgitltiq; bei unendlichen Reiben ift fie muv gleidgitltig fiiv ven
Sall unbedingter Qonvergens, dagegen ijt fie von Cinfluf fitr den

# Sepe Gimpelflammer ift in fich umgeformt foorden, indem man ifre
beiben lepten @lieber vereimigt hat.
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Salf Der mur bebingten Ronvergeny. Bon bden fiiv endliche
®liederzahl giiltigen Gefepen bdarf man alfo nicht ohme
weitered auf unendlidhe Reihen Antvendung maden

Mit unbedingt fonvergenten Reihen fann man fdmtlide
Redynungdoperationen unbeivrt vornehmen; mit dbivergenten
und nur bebingt fonvergenten fann man aber nidht vednen,
wie mit gefdhlojjenen Ansbdriiden

20) NMur nod) einer bejonderen Wrt von waqc*mn JNeihen fet
gedacht, ber divergenten nécillierenden Reihen. Died find Reiben
mit abtwedjjelnden Vorseichen, bei denen die Glieder entiweder Tonjtant
find, oder abnehmen, jeboch ftetd iiber ecimem beftimmten endlidyen
Werte bleiben. Solche Reihen find 3. B.

g S R Iy SRS ST
DDer
. ol 1 5.1 s g
3, TR . 9 = E). o [ - == £ e 1 9 ] R e
: Sy “% 7l ‘2. lb_f 261 T 2555

S der lepteven Reihe ndbert fidh die SJJ toanfung tmmer mehr

ber Sdwanfung um = 2. Die Gumme ift alfo unbeftimmt.

21) Reiben bon ber Form
s=a - bx 4+ ca® + do® + ex* + -
beseichnet man af8 Potengreihen. Die fonjtanten Faltoren «, b,
¢, d, ... tonnen willkirlidh jein, ober nad) einem beftunmien Gejeise
auf einanbder folgen. .(Vou mnegativen und gebrocdjenen Crponenten
Toll jebt abgejehen werden, vbrohlaud) a4 ba—*+4-ba—*+ba— - .-
1 3
und @ 4 bx? 4 bx? 4 .- hierher gehoven.)

Drei Hauptfalle find miglihg: 1) Divergens fiiv jeden Wert
port «; 2) Konvergeny fiir Werte bon x, die swijden zivei Grengen
fiegen; 3) Konvergeny fiiv alle Werte von .

Beifjpiel su 1. Die Reibe

11z + 21a® 4 312% 4 4lat 4+ 5l8® 4 - - -

bivergiert fiir jeden Wert von z, denm 8 ijt

Gyt 1 nlz®
== - e = Nq
@, (n — 1} L

St mm o aud) nod) fo fein, das junehmende n bewirkt {dlieplid),
baf Der abjolute Wert von n-2 > 1 mwird. BVon da ab mnehmen
bie Gficder der Reihe zu, und fte ift divergent.
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Beijpiel g 2. Die Reibe

L g ;o 23 SR
fonvergiert fiir — 1 <z < 1.
Beijpiel 3u 3. Die NReibe
= e

E AR e

gy )

1+

ift fiic jeben beliebigen Wert von o fonvergent. Denn ed ijt von
einem geifjen Glicde ab aud) fiiv nod) jo grofesd x ber Quotient
A T Fri

T = — = — qabfolut genommen fleiner a3 1.
a, (n -+ L} =l 'n' :

22) Gindb mun 3 B.

stoei fonvergente Potemreiben, und liegt « fitr beide Reiben
innerhalb der Ronvergenzgrenzen, fo find nad) Obigem folgende
Rechnungdoperationen und Gletdjebungen gejtattet:

s 5 = (@ + a)+ 0402+ (4 ¢)a* + @+ a)a + -+,

s— s = (a—a)+bd—0b)e+4(c—e¢)a* 4 (d— {Fi)mg 1
s-8 = aag, + (ab, + D r'.flj.;' -+ (ac, —|— bb, + ca,) o

e lf_r':rij —+be, b, {?ffl),),‘

|

Gbenjo folgt ausd Der rein mechanijhen Ausredhnung mit Hiilfe
ped getifnlichen .a,-.mnouz]d)v]nau

sis,=(a+bz+ca®+ da 4 )1 (g, byo 2"+ d T S
- i s et Aty
__a - a b : ab, i a.‘\.tt] C— ac) : by (4,5 — ab;) < P
ay a; rf'l

Ferner it
=g + 2abx 4+ (b® + 2ac)s® + (2ad + 2be)s’
-+ (& 4 2ae + 2bd)a* +
Yuch anbere Potensterungen und ebenfo die Wurzelandziehungen

find geftattet. ©po ijt 3 B. dag Rednen mit enbdlofen irvationalen
Degimalbritchen erlaubt.
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Sm folgenden Abjchnitte ol eine Potenzreihe von bejonbdever
Wichtigteit behanbelt toerden.

Sind die Konffisienten a, b, ¢, d ... jum Teil tmagmar pbexr
fompler, fo dndert died an der Betvadtung nicdhtd. Jijt dagegen bet
einer Neifhe = fombpler, fo fanm man den veellen und dem imaginaren
Teil ber Reibe fitr fidh Dbetvachten und fiiv jeben bie Konvergens
unterjuchen. Stait Ddefjen fann man aber auch unterfucdhen, fiiv
welden abjoluten Betrag von @ 4-yi, b. h. fiir weldes s = Va4 o
bie Reihe fonvergent ijt. Die Grengwerte bon =z liegen, geometrijd
bargejtellt, auf ecinem um Null gefchlagenen Kreife, der als der
Ronvergenzfreis bezeichnet wird. Genouere Unterfucdjungen diber dieje
Dinge iiberjdhreiten das Fiel dber Schule.

IV. Die Wewtonfdye Reilje und der binowmifdye Lehrfoly fiiv
gebrodhene mnd negative Erponenten,
23) Die Newtonjde Reihe und ihre Konvergens
S Teil II, Urithmetif Nr. 30, war fir gange, pojitive Ep-
ponenten » betviefen worden, daf

, 1o nmn—1) ,  nhr—1)n—2) 5 , e
1+ T s T 1-2.-8 Gfogibalc m )

ift, wobei bie MReihe mit dem (n 4 1) Glicdbe abbricht.

Bilbet man nun fiiv gang belicbiged p die jogenannte New-
tonjdhe Reibhe
pip —1Lj(p — 2)

VI PP —=1F a) g
2o RO 2O

fo erftrectt fich diefe im allgemeinen ind Unendliche, und e3 jragt fid,

ann fie fonvergent und wie grof damn ihre Summe ijt.
Der Duotient ded (» 4 1)*" und »*" Glicdes ijt

pip—1)(p—2)... .;:p__— n - 1) v PAP- (p—2)...(p—n L
3 e 1-2.8...(n—1)

oDer
(p—m-1) p-F1
- r=—a -+ T,
[ "
Kiir fehr grofed » ndbert i) dies dem Grempwerte — . Jft ber
abjolute Betrag Ddesfelben angebbar fleiner ald 1, jo ift nad) 184d)
bie Reihe Fonvergent, ift ev grifer, jo ijt jie divevgent. Dev Biifchen:
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