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134 Bierte Ubteilung: Algebr. Anal. m. Anwend auf Geom. 1. WMedanik.

Verjuche diefed fiir die Gleidhung 2° — 102? 4+ 312 — 30 =0
mit Hiilfe ber Rurve y = 2 — 102* 4 312 — 30 audsufithren.

Man fann diefe Dinge leidt itberjehen, inbem man jidh) Gleidungen
mit borgefdhriebenen veellen Wurzeln bildet, 3. B. 0 = (2 — 1)
(0 —2)(z—3)=uo*—(1+2+3)2*4+(1-2+4+2-3
+ 8- 1) —1-2-3=2"— 62" 112z — 6, und indbem man
bie Rurve y = 2® — 62° 4+ 112 — 6 fiir eine griofere Jahl von
Punften wivtlid) fonftruiert.

[@elingt e& zu betveifen, daf fid) jebe ganze vationale Funttion

y=a-+ bx 4 ca® 4 .- ka®
in ein Prodbuft von Faftoren erjten Graded von ber Form
y—(e—a)@—F@—p) - @—1)

seclegen léft, jo ift Der Fundbamentaljap der BHiheren Wlgebra ge-
funden. Gaup ijt ed gelungen, ihn ftreng zu betveifen. Aus dem
Sabe folgt, daB, wenn man eine Wurjel « gefunden Hat, die Funttion
burd) (» — «) ofne Rejt teilbar ift und auf eine folde (n — 1) Grades
suriidgefithet twerden famn. LWergl Teil IT, Arithm. Ne. 76.]
Selbft wenn man vbon den lehten Unbeutungen abfieht, erfennt
man, daf ber binomijde Sab und die mit ihm jujammenhingende
Summenformel eine gqroBe Jahl von Wufgaben [D8bar maden,
bie mit den gangen rationalen Funttionen ujammenhingen. Dasd
Ausjdliegen ber imagindren und fompleren SKoeffizienten und Had
Richtbetweifen degd Fundbamentaljopes ber Wlgebra beutet aber darauf
bin, bap erft die bhohere Mathematit von allgemeineren
Gefidhtspuntten aud im Stande ift, die Lehre von Dder
gangen rationalen Funition zum AbBJHIug ju bringen.

IL Die Sunhtion y — ; wnd die Quadratur der fyperbel
oty den natiiclicdyen Logavithmus,

9) Duadrvatur der gleidhjeitigen Hyperbel
@8 fanbdelt fidh in diefem Abjdhnitte um die einfacyfte der ge-
brodhenen rationalen Funttionen von z.

FNad) Teil II, Kegeljhn. Nr. 35 ftellt bdie Gleihung y = -'1

oY
eine gletchjeitige Hyperbel bar, twobei die Koordinatenadhfen mit den
Afpmptoten zujammenfallen.

b T o
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= HH

lm bdie zwijden Fig. 130.
ber eirten Ufymptote i)
(b. §. ber X:Adie) L
und Dber Hyperbel ol
liegende Fldde bvou | \'\
=1 hd z=uz I \
a1 berechuen, mnehme ! & 2
man einen Deliebigen 4} e gm g \I\“
et 18
echten  Brud ?: an | ‘ Hh‘“‘-m;__%-_____ :
und made 4__\_ i < i
0| P § e Z
o=, |
m |
OB = (1 -f- _”I],
oc= (14", op—(1+ B L aoz=(1 + 8,

o bafy die Ubjtande eine geometrifdhe Reibe bilben. S den
Teilpunften ecrvidte man Dbdie DOrdinaten und pervolljtandige Dbie
Klachenitreifen nad) xt der Figur zu Redpteden. Die Grundlinien
ber fepteven find bder Meihe nad

m : m 1 ; m m\2
o — (= — 'D=— (14 —
i1 n ' B ( " (1+ra)’ ¢D n( ! -n)’
e m & & m myn—1
B=" (1 e
D N \1 . -u) 4 ! Z " 14 7
Die Redhtecte Haben die Hihen
i 1 1 1 1
d m! 7. o anEr TR R my\n—1
£ i fp ) (1
3 2 ( M ) ( 7 72 ra)
Die Redytedsinbalte jind
m m 1 1 m [ m\2 1
n' = (1 2 fn.) 7 m'! n (1 -{ﬁ n) . T A S S
14 (t+%)
‘8 b
m (1 i m)ﬂ—l A3 1 e
# Yn

ma—1
(1 2 m)
i
Da alfo jeded Recdhted den Jnhalt ;: Hat, fo ijt bie JInhaltdjumme

= A n
ber Medtede —in=m.
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Nimmt man nun m endlid), aber » fehr quof (unendlich grop)
an, o dap die Jabhl ber Streifen zwifhen A und Z ebenfalld unend-

7 o e W v man - = Fae
{ich qrof wird, fo ivirk = (1 -+ = ¢™ Dbie {ibergreifenden
b | I 7 !

Sladenrdume wrirﬁwiuhun_, und man exhdlt m ald Hyperbeljliche von
xr = bis 2 — é® = &y
Hier ift m = gz, Folglidh:

Die Hyperbelfladhe von 1 bid x ift

?

"‘-u

’l:r’}
1

Bieht man diefe ab von der griferen Hyperbelflade (fitr 2, > =)

s

T ‘]g 'r‘_f !

(o ST

jo erhdalt man allgemeiner die JFlacdhe von »; bi3 z, al3
F="‘gux Ao, = g

S B
T, L)

&y

Diejelben Betvacdhtungen gelten fitr die Ridtung von 4 nad) 0, nux
miiffen dbann bie Ubftande der Teilpunite von O nady geometrijcher
Rethe abuehmen, 3 B.
{ m / 2 m\3 Ny 7
1, (_I 5 :e)' (_1 =z ?z-)' (1 55 ﬂ)’ Eh {1 =3 ?n) :
Folgerungen. a) Jjt in Figur 131 OB mittlere Froportionale
swijhen 0 A= 1 und OC,
Tt fo ift die Fliche ACC, 4,
J 5._‘ ourd) BB, halbiert. Denn
' aus
. OB*=0A4-00=1.0C
folgt 21g OB =1g OC,
alio
lg0B =< 1g0C,
0. b

el J’ el
| F=-F,
L | I 1 : 1
(7] A B cr
1 b) Folgen ‘m‘ \‘[b]mn‘n
0A, OB, OC .
in geometrijcher Neihe aufeinander fo find bie alig}ﬁ‘.I_ urtgcn -}j‘[fltf]tﬂ:

ftreifen einanber gleidh
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¢) Die natitelichen Logarithmen der Jahlen (1), 2 ,
Ut‘lqﬂlw]t fich toie die zugehirigen, bon x =1 ausd t‘;tt-.ff)llt‘f{‘ll ts[nﬂ}t‘n-
ftiicte TWegenr  diejes
1]urmumtul;m:qv 3 toerben | g 182,
bie natiirlichen Loga- ‘ |
rithmen aud) ald Hyper: |
bolifdhe Dezeichnet. e
d) Fiiv bie Hyperbel '

i) i - ! \
y = — erhdlt man die I \.
o 4 Y
M
Fornel ’ R
o Y ' listV
F=a1g 2, | | e,
T &y ] |
2, o ! ,
~ >

denn jedbe Orbinate ijt ;
jept Da3 a-fadhe Dber
entiprechenden fritferen, jo daf auch jedber Wertifaljtretfen und ebenjo
die gange Fladhe dad a=fade 1t

Wahrend nun vorher bas fonjtante Redyted = 1 war (044, 0,

= OBB,0, = 1), {o ijt jebt dad fonftante Redjted gleih) a-1 = a.

Folglich:

Die Flahe von », bis z, ijt gletch dem Prodbufie ausd dem
fonftanten Redyted und dbem ‘lg = 1

wliyg
|

10) Ausdehnung auf andbere Hypervbeln
Denft man  fidh bie
Ebene ber Figur unter einem Slg=ith.
Neigungswintel o beliebig im
Raume angebradt, und pro- L

Jigiect man jte fentrecht auf ///

bie Horvizontalebene, jo geht S
die Hyperbel tvieder in eine /
Hyperbel, ibhre Ujpmptoten o- E“H(
ieber in Wfymptoten (jedodh st \
mit andevem GSdnittvintel) A= 5
iiber und jeve Flade F 3 S
vermandelt fid) in I cos e < *'\\
Folglid) bleibt auc) hHier S~
pie Fladhe ACC, A, das =X

g |

00 . s ot % 2
Ig 5 c=fache des fonjtanten Parallelogramms 04 A,0;.
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i 1% Cntjprechendes gejchieht bei
jdhrager PBarallelprojeftion.

Mit Hitlfe diefer BVemerfung
laffent ficd) Deliebige Gegmente
ieber Hoperbel beredhnen. (BVgl.
&. 47 big 50.)

IMMit Hitlfe der gleidhfeitigen

o T
Hyperbel y = — lajjen fid) pem:
ol

nach die Logarithmen gegebener
e : 5 Baplen mit Deliebiger Genanigleit

berechnen, indbem man dad Dia:
gramm in gleidge Flachenjtreifen einteilt. Die Trapezformel giebt ge-
ringeren ®enauigfeitdgrab, al3 bie verallgemeinerte Simpjon-Formel.

<)

11) Yufgabe. Die natiivliden Logarvithmen von 2, -
und 10 und den Mobul der Briggiden Logarithmen an-
gendhert zu berednen.

uflojung. Nimmt man 8 Streifen, fo ijt nadh S. 127 angendhert

g2 =1g(1 + 1) = F

'\
g—1r i AT 1 1 L 1 i
o 1_'—,_:_-2 g 1 I B +4 ( ’n_L sl ]_Jl_ 7 _‘
s 3 o 1 AL AL £
g 8 8 8 Rl 8 8 g7
{111 1 R s B e (S e R i
g [;-, + 1 i E(JUT;’T j') 14 (ll ‘+atst 1)_' = 0,693158
Ebenjo : 5,
o i 1 4
: g, =Ig (I -+ 4)
:‘n_l
4 1 il 1 1 1 1 1 1
L —1—2( 3—|—I—J—1+ ;;)”]ri< 1—:—"—j+1 I'{\T__”f)}
L i ST LT " 52/ e te tgz 1tg

Daraud folgt
1g10 = g (5 - 2%) =1g; + 81g2 = 2,8026 .. .,
folglid
Modul m = =T 043429 .. .
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= E T Al 4

Nimmt man eine grofere Bahl von Streifen, jo wird bie Genauig:
feit foeit guiher. Die Moglichfeit, die Logarithmen zu bevedynen,
darf bamit ald vorlaufig fidher geftellt betracdjtet tverden.

) Gine der wichtigiten Aniwendungen diefer Formel ijt die Be-
redhnung der Grpanfiond: und Komprefjionsarbeit von Gafen
wnter BVorvausdjebung fonftanter Tempervatur, d. §. unter Jugrunbdelegung
pe3 Mariottejdhen Sefehes.

(Bgl. Teil 11, Geom. 105.) ig. 135,
Gtellt p, die Anfangd- O
fpannung, », dad Anfangs-
polumen dar, p, die Shluf
ipannung, v, dad3 Sdluf- 2
volumen, jo ift nad) Ma: !
]

rintte 0!
‘T‘ =1 pDEr PV =Pev,. ;
Pa vy ¥ Ny e - B

Nun it

0.4 4,0, = p,v,, ABB, A, — 0AA,0, -“lg :1 = p, %, ‘lg i“ :
1
Folglidh:
2 v ot P, 3 H 1
Grpanfionsarbeit = p, v, Ig 2 =p, 2, (l"l 5 T'T) “m’

o m = 04342945 bder Modul Dder Briggiden SLoga:
rithmen ift

Diefelbe Formel qilt fiix die Komprejfionsarbeif, nur it
babei v, < v,. Bei Dampf: und Drudhujt-Mafdjinen ftellt 044, 0,
ugleich) bie feicht zu Devedynende Vollbrudarbeit V' vor, ABB, 4,
gleidhfalld bie Gppanfiondarbeit; fept man §, und I jtatt o, und 2,
(‘“nﬁblufﬂ)ub und gefamter Hub bes ﬁv[ﬁmhw, fo wird bie UL]amt

T

acheit =V + V g-gl |T ~ ‘lg J |1 - -m'.l." EJ
Rechnet man den Arbeitddrud in itmgmmmtu pro qm, bie Hubhohe
in Metern, und ift » die Tourenzahl der Majdjine in ber Minute
Bei hinz und riidwicfendem Dampfdrud, fo ift die theoretifhe Leiftung
der Majdhine in *J;Tcrbc{tﬁrfcn

e on e . o W L1 !z}
R TR (1 + g DA =B3E0 I [1 Y m Ig 4 :

Das f'“nrqcfi:c'i[tc ift aber bdie Wrbeit besw. Leiftungsfahigteit
unter dex Unnahme, daf jenjeitd des Kolbens fich ein luftleever Raum

S e s Vet

e e ——
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befindet. Vei Auspufjmajchinen Hhat man aber den Gegenbrud bder
Atmojphiave zu Deviidfihtigen. Jjt G die leicht ju bevecdhnenve Gegen:
arbeit erfelben pro Hub, jo ift die theovetijde Nubarbeit fiiv jeden Hub

A 1 1 Tl >

Pl deal =M J — G

AR A )

aljo ijt bie Unzahl bder Pferdejtirten

Tt

Nooat™ "L'(I 1 Lo, -) — &

2250 | m o

o

) o~

it ein Ronbdenjator vorhanden, in bem bie mittlere Shanming 1 Atnio-
jbhare betvdgt, o ift nidht &, fonbdern : G abjuziehen.

Bet ‘-'\rm‘:[ufl'--*)[n'[m‘-m und Gebldfemajchinen Handelt es jich exit
um hmnmwnmt, jobannt wm Vortdrtstreiben der Lujt ohne Erhshung
ber Spanmung. Dad Diagramm fieht aljo theorvetijd) ebenjo aus.
Die Beredymung gefchieht entweder ohne Beriidfidhtigung der WMiit-
arbeit ber atmojphirijden Luft, oder, tvie e8 in Der Praxid ge-
jdhehen muf, unter BVeviidfidtigung derielben.

Hier muf man fiv die Prayxis einen erfahrungsmipigen Projent:
jab zujchlagen, wabhrend bei der Dampfmajdhine und Heipluftmaidjine
ein gewifjer Prozentjah abjuzichen ift, wenn man bden wirtliden
Cffeft beurteilen will.

Beifpicle. a) Bei dev gleidhjeitigen Hyperbel y = — joll F,
x :

3 b
¥, F berechnet tverden. Die WUnflojungen jind 0,69314 ..., Deziv.

040546 ... 274887 ...

b) Bei einer Auspuffmajdhine Habe der Kolben ben Durdy
meffer d = 0,6 m, dbie Hubhihe I = 1,2 m, die Spannung p = 5 Atmo-
jpharen. Cin Ronbenjator fei nidht vorhanden. Wie grop ift die
theoretijche Leiftung in Pferdeftarten Dei J Fiillung, wenn Ddas
Mariottejhe Gejes zu Grunbe gelegt wird und bas Sdywungrad
65 Touren madht?

WAuflojung. Ruund 253 Plerbejtavfen. (AUlfo bet 60 % wik
fichem Nubeffett rund 152 Pferdejtavten.)

c) Diefelbe Aufgabe fiiv den Fall, baf ein Kondenjator vor:
handen ift, der im Durchichnitt L’_.J Atmoiphare Gegendrict giebt.

Huflojung. Theoretijdh rund 3-47; SRferdejtarien, bei 60 9% Nub:
effeft 908; Rierdejtarten.
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Nufgabe. Wie vereinfacht fich die Fovmel bei WAndpuffmajdhinen,
wenn bet Cylinder-Fiillung mit », Atmofphiven begonnen wird?

1
Auflofung. Fiix jeben Hub und die Arbeitsleiftung der Ansdpufi-
majchine

] 7 el : v e
V4 V-ég o= V- ‘lg "
9[1]!:! N " 1 n 1 10}
J — « SO, = o9
ST gopp. B S IamEg gy o

Bemerfung., Dicfer Fall ift technijch) nicht zuldfjig*®), weil durd)
dic Arbeit AbEIHheng und Spannungdverminderung eintritt, fo dbap am
Sdluf tveniger ald eine

a. 136.
Atmojphire  Spannung
1 ¥ 2 IN: & F Ty D
herrjcht. Dag Diagramm 7 ;};,
o = . 24 ¥
ftimmt aber iiberein mit I
pem Diagramm fiir den g LI chéd 2 (¢
Borgang in Komprejfions- i s 7
ks = - - LAt
eplinbern. Bur Komprej: ! |
fion iiirbe nbtig fein die 4L L i

Arbeit BC D H, 3um Bor-
foartdtreibent der fomprimierten Suft bie Arbeit HDEA, die Atmo:
fofdre Bilft mit der Arbeit BCFA. Folglidh ift zum Somprimieren
und Borwdrtdtreiben nitig die Arbeit CDEF.

Nufgabe. Gin Gebdldfecylinder ober Dructlufteylindber Habe
1 m Qolbendburdymefier und 2 m Hub. Die Luft foll auf 11 Aturo-
fphaven jujammengepreBt und dbann aud dem Cylinder getvieben werden,
Tie qrof ift die Kompreffionsarbeit unter Mitwirfung ber Atnio-
iphire? (Wuflofung: 1170,9 mkg). Wie grop bie Wrbeit fitr dad
Hinausdtreiben unter Mitwirkung der Wtmofphare?  (Anfldjung:

5410 mkg). Wie grofy die Gejamtarbeit? (Aufldjung: 6581,8 mkg).
: 2 2 V.1e15 =y 7 o
AUESSYONED (I = gl b —— = [iefert ebenfalld Ddiveft

6581,8 mkg, fobald unter ¥V bdie Arbeit HDEA odber BCFA ver:
ftantden twird.

Madyt die Majdhine doppelwirfend 40 Touren, jo find theorvetijdh
erforberlich ~ 117 Bferdeftarfen; bei 25 % Bujdlag mwegen Dber
Nebeniverftande ~ 146 Pferdeftirten.

Nnjgabe. Wie viel Leiftungsdfibhigleit ift ndtig, um pro Sefunbe

1 1
31 4

unter fonjtantem Gegendrud aud dem Cylinder zu freiben?

” o - o
1 chm R2ujt auf 4, pe3 Naumesd ujammenguprefjen und

#) Weiter unten wird das adiabatijde Diagramm beredynet.
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Wufldjung. Man bdenfe fih den Cylinderfolben vom 1 qm
Querfdnitt und 1 m Gejamthub. Die obige Formel giebt dann bie
theovetijche '“ﬂi]'n[nq-'%ﬁil']tqtvrr port 95,5 Pferbejtarfen, 1515 Pferde:
jtavferr, 191 Bferbeftdvten fiir bdie tretbende WMajdhine. |

13) Bemerfung iiber vationale gebrodene Funftionen.
Getviffe rationale gebrodene Funftionen lafjen fich auf gange
vationale juriidfithren, 3 B.

Jl‘l:,:} gedll T - ._1 — pn—1 + ph—2 _!_ ;..!..-a—LE __:__ ke _|_ T _"E_ 1%
Diefe finnen affo nad)y Abjdnitt I behanbelt werden. So ift 3. B.

=] | e & = {a.’“ 1
nac) ber Summenforntel fiiv die Kurve y = -

~—1

T n—1 n—32 2

/1 {1 L I
el AW T i i i sy :
0 e b e B 2 AR

PBei anberen aber geht die Divifion nidht auf, 3. B. bei
1 : £ ." }14 1
=14+t +2*4 -4 a2*+ )
\1 =g

Darf man das Rejtglied fiix » = oo vernachlijiigen, jo Hat man
eine fonvergente unendliche Reihe, mit Deven Gliebern vermutlic
ebenfo  verfabren werben barf, wie mit einer ganzem tationalen
Sunftion. Dieje Bevecdhtigung ift genau zu unterjudjen. Hat aber dasd
Reftglied nicht die Grenze 0, fo ift die unendliche Reihe unbraudybar.

Um affo einen Fortjchritt su exmdglidhen, Hat man bdie Theorie
per unendlichen Reifjen aufpuftellen. Died foll im folgenden Abjdymitte
angebahnt werden.

T, Allgemeines fiber die wwendlichen Reiljerw,
a) Ridblid auf die bereitds befannten Reihen.

14) Sn Folgendem fofl unter ,Reihe” im Algemeinen eine
yunendlidhe NReihe” verjtanden twerden.

St Tetl 11 wurden folgende Rethen jummiert:

1) Die geometrifdhe Reibe

2 5 \ e 2
14+ata? 4o’ ot o= s jedod) mur fiir —1 <z < 4 1.
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