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VIIL Bemerkungen und Awdentungen fiber die
Iphirifihe Reciprocitiit,

[82) Betvadgtet man einen gropten Kugelfreid ald Hauator, 1o
gehirt su ihm nac) jeber Seite ein Pol, und umgelehrt gehort Fu
iebemt Pole ein ouator, d. §. cin grifter Kreid. Jedber Punttfigur
entfpricht alfo eine von grdfiten Rreifen gebilbete Polarfigur. IJede
Rurbe auf der Kugelflacdhe fann al8 eine Folge von Puntten angejehen
tpexden; ihr entipridht einme Folge von gripten Kreijen, die
eine andere Qurve umbiillen oder ausjdattieren. RLephtere
heifit die Polarfurbe der erfterem

Jiulich, tie bei der Qehre von Pol und Polave fann man zu
icbem Gape der Rugelgeonetrie den entfprechenden Polarjah finbden.

Ginem durd) zwei Puntte begrensten Bogen eines grofpten Kreifes
entfpricht ftets ein Punft, in dem fic) zlvet gripte Kreife jchneibern.
Hat ber Bogen bdie Linge a, fo fdueiden fich) die Kreife fo, dof
w— o, = @ oder ¢ = = — a ift. Jedem begrengten Bogen a
eined groften Kreifes entfpridht alfo ein Winkel o, == — a.

Dem Umfonge w=a 4 b -+ ¢ ded Dreieds entjpridht eine
Wintelfumme o, -+ + 1= —a) + (z —0b) 4+ (w — ¢)
— 3w — (:‘I -f- b "5— f) = 3m . Bugﬂi‘iti} "['}'f oy + {3L -|+ "
= E, + =, wo E; ben jpharijhen Ercef bedeutet. Davaus folgt

= E, + =, ober E, —2m—u. Bleibt der Dreieds-
uymfang um e unter 2z, 10 it v = 2m — ¢ folglih E, = e.

S —u= 1

Man fann afjo jogen: Der {phavijde ,Mangel” eines Dreieds
ift gleich dem fpharijden Uberfduf (Cycef
preieds. Gewdhnlih wird der Sab fo ausgedriidi
fich zu 360" ergdnzen.
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Den Puniten eined RKreifed, der mit der fphavijhen Linge «
(al8 Rading) um einen Kugelpuntt gejhlagen ift, entjpricht eine Folge
grifter Rreife, die den quator bes Pumftes b. §. den , Rolarfreis”
(nidt im geographifchen Sinne u verftehen!) unter fonftantem Winkel
jchueiven. Diefe Kreife jhattieren einen Parallelfreis des Yquators
aus. Folghd): Die Polarfurve einesd RKreifesd ift ftetd ein
Kreis. Jft der Rabdius des erfteven gleidh a, jo ift der andere um
e = m — a vom Yquator entfernt. Concentrijden KRreifen ent-
{predhen aljo concentrifde Rreife.

Dem umbejdyriebenen Qreife eined Dreieds entfpridt
ber einbefdyriebene des Polardreieds. NMin geben aber bdrei
grofte Kveife im gangen acht Rugeldveiede, fo dafi adhpt Beriihrungs-
freije vorhanden find. Jft mum jum Dreiede aus a, b und ¢ Has
Polardreied 4, B, C unbd bdeflen Gegendreied (Untipobenpuntte!)
A; B, Cy, jo entfprechen ben acht Beviihrungstveifen, von demen je
stoei Untipodentreife find, acht umbejdyriebene Rreife ABC, 4,BC,
AB,C, ABC,, AB,C,, A,BC;, A, B;C, A,B.C,, von bDenen
ebenfall3 je awei Antipobenfreife jind. Den Eigenjdhaften ded einen
Dretedd und feiner Rveife entfprechen bdie polaven ober rveciprofen
Cigenjdajten de3 Polardreiedd und feiner Kreife.

Durd) fteveographijche Projeftion jweier foldher Gebilde erhalt
man zivei Kreiggebilde in der Ghene, die ebenfalls in Lolarbejiehungen
i einanber ftehen. Davin liegt eine wahre Fundgrube fitr neu aus-
jujpredjende Sdage der Elementavgeometrie.

Um vont dem mweittragenden Charafter diefer Dinge eine Un-
jhamung su geben, fei nur bie Rurve fonftanter jphavijher Faden:
juntme evivdhnt, d. h. die fphdarvifdge €llipje. Jjt die fphirijche
Gutjernung der Brennpuntte gleich 2 unbd die fonjtante Fabenjumme
gleid) 2%, jo ijt die Kurve durd) die Gleihung », - », — 2% boll-
fommen Dbeftimmt. Jedes ber Dretecde iiber 2¢ mit fonftanter Faden:
jumme Hat fonjtanten NUmfang. Bei der Polarfurve Handelt es fich
um einten feften Wintel ¢, der fidh) aud w — e = 2¢, 0der e =n — 2e¢
beftummt.  Den Clipfenpuntten entipreden in der Polarfigur grifite
Kreife, weldye die Schentel bes feften Winfels unter Winteln ¢, und o,
jdueiben, aber fo, daf (w — ¢,) + (v — @) = 2k fein muf,
0der @y + @, = 2(x — k). Jedes ber abgejdinittenen Dreiede Hat
aljo bie tonjtante Winfeljumme @, + ¢, + ¢ = 2(w — &) + ¢
folglich) fonjtanten Jubalt. Died entfpricht ganz der Cigenjdaft dex
Opperbel, bap alle Tangentendreiede Ffonftanten Jnhalt
haben. (Vgl. Teil 11, Fig. 197.) Man fann aljo die Polarhirve
als phavijde Hyperbel betradhten, die Schentel desd fon-
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ftanten Winteld alsd Ajpmptoten, und fiir bie ,Tangendreiede”
ift ber obige ©ab gefunben tvorden.

Nimmt man ober ftatt Des einen Brennpuntied jeinen Gegens
punft, jo geht die Gleihung der Cllipje in v, + (r — vy) = 2k
pher in v, — vy — 2% —  iiber, wad der gewdhnliden Hyperbel-
gleichung entipricht und der Polavfurve eine fonftante Wintel:
bifferens aufnbtigt, toobei ed fidh) itbrigend nur um bdie Lertaujdung
eined Winfels und jeimes ebeniwinfeld handelt. Dabei liegt bdie
Srage nabe, ob die jo Definierte Hyperbel mit ber vorher al3 Polar-
Furve erflarten ibentijh ift, wad in ber That der Fall ift. Bon
befouderer Widtigteit ift, daf swijden den beiden Brennpunften und
pen beiden jymptoten Reciprocitit ftattfindet und daf tm al{gemetnen
su jeder Brenupuniteigenjdhaft eine Ajymptoteneigenjchajt gehort.

@3 jei mur bemerft, daf bdie Rehre von den jphdrijchen Kegel:
fdhnitten fite die mathematijche Phyjif von gripter BVedbeutung gerworven
ift, baf fermer bie jtereographijchen Projeftionen biejer Surven u
fiheren Teilen ber Funftionentheovie, der Tehre bom den elliptijdhen
Sunttionen, in eigentitmlicher Begiehung ftehen. (Vergl. ded BVerfajjerd
Ginfithrung in die Theorie der ifogonalen Vevwandtidajten, Lap. XV.)

Yus diefen ndentungen wivd man erfennen, dah die anjangs
o wenig anvegend erideinende Qehre von ben Eden und ibhren
Rolaveden zu den interefjanteften Gebieten der ueueren IMathematit
hinitberfithrt. |

IX. Bufamumenficllung der wefentlidjen Sorueln.
a) Redtwintlige Dreiede.
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