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32 Crite Abteilung: Geometrie.

Strahlen nah) P und @, welde den Kreid I in 4, und B, jdueiden,
fo umbiillen, tvie leidht zu zeigen 1ijt, Die Berbinbungslinien 4, B,
einent  concentrijen Rreis,
per von Den in P und ¢
gezogenen Tangenten berithrt
toird.

Durcdh Projettion erfennt
man, daf diejelbe Operation
Dei Reqeljchnitten, die fid) in
P und ¢ jdneiden, auj bdie
Umbiillung eines Kegeljchnitis
fithrt, der von den in P und
() qezogenen Tangenten bes
it oird. Auf diefen Tan:
genten Definben fid) aljo pro-
jeftivijche Punftreihen.

Betfpiele diejer Art lafjen
fich Deliebig viele geben. Aus
jebem ergiebt fich eine Methobe zur medhanijden Derftelhmg von
Kegelfchnitten.

1g- 7.

VIL Albugen ous dev analytifhen Geometrie,

42) Da beziiglich der Kegelfchnitte die fynthetijche Geometrie ber
analptifcern im allgemeinen dibecfegen ijt, tweil die RKegeljdnitte ald
vein projeftivijhe Gebilde von den Mabegichungen bder Koovdinatern-
ipfteme unabfangig find, fo jollen Hier nmr emige Mbungen aus dex
Qoorbinatenlehre angeftellt werden, bdie auf ben Begriff besd
Ruitmmungsfreifes hinleiten, ein Gegenftand, der fynthetijd) weniger
bequem behandelt werben fann.

[Dabei fei bemerft, daf fiiv die Unterjuchung von Surven hoherer
Gexade die analptijhe Geometrie den Vorgug hat, mit Hiilfe der
Sufinitefimalvechnung aud) bedeutendere Schwierigleiten zu diber-
twinden, daf jte aljo durdhaus nidht vernadldffigt twerben darf.]

a) Bereduung der widtigeren Linden an der Ellipje.
43) Fitr die Glipfe fei, wie frither, e =} a® — b* bie Brenn:

2

o : —b ‘ L : o
weite,.  Der Ausdbrud g ierde gleid) &* gefebt, o Dap

—_—



VII. lisungen aus ber analbtijdhen Geometrie, 33

1 = e B i . : e T = : :
= Va2 — b= — ift. Man Dezeichnet diefen Wusbrucd ald bie

numerijde Crcentricitat der Elipje. Sig. 5.
©ie Dedbeutet den Eofinud ded Wintels
swifdhen @ und e in dem aud a, b und s
u e s e 4| 1t
¢ gebilbeten Dretecfe, ober den Sinusd bed  p|
Winfels zwifden a und b. Sy
Uufgabe. Die Brennjtrahlen g, S =
uno ¢, fir einen Punft z,y, bder
Ly ot _y;: , R . i .
Ellipie P -+ 5 1 aug 2 und & zu bevedynen.
nt At 2 2 5 2 6) it
Auflojung. J:h = (&, + ) + y =+ y 4+ &+ 21,0
g S8 L) ] 3 - 5% - Bl LS g Ar p . 9
= 2,° + (" — -7 + (6*—0%) + 22, Va® — v (Hiev ift »,®
= af, 2 i 89
ausd ”'ﬂ - ’;‘ =1 Dberechnet wor- i
ben.) Ao e N,
g & "‘”2 — .J-’: > I ; - ; T‘.
'?12 = "’-\EJE a* ) "':_ b= _I— a® — R
9 co A e e & } j
— 24 2 1Y — p? :
= x,°¢® 4+ a* 4 2acex, 5 i A
= (ex, 4 a)* PO (TR
b - Y 2 - N2 A el o 2 (5.
Chenjo ift ¢° = (#;, — ¢)? + 9.* = (ex, — a)?, alfo:
. 0, = (@ +s2); = (a—sx);
alfo aud
Gy * 0y = @ — &’ G+ 9= 2a, g — gs= 2¢,.

44) Nufgabe. Fiiv einen Cllipjenpunit P die Gleidhung
per Normale zu finden.

uflojung. Nad) Teil I (Regeljhnitte Nr. 39) war bie
®leihung der Tan-
gente in P, fvenn x,

Fig. 40.

L : [
und g, bdie Koordi- Ly
naten iaren, //_,f—f . 2
| il

y & '.-"l'-l y yl o n/ i .\:‘\{\

L=k o o R = N e
II\ ‘ 2l : -'l:rl .l- -"I

et \
poex % /
y bs"ﬂl + b \\\x.,__ ///

—_— — T =H: =S e -

Holamiiller, Mathematit. IIL

o




34 Erite Abteilung: @eometrie.

Aljo ift die Richtungsfonftante fiir die Tangente

: b
2) tang=Ad—— "+
&Yy
Die Novmale hat alio eine Neigung §, die fidh beftimmi aus
3 I A
" 1 uzy
3) i il aend 9,
J an | i !J:.rfl '

und da fie durch den Punft x,y, gehen foll, ift ihre Gleidung

4) Y==4 7 18

A\ : _— "

/ ©— & D

ober ; :

B e AT e L T e

5) aty, & — 2wy = (a® — b°) 5yy,.

Bemerfungen. Jn Fig. 40 nennt man PN = n bdie %inge
der MNormale, ober fury bdie Normale, P7 = t bie Ldnge bder
Tangente oder fury dbie Tangente. Die Projeftion NQ der Jtormale
feiit Subnormale ober p,, die Projeftion Q7 der Tangente Heift
Subtangente oder p,. Die Brennpuntt-Ordinate ber Cllipje, D. b.
ihre Hiohe an den Brenupuntiftellen, Heift Halber Parameter, ober p.

45) Aujgabe. Wo jdneiden bie Tangente und bdie
Rormale, die zu einem Cllipfenpunite z9, gehoren, die

X:-Achie, und wie groff jind die {oeben evilarten Stitde?
a) Tangentenjhnitt 7: Sept man in Gleidung 1) y =0, {o wird
g O,
ii't

b) Mormalenfdnitt N: Sept man in Gleidung Bleyi—0,
jo mwird L g

a‘.!

a2y — ety — O,

:']:' — 1

c) inge » der Jtormale:

4 s ; o ilg D2t
n— (5, — ON) + 9, = (&, — ) + (P — 55

; 5 b2 s iy i —ihaval o hen 5
= [(1 — &) — .f.iz]—kb‘ = .};'lz[(l. == p ) — r,:i_, -+ b*
. -—b-: b* 5 bEr r h® 7]
=T, 'le L? B ﬂu] _]l_ b= at L‘TIE (E == 1) + ”z_jlr

b* b -~ =T b
n?= —[a* — ®z,*] und m= . Vt?.-‘ — k= V-

[t (4]

d) Qange ¢ der Tangente:

%]

=Y (0T—a)+y’= I/(E — ) 497 uj .

;.1‘1




VIL. Ubungen aud der analytijfjen Geometrie. 3b
o) Orbinate p im Brennpunfte: Ius »® = b2 — —; 2* folgt
a
fiir x = ¢
o c f')l\ g0 h# - ?JE
YT = b2 =" — r'ﬁ} = —, ﬂf‘] D p=
; a* % a* == @

Durd) Cinjesung ded Halbparameterd p wird die Sdeitelgleidung

e . : = ; i I L
per CEllipje auf die Form 92 = 2pz — ‘; z* gebracht. (Bergl.

Teil II, Regeljchnitte Nr. 40.)

46) ufgabe. Fiiv den Punft 2,9, der Ellipje den Wintel
2y wifden den Brennftrahlen oder den Winfel y zwifden
Brennftrahl und Normale zu

:“tll‘, 41,

berednen. ¥\ ¥s
; QIui\Ijuiung._’ S Figur 4 1__ift i e -’2'}_‘_'7?’
d¢? = q; ".t' dg" — 2?1‘1’12 cos 2?'! ___——-—_“T'__:_f_ e iR =7 %2
folglidh 2e
cos 2y = It _i; h 2t
=y s

Logarithmijc) beffer it aber bie Formel fiiv den Cofinus des Halben
Wintels (vergl. trigonometrijde Formeltabelle in Teil 11):

(2 4+ 9. + 20) (4 + ¢ — 2¢)
44, qs s

8032 Y=

alfo, dba ¢ + ¢, = 2a ift,

9 (2a + 2¢) (2a — 2¢) a?— e? b*
Cos“}; — e T L . ————Jpa— :
4q, 9, 7192 T1qs
b b
cos y == e
Vi, s Va*— g*x,”
Ca ' . b
Folgerung. Aus n = 21/ g9, und cosy = ——— folgt
L . Vaigs
=5 b2
N COSy = = p.
’ u I

golglidh: Die Projeftion der Normale » auf jedben der zu:
gehdrigen Brennjtrahlen giebt den Halbparameter p.
Sebt folgen einige Anufgaben, die auf ben Kritmmungsradiug fithren.

47) WNujgabe. Biwei benadbarte Runfte der Gllipje
migen die Roordinaten x;, y; und z,, y, haben. Wo jdhneidet
thre Verbinbungslinie die X:-Adfe und wo jhueiden fid
Die 3u beiden Punften gehovigen Normalen?

3*




26 Crite Abteilung: Geometrie.

Auflojung. a) Sdnitt der Tangente mit der Achie:
Gleichung der Verbinbungslinien [(apt jich jdhreiben
( g I ) 1)

?'-',!

T — I e g — iy -
Y == Y. — W

Set man y = 0, fo folgt fiir Den Schnitt die Entfernung

e oy — L Ys
GO e R 1 s
Y — Yo

b) Sdnitt der Normalen: Jhre Gleidungen find nacd) Obigem

Cy o — i,y = (6 — b ayy,,
aty,x — Viagy = (a® — %) %, ;.

Multipliziert man die obere Gleidhung mit z,, die untere mit z,,

fo fallt durch beiderfeitige Subtraftion y weg, unb die Abjcifje des

Durchidhnittdpunttesd wird

Yy — g a® — b*®

J posm— .’J_‘l.-’.‘_, e ___‘ .- — e
Wy Yy — Ty s @

ober, toenn man ioieder die Bezeidhnungen e und s einfiihrt: Der

Abftand des Schnittpuntted der Novmalen von der Y:-Acdje ift aljo

e g*
KM =3 = —2,%y.

q 174

48) Nufgnbe. ©3 {oll unterjudt werden, vie grof der
Abftand KM dved berechneten Schnittpunttes von ber Y=Adje
wird, wenn Pyun:

G endlid) nabhe an
| P, viidt.
1 o -
S Es ey Auflojung. €3
| SRR = 10r
g i i i —
: _.II__ AT | == v 2 ‘“‘“-J, =
\ I 71 I 7 Sept man 2, = a5,
L | o gz S =
\ ==t / o wirtd ¥, x, = 2,
\h g g Der obige Audbrud
'H-_H__‘__‘_ ;..____d__,d.-/
| e &y ..i,f1_--=;?,'1 o
il : Y — Y
iird aber
X, Y, — Ly o i 0 e
',;1 ﬁ"f’-, alfo von Der unbeftimmten Form =5 (MNicht etiva
(st |
) i

=, M jesen!) Riidt aber P, unendlih nahe an Py,
W= .J'll =



VIL Ubungen aud der analytifden Geometrie. 37

fo geht Die Werbindungslinie P, P, in die Tangente iiber, und die

= S e oh s z G Fre 12
ZTangente in P, jdneidet nad) Aufgabe 45 « in ber Entfernung s = =
et |
©eht man diefen braudhbaren Wert ein, jo entjtebht
: 2 g2y 2 g 8
6) KM = -—I-.,-’-- =
({e b4 ) w-
Wi,
Jun war aber nach Aufgabe 45 ON = &z, aljo ift
e Ry =
6 %) KM — =—-0N.
a
Diejer Wusdrud ijt leicht zu fonftruieven. Sdyreibt man namlid
(-1']. @] J_-\) iy
) (t J Z o,
K == = ,
(4 [

< e . e x i : . -
fo ijt bie Hiilfegrike » = --(;—OA-' aud over Proportion

2y ia=¢:0N
e i s R g 2.2
ald vierte ‘Proportionale ju fonftruieren, Jodann KM = - = alg

bierte Proportionale aus der Proportion
| )

L

Bemerfung.  Halbierung bded Bremnjtrahlivinfeld8 giebt die
genane Ridhtung dber Norvmale. Jieht man eine Parallele zur Y-Adfe
i pem fonftruievten Abjtande KM, jo finbet man ben Punit AL
Diejer Punft 1jt von auBerordentlicher Bedentung ald Kriimmungs-
mittelpuntt ber Qurve fiir die Stelle x,y,.

Borldufig geniige neben der joeben gejeigten Konftruftion bdie
in Folgendem erldnterte.

Qu Figur 43 ijt neben der Ellipje i
der mit ber Halbadhje @ um O gejdhlagene fi=F
Kreid qezeichnet und bder Punft 7 bdes- '
jelbert marfiert, ber fenfred)t iiber P

sig. 43.

* o ¢ ’ i
fiegt. Fiir diejen Punft 1t — =cos y
[£]

7.
Folglich it jept N
. 2 ==
KM="1.0N= ON cos® y 31587
(4] [
e o [O...‘f’ cos ,! - cc:s Ve K—4r
jo dap ed i) um eine zweimalige Projeftion | e ¢

bort ON mit Hiilfe bes Wintels y Hanbelf. |
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38 Erfte Abtetlung: Geometrie.

Su ber Figur ift NL dag Lot auf OZ, alfp OL = ON - cos .
Ferner ift
LS 1 ON, folglid OS = OL cos y = ON cos* y = KM,

Die vorfdufige Konftrultion fitv den Kriimmungsmittel:
punft der Cllipfe im Puntte a,y, it alfo folgende:

Durcd) Halbierung ded Brennftrahlivinfels bei P findet man die
Normale PN. Die Senfrechte durd) P giebt ben Hitljstreispunit 2.
Dad Lot von N auf 0Z giebt den Punft L; die Senfredite durd
L Ydyneidet die MNormale im Kritmmungdntittelpuntte M.

Sdlagt man um M mit MP einen Kreid, jo fallt diefer Kreis
fiiv eine iweit grofeve Strede mit der Elipfe zujommen, al8 jebex
anbere. Gr heifit der Kriimmungsfreid der Ellipfe fiiv die Stelle P.

b) Krimmungsradiug der Elipje.

49) Benadbarte Rabdien eines Kreifes {dhneiden fid) tm WMittel:
punfte. Die Novmale im Punfte P der Ellipfe wird bon den Jior-
malen ber Nachbarpunite in verjdjiedenen Puntten gejdhnitten. Riicen
die  Jadybarpuntte
unendlid) nabe an P,
fo riidt der ©dhnitt:
puntt in dasd vorher
tonjtrutecrte M, too-
_ 1 AN mit der Eleinfte
£ s, ' '9-'"—'-[-;‘— :}’i* = Grengzwert fiix

i W/ 7/ \ = die Gutfernung bes

o Sdmittes von P ges
funben ird.

/ Nimmt man einen

7 tletneven  Beriih-

e rung2freid ber Stelle

P 3 B. den Kreid

M,, fo ijt jeine Rritmmung zu grop. Er tritt beiderjeits ins

Jnneve dber Ellipfe und bhat fonft feinen Punft mit ihr gemein.

Mimmt man einen zu grofen Verithrungsiveid, 3. B. den Kreid
M,, fo tritt er beiderfeits aug der Gllipfe herausd Gr jdneidet
jie entiweder nicht mebr, oder er {dyueidet fie noch in wei getvennten
Puntten D und F, ober er berithrt jie nod) einmal (D. §. er trifjt
fie in zwei zujommenfallenden Punften D und E).

Biijdhen beiden Kreifen legt nun der Kriimmungstreid, dejjen
fritmmung webder zu groB, nodh zu fein ift. Er verhalt fich in gang

Fig. 44.




VII. 1lbungen aug der analytijhen Geometrie. 39

anderer Weile, Weil bdie Krimmung der Clipfe von P aud nad)
infs abnimmi, tritt der gezeichnete Rriimmungdfreid nad) linfs in
piec Gllipje Hinein. Weil die Krimmung von P aud nad) vedyd
qunimmt, fo tritt ber gegeichnete Rritmmungstreid na ) redht3 aus der
€llipfe heraud. €3 fritt alfo der merfviirdige Fall eur, bap der
Qriimmungsfreis in P jowohl {dneidbet al3 aud) berihrt.

Diefes jdeinbare Pavadopon Hart fid) auf, wenn man Dden
Quitmmungdradiug allmahliy von M, P auf MP abuehmen Idpt
Anfangd Hat man dann die Verithrung in P (zvei Sdnittpunite be-
peutend) und die Scmittpunite D und E.  Beim Kleinertverven Ded
QRuitmnungdradiug riidt D an P Deran und fallt jchlieplichy mit P
sujommen.  Jept Hat der Kriimmungsradius mit der Kurbe in
P drei zujommenfallende TPunite gemein, und nuv ein eingiger
abgetrennter Sdnittpuntt E bleibt itbrig, wad bei feinem
andern der Beriihrungslreife der Fall ift.

Siir bie Gndpuntte der Hauptacdhjen ift die Betradtung etivas
s peviimbern. 3 zeigt fih, daB Der Kritmmungdmittelpuntt bort
jogar vier Puntte mit der Kurvbe gemein hat, da nicht nur
D, fondern ber Symmetrie Halber audy E mit P jujammenfallt.

50) Nufgabe. Den RKrimmungsmittelpunft fiiv bdie
Stelle P zu beredhnen.

Nuflojung. Seine RKoordinaten feien 2 und y, bie von P
feien @, und y,, dbann ift nad) Pythagoras

a) o2 = MP* = (&, —a)® + (5, — ¥)*
Run war die Gleidung der Normale (Aufqabe 44, Gleidjung 5)

Vay = aty, % — {n.'*' — k’;jj) XUy -

o Binn B
= . a o 7 Pk e 42 S
Seft man hier v = KM = ”;:‘-- (nach) Gleidhung 6 in Aufgabe 48)

ein, fo exhilt man alé Gleidung ur Beredjnung der Ordinate des
Punftes M

Ky 2 ‘Cﬂmlu =] b
Yoy = a’y, -5 — (@ — )z,

v

(
aljo ijt (ogl. Fig. 43)
2 2 f ol b4 s
S A E5 Y, == b JYy B s s . 9
=Y S TS B e e b xy") -

: e g1 == LT g a2 o % = ad
Nad) ver Ellipjengleichung 1jt aber r'_‘:,_-—{—”g'ﬁ =1, afjo 2" =0a"— 594,".
Died, in bie vorige Gleidhung eingefebt, giebt

e £ 1, c.r.‘-’_} TN ga’y,’

= SM,
hE et bt 1




40 Grite Abteilung: Geometrie.

2o & < o
i - — N o T ol A
©ept man in Gleidung a) die Werte z — D = -
ein, o erhalt man eine Gleidhung zur BVervednung von o2, Fn

3

diefer jeBe man b* — 20 T gy, und jo ergiebt fid)

2 -:{'t"': i :_::ﬂ.l ‘“, 3 4 ,JI,‘_:‘] 8
gl a*h? =t
: b® o BT a:n® S W
Jun war aber q,4q, = = alio ¢,9, = g Einjepung giebt
n%al n®a’
S e e
0 be umnon o X
b‘_’
pder, da — = p iar:
3 3
\ (i
b) o = —.
r » ,J'lf—

Da auferdem p = n cos y war, jo folgt nod

Demnad) muf fidh o mit Hiilfe ziveier rehtivintligen Dreiecde
einfac) fonjtruieven Ilaffen.

x* y*
s =1
a” T

51) Uufgabe. Fiir den Puntt 2,7, der Ellipfe .

ben Kriimmungdmittelpuntt zu

= i_ fonftruieren.

e Uuflojung. Halbieve ben Win-
,r”/ 2 JON N fel ber Brennjtrahlen, ervichte auf
- SR e __‘_ > _ ber Rormalen im Scnittpunite N
\ 4 & 7, ] (der RNormale und . X-Adfe) ein
B /R0t NW big zu bem einen bder

e e Brennjtrahlen, ervidhte in W auf
___'__.F bem Brennjtrahl ein Lot big jum
Var Sdinitte M mit ber Normale, dann
ift M der Keiimmungsmittelpuntt.
Dennt PW = — , jolglich MP = = ;l_az =0,
cos ¥y cos v cos® g

Fitr ben bhiochjten Punft P, ift 9C y = << FP, 0, folglid) fallt
W mit Fy; zufammen, und bad3 Lot WM auf WP, giebt den
Reiimmungémittelpuntt M. Sn diefem Falle ift
b b a’®
S cos ¥ S (f!“\] SR
LY



VIL. bungen aud der aunalptijdjen Geometrie. 41
Jiiv dben Enbpuntt B ber gl A
Tangen Achje ift y = 0, alfo L erheos
Y e = o e S
p p , b* 7 e
Ny = = — e e — o 4 ”]' \
2 cos® 0 1 p ! / - S P
: ; ,,I:'f o B S S 5
b. §. gleich dem Lote F,G im PR e v
Brennpunfte. Sind nur a und b ey
gegebe, fo finbet man o, bequem
als Projeftion DP, von b auf R T oy
F, P, benn |
: b b \|
DP =beosy=b—==yp,. i
! c (i g N
Diefe beibent Dbejonberen

Rabien werben Hiaufig ur angendferten Verzeichnung der Ellipje bemupt.

¢) Krimmungdrading der Parvabel und Hhperbel.

52) Wnfgabe. Den RKritmmungsmittelpuntt fitr einen
Punft der Pavabel zu fonftruieren

Wnflojung. Man halbiere ben Winte! 3tvifchen bem Brennjtrahl PF
und ver Parallelen zur Acdhje. Dies giebt bie Normale PN. Lot auf
PN in N giebt ©dnittpuntt W mit dem Brennftrahle. Lot auf PW
in W giebt M auf dev Normale. (Cbenjo founte W, benubt werden.)

Der Kritmmungsradius fiiv den Sdyeitel ijt wieder p =FG =24 F.

: Fip. 48.
J_-";'l'ﬂ_. 47. -
= S
.-.f'-.’-- S
]:.,_'_.—‘ Ti : Lrs -
TN T e Tt . =
G 5
' rrl ) \
(i .'\_
Al —-
~.__x"ﬁ //]*\ i
AN i
i 4 i
W\ :
Y e
- T LY

53) nwendung. Statt ded parvabolijhen Hohljpiegeld wird
haufig der {pharijde Hohljpiegel genommen, der in der Nihe des




42 Grite Abteilung: Geometrie.

Sheitels A mit dem pavabolifden iibereinjtimmt. Dabher werden
Strahlen, die in der Ndhe von AB parvallel zu AB einfallen, fajt
genan nad) dem PHalbierungspuntte von AM, d.§. nad) F, uriids
geworfen. Man darf daher diefen Punft auch bei dem fpharifden
Hohlipiegel ald8 Brennpuntt betvachten. (Die genaue Konjtrultion
ber uviigeworfenen Straflen giebt eine Umbiillungsfurve, bie
fogenannte Ratafanftif, deren Spige mit F zujammeniallt.)

54) Anwendung. Cin Stein werde mit Gejdwindigleit v hori-
sontal weggejchlendert. Wo fiegt der Brenmpuntt 7 ber Parabel,
die er Defdreibt?

Auflbjung. Jft FA=,FC,
fo ift FC bder Halbparameter p

Fig. 49.

A -— B

.
) P :
und FA = ‘l - Nad) iweldher

&

Beit wird alfo C erveidht?
. - 1 5
C3ift AB=v-t, BC=+ gt

| ' . 1o % 1
s T e e affo 5 gt* = vt und dafer

K . e : - :
| ty = Bolglih BC = AF
I : 4 .2

| 1 2 1 v A
) == {] f g —— e + == “iry-
ift die Tiefe Ded Brennpunftted

unter 4. Der Kritmmungdmittelpuntt liegt Doppelt fo tief, jo daf
.!;.-‘: ,{..:.'
M= 7
L g AM
Solgerung fiir die Centrifugalfrajt und Centripetal:
fraft. ©oll fid) ein Korper von A aud auf eimem SKreife mit
Radtud » um einen Punit F bewegen, jo mup die an ©Stelle ber
Sallbejdhleunigung tretende Centripetalbejdhlennigung nad) Obigem jein
TE (Ve S - s s
ey aljo ift dbie notige Centripetalirajt mg, =
(Gbenfo grof it bei Der RKreidbetvequng bdie Centrifugalfraft.)
Sn dem unendlich fleinen Beitvaume nimlich, fiiv den die Kraft zu
bevechnen ift, diixfen Rreid und Parabel ald ibentijd) angejehen tverden,
jo Daf dad gefundene NMejultat ben abjolut genauwen Grenzwert giebt.
Mit obiger Beidhnung ift aud) die Wurfbahn fiiv dag Mayinum der
Wurfiweite erledigt.

3]

Die

-

3

S

ijt.

und g =

a
me

55) Aufgabe. Den Kriimmungsradiusg der Hyperbel zu
bevechnen. Die Aufldjung gejchieht durch entipredjende Beredhnungen,
toic Dei Der CEllibje. Die Brennftrahlen twerden g, = so -+ a und
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[

!’-"I.'ﬂ ——— a, Mo g = :( 11D : = i/.;.r": —rl'_ E;: = I]_t I:i.-",rl e —— 2”\
N o : = e : o Bl oo 9" b
Die Novmale wird Deftimmt ausg »* = :,,:e“’;'s:]ﬁ — ) = 5 012,
L ) 2 2
oA st e (e%2;* — a¥)? neNE . n?
ber Qritmmungdradiud aqus o = = (—) al8 o0 = -
; a=b" \ P i n*

Die fiir Elipfe und Parvabel angegebenen Konftruftionen gelten
oaber auch Dhier.

d) Ynbentungen iber bic allgemeine Form der Gleidung
smeiten Girades.

56) Die allgemeine Form ijt

1) ax® + 2bxy + cy® + 2dx + 2¢y + f= 0,
pDer
e bx + e ax: 4 2dx 4 f
i S e e > :
jo Dbap
If“ —:—— [ i 1 9 - 9 o
y=— 222 2w+ of — (as® + 24z + )¢,
ober
lr.l T - & 1 TR = 9 v
y=———-+ ,,V-'-""Uf“) — ac)+ 2z(be — de) 4 (& — fe).

®ang ebenjo iwird = berechuet.

Der Nadveis, dap die Gleihung fetd einen Kegeljdhnitt dar-
ftellt, ijt etiwvas langwierig. Cine Anbeutung iiber den einjujd)lagenden
®ang moge hier geniigen. Der Ausbrucd unter der Wurzel wird im
allgemeinen fiiv 3wei Werte (von 2) gleich Null. Ausnahmefille
mbgen borlaufig unbeadhtet bleiben. Un diefen Stellen findbet man nad)
Teil I (Unbang) entiweder ein

Marimum ober ein IMini- ig. 50.

mum (woritber durd) Cinjeben B I |
von Nadybartverten entjdieden ‘ ‘-,I ! /
perden famn). Das3 Cnt: |/ | | [

fprechende gilt filr bas ausd r/ / 25 e \

&leihung 1) Deredhnete . = i
Man verbinde zwei zu= L7 | fi
fantmengehirige Ninimalz

bezw. Marimalpunite und

verjchicbe Den Anjang ded Koordinateniyftems nad) dem Halbierungs:
vunfte bdiefer Strece. An der Form Dder neuen Gleihung erfennt
man jtets, dap jede durd) den neuen Koordinatenanfang gelegte Sehne
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halbiert ift, wenn fie die Rurve fiberhaupt trifjt. — Man bHat alfo
ben Mittelpunft der Kurve nadygeiviejerr.

Jept fude man (gegebenenfalls audh mit Hiilfe von Polar-
foordinaten) bdie flemnften Cntfernungen vom Mittelpuntte. Jn bie
entiprechende Richtung dreht man die Y=Achje einesd nenen Koordinaten-

e

Thjtems. Jebt (apt fich die Gleicdhung jtetd auj die Form ;{ = e —

bringen, ftellt aljo eine Ellipje oder DHyperbel dar.

Wird aber der Wusddbrud unter der Wurzel nuy fifr einen einzigen
enblidhen Wert gleich Null, Jo fann ed {ich im allgemeinen nur um eine
Ravabel Handeln. Mit Hiilfe der Halbievungspunite pavalleler Sehnen
erhialt man die Acdhfenvichtung, den Sdeitel und die Sdyeitelgleichung.

Lipt {ich bie Gleihung in ein Probuft bon dber Form

(az + by + ¢) (a2 + by +¢,) =0

serlegent, o ftellt fie ztvei gerabe Linien dar, beren Gleidungen in
ver lebten enthalten find.

$ig. 1. Berjhiebungen desd Koordinaten-
‘ NS hitems famen fdjon in Fetl IT zux
| ! \:\\ Gprade. Um aud) einen Begriff
f = von der Drehung des Koordi:
! i{,//f’ i nateniyjtems zu erhalten, drehe
S ! man betjpieldiveije das Koordinaten:
s | | =R o
= . ipitem um 45°
| // E _, e = o = =%
| . Bivijdyen ven Koordinaten §,» unb
A | | Saai IS SR N Gt » ;
A x, y Dbeftehen dann die Bejiehungen
raa &
T 1/ 1 1
| i e
: t=alt—yVi-
&ig. 52 = # = =
fie So geht 3. B. die Glei-
/"' chung der , Mariottejdhen Kur-
; e :
\// pe’ n = - (bgl. Teil II,
Z Geom. Nr. 105) fiber in
N it -
|1 T—
[ e = 1 1/ 1
R B e V—E- + ¥ ]/2,
1
= [ 1
= A ks A
»/ - 1 - 1
\_/__, ‘ @ [/ﬁ — l/P
e ober in
7 z

o

i Wot-—Ohrs

/ \ ; : &‘.',’. 9 ,I'E : 1
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jo DaB ed fid) um bie Gleihung einer Hyperbel mit den Halb:
achfent /2 und /2 Handelt, d. h. um eine gleichjeitige Hyperbel.

¢) Der Gllipjengicfel oder das Ovalwerf bes Leonardo da Binci.

57) ufgabe. Die Cndpuntte einer gegebenen Gevaben AB
tperben gezoungen, fidh in zwei aufeinander fenfrechten Geraben zu
bewegen. Wasd fiiv einen Weq legt
jeber Punft der Geraben und ifrer
Berlangerung zuriid?

Wuflojung.*) A B, fei die
Gevade, O, ber zu unterjuchende
Punft der Geraben. 4,0, B, jei

&ig. B3,

eine 3weite Lage. A
Man fhlage mit B,C, einen AF .
Qreis und lege durd) C, die Gerabe ! St

D,E, | A,B, DaniftC,B,= B, E,, Cl—="
folgli << B, C, E, — ¥ BB, C,, |
iolglih A 4,D,C, ~ B,D E,, ;
folglih D,C, : D, B, —A,C,: E B, A
= A,0,:C,B,. Kehteres ift aber '
pa3 fonftante Teilungdverhiltnid bder Dewegten Geraben. Jn jeder
Qage wird aljo bie Horizontale Sehne des Hitlfotreifes in diefem fou
ftanten Verhiltnis geteilt, d. §. der Weg von C ift eine Ellipfe mit
pen Halbadbhjen a und b, wo

a und b die Teile ber Geraden Sig. ot
jind. Der Halbierungspunit r,_.,—iﬁ—-.i
bewegt fich auf einem Rreife. ),,/'I 5\_\ e
Gang entjprechend iwird v ‘s\ \
per Beweis fiiv Punfte auf 4 = \
ber BVerlingerung der Geraben {f | \ \
qefitfrt. ot R R T
Bemerfung. SJn einem 1"];_" /-3""7\"‘;'_:" NES N
Rreife Dbefinde fih ein Be- \ / ./ "N\ \"\\ \/
ciihrunggfreis von  Halb o S : \ Ni'\\\\ ;’""
grofem Rabdiud in 3vei vers I'\\ 1\1 / %
jchicbenen Ragen. Der Be- .\“‘::?\. }f/’f
vithrungspunft werbe jebedmal Sl

*) Der Sdhitler verjuche die Wufgabe anch) mit Hitlfe bexr Koordinaten
au [dfen.
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mit dem Centrum B verbunden. Sdneidet AB Dden jweiten Kreid
. v r s 1 Ry ’ o~ AT e i o &
in A4, fo ift Bogen AC = 4,C, denn um Peripheriewinfel - int

&

qeofien. Rreife gehrt Derfelbe Bogen, wie gum Peripheviewintel o im
fleinen Rreife. Mollt aljo der fleine Kreid im grofen, ohne zu gleiten

(jo dap aljo ber Weg AC ftets gleid) dem abgeidelten Bogen fl'l_?

ift), jo bewegt fich der Puntt A auf dem Durdymefjer AD und

ebenfo B auf bem Durvdymefjer EF. Fiir 4

UALLE und B ift alfo ber Bewegungssivang derfelbe,

i 7B wie in ber vorigen Uufgabe. Jeder Pumit

I\ / pe3 Durdymeflerd A B bewegt fidh aljo auf

i einer Cllipfe, nur der Mittelpuntt auf einem

' Rreife und bie Cndpuntte auj Gervaden. Dem:

nach ift nod) ein dritter Mechanigmus mighd),

A% per Ellipjen bhervorbringt.

/ Gs fei MC = AC = BC; MC jei

brehbar um M, C fei ein @efenf, A werde

|/ gesoungen, fih in der Gervaden MY zu

Af bewegen, Ddanun bewegt fid) B gerablinig,

penn  ftetds ift << AMB = 90°.  Jeber

T Punft der Gevaben A B bewegt fih in etner
Ellipie.

Der erjte Medjanismus Heift Ellipfenziviel, ber 3ipeite

Rlanetenrad, der dritte Ellipfentenfer. Befannt find fie audy
unter dem Naumen Vbalwert.

f) Fladenberednungen an den Kegeljdnitten.

58)Beredhnungvon Ellip-
fenfegmenten.

©oll bas Ellipjenjegment EFC
berechnet twerden, fo bildbe man
basd jugehirige Kreizjegment und
berechne Ddiefed. Jjt F fjeine
Glade, Jo it die des Clipjen:
jeqments nach) dem Sape iiber die
gefebmafpige Bevtiirzung ver Lote
und fenfrechten Fladenitreifen
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)) Berednung von Hyperbeljegmenten.
ie Hyperbel ift leiht auf eine gleichfeitige zu rveducieven.
Dann findbet Entjpre-

B
TN
D

e Fig. 67.
enbe3, tvie bvorher ;
bet Ellipfe und Kreid N o4
ftatt. €38 wird LETEN i
M, L
y i)
s

L a
Demnach it ed nuv
nitig, die Segment:
beredhnung an  der
gleidhfeitigen Hy:=
perbel zu iiben.

Untern, in Dder SN
algebratjden  Analy: Vi \
{i8, wird gezeigt, baf s

babei Dder mnatitrliche
Qogarithmus gebraudpt iird. Nad) Durdnabhme bdes betreffenden
Abjhnitts fanmn folgendes Beifpiel geldjt werden:

60) Aufgabe. Das jymmetrifhe Segment der gleid:
jeitigen Hyperbel 2 —y* =1 zu bevednen, weldes zum
Abftande OJ = « gehirt.

Auflojung. 1) Seqment = A0OAB—[OODEF+2-DGHE
L9\ GAH].

Fig. 58.
0] —=JB =z,
alfo \\
2) N OAB N
/ s \\
€T by
— T - e N iy A
a4 5 A \ i

OFE =1, (\/'
folglich
3) UODEF / /

= (13)=%- Ae

7
_i)ic_i:‘iitbcri‘ﬁijija'[tbc_é f/ G
fonjtanten Redyteds.
| APPSR e A . 06 =
Diagrammilice DG HE=0D* g (LB —1g(0Gy2).

Eop~ 2 gl/l

2




438 Erjte Abteilung: Geometrie. ;
&3 ift aber .

0G-GH— O ODEF = 4, ;
folglich ‘

; 1 1 1
0G = — = = —
2GH 2&“‘1}; AH. Y2

®q aber AH—x —y, und 2* — y* =1 ijt, jo folgt

AH=1ua—Vas*—1.
Demnady tft

0G = - -
/9 (e T
\

und daher
i i 1 T e 1
Slide DGHE — Lg h-_n. =ty

Nun 1ft aber

aljo folgt:
4) Slade DGHE — + g (« + V2> — 1).
Endlich ift

foafTNE AEY (=Y =1
5) AGAH =L GH = ; (AHV )= =" A=

22 — 1 — 2x -}(f.r,'i'.—' 1

4

Folglich ift dad gejucdhte Segment

' , e 2 —1—2z)x? —1
f=—[ 2 39ty —1)+2— Sove ]

= z* — H + g (z + ],ff,-l.:_”_-;- 1) 4 a? — i, — g s lj 3

Hlie— ]/T_‘ejl_ — e (;‘!.‘ -+ ],/.'{:B —_ 1).

Beijpiel. Die Flade von 1 bis 2 ift
e 2+ V)

0,43429

Fe2Yi—1—g(2+)4—1)=2)3 —
1

= 21472
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61) Bemerfung., Ieidnet man die Figur in a-fadem Mafftabe,

5

jo lautet die Gleidhung der Kurve 22 — % = a® oder =, =1,
r a”

Dabei witd 0, B — a, 0,J; = az. Die Flide von a b8 ar er:
halt den e®-fachen JInhalt, twie vorber, alio ift

a.x
T ol = ; I's g '
Fealz)a?—1— g (z 4 Va2 — 1)].
— ; = H # »
et man az = ;, alffo 2 = =, o folgt
; !
@2 = T —
el o| 21 /22 - i
i a-"l- ' l L =l =
3 @ i vt
T = 9 & _: - {.gi
= gz, ]/.rl“ —a® — a? g = +--1 :r--l-— -
Cy 2P . . - - i ?,f"’ v vy o
Bei der allgemeinen Hyperbel 2 g — 1 witd bie Segmentildche
L ¢ o 5
= : ! s
bag ”:1_nd_]l;‘ per borigen, alfo:
2 }J B 'l i T —ulu l '-.{'-x- —_— (L'I‘_l
e lollp? — gt —gtelg = TV B0
a LI ¥ 8 a Al

Diefelben Rejultate liefert die felbftandige Berednung.

Vet fjdrdag be:
grenzten Seqmenten ift &ig. 59.
folgendeg 3u beachten.

it fiir bie meue
und bdie alte Fgur J
begw. J, Dalbierungs-
punft ver Sehne, und
ift ferner O, E, : 0,J,
— OE:0E, fo per
halten jich ausd Griinden
der  Parallelprojettion
die Seqmente tie bdie
fonjtanten Ajymyptoten-
parallelogranumne. Ventt
man  fih aljo idiber
OJ, =z, und OE, = ¢, eine gleihjertige Hyberbel, fo ift fiir diefe

1
2 s = gl l~ Rl ¥
o o 9 s e &y €
e S 2 — P e P E '-llr - 1
E =z, V7 e L flg e
L

Polamitller, Mathematif. IIL 4




50 Erfte Abteilung: Geometrie.

@

Siiv Die fepteve ijt dad fomfjtante Rechted gleich —>-, fiir die vor:

fiegende aber dag fonjtante Parallelogramm glei)y O,KE, L, ober,
_;..:; ;',‘.'

tvenn die Gleidhung twar: .u'-' + =, = 1, tonftantes Baralelogramm

o ab e : e s - ] 5
gletcdh — Das Bertleinerungdverhilinid entiprechender Flachen 1yt
s e R o 2 : E T g = e

alfo 2-:— ober 2°:abd, folglih ift die jdhrdge Segmentiladye

Ji ab TE Vi ; : 1 o ]-‘r o T (-. |
[ i o il -y S S B s L Ll 3 |
F=—|4V% e e tlg = '|
Ey 7o i

Die Barabeljegmente waren jdon in Teil II beredyuet toordest.

Sept ift man imjtande, saflreiche von Geraden und Regeljchnitten
pegrengte Flachen, 3 B. aud) Seftoven und Jlichenftiice, bie jiwijdjen
stei Gefnen liegen, u bevechuen.
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