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6 Erjte Abteilung: Geometrie.

10) Aufgabe. Den durd) drei Tangenten und zmwei Be:

rithrungspunfte bejtimmten Regelfdhnitt zu fonfiruieven.
uflojung. ABC fei
Sig. 9. pas gegebene Dreifeit, T und
111 die gegebernen Beviihrungs:
punfte. Man betvadte A B
diss ald in I gebrodjene Gerade
HEls N 1,2, BC alg in III ge:
' brodjene Gerade 3,4, B
'. N undb € alg bie Punfte II
s und IV. Auf I IV nehme
man  willkiclid) bden Brian:-
e e don=Punft B, an. Dann
e N giebt BB, den Punft D,
SR auf 5 undb IIIB, giebt E,
AN auf 1. D, E, ift eine bex
Tangenten ded Kegeljchnitts.

Soldhe fann man unendlih) viele fonjtruieven.

IL Folgerungen fifr Centralperfpehtive, Sdyliefungs-
probleme und dergleidyen,

11) Dad Duadrat und jein einbefdriebener Nreid in
Gt Centralperipettive.

0 Durd) Centralprojef:

e tion geht bas Quadrat

' i ; ABCD (in Figur 10)

i ein allgemeines Bier:

ed ABCD (Figur 11)

;*\)‘,-i_’xfd_f.;j'._:nz_.‘;:-.\-- A itber, Ddefjen Gegenjeiten
: \?i/' ‘ ; fih in BPunkten P und @
5 R fdhneiden.

yo e o Su beiden  Figuven

S jchueiben fih) die Diago-
W | ‘\'fz nafen in R

.'*\ = i ; PR in Figur 11 giebt

e e bie Beriihrungdpuntte F

S wnd H, QR bdie Beviih:

|
4 rungdpuntte £ und G eined



IL. Jolgerungen fiir Centralperipeftive, Schliefungsprobleme u. dergl. T

pem Bieved einbejdhriebenen Kegelfhnitts, der dem einbejchriebenen
Sreife entjpricht.

Man fennt alfo 4 Tangenten und 4 Berithrungspuntte des-
jelben, 0. ). B Stiide, von bdenen 5 zur Konftruftion mit dem Lineal

%ig. 11.
W
v S = —
0 < = == ' -
2 4
i N
allein ausrveihen. — Die Geradbe PQ mit den Harmonijchen Lunkten

PQVW entjpricht dem unenblichen Beveiche der Ebene von Figur 10.

Man vergleiche in Dbeidben Figuren bdie Havmonijhen Strahlen und
SPuntte.

12) Dag Quadrat und fein umbe{driebener Kreisd in
Centralperipettive.

St Jigur 10 find bie Tangenten in A und C pavallel ju 2,
pie it B und D Derithrenden pavallel zu w. Sie bilden ein um:
bejchriebenes Quabrat, deflen Eden auf p und g liegen. Folglich:
S Figur 11 find WA und WC, VB und VD bdie Tangenten
bes berjpettivijd) davgeftellten Rreifes durd) 4, B, ¢ wnd D. Aud
hier jchneiden fie fih auf p und ¢ Man hat aljo 4 Tangenten
und ifhre 4 Vevithrungdpuntte sur Konjtvuftion des Legeljhnitts mit
vem Lineal allein, wdhrend 5 von bdiefen Stitcfen ausveichen.




g Erite Ubteilung: Geometrie.

13) Das entipredende SdhlicBungsproblem.

Begiunt man in Figur 10 in emnem Dbeliebigen Punfte bdes
griferen Rreifes mit dem Hiehen von Tangenten, jo {dliet das
Tangenten-Gehnen=Duadrat jtetd. o ijt 3. B. B, C; D, I, ein jolches
Quaoraf.  Folglich:

Beginnt man in Figur 11 an irgend einer Stelle desd
duperen Kegeljdhnittd mit dem Biehen von Tangenten an
pen tnneven, o dhlieht die lehte Tangente ein Tangenten:
©ehnenviered. o ijt 3 B. 4, B,C, D, aud) bier ein joldhes
Gebilbe. Cdammilihe Tangenten-Sehnenvievede der Figur Haben bdie
Snitthuntte ber Gegenfeiten auf der Gervaden PQ.

[14) €3 lapt jih Deweifenr, dap bdiefer Sdliepungsjah auf
excentrijdje Kreije und dann durd) Projeftion gany allgemein auf
Segelfchnitte iibertragen werben fann. Gevadbe bdiefer Rreisfahs ift
burd) Jacobi fiiv die Hohere Mathematif zu bebeutungdvoller An=
endbung gebracht worden. Daher foll eine elementave Ableitung
nad) vechuender Wethobe eingejhaltet werden. A3 Einleitung bdiene
per einfacdheve Fall ped jymmetrifden Viereds.

Nufgabe. Die Rabdien » und o zweier Kreije jeien ge:
gegeben. Wie grop mup die Entfernung der Mittelpuntte
genommen werden, damit jid) zundadift ein jymmetrijdhes
Tangenten-Sehnenvieved einzeichnen lafje

uflojung. Sn Jigur 12 fei KON die Hiljte ded gefudhten
BVievetd, die Katheten feien NO =z und KO =y. Der bdoppelte
Dreiedsinhalt ift.

1) 2y =0 + y),

= auperdem ift
H'\.‘\_ 2) 72 + fr“l — 42
'\\., Aus betven Gletchungen
S~ \ It fih folgende bilden:
—x 2 + o'+ 2ay

— 42 —f— 29(1 _I_ ﬂ):

(@ 4 y)? = 42* + 20(x + 9),

pher

woraud folgt : _
3) &4 y=o0 -+ Virt + o*

Dasd negative Beidjen, bei bem es ficdh wm ein Problem ber duperen
Berithrung (Wn-Rreis) Handelt, joll jest nidht beriidfidhtigt werden.



IL. Folgerungen fiiv Centvalperipeitive, Schliefungdprobleme u. bergl. 9

CStatt @ und y zu berednen, febe man Mu = e und bilbe die
pothagoreijchen Gleidhungen

Sl : \2 2 2 S el 5

Ku® =— (r o) = (y — o ‘| Q" = Yy* 207 — JQ_;_.."
AT 2 P eyt e S e B el st ath [P S & ain
LY - — L.} - ¢)" = (r — i_i"} o T~ =0 4 0.

Durd) Addition folgt
9 .r':: _I_ 92 — l:.f 2 _I__ f;::') __iF_ 4 {_‘12 iy 2(] (.J' 21k ‘fj.ji

aljo unter Beriidjichtigung von 2) und 3)
I

2rF 4 2¢% = 4r? 4 49 — 29 _-g +Vart 4 (}’F

Demnad) ijt bie gejuchte Enifermung zu finden mit Hiilfe von
e Sl = 0 _i-’;rl A g

wad feicht fonjtrutert tverben fanm.

Nadh) Teil 1T Figur 42 {dhneiden fih Diagonalen und Be-
vithrungdfehnen in einem Punfte P, dem Pole der dritten Diagonale
JIC ved vollftandigen

Bieveds fitr beide Kreife. Fig. 12a.

Der Punft P und beidbe Ll

RKreife gehoven alfo der S ~.
freigjdhar an, die bon P
pemt durch bie Punite \ N

P und ¢ gehenden
Kretgdbitjchel fenfredyt
gejdhnitten toird. Die
Lergleichung der Win-
feljumute der Bierede
AEPH und PFCG
geigt, bal << EPH
= 90 ift. Aus Sym-
metrieqriinden jind aljo
EG und FH unter
45° geneigt, aljo aud
wd und pK, und e3 ;
ift QK = Qu. Aus

¢ = o; =y = o, = o folgt QI — QD = Qu. Folglich geht der
um ¢ mit Qu gejdlagene RKveid durch die Cdpunfte B und D und
aufjerdem durdh) J und K. Sdammtlidhe Tangenten an den
gropeven Rreis, dbie von Puntten dev Gevaden JK ausgehen,
jind alfo gleid) den Cntfernungen bdiefer Punfte von g
Hievaud evgiebt fich eime grofie Sahl von KLonjtruftionsaufgaben.




10 Exjte Ubteilung: Geometrie.

14b) Daf bie Vevithrungsjehnen EG und FH auf einander
jenfrecht ftehen, gilt bon jebem Tangenten:Sehnenvieved, ivie
die entfprecdjende Betradhtung fitr A P H und CF PG 3eigt. Umgeteht:
Jft ein Rreid mit Radiud o gegeben und legt man
burd) einmen gegebenen Punft P innerhalb desfelben eine

|

beliebig geriditete Sehne p und eine auj ihr jenfredte ¢,
jo geben die Tangenten in den Eudpuntten diejer Sehnen
ein Tangenten=Gehuen=Viered.

Es lapt fidh nun zeigen, daf die umbejdhriebenen Kreije jamt-
lidder zu P und bem gegebenen Rreife w gehdrigen Tangenten:
Sehnen-BVievede denfelben Radiug » und denfelben Mittel:
punft M Haben. Man fehe zum Beweije die Cutjernung pP = s,
jo bafp @® — s® ober %* Der abjolute Betrag der Poteny ded Puntted P
in Bezug auf den fleineven Kveid ift. Mit Hiilfe der AbJtande der



e

II. Folgerungen fiiv Centralperipeftive, Schliehungdprobleme u. dergl. 11

Sebnten p unbd ¢ von w ift bann leidht zu seigen, vap p®4- ¢ =4 (20— 5%

alfo fonjtant ift, welde Sehnenvichtung » man aud) wahle. Ans

ver Gleichheit bed Peripheriewinteld mit dbem zugehirigen halben Centri-

winfel folgt die Ahnlichleit der Dveiede EFP und CGp, jo dap

Ci10=q,:p, =Py 4, ift, W0 p;, ps, ¢, g5 Die Ubjchnitte der Sehuen p
g + s q

und ¢ bedeuten. Daraud folgt CD =c 4 d =~ : 0= "o
y 11
Ebenjo ergiebt Jich der Wert fitr die anderen Vievedsieiten, und man Hat:

AB==1 pBo=28 ¢gp_1° p4_2e

Py Gs By 1
Nad) Piolemdus folgt nun fiir die Diagonalen » und w
von ABCD

qo 0 qo

vow=AB-0D 4 BC-AD

ghel - phot ot gt e 0P g

= ¢ 2 :
P1Pe 1 ds 91 Ye R
Das Probuft dber Diagonalen ift aljo fitr alle hier
moglidhen Tangenten-Sehnen-BVievede unverdinderlid.
Die Summe zweier Gegenjeiten ijt

7y oy | 3 T ! 1 1 \ ?‘J }J H j) f}
& o B Sy ; — el %— — D L
_Jif J’) fi 1 .I i ( I) ] ,;] ( 1'-)1 J__{) ) il

£ =

—
P1Ps pre=a

Da ferner (BC 4 DA)p=F, b. §). gleih) dem Jnhalte von
ABCD ijt, fo folgt
e U

4 ]
O

Bugleid) ift dbas Prodbuft ziveier Nadhbarfeiten

AB.po=210 = 24¢ _ 35

Py r.'r;: ‘j: j]l jJB qs
Ep-DA P L Gipae i g
Pith Pr 41 P
Die Geiten dez Bieveds EFGH follen £ g, k, i fein.
abe B
17 Dergl. Teil II, Nr. 9)

ift fiiv bie Jnhalte der Dreiede ABC und CDA

Jad) befanntem Dreiectsjabe (r =

o : ) p-AB-BC+v.CD-DA v F (p s
Fe F | F, = = : — (1 )
P! 47 47 \g, iz P
p¥plLa  pE
; 4 ¢ Py qs T 47 Prg.
aljo m
g == s




12 Grfte Abteilung: Geontetrie.

und ebenjo

g*
Lg = 1 =]
Te o Py
folglich
Sy vwg®
164% = — L2
P g
A TIT 1T [ JT{""-f bof o £a ye! (A3 ka8, o B
pber, da A JHu ~ EFP, aljp ot ijt, unter Beriidjichtigung
o o |

ped obigen Rejultatesd fiir o - w),

Fitr jamtlicdhe um Diagonalidnitt P gehdrigen Tangenten-
@chuenbvierede ift demnad » fonjtant.
Gamtliche diefe Bierede DHaben aber die Scmitte ihrer Gegens
feitet auf der PBolare von P, und da (nad) Teil IT Figur 42) die
Polare und P aud) fiir den umbejdhriebenen Kreid al8 joldhe u
einander gehoven, fo miifjen 27, w und P auf einer Gervaven liegen
und P gehort mit Den beiden Kveifen wiedevim 3u einer Kreidjdar.
Aber nur ein Kreid auf der betvadyteten Seite diefer Scdhar fann
bent Nadind » Daben, folglich haben famtliche gu P gehdrigen
Tangenten-Sehnenvievede benfelben MittelpunftundRadius
fitr ben umbefdyriebenen Kreis. Man dbarf alfo vom dem Falle
ped pmmetrifen Bievedd Figur 12a audgehen und findet dabei
ven Gap:

Sind » und o bie Rabdien jweier Kreije und ift die
Entfernung der Kreismittelpunite

= ‘I/_?.‘_* e o — o V"‘J' r? QEr

e =
Al =

jofdliegen jamtliche Tangenten-Sehnenvievede, wWomanaud
Deginnen moge.

(lnter den zablreichen Jnvavianten ber Bieredsjdar bei ge-
geberet o und s (und i = o® — s*) feien nod) folgende genannt:

§
I Do"

fohi = 4 °k%; 7 = g WO F, per Jnbalt dbes fleineren Biereds
a3 ;

EFGH ijt, benn

= (_E’I "I‘ﬁz) (fh == .G"-z) = P19 T P2y + P19s + Py =2 T
5 - : gk k* 2 F,
ac="bd = ¢°; sinAd-sin B = S

Wuch auf die BVegiehung AB - BC- CD - DA = F* fei aufmerfjom
gemacht.)



II. Folgerungen fiiv Centralperipeftive, SdlieHungdprobleme w. dergl. 13
Durd) Projeftion folgt nun der Sab:

Wird einem BVieved ein Deliebiger Kegeljchnitt umbe:-
jdhrieben und ein beliebiger einbefdhrieben, fo jhlieken Jami:
Lide Tangenten-Gehnenvierede, o man aud) beginnen moge.

Wit dem Gegebenenen Hangt eine grofe Reibe von Konftruttions:
aufgaben jujommen. |

15) Jijt ein Kreid und inmnerhalb dedjelben ein Punft R gegeben,
jo 1ift defjen Bolave » be-
jtimmt. Bu jebem Puntte 5ig- 13.
P ber Polare » gehort
eine Polare p, bdie von
r i @ gefdnitten twixd.
Die Polare ¢ von Q gebt
ebenfo durd) P, fo bafy P
und @ zugeorbnete Punfte
find und dad Dreied PY R
s fich felbjt vecibrof ift.
Bieht man von P aug
eine beliebige Sefante e
PAB,jodbann BCQuud P
IDP, o gicbt QD ftets
einin A {d)liefended Sehnenviered, deffen Diagonalen fidh) in
R jhnetden. (Warum?) Entjprechendes gilt von ACD B undb A BDC.

H

16) Heciprof folgt: Bieht man vou einem beliebigen Punite
F auf g eine Tangente A bi8 zum Sdnitte & mit p, jodann
GB bis zum Sdnitte H mit ¢, jodann HC His zum Sdnitte
J mit p, fo giebt die Tangente JD ein in F {dliefendes
LBieved, defjen Bervithrungsjehnen jidh) in B {dneiden.

Beive Sdliepungsiibe gelten von allen Kegelfdhnitten.

P, @ und R find ein jogenannted Tripel von Punften.

17) Das Sdliefungsproblem der Tangenten-Sehnen:
dreiede.

Jn Teil 1I, Geometrie Mr. 14 war gezeigt worben, daf, wenn
die Mittelpuntte zweier Kveije mit den Rabien » und o die ECnt:

N

Fermung ¢ =V/r* — 2r¢ Haben, fid) unendlich viele Tangenten-Sehnen-
Dretede einzeichnen laffen. Wo man aud) auf der Peripherie ded Anpen:
freife8 beginnen moge, Tangenten i ziehen, ftets jdhlieft die Reibe.

Der Gap qgilt aud) vonm den duBeven Beviihrungstreifen bdes
Drefeds und dem Umbreife, nur ift dann e = Vo? 4 270. Durd




14 Erjte Abtetlung: Geometrie.

Rrojeftion gilt er aud) von Kegeljdnitten.

maBen ausdgeiprochen werden:

D

ort fann er folgenber:

Shlickt bei zwet Kegelfdhnitten ein Tangenten-Sehuen:
preted, {o fdhliegen famtliche, wo man aud) beginne.

Hig. 14.

&3 qiebt aber auch nod) anbere
Uusdrudsweifen. Jn  Figur 14
3. B. find 3iwei joldhe Dreiede dar-
geftellt, ABC nnd DEF. Dabei
it GHJLN ein Briandon:
Sedized, ADBECF ein Pascal:
Sedyded. €3 ergiebt fich Folgendes:
Bieht man tn einem Pasdcal:
Sedsed famtlige Diagonas
e, bie Dretede abjdneiden,
0. h. verbinbet man alternie-
renbe @den, fjo Dbilben bdie
Diagonalen ein Briandon:
Sed)sed.

Der reciprofe Saly fiiv diefelbe Figur lautet:
Berlangert man in einem Briandon:-Sed)3ed die alter:

nierenden Seiten Hid zum D

Durd)iduitt, jo entjtehen zet

Dreiece, deren Cden ein Pasdcal-Sed)sed bilden.

18) Cin @egenjtiid sum vovigen Lroblem.

BVerlingert man die alternievenden Seiten eined Pas-
cal-Sed)8eds bis aum Durdhidnitt, foentjtehen zwei Dveiede,
peven Cden ein Briandon-Sed)ded bilben.

Ober: Sdnetdbet man von
einem Briandon-Sed)sed
mitteld Der entfpredenden
Diagonalen lauter Dreiede
ab, o bildben bdie fed)3 Dia-=
gonalen ein Pasgcal=-Gedhsed.

Der Beteid [dpt fidh auf
perjchievene Weife fithren. CEine
raumliche Beweidfithrung ergiebt
i aus Figur 16.

ABC undb A;B,C; fjelen
sivei Dretecfe, beven entiprechende
RLerbinbungsdlinien fich in einem
Punfte 7 {dhneiben; dann Ilapt
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1I. Folgerungen fiix Centralperjpeftive, Sdiliefungdprobleme 1. dergl. 15

fid Z(A4,B,C,) ald Beidnung einer dreifeitigen Pyramide betvadhten,
bie burd) bdie Flidge ABC jdhrig abgefdhnitten ift. Da nun bei
diejer Anjdanung

a und @, in der: 7
felben Ebene [ie-

gett, jo jchuetden fie _ .
fichineinem Raum: p/ Sb i
punfte P. Ebenfo
jdneiden fich b und Ak
b, in einem Raum: TE=h
puntte ¢ ¢ uno / L _

¢, int einem Raum: e R Z L LTSNS,
punfte R, Da s S e e ;

aber die Sdynitt: e e \é

ebenen ABC und L~ —5 '

A B C fi§ in /4 =

einer Gervaden

jhneiven, jo miiffen P, @, R in einer gervaden Linie liegen.

Das entjpredhende gilt von Figur 15 und damit ijt der Sedhzed:
jah Detviefen.

Der Hiilisjas flautet: Liegen zwei Dreiede jo, daf die
Berbinbungsdlinien ihrer Cden durd einen Punft gebhen,
jo jdneiden jid) die entipredenden Seiten tn PLuntten, die
auf einer Geraden liegen.

Der veciprofe Sab fiiv diefelbe Figur l(autet:

Sdyneiden jid) die entfpredyenden Seiten zweier Dreiede
in Punften, die auf einer Gevaden liegen, fo {dneiden fid
pie Berbindungslinien entjpredender Ccden in einem Punifte.

Wuf Grund ded Reciprocitdt ijt ein bejonberer Beweid nidht notig.
Cr lagt fich jelbjtindig durch eime dbhnliche Raumbetradhtung fiihren.

Dreiecte jolcher Wt bezeidhnet man ald peripeftivifde Dreiede.

S pem Sae jind zahlveiche andere als fpecielle Fdlle enthalten.
Wean vergl. 3 B. Figur 43 in Teil IT und den Sab itber dad Fup-
puntidreted der durd) einen Puntt gelegten Cdtransverjalen einesd Dreieds.

ig. 16.

19) Durc) vier Puntte 4, B, ¢ und D laffen fich unendlich) viele
Segeljchnitte legen. Bildet man nod) die Schnittpuntte P, @ und R
unn die ugehdrigen Volaven p, ¢ und », jo ift dad Dreied PQR fiix
piefe jamtlichen Kegelichnitte fich felbjt veciprof. Die Polare p iwird
aljp vont famtlichen Kegeljdnitten jo gefdynitten, dafy die Tangente im
Sdnittpunite durd) P geht. Entfpredhended findbet mit ¢ bezt. » ftatt.




16 Grjte Abteilung: Geometrie.

Wird nod) ein fiinfter Puntt F des Kegelfhnittd gegeben, jo tann
man {ebteren nach Paseal durchfonfruieven. Man findet aber aud) jofort
mit Hiilfe der Polaren drei weiteve Puntte &, Z, und K. ©o it B
ber vierte Hormonijde zu P, K und E. Die Geraden £, @ und ER

wig. 17
5 £ _,7?_.
:'-!;'1:_( / \ *

geben als Sdnitt E,, E, P und EQ geben Ej. (Bergl. Das Slieungs-
proffem unter 15.) Bilbet man jebt aud vier beliebigen von den acht

PBuntten ein neuned BVieved, jo ergeben i) 3-4 = 12 neue Puntte w. j. 0.
Sebe Ronftruftion ift eindeutig, aljo ift wiebevum dev Kegeljdhnitt dureh
5 Punfte eindeutig beftimmt.

Fig. 18.

Gtatt des Puufted E fann aud) eine Tangente ¢ gegeben fein

(ofue Angabe ez BVeriihrungspunites). Hier verjagt die Konjtruftion
nad) Paseal, man findet aber fofort drei weitere Tangenten e, ¢

—_—

R .



L. Brojeftivijde Punftreihen. 1.9
und e, durd) folgende Iberlequng. Wird die Polave » von ¢ in G
gejdhnitten, fo muf die von G aus gezogene Tangente e, Der bierte
¢ gugeordnete Strahl u GQ, GR und e fein. Sind némfih X
und ¥ bdie Beriihrungspuntte mit dem zu fonftruierenden Kegeljdinitte,
jo geht XY dburdh) B, und X, ¥, B und Z auf » jind Darnmontjche
Puntte. Nun jdneidet e, die Gevabe p in H und die Gevade g
it J, wihrend e bie Gerabe p in B und ¢ in F {dhueidet. Die
Gevaben EJ und HF geben die Tangenten e, und ey, die fich in
K auf r fdneiben, jo daf auf jeber Polave zwei Tangentenjduitte
liegen. Ta P, @, G, K Davrmonijdle Punfte find, o Fmmen auch
bie zweiten Tangenten in F und F mit Hiilfe des vierten Havmoni:
jden Strahles fonfiruiert werden. (Vergl. SdhlieBiungsproblem 16.)
Die fertige Konjtruftion fann mit Hiilfe des Jnvolutionsjapes von
Desargues bduvdjgefiihrt werden. (Siehe Unbang.)

20) Uufgabe. Die veciprofen BVetvachtungen zu AbjGnitt 19
angujtellen, bei denen es {ih um Regelfdhnitte Hanbdelt, von denen vier
Langenten gegeben {ind, su denen nodh eine Hinfte, oder ein Lunkt tritt,

Bemerfung., Aus den lepten Betvachtungen erqiebt fich, Daf,

foern bon einem Regeljhnitte vier Tangenten und ein Punft, oder
vier Punfte und eine Tangente gegeben find, man acht Stitcfe fennt,
nimlid) bier Tangenten und vier Punfte. Duvd) dieje find aber im

allgemeinen jededmal zwei Kegelfhnitte beftimmt.

OI. Projektivifye Punkiveiben,
21) Wetvadtet man eime der Kegelfhnittfonftruftionen nad
Briandon, 3 B. die Konftrultion aus fiinf Tangenten, fo evfennt
man leicht, daf fie fidh

4 P ig. 19.
aud bdem Bujammen: b ;
! = o
I)m}_ge it b““,h[’“' \"x
trefenden Sabe (iiber 5 ~g

freis oder  Regel:
fdnitte) ganz Heraud:
[ofen Yapt. Wa3 BHat
dabet eigentlicd) ftattge-
fumben ? ®egeben waren
ote Punfte I, II, IIT,
IV al3 Sdnittpuntte
per gegebenen Gerabden
¢, 111, II 1O, TIL IV

Holzmiller, Mathematit. IIL

(i
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