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VI. Beredynungditbungen.
- I - i
J o= [U+ 0+ 4M|

ijit. Bejonbdersd einfad) wird die Formel, twenn der Mittelfhnitt diefen
stirper, foie in ber Figur, in jvei fongruente Teile zerlegt. Dann wird
J=2U04+ U4 am=L1v+ 21
: 6 . e 3 s
Bemerfung. Aus dem bei dem windidiefen Pridmatoid an-
getwandten Berfahren ergiebt fidh, daf, wenn die Newton-Simpion:
dormel von jivei Rbrpern derfelben Hihe gilt, fie aud) von bder
Summe und Differeny bdiejer Korper gilt. Die Duerjdhnittsiladen,
pie in berjelben Hobe liegen, fommen bdabei ju gang beliebigen
Gyeftalten vereinigt tverden, fei e3 bduvd) Adbition ober durd
Subtraftion.

41) Wbung8aufgaben. IUnter den Aufgaben iiber Korperjtumpfe
jind 3. B. biejenigen bon bejonderem Jntevefje, bei denen es ficdh um das
ipezifijhe Getwidht p° in Berbinbung mit dem wirflihen Gewidte p
handelt. Dabei ift zunddft p = Kp', wo K der Korperinfalt ift.
Sdymwimmt ein Kirper, und ift W- 1= W ber verdringte Wafferraum
und zugleich fein Gewidht, jo 1jt, da ber RKbrper ebenjoviel iiegt,
gie W, Kp' = W, aljp p" = % oad (pezifijdhe Getwidt. It 2. B.
letered gegeben, fo fann man fragen, twie tief ein Ehlinder ober
Pridma, eine Phramide, ein Kegel- ober Pyramidenjtumpf, ein Pris-
matoid u. {. tv. eintaucht, je nachdem dag Cintaucdhen in diefem oder
jenem Sinne exfolgt.

Jerner find von Juterefle Mbungdaufgaben itber Stumpfe, demern
Sugeln um: ober einbejdricben werden fHnnen.

Abfhumpfungen fommen in der Kryjtallographie vielfad) vor.
©o ift 3. B. dag an den BVierfant-Eden abgeftumpfte Rhombendobefaeder
ibentifd) mit dem abgefanteten Wiirfel, dad an den Dreifant-CGcden
abgejtumbfte identijh mit dem abgefanteten Oftacder. Fabhlreiche
Betjpiele aud bed Verfafjers , Cinfithrung in Ddad ftereometrijche
Jeidnen” geben BVervanlafjung zu Konjtruftionen und Beredjnungen.

b) Sugelberednungen.

42) Qugelabidnitt (Rugelfegment). Jn Teil I, Ster. Nr. 27,

urde der Jnbalt der Halblugel gefunden dburd) Tergleih mit einem

Ehlinder von Radiud » und Hohe », aud dem der auf ver Grund-

Holymiiller, Mathematil. IL. 2. Aufl L5




296 Rierte Abteilung: Steveometrie.
§ig. 147 fache ftehende Kegel von Hibe »
S e e e e T gejdnitten war. Der Rejt-
, SRS im._,:-r.t hatte Dabei in gleidjer
Ay BT oSS i Dihe gleiche Duerfdnittsiladye
.;:_\.i‘:f' ~ r-h K \ - \ ;{' mit der Rugel. Bon ber Figur
| f | FN/ i" ift Bier nmur ber Wufrif ge:
= RS0 e / e 'i ,ae:i.:[}m‘.r. _“JE':IEEJ_ m‘;Im -;*E'?ui,_jv bon
| it S J ol T Cavalieri mup dhnlidy, e

denfelben Snbalt Haben, tvie der entfpredyenne Reftiorper, d. . wie
UJImP- et ABCD '*uqc{fmmn:' AEFD. Folglih, wenn AB=1h,
alfo EK = MK =1r — I gejebt toird,

e o bl g ; o " ’
Segment = r*mh — [ r(r=—h) = h)*|
at i :
=280 —r® — 1 — (. — W),
o
DDEY
o5 7t I
Seqment = —— (o7 i)
gl -2

43) Qugelfeftor. Sept man auj das Qugeljeqment GHJ

oen Kegel GHM auf, jo erhilt man den Qugelausfdunitt oder
Qugelfettor, ber gur Seqmenthohe h gehirt. Sein Subalt it

aht : T
Seament 4+ RKegel = . (3r — h) + ——— (r— k)
o9 e . o - 2
= Je_ Syl — hY) 1 - — (r ] (v — '
3 o L b L .
[ s o . B R AT
oo fich alled b1 auj o r =i howeghebt.  Aljo
Seftor = - rwh.

44) Qugelfalotte. Die Wilbungsiliche bdes Segmenies hetft
Qugelhanbe (Rugelfappe oder Qalotte). Ju ihrer Beredhnung
jdhlagt man dagjelbe? Berfafhren ein, wie in Teil 1, Ster. 38. Man teilt die
wolbungsfliche 3 B. durd) Parallel=

1111 freife und Peeridiane in Feine ,quadra

= tijche’’ Fliaden Gy {f“ Gp s eltt,

2 = iy S beren Gefenr mit dem Su p**mt rm ber:
Y g / punben werden. So entjtehen Byramiden
: ol OB e Hohe » und Dbem Jnhalte
ST .t @, G, ulw Dam i

bort, der Qugelabidnitt GJ H
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e - - . [ = .
Seltor = Summe bder Pyramiden = G 4 &, 4 &, S
Y L TR (': (-T;, _l_

£1: r : . - L
ety = — - Salotte, aljp Kalotte = o
o T I3

RKalotte = 2r7h.

8 - ®eftor 32
¥
»

Genau ebenfo gvoB 1t in Fig. 147 ber Mantel bed3 der gangen
Stugel umbejdhriebenen Cylinderd von der Grundfldde big ur Hobe A

45) Bonenfldde. Bwel Parallel &1g. 149,
freife  fchmetben aud der Rugelflache B
eine Bonenflidhe aus, die ald Diffe- | ok
veny ziveier SKalotten Dbetraditet twerben . g : x,
fann. ®ehirt jur einen die ,‘Pfeilhohe” [7
hy, zur anberen bdie Pfeilhohe Ay, jo er- | i n
hilt man _—— 1
Bonenflihe = 2rwh, — 2rxh, I A BT _.‘|
sy 5 HE | L
Sept man die fenfrechte Hohendifferenz !
hy — hy = I, fo exhilt man : B e

Sonenflade = 2rnh.

Sn der Anfrifzeichnung Fig. 149 ift daher jede Bonenflacdhe gleid
per gleid) Hoben Sdyicdht des Cylindermanteld. Jit alfo der Durch-
mefier AB in n gleige Teile geteilt, jo twird durc) die Normalebenen
in den Teilpunften bdbie Rugelfladhe in fladhengleiche Jonen zerlegt.
Brojiziect man alfo die Ldnder der Grdoberfldche normal auf den

[~

Berithrungdchlinder bes Aqua-

ig. 150.

tor3, fo erhdlt man eine

flachentrene Aeltfarie, : L —
vie nach Unfidhneiben bed |
Cylinderd ein Redhted in der  [\2.- 2 : G,
Gbene giebt (dquivalente [N o 5 // ’_]
Abbildbung nad) Qambert). * A7 K| VN\/B |
/-._ | P \..\ |

. Frc e o s R ' Sl

46) Rugeljdhidht. “Dre S o et e O BN L N

burd) zmwel PHorizontaljdmitte
aué dem Ruaelforper qejdhnittene Sdidht ABCD ijt gleid) pem EY-
{inber EHG F vermindert wm den Kegeljtumpf LNOP. Jjt mun die

fenfredite Hohe KJ = h, Radiud JD = a und Radiudg K4 =0,

jo bat man:
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; 9 Rl +rv2 S 0
Sdidht — r*mwh — | KI* + KL - JP+ JP*|

e K1 ‘"m{-’ + MK - MJ+ MJT |

o
[s ]

— Pk — “Pla ME 4 2 MK MT + 2T

o . s :
— Puh — "3 ur® 4 3 M — (MK — MJTP|.

3]

Sun ift aber MK® = MA® — KA® = — 0°, und MJ* = MD"
__JD? = — qa® undb MK — MJ = h, aljo hat man

Shidt = ¢ r*mh — "‘;f"\_a (2 — %) + 8 (° — @) — xﬁ}

mh 3 ’ : Aty
— ,‘rrﬁ P — 3(r* — ) — 3 (r — a¥) + h)?|
6 L \ : / ]

ober endlid

: s 7 h ol 7]
Rugelididt = ; (.’-i a® + 3b* + I° -
ko RIS B -
Sebt man b =0, jo erhilt man eine neue Fovmel fiir vad Segqment,
nimlich

" 7 | o
fuaeljeqment = T‘,l L:—‘: a® -+ h*|,
3 |

bic gegen bdie frithere den Borzug hat, baf a und k. am Segnient
gemefjent werben Foumen, wihrend dort tvar /, aber nidht » meBbar
par, fondern beredjnet twerben mufpte.

Bemerfung. Die Formeln fiir da3 Segment, Dden Seftor und
bie ©didht find Hier zwar mur an der PHalbiugel bewiejen, gelten
aber, tie gang einface Betradtungen
seigen, aud) banm, twenn die Kugelteile
e itber den qroften Kreid der Kugel hinaus=

,?iq 151,

ok s reicher.
F{;_ EE A L _A,»'l . 3 :
/ T B A 47) Nufgabe. Den Jnhalt des
[' ( uli \| : |] Rotationsforperd ju bevechnen, der duvdh
| | / l!. Drehung Hes3 durd) die Sebhne A B
A N1 S Vp abgejdmittenen Rreidjeqmentd um Ddie
N /" pavallele Adhje CD entiteht.
\\_x_h : W Nuflojung. Rugeljdidht ABEF
T — Qylinder ABEF
7 h 5 T 6a‘mh B[ s 7l
_ TMgat 4 sat4 | — 22T " 6a L B —6a® | ="p,

- 1 7 . ] I
6 | (3] 6 L X B
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e T
ooer, venn man ¢ = _ emnfiihrt, 5 ¢"7. Der durd) NRotation des

a2

Gegments entftandene Kivper ijt alfo inhaltdgleich mit einer Kugel
ey = ) 5
vom Rabiug - Der Jubalt ift aljo Fig. 152.
nur abhdngig von 2, nidt aber vom A
Sugelvadiug ».  (Je grofer », Ddefto San | TR
fleiner sztwar dad Kreidfegment fiir das {/ ! B
felbe /, befto grifer aber ber Drehungs: /a-& A Nice _\.1
toeg. Beided qleicht fich aus.) N\ | /,"
48) Unfgabe. Den entjpredjenden \ T ¥ s/
A o o z = \ 4
Korper fiiv den Fall zu beredymen, bdaf LA : /-"
pad freidjeqment um \jilwn Durdymefjer N\ ¥ _! 5 ___;:F,f
gedveht tird, Dder nidht parvallel zur —— et
Sefne 1it. '
" A = 3 & ah 3 o 5 |
uflojung. CSdhidt — Kegelftumpf = —|8a® 430 2 |
mhl o 37 7 & S 3 | | s v ; ,_
== |_”3_J_”L.JI,L~_|: o I_."m:" e .'-ii'rj—]'—ﬁ'a-h|- -~ 242} 2ab-- :,,J“|
Th[ o R : o] 7l | al .
= t.’{fr.‘ + b* — 2ab ﬁ"J sl | (a — b)? -+ 7*|. Da aber
31 5 | }
T e A wh o
(& — b)® 4+ B* = s ijt, jo folgt J = ~ 5%
\ 1 . o

®anz allgemein folgt aljo ber Safy: Rotiert ein Rreisfeqment
um einen beliebigen Durdymefjer, jo ift der Suhalt des ent:
g . fi v : :
ftebenden Drehungstorperd das ~=fadye einer Kugel, deren
Durdhymefier gleid) der Selhne des

fFig. 158

SGegmented it o g e X
‘ = T ___// H“\‘
[49) Flade und RKorper des D= \\
Rugelzweieds®) Jn Fig. 153 ift von o 1| T R \
ph . - o £ i Ahma \
ber Kugelflade durd) die groBten Kreife “I,-_.-"-..\ e e
ABC und ADC ein Jweied mit den Bl----N\---%--Hy )
Ccden 4 und C ausgejdnitten. Seine  \ >\ / e )
Slade folgt aus der Proportion F: 0 X AGe
o : R ) S ]
— o":860°, alfo = 0->_ 1o N A
d 360" ey o

0 = 4r°n die Dberflade der Kugel ijt.
Qft dagegen der Bogen BD = ra in Lingeneinheiten beftimmt,

14

#) Auf bem Gymnafim find die Abjdynitte 490 bigd 51 zu iiberjdlagen.
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Y ravds M GhtosTirram e
2ol Wsterte Ylotetlung: Stereometrie

Yus F = 4r’n.— = 2r - (re)=d-BD fjolgt, dap bie Flade

ves Rugelztoeieds gleid) eimem Redjted aus Ddem Durdhmefjer uno

vem Jymmetrifd) teilenden Bogen tit.

e o o 4 o
(1 - il - a 53
er Rbrper bed Ruaelxweiedd it A=J ——=J =3 1'®
& B ugelzweieds 1j 360° SR AL o
no ET d®(ra) Yy St G T e
— (27)F —=———, aljo gleich dem 6fn Teile eined Pridmas,
# b ¥ »

effent Grundflache bag Quadrat oed Durchnefjers, dejfen Hihe der
fymmetrijc) teilende Bogen ift.

Fig. 154,

) 50) Fladje und Kirper des

/ B o Qugeldbreieds. Jn Fig. 154 ijt
. \:-{_: e \ burch die quiBten Rveije £, 11 und

o=t [IT, oie fich unter bden Durd):

mefjern 44,, BB, und CC,
jhueiden, ein Sugelbreied ABC mit
pent Winfeln « B, y qebildet, dejjen
Fladhe, wenn man die Biveiede mit
Zy, Zg, Zy bezerdnet, folgenberx-
mafen gefunden foerben  Eami:
/,,—|—./-|/ UL(—L A, BC)
+ (B t'.‘,r + B, CA) + U’- AB

- C, 4 f:‘\I::-" = (ABC + A,BC ' B,CA)+2A4ABC + C, 4 B.

Der evite ‘lsmtm ift die 15‘{!,1'[[% ber "‘lntlj "u.n Qveid 111 abgei d]lutinu‘u

.\:mfh'qu 5 ’ permindert um das Dreied O A, B, , weldhes als Scheiteldreied
fymmetrijd) und | nd]utg leich mit C, A B ijt. 111'[]"':' hat man die Gleidhung
EGFET : : ; - 210 E s
(g Az )+ 4+, AB="2,~+ Zy+ Z,, vder w+24BC
& 5 g° p° o g0 y°—180°
= 40 + 0 D.5. Rugel ABC— . 0
Ozeovt Q36007 ( 360" §. Rugelbreied 4 B 2500
%= i | w—a . e oo e -~ %
s -i:?tf 0= (24P —-|— y —m)ri=(rot rf+ry—rm)r.
Hier bedeutet O = 49%x die Qugeloberflache, tihrend ro, »f und ry
Die fymmeteifdh teilenden Rreigbogen bder eimgelnen 5}'1£qc"'tuv.tcrfc jind.
Nennt man «® 4 p° 4 9" - 1“~11" “uh ‘Imfl {fibexjup des Kugel-

preieds (itber 180°) und ro 4 rf—+4ry — rm den Bogenitberjdup
per entjprechenden Bmweiede (itber oen \‘u1tb“f1l,tn‘£anu[) jo ergiebt fidh
Jolgendes: Die Fladhe dbes Kugeldreieds 1 ift proportional bem
Duadrate ded Radiusd und proportional dem Winfelitber=

#) chte auf die cyflijdhen Vertaujdungen.




V1. Berednungditbungen. 2al

fhuife; jie ift gleidh einem Kugelzweied, dejjen Wintel ber

halbe Winfteliiberfhup ift und gleid dem Redyted aus vem

Radiud und bem Bogeniiberjdujje dber dret Bmweiede.
Hanbelt ¢3 fih um gleidhjeitige Kugelbreiede, jo da der JInhalt

] » 0

3a — 1807 : (1 - 60

pirh 7200 0 opder -im"’. 0, und {ebt man died ber NRethe
i 5=

L"_( ‘[ 1 ) lll_,- Sk lr- r £ = o0 Yips —— ano

nady gleih O, =0 und ;; 0, jo jolgt ¢ = 120" bejiv. e = J0°,

a— 12" lllib bie Ecent find der Reibe nach die Seftoren des regel-

méfigen Tetraebers, Oftacders, Jtojacders, beven Hauptidnitte Kreije
geben, die fich unter den gefundemen Winteln dyneiden,

Stellt man bdie entjprechenden Formeln fiir dad Kugelvieved und
Qugelfiinfe auf, jo fommt man durch dhnliche :ﬂw ialifierung auf den
Fall bed Wiirfeld3 und ded Pentagondobefaeders. €3 hanbdelt fich aljo
um Brobleme der Kugeltetlung.

a
L

51) Berbindet man die Cden bes Kugeldreiedsd mit dem Kugel-

centrunt, jo erbdalt mam ben Sl'ﬁwrl bes Kugeldbreiedd, defjen Inbalt
, T

man aud der Flache durdh) Multiplifation it 3 erhalt (Pyramiden-

formel), {o dafy man Hat:

; y® 4 % Luw® — 180%4 o e I e e .
K ! P H'..!.. : S — |l 4'?!* 30 15
{atd h
T Lo T = S \ g 5 / = ..L' S N .| et
== t.t =t B T 3 === k} (Vi el 2 e v .?‘J, rmwl
pber, wenn J ben Kugelinbalt bebeutet
5 a1+ (7 L % — 1807 e-t+pf+7—m
K = = "I fj o = - —l e AL
120 4 7

Yud diefe Formeln find leidht in Worte gu Ieiven. Bet der
einen Dandelt e3 fih um den Jnhalt einer Pyramide itber re
veren Hohe der Bogeniiberfduf der drei Smweiede

¢) fibungsaujgaben.

52) Unter ben {ibungsaujgaben find bdie mit der mathe-
matifdhen Geographie zujommenhingenden die wichtigiten; 3. 8.:
Tie grofy ift die Fliche der Deifpen, Der beiben gemipigten, ber
beiden falten Bomen, und in weldem Verhaltniffe ftehen fie? Wie
grofp it die Bonenfldde zwijdhen bdem Ylquator und bem erften
Grade nbrdlicher Breite™); wie grop bdie vom 45" und 46 Grabe

#) Gemeint ift der zu 1° ndrdlidier Breite gehbrige Parallelfreiz. Die
et

abgefiivzte Redetveife wird jdmwerlich su ‘ULu;u;r:.anhun]ut fithren.
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