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Beweis.

FC?= FE*+4 EC*= FE*+4 HC®*+ HE?
r,{--"
4
(Bgl. Geom. 5a.) Wlo ift FC = 2a = FG = GC, b. § FCG
ein gleidhjeitiged Dreied. Dadjelbe gilt bon den 19 anberen Drei:
ecfent, fo daB ber Rbrper von 20 gleihieitigen Dretecten begrenzt wird.
An ihm laffen fih entjprechende Verechnungen anftellen, wie am

_ _ ) Jin '

Dodefacder. E3 ergiebt {idh

a®

= ¢" -4 d* -} b2 = g2 -+ 1 U/_'i -+ T}E = H/.'J — 1:_.12 — 4 a2

. ‘7 - 8)5 . G
=1k -l/ Y - .Jf =] -IJ" o) 12 ,

VI. Beredynumgsiibungen.

a) Sorperftumpfe.
Nnter Qorperftump] verfteht man einen einfadh gejtalteten Korper,
ber vort ztvei parallelen Grundfliden G und g begrenst ijt.#)
32) Stumpf des Dadyforperd. ©Smd & und g die Dbeiden
@rundflachen, und ift 2 die Hohe, jo ift der Jnbalt

, F + ¢ Fig. 159,
el =
Der Beweis ergiebt fih mit PHiilfe der e
Snhaltaformel bed ZTrapeyes ABCD, i
weldhed ebenfalld ale Grundflddhe benubt FE o v /\
; 2 - 5 ) \
toerden fanm. pi 2l g
= e A s e + g i J'- | \‘\
Der mittlere Horizontaljdymit 5 LA Sl e
- et : e = / i T
befindet fich i Halber pHobe. et - —

o

33) Stumpf desd Qreisfegels. Fig. 140 ftellt zunad)jt den
Stumpf ded fenfrechten RK'reisfegel3 bar, bder anbeutungdveife zum
pol(ftandigen Kegel ergdnst ift; » und o feien die Grunbdradien, & die
$Hihe ded Stumpfes, = die Ded gangen Segels. Aus ber A hnlichteit

oer Deeiede BCD und BAM folgt (r — o) :h=1r:z, aljo £ =
*) Sm Untercichte empfiehlt ed fic), die betden Grunbdildichen ber Stumpfe

G, und G, 3u bezeichmen. Hier wurben fie it Ritctjicht auf die vor
pandenen Clichéad mehrfach ald G und g begeidjnet.
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22() Rierte Abteilung: Stereometrie.
Der Stumpf ift gleich dem gamgen Kegel perminbert um den Cr:

gamyungsiegel, aljo

i 41 ofmle —h) [ 7.9 R
o — — == r‘x'(? —o°) T+ o ,nw

3 3
aE (r 4+ 0) (» o) - r‘ﬁf'.rj
== = i o | e B e e )
gl — o | 5 | (]
aljo
5 mh[ . 9
1) Joe—rs lj"’ -+ ro -+ 0% |.
Bringt man m in die ﬂ[mmnc; jo erhilt man in diefer r°m = G,
o’m = Gy, rom = ]f‘l r"~r1 (¢*m) = 1/ G-G, o G undb G, Dbie

beiben Grundifachen find. Man Hat alfo die IJnhaltsforntel

: o = ;
2) J=—|6¢ 4 Va6, + G,
2 L =
Fig. 140. Tig. 141
b
eV,
f ‘L;_.f-—';x
.'; | .\-
;_..l l{ (8 I‘\\r'_'
n’" » l",
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Der Mantel (Gt fid in » jdmale Trapese mit ben Grund-
=l A 2om p : ¥ e
linieg —— =g Wb —— =19 einteilen, von dDenen jedes die Hibe s,
" 7n ! -
g T q -1 T -
afjo die Flade °* _': L — . (a' -- g) s Bhat. Der Wantel bed

Stumpfes Hot alfo die Flade
.'-%:__I M= (} - l‘,\ljf-:"!’--“',
Statt s fann gefebt twerbden
’,-”J(;r - u\_‘:: S

34) Yufgabe. Jn welher Hihe Defindet fich die mittleve Dners
fchnittaflache ded Kegelftumpfes?

Aufldjung. Jft ihr Radbius gleidh) 2, jo mitpte jein:

Snhalt = mittlever Sdnitt nal Hobhe, alfo
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q hT g |
J = #'nmh = ﬂ;f |_—r'3 4 ro -+ ¢* Jl

_ S e e
ke — !,/ = €.

Um bie Hohe y u finden, in der fich

}
biefer Madiud 2 Dbefindet, Denupe man die i
aud der Ahnlichfeit der Dretece in Fig. 142 S

- . SRR e
folgende Proportion o8

A | \

; 2 y :

(r—2):y=(E—0):(h— ¥), | i :

= o I'rll' "'_'I:_—‘\':\
oraud folgt | i
h(r — &) i \
e , e

o ber Wert von 2 eingufepen ijt. (Der | 0000000} r= N
mittlere Quecidnitt befindet fih alfo nicht
etiva in Halber Hibe.) e oo

Bemerfung. Die Jnhaltsformel (nidt
aber die Mantelformel) gilt nad) dem Sabe be3 Cavalieri and) fiiv
den Stumpf ded {chiefen RKreisfegels.

35) Pyramidbenftumpf. Nad) Teil I, Ster. Nr. 26 Haben Kegel
und Pyramiden vbon gleicher Grundildche und gleidher Hishe in demjelben
Nivean gleihe Hovigontaljchnitte. Haben alfo Regel= und Pyramiden-
ftumpf gleiche Grundflachen G und g und diefefbe Hibe &, fo haben
bie ergémgten Qbrper bdiejelbe Hihe x. Demmad) find aud) bie
Stumpfe nac) Cavalieri inbaltégleid). Tolglih ift andh fiic Den
Ryramibenflumpf

r=4le+Vvas+4)
Selbjtindig ergiebt fjich Ddies folgenbermagen: Dev Raralleljchnitt
in $ig. 143 fdueibet einen Dber ganzen

Pyramidbe ahnlichen Kovper ab, folglid) 1t g

L
Gig=2;(®—h), ]
oenn in dhuliden Korpern verfalten fich ; \
homofoge Fladhen tvie die Duadrate Homo:
loger Qinien. Darvausd folgt "'
VG : Vg =x:(z—h)
b
h G 5

VG — Vg

©ept man bied in
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: Gz g(x—nh) iy
L= - — = —em oG — g) =1l ;\J
4 3 3 3 R\ 4) Sl 1

1 ) ’(;’ ¢ . F S r =
e L Ve T Ve +Ve) - VG —Vg) + gk !
/g i

ooer enblich
ko — 7
Je— ; ! & -—l— -I/;G.’.J’ -~ gJI

36) Chenfladyigesd Pris-
AN matoid. Pan verfteht darvunter
! einent Rdrper, Dbdeffen parallele
; Grundfldhen Bielece {ind, wih-
\  rend al3 Geitenfladen im allge:
'f_f Z  meinen nur Dreiece aujtveten, bon
: penen jedbod) ziwei benachbarte zu
einent ebenen Bieved ujammen:
fallen founen (jobald bie obere
und die untere Qante pavallel find).
Sn Fig. 144 ift ald untere
Grundiladhe ein Bieved A BCD,
al8 obere ein Dreied EFG getwahlt. Die Halbierungdpuntte der
Seitenfanten fiegen in einem Horizontaljdhnitte. Die umtere Grund-
flache U begeichne man af8 Unterjchnitt, die obere O al8 Dberjdhnitt,
pie tn Dalber Hohe duvchgelegte Flacdhe M ald Mitteljchnitt, ber hiev
4 |+ 3 = 7 Seiten hat, im allgemeinen m 4~ n Seiten Hhaben fann.
Ein beliebiger Puntt P bed Mitteljdhnittd twerbe mit allen Eden
der brei ©dnitte verbunden. Dann erhalt man jolgende Kirper und
Kirperinhalte:

Pyramive P(EFG) — ?’ '; = f*“:” ;
P(ABCD) — o= =27
" P(ABE) = 4 - Pyramide P(HJE)
= 4 - Pyramide E(HJP) =4 -HJP- : >
P(BEF) = 4 - Pyramide P(JKB)
= 4 - Pyramide B (JEKP) =4 -JKP- ,

T %
ALMP-=, AMNP-Z,

) (4]

= . = ey S
Ebenjo  folgt nody 4KLP.—
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VI. Beredmungéiibungen.
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- T . I : s e
ANOP- und 4 OPH - Tabei geben bie ben Faftor 4 enthalten-

pen SJnbalte zufammengenommen ben Mitteljhnitt M multipliziert
17
P = g i y
mit ——-  Der gange Kirper hat aljo den Jnbalt

sty o Law.

6! : 2

=t

Cr Bat diefe Jnbaltsformel, bie Newton- Simpjonjde Formel,
mit zablveihen anderen RKbrpern gemein, jo daf} bad ebenjladhige
Prismatoid mur ein fpezieller Fall eined toeit allgemeineren Kirpers ijt.

Spezielle Falle ded Pridmatoids find bad Pridma, der Dad)-
forper, bei dem die eine Grundiliche Null ift, die Phramive unp der
Reqel, bet denen dasfelbe ftattjindet und die Stumpje der lebtgenannten
Rbrper. Bon ihnen gilt alfo die genannte Juhaltdformel. Sie bient jedod)
bei diefen nicht zur Beredhnung, jondern jum Nachiveis tidtiger Sabe.

o~

[87) Das Halbtetvraeder. Jeded beliebige Tetraeber
(Fig. 145) fann mit der Rante ¢ auf einen Hovizontalen Tijd) gejtellt
und um diefe Kante jo qedreht werden, daf {dlieRlich aud) die Kante
b Govizontal ift. Dann ift der Kirper der Spezialfall des Prid-
matoidsd, bei Dem Das obere undb bad untere Polhgon zu geraven
Qinien geworden find. Jft aljo EFGH bder horizontale Mitteljchnitt
M, und it & der fenfrechte Abjtand der RKanten « und b, jo ijt der

Jubalt ded Kivperds J = - [U -+ 04 4M], oder, pDa U=0

b 0 =0 ift, J=—nI. (Der Mitteljdnitt ijt ein Parallelogramm
. el e ) e, ; o

mit den Seiten — und —, bdie benjelben %ig. 145.

) )
- .

Winfel » einjchliegen, unter bem fich Ddie
Geraden « und b freuzen. €3 ijt aljo

a4 b
M= sin ¢
A ‘
Hno
_ gt oo h |
i giny = Sin W
J i It 9 511 1, 6 T

Rieht man mum 3ahlreidhe Horizontal:
ichnitte, fo erfenmt man, daf} jeder ein
Barvallelogramm  ijt, iveldjes durc) Ddie
Diagonale JK bezv. FH, LI u. §. w. hal-
biert wird. Die Gejamtheit diefer Diagonalen
giebt eine gefriimmte Fliche, das jogenannte winbjdicfe Bieved A BCD,
deifen qerabe Horizontalen der Reihe nad) von der Rihtung DC aud in

B




224 Bierte Wbteilung: Steveometrie.

die Ridhtungen JK, FH, LM, BA jtherqehen. Nach dem Safhe ded
Gavalieri witd dad Tetvacder durd) diefe windichiefe T}‘s{drtw Ut 3ive
infaltagleiche Kibrper geteilt, die jogenannten Halbtetraeber. Jenes ber-
: e R M e § oo ran
felben Bat den Mitteljdnitt M, = - uno den Jubalt J = 5 h M,
= ;1 [U -4 0443, wo U= 0 und 0= 0 1jt. Jolglid): Das
Halbtetraeder gehordht der Newton-Simpjonjden Formel.

38) Das Prigdmatoid mit windjdhiefen Seitenfladen.
Qafit man in Ddem ebenfliichigen SPrismatoid Fig. 144 an Stelle
aweier benacdhbarter Seitendreiede eine windchiefe Vievedsjlache mit
fovizontalen Geraben tveten, jo jdyneidet man vom Gefamtidrper
ein Halbtetraeder von der bejpro vjenen Stellung ab.  Jjt
per abgefdmittene Teil bes Mittelichnitts 27,, fo bleibt ein Sorper
itbrig bom Jnbalte

=m0 M — N, = M40+ 4 (M— 1)),

wo M — M, der neue Mittelfchnitt ijft. Folglidh gilt die Simpjonjde

Reqel aud) weiter, wenn man an Stelle von beliebig vielen der bes

nachbarten Dreieddpaare windjdiefe Fladen Dder befprochenen Art

treten fa'[ Aljo:

Suhalt Des Prismatoidé mit (teiltveife oder audnahmslos)
winbdfchiefen Seitenflicchen (die duvd) Horis

2

%ig. 146. .
%™ sontale ®eraden gebildet find) ift
7
/S | Nyt i 3
; / d— = (Ao S=4 M),
o 6 i | ’
&
N
39) Fig. 146 ftellt den ©pestaljall
f ey par, bei dem Ddie Grundfldden gleid-
| =\ fiegende Quadrate find. Jn Diefem Salle
=1y : n A
\ ijt ber Mittelfdhnitt, wie man durd) Perunter-
=\ va s : ; B e »
e projizieren erfennt, die Halfte der Grunp-
=7\ flade bY, afjo
ke - A it
[ N b Voo g
/ ; it it J = | Eu_? i FLE [ Tt | ]“,L‘r,'
I."'__'-‘" = —-——-“-~.§: ﬁ ' 6 |_J =D gE 8 7
f s a2 : =y == S
e = sl =he5 augehirigen Pridmas.

40) Gind Ddie Grundiladen rege elmifige Bolhgone bon un-
endlicher Seitenyahl, aljo Saeife, fo entfteht dad durd) Fig. 115
pargeftellte Drehungshyperboloid, bdeffen JInbalt aljo ebenfalls




VI. Beredynungditbungen.
- I - i
J o= [U+ 0+ 4M|

ijit. Bejonbdersd einfad) wird die Formel, twenn der Mittelfhnitt diefen
stirper, foie in ber Figur, in jvei fongruente Teile zerlegt. Dann wird
J=2U04+ U4 am=L1v+ 21
: 6 . e 3 s
Bemerfung. Aus dem bei dem windidiefen Pridmatoid an-
getwandten Berfahren ergiebt fidh, daf, wenn die Newton-Simpion:
dormel von jivei Rbrpern derfelben Hihe gilt, fie aud) von bder
Summe und Differeny bdiejer Korper gilt. Die Duerjdhnittsiladen,
pie in berjelben Hobe liegen, fommen bdabei ju gang beliebigen
Gyeftalten vereinigt tverden, fei e3 bduvd) Adbition ober durd
Subtraftion.

41) Wbung8aufgaben. IUnter den Aufgaben iiber Korperjtumpfe
jind 3. B. biejenigen bon bejonderem Jntevefje, bei denen es ficdh um das
ipezifijhe Getwidht p° in Berbinbung mit dem wirflihen Gewidte p
handelt. Dabei ift zunddft p = Kp', wo K der Korperinfalt ift.
Sdymwimmt ein Kirper, und ift W- 1= W ber verdringte Wafferraum
und zugleich fein Gewidht, jo 1jt, da ber RKbrper ebenjoviel iiegt,
gie W, Kp' = W, aljp p" = % oad (pezifijdhe Getwidt. It 2. B.
letered gegeben, fo fann man fragen, twie tief ein Ehlinder ober
Pridma, eine Phramide, ein Kegel- ober Pyramidenjtumpf, ein Pris-
matoid u. {. tv. eintaucht, je nachdem dag Cintaucdhen in diefem oder
jenem Sinne exfolgt.

Jerner find von Juterefle Mbungdaufgaben itber Stumpfe, demern
Sugeln um: ober einbejdricben werden fHnnen.

Abfhumpfungen fommen in der Kryjtallographie vielfad) vor.
©o ift 3. B. dag an den BVierfant-Eden abgeftumpfte Rhombendobefaeder
ibentifd) mit dem abgefanteten Wiirfel, dad an den Dreifant-CGcden
abgejtumbfte identijh mit dem abgefanteten Oftacder. Fabhlreiche
Betjpiele aud bed Verfafjers , Cinfithrung in Ddad ftereometrijche
Jeidnen” geben BVervanlafjung zu Konjtruftionen und Beredjnungen.

b) Sugelberednungen.

42) Qugelabidnitt (Rugelfegment). Jn Teil I, Ster. Nr. 27,

urde der Jnbalt der Halblugel gefunden dburd) Tergleih mit einem

Ehlinder von Radiud » und Hohe », aud dem der auf ver Grund-

Holymiiller, Mathematil. IL. 2. Aufl L5
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