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V. Ullgemeines iiber bie Kegelfdynitte. 295
Potentialg und getviffe Probleme iiber jtationdre Strimung der Eleftri-
citit, der Wirme und der Flitjigleiten. Jhre BVedeutung fiiv die Gep-
metrie, Steveometrie, fiir die barftellende Geometrie, Schattenlehre 1nd
RPerfpeftive ift eine ebenfo grofie, ivie bie ber anberen Kegelfdnitte.

V. Allgemeines fiber die Regelfymitte.

37) Weil bdie Sibe von Pascal und Briandon von allen
Qegelfchnitten gelten, fo fann man folgende Qonftruttionen ausgfithren:

a) Cinen RKegeljdnitt aus 5 gegebenen Punften mit
pem Qineal allein zu fonftruieven. (Ober: and 4 Punften und
ber Tangente in einen von ifmen; aud 3 Puniten und Der Tangente
in zveten bon thuen.)

b) Ginen RKegeljdhnitt aus 5 gegebenen Tangenten mit
pem Qineal allein zu fonjtruieven. (Obder aud 4 Tangenten
und dem Beriihrungspuntte auf einen von ihuen; aud 3 Zangenten
und dem Veriihrungspuntte auj ziveien von ihner.)

Man farn namlic die Fiinfece auf beliebig viele Arten zu Padcaljden
ober Briandonjden Sedygecen vervolljtandigen. [1ber diefe und andere
Qonfteuftionen vergleige desd Verfafferd ,Cinfithrung” oder Feil 11L

Sudje 3u beweifer, dafy der geometrijhe Ort aller Puntte, ore
pont atei gegebenen Rreifen gleiche Enifernung Haben, jtetd ein Kegel
jdhnitt p + g = 2a (in ecinigen fpesiellen Fiallen eine Parabel) ift.

38) Nufgabe. Die Haupt:

Sig. 200,
gleidungen der RKegelfdnitte ;
zu finben. i
a) Fiir die Parabel 1t be = e
reitd gefunben = | J
- '|'J'2 — In // | f% r\\\
Y = apx. 7 N
Py o Sy Yo S =y ) LR
b) Ellipfe. Fiir jeden Puntt [/ 7 M £ o
P, bed mit Radiug a um den Rull= |/ 4l / 2 N
i ol - i p P : / | o 1)
puntt gejchlagenen Kreijed (Fig.200) —— TL‘T__ EISY
" g 5 o & AR A 2 i il x
ift 22 4 = a’. PWird Jeded n S
im BVerhaltnid = perflemert, o
: 7 = Demiaings i o
wird bie neue Hihe y =75 —, 10 DAB 1 =¥ ; ift.
# A3 : #

Siir jeden Punft P der Ellipfe ijt aljo, ivie bie Einjebung ergiebt,
o { aN\E % @ Tk
2 4 (y2) =a®, ober 5+ f=1
5 t;“ b ) B =0 A =S

18%




276 Fitnfte Abteilung: Die Grundlehren von den RKegeljdmitten.

Sig. 201. ¢) Gllipfe und
Hyperbel. Sept man in
B e T s a0l PO OR
T pen  Ubftand R P jebed
! : 71 Qurvenpuntted P bon der
o , i fenfrechten Wchje gleid

E / x, dent bjtand QP von
;_ s AN e B ” per Dorvizontalen gleid
7, o daf

¥l G =i
e = oenn T ptes Vil St ey
uno

&= l/t( == .r'j:z —i—— .'@'fg
ijt, fo gehen die Gleihungen fitv beidbe Kurven

P —-l—-_ g = 2
ither in

]'.J"II";::.‘ —I— r-:l :)' ‘Jl— :-'r':: _ -I,fjf,:_;i" r'-f_lg + Erjn': == 5

pder durch beiberjeitige Quabrierung in

F

[ + ¢ + °] + [(# — €)* + 7]

_':'f 2 l,‘?,r-’_i__“,’_i_, :'| -+ 2zxe - 1;{,— S > 4+ 2y — 2pe — 1-“’3,
DDEr
22 3 y? - ¢? _‘_: 1’/{3’:: 1 42 R ,_2‘)2 = _,_1_1/.2{_,2 = 2a2
aljo
-} 'I/[:J_.z L& ,__:a.}: — et = Oaf {:;.{.z J- 2 r:u"-}’
ober burd) beiberjeitige Luadrierung in

e Qoo

Durd) Hebung u. §. w. jolgt

e : e S Wa
b — a‘r — a*y’ — a‘e”
DDer
) g 9 5 0 9 &
o (a® — e°) 4+ a*y® = r't”(l’-" —_— .f-‘)

unb nad bt‘ibt‘r]‘L‘ifi-ﬂi‘l‘ Divifion durd) die vedite Seite
ST

Dieje Gleidhung gilt fiir beide Kurven®) Bei der Ellibje ift aber

a® — ¢ pojitiv und fann gleidh »* gefebt werden, bei der Hyberbel

) TWiederhole die Mechnung mit Hitlfe dber Unfangdgleichungen (z 4 )*

4 yi=p* undb (x — ¢)* + y* = (2a F p)’, aud denen duvch Subtraftion
und Umformung folat 4+ ap = a®* -+ ex, wad in die erftere emzujeben ift.
| Qt - oy 7 ik




V. Allgemeined itber die Kegeljidmitie. 2T

iit a® — ¢ negativ und fann gleih — »* gefest twerden. Dann ijt
pie Gllipfengleichung, wie vorher,

”.: !r..l'_’.

Siir die gleihjeitige Hyperbel ift b = a, aljo
P ._”'3 =P

Dagegen ecgiebt fidh fiiv die gleichieitige Hyberbel in anderer Stellung
c

3

(Maviottejhe Kurve) zy = ¢ ovder y = — (3 B. wenn ¢ =1 it

ay =1 unb gy =
Fig. 199.)

q_), o ¢ Dad fonftante Redhted bedeutet. (BVergl.

39) Mit diejen Gleichungen vedynet man ebenjo, wie mit der
Qreidgleihung. ©So ergiebt fid 3 B. durd) einfache Betradjtungen,
bie ald bungdaufgaben diemen migen, Folgendes:

Die Tangente im Punfte a7, bder Pavabel y* =
yy = p (z + z) Hat die Gleidnng

2px DDEL

Yy =D ['_.' - ,'r'l_j-‘_
. _ . : PR ~ H Y-
oie iinuqeutu im Puntte der Ellipfe bezw. Hyperbel —5 4 ‘;f_. — ]
i Y ¥ : e
pber (g e Sl hat bie Gleichung
T, Y
— + 55 = 1.
al — b

Diefelben Gleichungen gelten fitv bdie Polaven bdes Puntied 2y,
et hvr]l[i’w nicht auf der Quuve liegh. Fiir die Elipfe lapt fich
bies nad) der bei Figur 200 angetwandten Miethobe vom Rreife aus
betveifen. Fiir die Parvabel jolgt e3 aud Fig. 185.

40) Bebeutung der Worte Parabel, Ellipie, Hhperbel

Das qriechifhe Wort magafols) bebeutet Mebeneinanberjtellung,
Bergleidhung und in mathematijcher hmmﬁt aud) Gleidhfebung.

Dad Elm[mm Zulelme bebeutet im  Sufinitiv | weglaffen”.
Daraus ift da3 Wort Eflipfe ober Ellipfe, d. b ,,‘lﬁvq[anuug
abgeleitet. (PMan denfe 3 B. an die Cilipjen ded Monded und
ber Sonme, d. §. an bie Lerfinjtevungen, bie nur ftattfinden Tonnen,
wentnt beibe Kbrper in der jdheinbaven Sonnenbabhn sufamntentrefren
ober fich in ihv in Diemetralftellung befinden. Die Sonnenbalhn
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tird . baher GEliptif genannt, wad afld ber geometrvijche Ort bdev
Finfternijje aufgefapt werben tani.)

Das Wort Smeofors; bedeutet ein fbertreffen, 3 B. in der
Mathematif ,bad Hinaudgehen iiber einen gewifjen Wert"

Den Grund zu den entfprechenden Benennungen der Kegeljdhnitte
ecfennt man an ifren Sdeitelgletchungen.

Die der Parabel ijt ndmlid

a) FEE—

Die Mittelpuntisdgleihung der Ellipfe ijt

| )

na.

Berjchiebt man GHier den Nullpuntt ded Koorbinatenipjtems auf over
X:UAchje um (— a), jo tritt an ©felle jeder Abicifje § einte anbdere,
g=E&t-4+a, o baf E=2 — a ift. Dagegen ijt die Drdinate
y = n unberdnbert geblicben. Die Kurvengleihung geht aljo iiber
in bie Sdyeitelgleidhung

(== )? y*
R OB
a’ t b ¢
oDer in
- : 25 b* o YL
b) yre=_——g — —a*=2px — =1,
) | u @ at : P i
? - i vy
Die Mittelpunttsgleidng der Hyperbel ift
£ n*
a*~ b* :

Pier verjdiebe man den Nullpuntt um - o (um an den Sdeitel
pon entfpredender Kritmmung zu fommen). Man exhalt die Sdeitel-
gleidung
(.’J_} _|_ ﬂ.): _H'_‘ . 1
at A
ober

, J
9 5 A gy P9
e) ye = T —ax =2 pr —[— 0 s
/ J a LT a

Fitr die Pavabel ift alfo »® = 2pz, fiir die Elipje o* < 2pa,
fitv die Dyperbel y* > 2px, fo daf die Gleidhjepung, dag Weg-
laffen eines getwiffen Werted und dbad Hinaudgehen iiber einen

gewiffen Wert leiht erfennbar find.

41) Die neuen, p enthaltenden Gleichungen ber Elipje und ber
Pyperbel gefen in die der Parabel iiber, fobald a = oo gejept wird.
Die Groge p fann ald eine Wrt von Pavameter befradytet werben. Fiir
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pie Pavabel ijt ihre Bedeutung bereits exf(drt oorben. Fiiv die Cllipje
und die Hpperbel Famn p mit Hitlfe der Proportion a: b= by,
ote mit der Gleidung p = — fibereinftimmt, leicht fonffruiert werden.

Bei allen drei Kegelidnitien ift » bie pofitive Drdinate
im Brennpuntte (bezw. in beiben Brenupuntten) der Kurve.

OMan ecfeunt died, wemn man it Die Gleichungen y® = 2pz und
i T e o D ¢ ;

e 1 bie Werte o = ‘1 beziv. © = - ¢ einjeft und y be:
(1 ¢ 2 : — ; :
vechnet.

42) Dex geometrifde Ort einesd PBunttes, deffen Ent:
fermungen vow eimem gegebenen ‘Bunite (F) und einer ge-
X : : ™ : g - = i o NS
gebenen Geraden (LN) ein fonjtantes Berhdltniz ~ haben,

it ein Regelfdhnitt, und jwar eine ©llipje, Barvabel ober
> - ‘ = m < =
Hyperbel, je nadpem = ; 1 ift.

Beweis. Sn Fig. 185 fei SF: NS = m:n, ebenfo F'P: i
—m:n. Bird alfo NF=1 gefebt, o ift P = V(@—SF)>*+ ¢

Vi . I‘-'i g A e T n
=1/ (x - 2 und F.P=a + NS=2 + [
-l" ({ T ) T ek + Vo e —+ %
e M : e ;
Die Gleiung FP* = 5 F, P* geft alfo itber in
il A2 m m- f 1 \ 2
Q7 — i S £ ; [
('I m +n } i nt ( L +n i,J '

wad ficg umformen Lift zu

2 2 lm

—|-' ;1,'2 (mi == 1) .

r
A L

Nadh) Obigem ift dies bie Sdjeitelgleihung eines Regeljdnittd, und
spar  eine Gllipfe, Parabel vder Hyperbel, je naddem Dev Faftor

5 A : S T ; lm
pon 2® mnegativ, oper Null, oder pojittv YL Dabet witd p = ——
n* lmn
w4 = — S = — 5
QI ==Y M —

[43) Dreht fich ein Qegeljohnitt wm eine femer Achjen, o entz
jteht ein Drehungd-Ellipjoid oder Drehungsd-Paraboloid pDex
i‘ru‘i;mmé:.i_ﬂ}per'im[nib, poit Deren Das leptere einmantelig odev
stweimantelig jein fann, ie nad) Wahl der Drefungsachfe. Vet jdmt=
fichen Diefen Rirpern ijt bie ausd ber Hihe y berednete Duerjdnitts-
Hidje g, Hochitens vom 21" Grade, alfo (aft fich bei allen der Jnbalt
nadhy der Simpjon-Regel oder der Summenformel bevednen.
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Dasjelbe gilt von ihven Cavalierijden CErweitevungen, bet
dertent die RKreidquerjdnitte in dhnlide Elipfen iibergehen.

Uudh fiber biefe Ribrper bietet die , Einfithrung” Ubungdaujgaben,
ebenjo Teil III. Die einfadhite Jnhaltsformel hat dbas Drehungsparaboloid.

Wud y: 7 =2%:»* (In Fig. 202) folgt ndmlid) y : h = on: *x,
T e iy G i e
alfo Quexrjdnitt g, = any — - T = i Da der Daterjdynitt ein
folcher erften Grabes ift, fo ergiebt fjid) nad)y Nr. 64 als Jnbalt
G h? s il I g
J= 55 = 5 GIy b 0. bie Diljte bed Cylinders. (Vgl. Fig. 202.)
_L, 0202
Fig. 208
J"_F'_F.-._ %
£ =
K. et
|.! B = e [ I,'g
B e J.“l_

Dah ber in Fig. 115 Ddavgejtellte Rorper, der durd) Drehung
einer Gevaben um eine fie {drdag freuzende Adhfe entjteht, ein Rotations-
byperboloid ift, ergiebt fid) folgembermaBen: M M, in Fig. 203 fei
bie Drefhungsachie, BC, die fie freuzende Gerade, BC ihre Projefiion
auf die Grundflache, in der M B = a, dbad gemeinjdaftlihe Lot der
Gevaden MM, undb BC, liegt, fo dap BC Tangente ift. Dainn

. o 9 e Y oy 9 1%
P e et 4 o "1 Z = o 1 e g
Yyt « g =, alje, ba e 1L, 2 T

9
== (]

© Dber

z* oy Ny
a’ (a tan o)*® =
Died ftimmt itberein mit ber Gleihung einer Hyperbel mit den Halb-
adhfen @ und b = @ tan e, deren WAfpmptotenneigung aljo gleidh e« 1jt.
D. §. bie Entfernung = der Gervaden B, von der Acdhje toird fiiv
jede Dihe y ebenfo berechnet, vie die Wbjcifje ber genmannten Hyperbel.
Bei der Notation gilt died von jeber Lage der Gervaben BC,, fo
paf e3 fidh Hier nur um ein Drehungshyperboloid hanbeln fann.
Ubungdmaterial iiber bie Regeljhnittsflachen bietet die , Ein:
fithrung in bas ftereometrifdhe Beichnen” ]
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