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Jinfte Abtetlung.

Die Grundlebren von oen
Stegellfhnitten.

1) Borbemerfung. Jeber ebene Schnitt duvd) einen fentrechten
ober fdhiefen Rreisfegel Deift ein Kegeljdnitt. Auch ber fenfrechte
und fhiefe Kreigcylinder fann afs Regel betvachtet twerdem, nur [iegt
bei ihm Dbie Spipe in unendlider Entfernung. Demnad) gehoren
die Scnitte jolder Cylinder su den RKegelidhnittenn. Uber den Kegel:
johnitten laffen fich ebenfalls Cylinder und Kegel ervichten. @3 laft
fich seigen, daf and) die ebenen Sduitte diefer Gebilde Kegel
fhnitte im gewdfhnlidhen Sinne geben. Jjt died der Fall, fo
bedeutet ed nur cine nuffafjung von einem andeven Gefichtspuntte
aus, wenn man fagt, jedbe Pavallel ober Centralprojeition
eines Regelidnittes giebt wieder einen RKegeljdnitt. €8
{afit fich vermuten, daf, da Der Rreid ein Kegeljdnitt ijt, saflreiche
feiner Gigenfdhaften fich auf die itbrigen Kegeljdhnitte itbertragen fajfen
ober auf bejondere Eigenjdhaften der lehteren hinfithren. Nody jei be-
mectt, baf in der analytijhen Geometrie jeber Kegeljdynitt eine ebene
Quroe ift, in deven Gleidung die Koordinaten in feiner
hoheven ald Der sweiten Potenz vorfommen, und daf um:
gefehrt jebe ebene Rurve zweiten Graded etnen Regelidnitt
bebentet. ©3 Hanbelt fidh alfo hier um ein in fidh vollfommen ab-
gerundeted Gebiet ber Clementarmathematif, in weldes jedoch Hier nux
eitt. GinblicE gegeben twerben joll.

. Mie Elliple als Cylindexfcynitt.

2) Figur 175 ftellt einen fenfrechten RKveidchlinder (in der
Bavallelperfpettive 1 : 2 mit Neigung 90°) dbar. Durd) den Punkt If
1522t 1



I. Die Ellipje alz Ehlinberfchnitt. 955
punften desjelben (4D und BC) {ind parall
fdhar. Die mqtntun in ben Eudpuniten
fdar gehorigen Durdmefjers
GH, aljo AB und CD, jind
parvallel 31t dem halbievenden 27 ——T—x
Durdmeffer BF. Die Sehnen | ;
ber Paralleljdhar ftehen bet | o ‘ i\‘\
ber Glf{ipje unter einanber ,/ . G i Y
in bemfelben BVerhdltnis, wie | NI \
bie entipredhenden Sehuen Et++—+ i T b !f
beim Rreife. So ergiebt jid) b e A
3. B. Folgenbdes: I\ | ' |

Qeqtmandieindemfelben | \ £y | /
Berhaltnis verldngerte oder PN _ B ,
perfiivyte Paralleljdar bvon ;-3,5--4—----—':'--\-—'.----'/-— =D
Sefhnen einesd Kreifes
int belichiger Ridtung
al3 Parvalleljdhar an
ben Durdymejjer an
(wie e3 porher unter
90° gejdhal), jo ent:
jteht eine Ellipje. -

je 1 jur Sehnen=
7y 2
0

ur Sehnen:
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5) An bdiefer Ellipfe famn man mit ieber Paralleljhar dasdjelbe
miederfolen, ftetd entfteht twieber eine Cllipje, die man aucd) divett
aud bem Rreife entftehen laffen fonnte. Dasfelbe erveicht man, indem
nan {iber einer Glipje einen beliebigen fdhragen Eylinder fonjtruiert
uitd Diefen ourd) eime gang beliebige Gbene jdmeidet. Folglich:

Seber chene Sdnitt durd) jedben beliebigen L’]’a‘ﬂft‘t‘d}h‘u
ober fdhiefen) elliptijdhen Eylinder ifjt eine U ipfe, jede be=
(iebige Parallelprojeftion dex Gllipfe ift eine Gllipfe. Jm
fpesiellen Falle treten RKretje an bie ©telle der Clipje. An jedem
elliptijchent Eylinder laffen jid) @reiaidhnitte auffinden.

Der Kreisd und die \111111[ erjdjeinen in 1dnum1 LuLaHL!
peripeftive jtets al3 Ellipfe, ihr von ber Sonne auf eine
Ghene geworfener Sdatien ift ftetd eine Cllipfe. (Tangentenz
enlinder per Somnenftrablen an der Kugel )

6) Halbiert man zwei parallele Sefhmen der Ellipe, o

burdh Verbindung der ‘oaIbicrltnréuunfrt ben Halbievenden
der Sehnenidhar, und bdie Figur [dpt i su eirtem umbejdyricbenen

rhalt mat
wdymefjer

.
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256 winfte Abteilung: Die Grunblehren von den Kegeljdinitten.

PRarallelogramm ergdanzen, dejjen Bervithrungdpunite den WMittel-
{inien angehdven. Dieje bejondere Wrt umbejdhricbener Parallelo-
gramme Dat die Cigentiimlichfeit, dah, wenn die eine Ridhtung gegeben
ift, bdie anbere Rihtung nicht mehr beliebig gegeben twerden fann,
fonbern bereits bejtimmt ijf.  Je ztvet fo ujammengehirige Ridhiungen
Iw(g{‘.tci)uet man ald fonjugierte Ridtungen, die durd) fie gegebenen
umbejchriebenen Pavallelogramme Heifen Konjugievien=Parallelo:
gramme. (Bergl. ABCD in Fig. 178.) Die lepteren find ftetd al3
LBarallelprojeftionen eined umbefdriebenen Quadbrated am
Rreife aufzufajfen. JIm obigen Sinne pricht man von fonju:
gierten Durdymejiern, fonjugierten Sebhnen u. {. iv.

7) Pan denfe fich einen jdrdg liegenden Kreid mit mehreren
umbejchriebenen Quadraten fenfrecht auf die Horizontalebene projiziert,
fo baf eine Ellipje mit mehreven umbejdriebenen Konjugierten=Parallelo-
grammen entjteht. Jit nun « der Neigungstvinfel der Kreidebene, jo erhilt
jever Flachentetl F' tn der Projeftion den Juhalt Fcose. Da aber
alle umbejchriebenen Quadrate ded Rveifed fladengleidh ind, jo folgt,
paf famtlidhe RKRonjugierten-Parallelogramme der Cllipfe
fladengleid find. (Jeded hat ¥, = F cose, wo F die Duadrat:
fladge ijt.) Da ferner die Kreisflade fidh zur Duadratfliche hier wie
r*m : (22)% ober tnie = : 4 verhilt, jo verhdlt jid) die Ellipjen:
flache 3u der jeded Ronjugierten-Parallelogramms wie m: 4.
©o ift 3. B. der Jnhalt ded Hauptrediteds der Ellipfe mit den Halb-
adhfen a und b gleih 4 b, folglid) ift die Ellipfenilache gleidh
(4 a b) Z: abm, was fidh anch aud der juerjt gegeben Konftruttions:
methobe (in Nr. 2) ohne weiteresd ableiten laft.

Sind ferner ¢ und d die unter dem Winkel o aneinander ftogenden
Seiten ded Konjugierten-Parallelogramms, jo ift deffen Fladeninhalt
Fy = cd sine, der ber jugehirigen Clipje aljo, die in den Sdnitt:
puntten der Muttellinien bevithrt, ijt

L T
F'=— —¢d sin «.
4

Da jig in dad Parvallelogramm nod) andere BVeriihrunggellipfen
eimjeichnen lafjen, jei oie bejprochene afd8 bdie Haubtellipfe bes
Barallelogramm3 bezeidhnet. [Den Umfang der Ellipfe zu bevednen,
ift mit elementaven Hitlfamitteln nicht moglich. |

8) Ginige Mbungsaufgaben.

a) Bu einer gegebenen Gllipfe den Mittelpuntt und
pie Adpfen zu finden.



I. Die Clipje al® Cylinberfdnitt. a57

Huflojung. Die Halbierungspuntte pavalleler Sehnen beftimmen
einen Durchmefjer, Ddeflen Halbiexung bden Mittelpuntt giebt. Ein
Kreid um den lepteven, der die Eliple tn vier Punften jhneibdet,
giebt Sefnen, deren Ridtungen mit den Adjenvidtungen iibeveinftimmen.

b) Su einem Gllipfenpuntte die Tangente utonftruieren

Nuflojung. Jiehe ben zum Punfte gehorvigen Durchmefjer,
halbiere ihn und ebenfo eine pavallele Sehne. Die Verbindungslinie
der Dalbierungdpuntie giebt die FTangentenvichtung.

¢) Jn ein gegebened Parallogramm bdie Hauptellipfe
eintzuzeichnen.

Nujlojung. Man zeidhne iiber der Grumdlinie ein Quadrat mit
bem einbejchriebenen Rreife und ftelle Fig. 177 und 178 her. (Bergl.
aud) Fig. 179.)

. Fig. 179,

9) Wint fitr die Parallel: (¢
peripeftive. ©oll in bad Parallelo-
geamm ABOD (Fig. 179) bie
Hauptellipje  jdhmell einjlizziert
twerden, fo ziehe man die Diago-
nafen AC und BD und durd
thren Sdnittpunft M bie Mittel-
linten EF und G H, welde die Be-
rithrungdpuntte geben. Die Halb:
freidlote JK und LN geben
Pavallefe PQ und RS mit bden
Glipfenpuntten K,, K,, N,, N,,
purd) ivelde Parallele zu den
Diagonalen zu legen jind. ©o er:
halt man 8 ZTangenten mif Dden
Beriihrungdpuntten , lwas 3uin
Sfigsieren der Ellibje ausreiht. Der
RBergleich) mit der Kreisfigur evqiebt die Ridhtigleit.

Undere lbungen findet man in der ,Einfithrung in dad fter.
Beidnen”. Die Sibe iiber Pol und Polare, ebenjo die Gibe von
Ragceal und Briandjon gelten auf Grund der Pavallelprojettion
pont ber Cllipje ebenfo, wie vom Kreife.

10) Berithrungstugeln und Brennpuntte der Ellipje.
Xiq. 180 ftellt einen Rreideplinder mit fdriger Sdnittebene
par, in den Beriifrungstugeln foweit eingejchoben find, bak jie bie
Sdynittebene in F und F, berithren. [Bon biejen fugeln find in
Fig. 180 mur bdie Hauptfreife gegeichmet, denm gemai genommen
L, 2 Ml L i

Dolsmaller, Mathematit
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OR8  Fiinjte Abteilung: Die Grundlehren von den Kegeljdnitten.
g 00 mitften die RKugeln ald Elipjen
/,\ ‘Tiq‘ﬁciucu |  DWerbinbet man einen
S \\\ befiebigen Punft X der Sdnitt:
R s e e \\’ curpe mit 7 und 7, und legt man
Lot T\ burd) X die Gerabe GH auj ber

Eylinderfliche, bdie pon dem Be:-
vithrungsdtreije €D bid zum Be-
rithrungteeife E.J veidht, jo find
FX und XG ald Tangenten an
die untere Qugel einander gleid),
ebertfo F, X und XH al8 Tan:
gentent an die obere Kugel, folglich
it FX + XF, ='GX 4 XH,
oder p + g = G H. Nun it aber
ber Ubftand G H der parallelen
freife CD und EJ iiberall ber:
jelbe, folglich mup aud) die Linten-

i _//:. ; ﬁnn*-m* p + g fiiv alle Punfte der
ol B e e S Sdymnittfurve diefelbe Grife Haben.
x ! N Man nennt F und F, aud einem
I/ »"“l?' /’ e T ipdter zu c‘rﬁ*tcrn‘i\.cn &runbe Ddie
ak P ' | Brennpunite der Ellipje, ibre
| A S i S T :lmunlblluusﬁuwn mit einem be-
£ L g )J {iebigen TPunite der Peripherie be-
'!‘-"_\.x ‘ /,-”" seichiet man a8 zujammengehirige
"\\ ol L o Brennftrahlen. Man hat aljo
S ¢ P pent Saty:
ey Die Summe zujammen:

gehbriger Brennjtrahlen der
@llipfe ift eine fonftante Grofe

A B 1t die qrofe Uchie der Ellipfe. 1’[1n" tfn' {iegen 7 und F in ders
fefben Entfernmung e von 3. Man nennt e die Brennweite ‘\Ll Ellipfe.

11) Hufgabe. Eine Ellipje von gegebener Brennivette e
31 Entﬁ\:uicrvn fitr weldye die fonftante Summe der Brenn:
ftrafhlen gleid 2a it

‘}{ui[unmg. Man lege FF, = 2¢ (Fig 181) Dbeliebig bhin

Yuf KL — 2a tihle man einen beliebigen Teilpuntt Z und jchlage
mit KZ = p und ZIL = q Sreidbogen um F und ¥, bie fidh in

soei Punften P und P, jhneiben. Wedhfelt man fitr jede Birfel:
dffmung den Brennpuntt, fo findet man nod) Py und Py, alfo im gangen

ir



. Die Elipje ald Eylinderjdmnitt. 950

bier fymmetrijch Iliegende Fig. 181.
Runtte der Gllipfe. Madt X
man JT{/ — Zf!, == fjr T" '\\\‘

finbet man die Endpunite C
und D der feinen Achie b
macht man K2
und dbemnach ZL =a—e,
fo finbet man bie Enbd: /' 
punffe A4 umd B Dber 1=
arofen Achje. Grofer als %
a - e baxf man KZ nidt
todhlen, wenn fic) die beiden
Bogen chneiden follen. K
Bemerfung. Davauf
Gevubt die befaunteFaben: e L
fonftruftion der Ellipfe
Uuperdem erfennt man, daf 2 — af — b® ift. Wie finbet man alfo
and den Achjen die BVrennpunt fte einer gegebenen Cllipje?

9) Mufgabe. Gegeben F und Fy und die Brennjtrahl-
hnumu 2q. IWelder Punit des willtiicvlid von F aud ge:-
aogenen Strafles FX ift ein Punft der gejudten Ellipfe?

Nuflojung. Dian nnciv IJ' 2a, 3iehe FyF,, trage Den
Sinkel I Fy F' = o an F, F, in Fy an, baf ein gleichidhentliges
Dreied I, F, P entfteht, hum; ift P ein J.knnt ber Cllipje, benn e
it #P+ F,P— 2a. (Warum?)

Brntcrhmg. Jeber Ll[apuupuuﬂ ift gleidhweit vom RLreife und
pom Brennpunfte F, entfernt. Die Gllipje ift alfo der geometrijdye
Dot feldher Punkte?

13) Bemerfung. CErrihtet man auf F,F, im Halbierungs-
punfte Q cin Qot @S, fo giebt Ddiefes ebenfalld den Glipjenpunit P
und ift sugleich dic Tangente Der Ellipfe in P

?x_-iil" P ift namld) p 4 ¢ = 24, fiie alle anberen Punite von
(S aber tiithe p + ¢ > 2a fein (vergleiche die Minimalweg-Anjz
qabe in Geom. Nr. 28), folglid) liegen alle Puntte von @S mit Aus:
nafme vort P aufierhald der Clipie.

rausd t sugleich folgenber Sapy hervor:

n[Lu vt man den Brennftrahlivintel, jo erhdlt man
Die "JLD‘LHH'[ll ber Gllipje; Halbierung feines Stebeniinfeld
giebt bie Tangente der E1lipje.  Folghd):

@ehen von dDem einen Brennpunite \“ul}tumt el aung,
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260 Fitnfte Abteilung: Die Grundlehren von den RKegeljdnitten.

und denft man fidh diefe von ber EIllipfe (nad) bem be-
fannten optijden Gejebe der Gleidhwinteligleit) veflefiiert,
fo pereinigen jid famtlide zuritdgeworfenen Strafhlen im
anberen Brennpuntfe.

(Fallen hingegen von auBen Lidtitvahlen m dex Ridhtung nad
pem einen Brenmpunfte ein, fo werden fie fo zuriidgeworfen, ald ob
fie aug bem anberen Brennpuntte Fimen.)

Der Name Brennpunkt ift alfo optijden Urfprungs.

14) Alle moglichen Punfte F, liegen auf einem Rreife mit
Radiug 2a um den Wittelpuntt F, folglidh bdie Halbierungdpunite

Q aller miglichen Geradben F, F, auf einem Rreife mit dem halb fo

grofien Radius « (gefepmifige Vertleinerung , mit duferem Apnlich-
feitspuntte 7). Wan merfe alfo noch folgende beiben Konftruftionen:

a) ©dligt man einen Kreid um F mit dem Rabdius
F, I, = 2a, verbinbet man jebed ¥, mit F;, uno exvichtet
man in dem Halbierungsd-
punfte @ auf jedbem F, F;
ein fLot, fo erhdalt man
al3 Sdynittpuntte mit pem
entipredenden FF, lauter
Ellipfenpuntte P

b) Hat man einen Kreisd
mit Radius « (Fig. 182) und
in ihm einen beltebigen
Bunft F,, und erridtet
man anf jedbem Strahle
F.Q im Puntte @ der Peri-
pherie ein Qot, jo fdattiert
man die Ellipfe durd
(auter Tangenten aus. (Der
Qreid toird der umbejdiricbene Kreid per Ellipfe.) Diefe Konjtruttion
ift mit Hitlfe de3 Winteldreieds leidht auszufithren. Legt man bie Qote
didht genug an einanber, fo ift ein Ausziechen der Kurve fiberflitjjig.

wig. 182

1. Mie Ellipfe als Regelfdymitt.
15) Fig. 183 ftellt einen fenfrechten Rreidfegel bar, bder durd
eine jdhrige Gbene gefdymitten ift, die nur den einen Mantel, nicht
feine Grieiterung nac) oben frifft. Jn ben RKegel find Veriihrungs-
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