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[11, Goniometrijde Lbungen. T

1. Goniometrifche Ubnungen,

18) Sm Folgendert twerden Formeln abgeleitet, von denen nur
bie widtigen nummeriert find, die iibrigen find blofes lbungdmaterial.
Un ifmen foll gezeigt twerden, daf fich jcheinbar fomplicierte Ansvriide
bisweilen dburd) nabeliegende Umfornmungen veveinfachen und nament:
i fitr Den [ogavithmijdhen Redhmunganjas geeigneter machen lajjen.
Bunddft werden Formeln itber die Winfel 2¢ und LJ abgeleitet.

Gept man in der Formel fiiv sin (@ 4- ) den Winkel « ftatt p
eint, fo. entfteht

gin (¢ 4+ «) = sine« cos ¢ -} cos e sin &,
folglich it
) - meny . - oy (O [
i) gin2¢ — 2sinw cos e, sineg = 280 CO8 5

-

Macht man dasfelbe mit der Formel fiix cos (e -+ ), fo erhdlt man

= 5 Ve 5 O e e
8) C0S 2 — Cos'e —= 8In"(, COS@ == €O8" — — BIN"—-

Man fann aud) johreiben (mit Hiilfe von cos’ e + sin*e = 1)

cos20¢ — 1 — 2sine = 2c08°a — 1,

und darausd folgt:

: 7 /1 —cos 2¢ ol 1 /1 COs o
9 gin o = l.,r 5 - sl = Vi 5 :
: /’L --{:--::4}5 2o (13 7 /"j1 -} cos &
10 COsS & = l 9 ' cos > = l, 2 .
Durd) Divijfion entjteht hieraus
: 1 cos 2o C /1 — co8
tan o = i P Gt tan v if T oo
&3 ijt
v4 0 9 o ) L 4- oot g
[‘ g sin -,) = (crs.-‘.a' — sin*® ‘)) = AR TS 1 s,
folglid)
! B f
cos - - sin> = J1 + sine,
. ¥, -
cos — sin— =— |/ 1 sin o,
plgmitller l I I1 1 12
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alfo duvdh) Adbition bezw. Subtrattion

o : :
2c08 5 = V1 4 sine 4+ }/1 — sine,
e ¢ 1/ | s / .
2sin— = /1 + sine — )1 —sine,
und durd) Divifion
Sl V14 sine — 1 — sine
tan — = — : i
2 V14 sing + Y1 — sine
112 . g0 p ey oo yvachte Seite durd
Yus cos @« = cos® - — sin® - folgt, wenn man bie redyte Seite durdy

g PO T 4 £ N . ; ke '
I ober cos® - sin® Ddividiert, wodurd) nidhts gednbert wirp:

r s

. O R 15
cos*® - §in®
2 2
cos o = - .
L R s 1
2 2

und toenn mai jedes Glied desd Bihlers und Nenners durd) cos®  dibibiert:

o X
1 — tan”—
Cos ¢ = =i
o 0f
1 tan?
_|_ o 5

¥’ X i S g = 5 = e (12
Auf demjelben TWege ergiebt fih aud sin ¢ = 2sin - cos

o

ote Formel

o
2 tan

sin ¢ —

B
l -} tan*

19) Formeln fiir ben ©inug bezw. Cojinusd von 3«, 4e, 5.

sin 3o = sin (2« ~+ &) = sin 2« cos « -+ cos 2e sin e
&t ) Sl 8 o A e oy 8
=— Z8INn ¢ CO8 ¢ COS & -1 1\‘_'-(]?‘. o — Bl Qf),' 81N (¢ = o SlN ¢ COS™ & — BIN™ &.

Sebt man hier 1 — sin®« ftatt cos® ¢, fo folgt

sin3o = 3sne 4 sin® e,

2

b

i — f-i]'n-‘J tz/JP

Serner iftsinde=— 2s8in2c¢cos 20 =2-2sinacos & |'\'_'.,r;.
wag jich nodh) auf sin e allein veducteven [(aft.
Bilbe ferner

sinbhe — 5 sin«

20 sin® & -} 16 sin” «,
cos 3u = 4 cos’e — 3 €GOS ¢,

4 e 9 . A
cos 4o = cos' @ — 6 sin® « cos” @ 4 sin* e,
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w

was nod) auf louter Cofinusd vedbuciert werben fann,

COS D@ —

5 co8 a 20 cos”a + 16 cos® «.

Einige Tangentenformeln.
- 3 |

v sin (@ -+ B) 8in o cos f§ + cos o w,n )
tan (e« + ) = - {.,; o o= }
Tk cos (e 1 f) cos o cos f °F sin « sin p

Dividiert man den Jdbler und Nenner der vediten Seite durdh

cos @ cos 8, fo entfteht

ta7 = +q 2
: tan ¢ + tan g
11) tan (¢ - B) = — .
' S -+ tan « tan g
Sefpt man = «, fo geben bie oberen Borzeidjen
B fam i
5 ; < tan o
12) tan 200 = e
’ 1 — tan* @
Da tan45° = 1 ift, jo folgt aus H'j]
: j A lm
tan (45" + ) = -
=X L= e B e T T

on gang entfpredjender Weife fonnen aud) Formeln Fiir bdie
Cotangente entivicdelt verbden.

21) Nad 3) ift

)
. A s . . | o x s o
~+ sin ¢ = sin 90° -} sine = 2 sin (45° ) cos (-J;:” et

o

It T g ey :lr =0 —
= 2 min (_10 - ,?:)

2 L’.‘(}s{.’! (I ',-}n ; o J .

2)
Ebenfo ift
o 0 &y . T )
1 — smoe=— 2 ma(l 3 - 3) sin (-J.r : 3]

e o) : 9 2 o
= 2 sin® (45° — 5 .’ = 2 cos” (-L.‘)" -t ‘,)-

]

Durd) Divifion und Wurzelausdszichung folgt

/ ¥ 4 /1 1+ sin «
; ot I (IO 7 it
a0 E 0 *_’J /' 1 — sine’

ooz bie Sdjlupformel von Abjdnitt 20) verglihen twerben Fami.
Lon geringerer Vebeutung find die Formeln

J e c ginee . sinf sin & cos f§ - cos & sin §§ sin (o )
e 1T lanp =— e e ——— rT
= : cosa —— COBp COS & CO8 5 COB ez CoR [

gin (e 4 f)

. =
ot o - cot f =— — - .
P sin & sin B
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Dagegen jindet man Formeln von hervorvagender Widhtigheit im

avithmetijchen Teile (Ubjchnitt VI), wo fie mit Hiilfe des binomijden
Qehriaged entividelt find.

[22) Berednung Dder Funftiomen einiger bejonderer
Wintel.
St Teil I Seite 189 ourbden bdie Werte einiger Wintelfunttionen
Goniometrijdh erveidht man das-

e

auf geometvijchem Wege Deredynet.
jelbe folgendermaRen:

; i 7 /1 <+ cosa ¢ =5
Nus cos '_: — '/ ' l ¢ folgt 3. B.
1 1 cos>
o ]/ ety A
COos -} ———] 5 —— l 5
e e il
Ebenjo it sin = V=:

s cos 3e — 4 cos® « — 3 cos e folgt 3. B.

cos 90° = 4 cos® 30° — 3 cos 30

ober, da die linfe Seite gleih Null ift, nadh) Divifion burd) cos 30":

4 cos?30° = 3, alfo cos30" = l 1 — sin 60".
Folalich ;
sin 30" = -l-/i.— r — l;; e l — cos 60°,
Nua der Formel fiir cos Ha folgt fiir o= ]rl':. — 18° aljo fiix
So = : und cosbhe =0, 0 = 5 cos :} — ‘_’Hi;:_]?_'\:":i —+ 16 cos® :Tur

afio nady Divifion durd) 16 cos -

10

oulk T b R e 5

i ST R e T e T

R 5 el A T 9 T %o gty Qar - 5+ V.5

Darvaud ivitrden jid) fiir cos 0 bie beiden Liojungen —— er=
gebert. Mun fann aber nmuv einer diejer Werte richhig jen. Bedventt
- g all - R | 1 b (1] - . ~ o
man 3 B. daf cos® 18° > cos*30°% b.h. > - ober - jeur mup, |0

erfermt moan, daf das negative Beichen u veviverfen ift. Demnad) ift
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Das andere Wurzelzeihen fommt in Folgendbem zum LVorjdein.

Die Formel fiiv sinSe geht fiiv e« = 0. h He = = iiber in

e . T o a i TE
0= J5sin— — 208n"— —+ 16 sin" —
{3 14 2 o

; v g T,
oder nad) Divifion durd) 16 sin— in
o

v 5] R g A i}
sin™ — D e =
: o R 5+V5 = e e pr A S
Aud) hievaus tiirde fitr sin® - folgen == Da aber sin® 36” < sin®45",
S | o o - v Vb o o
2. b <5 fein muB, fo ift —;— 3u grop, und ed fjolgt
s apl ,-"':'J—l 5 v EAD
sin ob” = l,r- = = C¢0S o4d".
= g O - o T
Nusd cose = 2c08°= — 1 folgt filr « = —:
- 2 : b
T . 5 T | o | e |
cos — = 2 cos’ 10 2° ',I - — 1 =-""""=1co0s 36"=sin 54°.
27 : g 7 e )P P =
s cos— = 2cos®—- — 1 =2/—"—[ —1 folgt cos72°
o o |- E e

b —1 w 1
— — 81n 18",

it Hiilfe der obigen Formeln lafjen fich nod) viele anbere beredynen,

b =7 . 800 11/ e P b :

3 B, sin 15" = sin>- = 3-1 2— )38, cosld® = Vo + V3,

P, / (=l 'S " JJ- £ . - E L 4 L

tan16? = 2 — Y3, cotld" =24} 3. Daraud jolgt 3 B.

s . 150 1 [/ 7 e e R

gin 7=? = sin — = ; | Vﬂ- + Y2 — Ve —3 ],-fLJ | . gserner

: i . 459 11/, 2/ ST 17/, 1
sin 2259 = sin - = Va—y2,-e=22 S = Vo32,
1 ¢ 1/ e LB 1 1/ ¢ e

tan22;°=)2—1, cot22;°=)241 u | ]

[23) Handelt 8 fich) wm die Wintel eined Dreieds, ¢ fund g,

fo ift vor allem zu beachten, dah e« 4 p = 180" ¢ UID & j P
= 90" — ’, ift. Daraus folgt

sin(e - ) =siny, cos (¢ + B)=—-cosy, tan(a— B)=—tany,
sin S _..';_ P — (08 IJ . GOS8 i _J_ r} — gIn 'J. - tan = J': A —(elair :._: .
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tan (@ 4 f) = — tany,
tane - tanf ¢
: — — fany

1—tanc tanf rr

pDey
tan ¢ -} tan f - tany = tan o tan g tan y.

D113 | e | 1200 vt {an0 o | anbd P‘ | f.-}-— 0 ¥
Aud « + B+ y= 180° jolgt L._.H._l =y (900 i e JOt—

2

h

_—arn0 o Jl_ ﬁ _.‘!" P ano o .I L ach Hir Hiele S
— 270% — .3 = 180". Polghd) gilf aud) Hir dieje neuen

Dreiedsiviniel die Forme!

] = i > i =
tan (90° — 2) -+ tan (il(:@ . ] -+ tan (9&:" —7 )
/ @\ =% g P
paae ¢ [é ) I A (‘ 0O b fa Oy ] ety [ |
tan (_‘.j(_} 5 ) fan (‘JU }} fan E'“" 5 J
aljo ift filv Dreiedsiwinfel fiberhaupt
o B ¥ o . B ]
5 T cot g 1 0t 5 = COL ) cot B) COT 2
Aus
sine -+ sinf -+ siny = gine - sin § -} sin (e 4 B)
.+ f o« — f e e+ B
e A S oy
= 28in-——— 00k o ~+ 2 sin 5o
o et o ¢ — f§
— 2 sin — | cos - P - cos 5 {—‘
= | - -
o+ p } o —f o -+ f o — i~
TEiE o T 9 g a9
. g1l . 2 2 2
7 ! 9 ana e
— & 811 2 | cOs = Cos B
’ 1 fa ] ol
® -1 p ]
= 2 81D 2 2 cos 5 COS '3
folat
: S B ’ o i v
sin ¢ - sin § - siny = 4 cos 5 oS ij cos - -

bhnliche Formeln laffen fid nod) in gqroBerer Bahl ableiten. Rerfuche
3 B. folgende zu beweifen:

. I = n . b & B ¥

o1l & —— SIn | — 81N Y = 4 8B 2N NS

S1n ¢ —— Sin 811 1 Sln — SIn - COS -,

3

T e @ S 1. e IR
COSs _I COS D — COS e ] —I- t 511N = 511 =
TR T P T o L IR M gl
COSB e —|— COB P BB Yi— 4 cos 5 CO0S - BIN - — i -
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: P (e A = ] ey gl
cos & - cos f - sin y = 4 sin (ri.-) - -_J] sin (4-;1-' - L) sin 1-;

3 1 1 i 1 - . o
8INn & —— 81N - Bln ¥y i 4 . P
i & ¥ — cot— cott -
gsine + smff — siny 2 2
3 al f
: o Bt g ity ¥ o
tan o tan 5 - tan o tan o - tan > tan - — | 49
o g oy o B ¥
St + L i L e e et o T L Wi
cot o tan o cob 5 tan 5 cot 5 fan - [
o : B ’ o g /i |
AT — Ty S = cob — tan F 2
cot tan 3 tan 5 cot 5 tan 5 tan o |

[24) Goniometrijde Gleidungen. (Vergl Seite 161.)
Gine befondere rt von frandcendenten Gleidungen erhalt man,
jpenint  die Unbefanunte al3 Bogen ober Winfel von goniometrijden
Junttionen vorfommt Nur einige Beijpiele jeien angegebern.
Aufgabe. Fiir welde Winfel bezw. Bogen ijt

asiny — b eosx?

T sin & 1 S b b lj :
Huflojung. —— = _, tanz = _, aljo » = arctan {: i

b

x ift der Bogen, bdefjen Tangente g ift. Der Bogen Dbeztv. Wintel

ijt mit Hiilfe der trigonometrijhen Tafeln zu beftimmen.
Nufgabe. Fiiv weldhe Winfel Leztv. Bogen ift

1N 7 —]— cosayr =— a4

Hufldfung. sinz 4+ Y1 — sin®z — q,

et ALt . a3 a : .. Wik

V1 — sin®c = a — sinag, 1 — sin’z =— a® — 2qa sinz + sin’z,
e : 1 —a? : a-+t+y2—at
sinez — asing = ———, sing = = ;

(Wie qrof darf der abjolute Betrag von a hodjtensd fein?)
Nufgabe. Fiir weldhen Wintel beztv. Bogen ift

asin2x — b sin x:
Nuflofung. 2asinzcosz =">bsiny, cosy=g—, &=arccos; -

Hufgabe. Fiiv welden Wintel ift a sinz = b cota?

Auflbjung. » — arccos— — —— J
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