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2 Dritte Abtethung: Trigonometrie.
a) Den Sinusd eines Winfeld durd) die Tangente audzudriicten.

sin « gin o

Huflojung. ©3 ift tanae = —— = — : . alfo burd
COS/0 Y1 — sin® o
A = ¥
L L s pin? o S Bt e 3
Luadrierung tan® ¢ = T it pbet tan® o — tan® o sin® ¢ — sin® e,
z | — S11" &
e . 5 o z e tan «
sin® ¢ (1 + tan® &) == tan® o, folglid) sin @ = - =
1 -+ tan® o

b) Den CEojinusd bureh bie Tangente andzudriicken.

e sine JY1—ecos®a . . ., 8 1—cos*
Huflojung. tane=——= — folglichtan® o=
¥ COS ¢ c08 o q s CO8 ot
T o BT 2 N v 1
cos® & (1 ~ tan* «) = 1, folglid) cos & = - —
) V14 tan® «
R i 2 1 cot o
c) deite ebenjo ab: sin @ = ; COS &= s
1 cot® w F1d-cot? e
|2Anvere Ablettungen der Formeln a) und b) erqeben fid) fo:
1 cos® @ - sin? @ cos® e , sin? « :
o G e == [ == ] == an” o,
(&3] o CO8" [y COB” ¢ cos*~
folglich ,
Cos &6 — — :
V1 4 tan* «
: 1 : tan o
SI0 @ = CO8 ¢ - 1Al & = —— * gl o =

V1 < tan? o Y1 4 tan® o {

~

1. Mie Funktionen von Winkelmmmen und die Sunmen
von Funhtionen.

Stg. 108. 13) Uufgabe. Den Sinus bHes
” Winfeld (« + f) dburdydieFunttionen
[t der EGingelwinfel ¢ und g audzudritden.
; N Auflojung. Jn Fig. 108fei<c AO0B

R = o« -+ pos B 10 BO 0C,
' CD1 0D, EC.1 AB. Dabei ift

L EBC= ¢ = o. (Varum?) Ferner ift

7iibs AB AE -} EB
! sin (@ ) = 0B~ OB

S b0 SEE,
a OB VOB
i = A D Bu DC gehiet die Hypotenuje OC, 3u EB
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bie Hypotenuje BC. Multipliziert man den Jahler und Nenner des
erften diefer Briihe mit OC, die Ded veiten mit BC, jo exhilt man
et D¢ 00 . BE-BC : Yo .

sin (¢ + p) = 0C.0B BO-0B — gin « cos § - cos « sin B.
E2 ift aljo

sin (& - ) = sin & cos f + cos e sin 5.

Bemerfung. An der Figur find nur geringfiigige Anderumngen
nitig, wenn (o - B) ein fhumpfer Winkel, oder twenm « oder f, oder
beibe Wintel ftumpf find. Die Formel bat Mberhoupt allgeneine
Geltung.

14) Der Wintel g faun aud) abgezogen werden. Dann hanbelt
e fich, tvemm man die Formel vorliufig weiter gelten (ift, um
sin (¢ — ) =sinecos(— ) + cosesin(: ) =sinecosf —cosesinfi.

Xiiv diefen Fall ift die entjprechende Beidnung in Fig. 109
bargeftellt, wo Winfel AOB = (e« — (3), alled anbere wie borher

ift.

¥3 foird

: _ AB AF —BE 3ig. 109.
sin (¢ — ) = 0B = 0B s 5
Y heo BE L
OB OB ¥
1B
Greitert man die Briiche wieder mit
dent 3u DC und BE gehirigen Hypo-
tenujen, jo folgt :
: j DC-0¢ -8B -BC
sin(¢ —f)=pp. 0B B0 . 0B /- \wr .
0 LT T

= sin « cos f — €os « Sin 3,

womit das Weiteraelten der exjten Formel beviefen ift. Beide Formeln
pereinigen fich zu folgenber:
|

3 TEEEgh S R g R e . and
1) gin (o —+ f) = sin & ¢o08

*] | v woan B
3 1 CO5 o 811 b,

in der die oberert und ebenfo die unteren Vovzeiden atjammengehoven.
Ofme @eometrie ergeben fich die Griweiterungen der Giiltigr
feit fiiv Wintel der itbrigen Luadramien auf folgenbem Wege. Gind

2 B. ¢ und B jpiy, jo ijt fiiv die Summe der Winkel (= — «) i
B, vom benen Der erjtere jhumpf ijt,
sin [(x — &) 4 p] = sin [ — (& — B)] = sin (¢ — B)

. i - e . ra B . % fa vl | * o D
— sin « cos B — cos e sin f = sin (= — «) cos f - cos (w—«)sin p.

/
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Ebenjo ift fiiv wei ftumpfe Winkel (x — «) und (x — )
sin [(w —a) 4 (x — B)] =sin [2 7 — (¢ + )]

— — sin (¢ -+ f) = — [sin @ cos f - cos « sin f]

[ e Wt £ a i H Vi v e o
= - 8in(7% — &) cos (w — B) - cos (7 o) s (/e — 7).

4

Died geniigt zum Beweije ded Weitergeltend der Formel 1).

15) Nufgabe. Den Cofinus ved Wintelsd (¢ 4+ B) durd
diec Funtiionen ber Eingelwinfel darzujtellen.

" S e o 04 0OD-
Nuflojung. Jn Figur 108 ift cos (« 4 ) = 0B— OB

0D g 0D o EC BC
" OB OB  OC OB BC OB
Demnad) ift

{

A D
- 3 - f 3 - o
= CO8 ¢ COS |'? — 8in & 81in l'J J

iy & | N B ) = o
cos (o — f#) = €08 « cos f — sin « sin g.

Cbenjo ergiebt fid) aud ver Figur 109 die Formel

cos (¢ — f8) = cos « cos § - sin « sin B,
pie aud ber vorvigen aud) folgt, wenn man — B ftatt B einfest.

Beide lafjen fich zujammenfaffen in

fa R

e gl I f 1 = ;
2) ¢os (o = ) = cos « cos § - sin « sin B,

o die oberen und cbenjo die unteven Vorzeiden zujammengehoren.
Aud) diefe Formel gilt gang allgemein.

Fig. 110 [16) Die Formeln fiir die Funt-
tionen bon (e 4+ B) lafjen fidh
aud) mit Hiilfe des Ptolemdaifdhen
Sabes (vergl Seite 1) ableiten. Dazu
ift folgendbe Worbemerfung nitig.
I Fig. 110 ift ein Rreid mit
Rabdius 1, eine Sehne B C = o uid der
sugehorige Peripheriewinfel o« mit
vent Durdymefier A B ald Schentel dar

! g o el ¢ G ST
gejtellt. Dabei ijt sin o’=— W T
alfo Sehnte BO = 2 sin . Bum Peri-

pheviewinfel o° gehort aber ber Centriwinfel 2¢° und zu bdiefem er

" -~
Bogen BC, der mit 2 « begeicdhnet toerden foll. G3 it alfo Sehne
BC = 2 sin — -, fobald ber Kreidradiusg gleidh 1 gefest wird. Dies
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qift sugleich auch von dem grifeven der beiden Rreisbogen, Ddie jur

Sehie BC gehren, d. §. bon 2 v — 2 ¢ =2 (# — «), Denn €3 ift

. 2 (m — ) 7y : JT' : G e _
sin ——— = sin @ = sin - Yud) fann man jeben der beiden
Bogen wm 2w ober ein beliebiged WBieljodes von 2 = bergroferi.
Madht man dagegen den Radius bdes Kreifed — ~, {o gehirt
- — =, ]' = X
aum Pevivheriewinfel o der Bogen BC =1 -2a = 5 -2 a=u«
Y, . 2 !

. o el BC e e e ;

und e ift sin e = - = BC. Holghdy: Jm Kreije mit dem
Durdmefjer 1 ift Sehne BC = sin BC = bem &inus bHes

sugehorigen Peripheriewinlels.
Hiervon twird Antvendung auf Fig. 111 qemacht. Jm Kreife M mit

Durdmeffer BD = 1 (und Radius Sig. 111,
HE ” =
y = ) find an den Durdhmeffer die

Winfel BDA=a undb BDC =

) _|'
nad) verfdhicdenten Seiten amngelegt, _
; = e g e
o baf BA = « und BC = f bie fi3A = ~
" » = o 1 [ 1 » J‘l_’ 1
augehbrigen @reidbogen jind. Dabei ~ M 8
ift ScCAD = 90°— 3, ebenjo Bogen
ey T = e =2
CD=—- —p. (Barum?) \
e : & - Fe %
Nach Piolemausd ift nun 4 : N

AC-BD=AB-CD + AD - BC,
aljo nad) der vorigen Cntwideling®)
sin (¢ 4+ B) - 1

/ LR

sin ¢ sin (- — B) + sin (¢ + B - ( - fﬂ]) gin f
L a 3 . a1 y e s 0
s1n (e —|— p) = Bln @« COB P -~ 81N tq - h s1n P,
folglidh

5 . / 1 3 - ! g a1 2
a) gin (¢ - ) = sin e cos § 4 cos e sin f3.

Qegt man die Winfel « und f auf derfelben Seite ded Durdhmefjers

il

ant und iff ¢« > B, o findet man ebenjo

h) sinfe— B)=—sm o cos p — cos o8N P,
.

Die Bogen find von febt ab einfad) mit e und f bejerchuet.

e e e e
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Sept man in b) ftatt « den Bogen , — e« ein, jo exhalt man
e 2 .. (= ‘ g (7T L1Eg
sin | e ) e r':') = 81n {., i |"fl] COS p — co8 { " &') s o,

ober

c) cos (¢ + B) = cos « cos f sin e sin 3 .

+ o an Stelle von «, jo entjtel

o e 5\ TE
Set man dbagegen m Formel b) t

¢os (¢ — f§) = cos @ cos § — sin & sin f§.

Die Ableitung fitr « und B gilt allerdbingd zunddit nur fir den Fall,
baff « und B jpige Winfel find. Durd) bdie in 14) angewandien
Subftitutionen  [aft fich aber audy Hier die Allgemeingiiltigleit Fiir

beliebig grope Wintel nadweifen.]

> Hauptiormeln fiiv die Addition der Funftionen.

17) Die
Obigem qgelfen bdie Formeln

Y
l"JLL'[Li}
. rd - .
sin (# -+ y) = sinx cosy -} cosx siny,
. Vi N = s
SIn\L — Y) = 8InY% COSY — COS 2 81N :F-J",

aljo durd) beiderjeitige Abdbition bezw. Subtraftion:
sin (& 4 ») - sin (z — y) =2 sin 2z cos y,

sin (¢ 4 y) — sin(z — y) =2 cosz siny.

©Gept man willkiclih 2 +y =« wd  — y =B, o Mmup man,
" o . = Zlle e lr.'—.]r';
toie fich burch Wbbition und Subtraftion erqiebt, = — o
- ,f i : s

| = ———" feben. o entftehen die Formeln
5 . i A Pihimmis!
sin e < sin f = 2sin " o8 P

i .3 2 [

. % e+ f . 3

4) sine—sinff = 2¢0s — £ sin 5 E.

Gang ebenjo folgen aud den Formeln fiir cos (z 4 ») und cos (x — p)
pie folgenben:

P | A fa
EN Tal~] ; 1 - (3] _..r:-:.f'J ’ L _!J
) COS ¢ == CO0B p = 2 CO8 - CORB
I ._) ) r
o = 2] n JJ
. y x X =r= i1} - (04 ]
6) cose — cos B — — 2 sin " sin .
2 2

Die Formeln 3) bis 6) erleichtern die Berechnungen mit Hiilfe dex
Logarithmen. Sniviefern ?
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