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[II Der binomijde Lehriab fitr ganze pojitive Exponenten. 119

(1. Mer binemifdye Lebhrfat fiiv samge pofitive Exponenten.

30a) Wbleitung mit Hiilfe der arithmetifden HReiben
hoherer Ordbnung. “Bildet man oer Reibe nad) die gangzahligen
Potenzen ded yweigliedrigen Ausdruds (be3 Binomd) a - b, fo erhilt
man (¢ + b)lr=a+0b, (a4 b2 =a® | 2ab + %, (a 4 by
a® 4+ 3a?b + 3abd® + v, (a4 by = a* 4 4a°b + 6a*0
L 4ab® 4 b*uw .. Jeder diefer Nuadriicde ift nad fallenden
Potenzen von a und nadh fteigenben ‘Potenzen bou b ge-
prdnet, die Bahlenfaftoven aber entipreden ben Hovizontal:
veifen bes im borigen Abjchnitt behanbdelien Bahlendreieds.
3 fragt fich zumdchit, ob died immer ber Fall it

Phultipliziert man Deifpiel3ivetje die Gleichung

(¢ + b)? =a® 4 3a'b | 34 b* + b’
beiderfeits mit @ - b, o entteht Linf3 (a 4 b), vedht3 aber entjtehen
bie i abbievenden Neiben
1.at+ 34°b + 3a%0* + lal’
— 1a°b + 3a*b? + 3abd —I— T 3
alfo (a+b)i=1-a"+4 a’b -+ 6 a’b® + 4ab® + 1 - 1*.

War aljo die Formel fiix (a 4 b)° nad falfenben und {teigenbden

Potengen von a bezw. b georbmet, o mup notivendig bei (a + b)Y
pasfelbe der Fall fein.

Bekitmmert man fich fermer bei ber Ydbpition mur um die Sablen-
faftoren, fo jind folgende Reihen glichevvetfe su adbieren:

]I :-\;J' %l 1F
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AL e ke

Statt iebe Baphl mit der darunter ftehenben zu vereinigen, fann nian

aber aud) fe wei Nadybarzahlen der erften JMeihe jummieven.
DieReihen der Bahlenfattoren [;“Biunmia[-:hl' pefficienten)

in dem aufeinander folgenden Formeln werven alfo ebenjo

gebilbet, wie die Porvizontalreihen desd Bahlendreieds.

Die nft Neife desjelben war aber
n nn—1) mn—1)Hn—2) nn— ) (n —2)(n — 38)
R T W e 1.2-8 ’ 0 o8 o4

=

1,

folglich ift audy fitr jeded ganmge pofitive




120) Sweite Abteilung: Writhuetif.
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1) (a4 =ar - Lan—1p 4 2E=D) gnsps
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Gebt man — b ftatt b ein, jo bleiben die Glieder mit geradjahligen
Grponenten von b ungedndert, die anderen aber nehmen negatives
Borzeidhen an.  Man erhdlt alfo folgende mit abwedjelnden Bor-
seichen behaftete NReibe:

7o (. —1 oy
_]|._. &_{__ } ant— -f;..’
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2) (a— f;)":r;"—Tr;“—'f: e

nn—1)(n—2) —853
gt — an b _[_..-.
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Bon Widptigleit ift der bejoudere Fal
n nn—1) , 7 —1)(n—2) .
5) (far=14 2t 2E=Dp n=—DE_8

nn—1) (n—2) (n— 3)
- 1.;'.:;.?1( i

Da n als gang und pojitiv angenommen ift, fo bricht jede bdiefer
Jeihen mit bem (n 4 1) Gliede ab, denn von Sort ab fommt in
jebem folgenben @liede der Faftor (n — n) = 0 bor,

Der vorjtehende Beweid griindet fih auf bdie Eigenfdiaften ge-
wifjer Reiben Hoherer Ordbnung. It die Durdinalhme der lehteren
nidht vorhevgegangen, fo begniige man fich mit dem folgenden Bewete.

30b) Ableitung mit Hiilfe ded SHlujfes vonn aufn 4 1.
&3 1t
&) —I—'— .-";::3 — ._r."f B [P 5 ey et o
(@ 4+ b)° = a® 4 3a%b 4 3ab® 4+ B®
== F.fj'* = a* 4 4a’b + 64%H° - 4dab’ 4+ bt
. f. m
Die vecdhten Seiten diefer Fovmeln laffen fich, wie bie Ausredhnung
seigt, m folgender Form fchreiben:

9 2 : Y e
as =l il [ R 2
[ i 1 at 1 i FJ’ :
3 8 .9 3(8—1) .9 | 80B—1D@E—2 .3
« —f— ;@ !J-—|— —— ab’ 4 s A
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barand erfennt man die gemeinjdaftlidhe Form

: 3 7 e nin—1) 958
(et ‘Jl— o = —I— g at—%h --Tr-ﬂ S at—=b"
X 4 1 1.2
et g
=l Bt 1) o Z_’ an—353 L ...
' 1.2.8 sl '

bie aunadjt fiix » = 2, 3 und 4 al3 richtig erprobt ijt.

s lafgt fih mm zeigen, daf die Deiberfeitige Multi-
plifation mit @ -+ b auf eine Formel von derfelben Gejtalt
fithrt. Pan erhdlt namlid:

: . 7 s nin—1) 9 nin—1)(n—=2)
Irgﬂ_!— Ir,' :'1" "+' 1 r;'g_"? -i"] - .f.!‘"‘ ] - - ar= ].L- b - : o
ol B Ty BES P | 1.2-8

nin—1)

i 2 i p— 2713
b+ L= T e

pber, twenn man die gleidhnamigen Glieber abddiert,

. = ) 1 (- 1yn . By
Lf\l.’f- -J]—- f}}”‘+] = gtT1 + —l_ a*h _}_ ] 11. .). £ at—1p=
n-4+1nn—1) T
Sp el bt ) =28 L - - -
oA i '
alfo, wenn man n 4 1 = v {ebt:
- % il ; g e e
(a + b)) =a" + : a—'b 4 A 22
vify—a) (v — 2} . 3
‘+ 1.9 3 (1 L B .

wad mit ber obigen gemeinjdaftlichen Form itberernjtimmt.

&ilt aljo die binomifdhe Formel fitr irgend ein ganj:
aafliged =, jo gilt fie aud) fiir die nddfte ganze Jabhl
(n + 1). Gilt fie aljo fiiv den Crponenten 4, jo gilt fie aud fiir 5,
folglih aud) fiixr 6, 7, 8, 9 ...

[Dieje Betweigmethode nennt man den Shlu von » auf (n + 1),
ein bejonbers von dem Mathematifer Raftner angemwandted Ber-
fahren. €3 bat dem IMangel, bie innere Notwenbigleit der gemein-
jhaftlichen Formel nicht evfennen zu lafjen.]

[381) Auf einem Hiheren Standpunite wird gezeigt, bag bie
binomijde MReihe

nn—1) o , n(n—1)(n—2) 5 , n(n—1)n—2)n—38) ,
T /

e L ) 7 .
_l—}—i;af—i— 1.9 + 1.9 .38 b —-[-— i s 4 P {
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123 Stoeite Abteilung: Writhmekil.

die fidh ind Wiendblidhe evftvedtt, weun » nidht jugleid) gany, pojitiv
und veell i5t, im allgemeinen nicht jummiert werben fann, daf bies
aber dod) moglch ift, jobald der abjolute Betrag von o feiner ald
1 ift. Sm lebteven Falle evgiebt fih ald@ Summe der unendlidjen
Reihe toieberum bder ugdbvud (1 + «)". Die Bedingung der Kon-
vergens (Summierbarfeit) ift aljo ganz bdiefelbe, tvie Dbei Der geo=
e e e e R e s R e geinere
Unterjudjungen iiber bdie Sonvergens iiberjdjreiten den Standpunit
ber Sdjule. |
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32) Bemerfung. W

nin—1) , nn— Hn—2)
et e 123 2 :

=

(14+1)=1-+

wad fiiv ganged pofitives n richtig ift, folgt, daf die Summe jeder
Horizontalveihe ded Bafhlendreiedsd eine Potenz bon 2 1t
Aljo 3. B.

1-4+4-+-6-4+4-41=2"
Dagegen i)t
; A n n(n— 1) win—1)(n—2)
(1 — ]_l":1——l—|[— 1.5 -— T .3 _'_"'—“.

alfo ift 3 B.

1—4+46—44+1=0,

w. . w. Jebe Neihe ded [ahlendreieds giebt alfo ber ab-
wedfelnden BVBorzeiden die Summe Null

33) Nufgaben. Wie lautet die Formel fitv (a + )" + (@ — )" ?
Wie lautet die Formel fiiv (¢ + b)* — (@ — b)"? Wie lautet die
Sormel fiiv (22 + 3y%)°, fiir (2x - 51 (22 + 3y%)°
(22 4+ 39%)° — (22 — 3y%)° 7 Wie heift basd

4
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®fied der Formel fiix (34 -4 54%)72

34) Bemerfung. €35 ijt

(.l. —|— l\li'“mj'" = 1 4 0,0006 L 0,00000009 = 1,00060009,
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affo, twenn man mit weniger ald 8 Gtellen Genauigfeit vedyuet,
1,0008% = ~ 1,0006%). WNmgefehet it }/1,0006 = ~ 1,0008.

Allgemeiner: Jft o fein im Verhdltnid su 1, jo Fann man

(1 -+ e)=1-4 2« o den lepten Poften ftreihen und erhalt
- \ g 5 ; oy ! "
(1 4+« =~1-+2¢ Umgelehrt ift V1 +2e=~1 1+ ¢
e / : o
alfo Y1 +e=~1 E P

Ferner ift

| BN - 1 i T VOWOVOY s Tl | Y OO2T
(] - ln-:uu_) = 1 -4 0,0006 <+ 0,00000012 -+ 0,0000 0000 0027

= 1,000600120027,
aljo bei Redhnungen mit geringever Genauigteit (1 ,0002)® =~1,0008,
und umgefehrt 31,0006 = ~ 1,0002.

Allgemeiner ift ed bei fleinem « gejtattef, in der syormel

(14+e=1-4 3c-+ 3¢ + «

bie beiden lepten Glieder zu ftreichen, fo dak man bat

'l-_'} — 1?-.‘.‘:)' | -!-: e,
und umgefehrt:
3 e g ; W
V1-+3a=c~1-"1Tu« DDEY V1 -4+ o=~c> B 2

[35) Uniwendung finden biefe abgefitvzten Bevednungen vielfad)
in ber PhHyjif und Mechanif. Jjt 3 B. der lineave Ausdehmings-
foeffisient ecined feften Rorpers bet der Crivdrnumg um einert Grad

e s : B :
Gelfius gleid) —, 1o daf feine Lange [ in r'(.l. -+ ﬂ) iibergebt, {o

o’
wiivbe Der Qubifinhalt ded Wiirfels mit RKante 7 aud * iibergehen
: il 143 ol 3) e ’ e e
i P14 ) =~ -"'{l 4 ). Weil — bag Dreifadje von — Ut
\ /) "/ ! "

fagt man, der fubifhe Wusdehnungsfoeffizient eined feftenn Rorperd fet
bas Dreifache vom linearen Uusbehnungsloeffizienten ]

¥) ~o bebeutet Hier ,angendbert” oder ,abgerundet”.
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