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114 Bweite Abteilung: Arithmetik.

. Arithmetifdge Weiben.

a) Arithmetijhe Meihen erfter Ordnung.

21) Die Glicder einer Jahlenveife fonnen aud) jo aujeinander
fofgen, baf der Unterjdhied ziwifdhen je aivei aufeinander folgenben
Oliedern fonftant ift, wie 3. B. in

5Tt (st X [ KR [ 3 o
bann mennt man die NReibe eine arithmetijde Reibe.

St o a3 Unfangsdglied, » die Ungahl der Glieder und 4 bdie
fonftante Differens, jo lautet die Reibe folgendermafen:

a, at+d, ao+2d, ai+3d ... a-+ (n — 1)d.

Das ntt Glied Hat aljo, oud) wenn ed nidht SdhluBiglied ift,
pie Form

1)d.

t—a 4+ (n

finben, inbem man fie weimal in entgegengefebter Drbnung hin-
fdyreidbt, aljo 3. B.

292) Die Summe Dder arithmetijchen Reihe fann man

§=qa - {ci — ff;'l -+ (_’_,;__ |- 2“’) o i L —d) 4,
s =1t -+ l\.l‘ —d) + (f — fo.j] + -4 (a4 d) + a.
Durch beidexrjeitige Adbition erhilt man
s =(a4+D+(@+d+ @+t ---F@+t)+ (@t
pber

2s = n(a -+ 1),

pemnach it

nin— 1)

n 5 - / N 71
g= g\ -+ 1) = ';Zi”_i_ a + (n — 1)d] = na 4 2 i

Dasfelbe Rejultat finbet man durch folgenbe Uberfegung: Der
.ot

mittlere Wert desd erften und bed lepten Gliebed ift ——, Der deg

x : : T / P A g a b
aweitenr und ded vorlehten Glieded ebenfalls : + S bl L + ift
aljo {iberhaupt bas arvithmetifge Mittel famtliher OGlieder. Die

a4 -

Summe der Reihe muB demnad) x-

¥ -
1€111.
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[1. Arithmetijhe Reifen. 115

23) Ubungsanfgaben. Wie grop ift dbie Summe Dder n
exften Bahlen der gemwihnliden Babhlenveihe?
g ) < )

. nin -4 1) ; - 199 . 200 L
TV 5B 142434199 ="2 :‘;s‘sfr(m}
Wie grof ift bie Summe der » exjten ungeraden Sahlen?
A ) e 14+ (2n—1 2n %
|_.,=1+.-3_r;)-1.-.--+!2;j.—_!.J:;r','r {\:! 2:_”‘""',3':””

aljo ftetd eine Duadratzahl, 3. B. 1 + 3454 - -+ 11 =36 = 6]
Wie grop ift die Summe der Bahlen von 101 bid 2007

s - : 2 n &
®liederzahl » =100, alfo s=  (a +t) =

= 50 - 301 = 15 050.]

Wie grop ift die Summe der gervaden Falhlen von 102
big 2007 [@Gliederzahl » = 50, alip s = ﬂu (102 4 200) = 25 - 302
— T5b0).]

Weitere 1Tbunggaufgaben fiehe 3. B. in ben Sammlungen bou
Barbeyh und Heisd.

100 iz o
— (101 ---200)

b) Ginige arithmetijhe Reihen hoherer Ordnung.*)

24) Nujgnbe. Weife nady, dap jede bder folgenben
Gleidungen eine identijde ift.

; z(x + 1) (g — 1) i
) 1-2 Eafe
b) e(w 4+ Dx+2) @—Da@E4+1) @4 1)
g, Rgnegy e = o e e RO
a(e-+1)(x-+2) (@13 (e—Nxe(@4-1){z4+2) z@41)(r 42
BIP 10 3.4 T T

Bemerfung. Fahrt man mit der Bilbung diefer Glerchungen
fort, fo fautet bie m'® folgendermafen:

an o A . % ¥ ) mn Y o ol ) o
a ele 1) (c+2)---(@-+m (22— 1)z 1)--- (& +m—1
' 1-2-8--«(m~ 1) 1.2-3-.-(m—+ 1)
ale+ DE+2) (x4 m—1)

#) Diefer Abjchnitt tonn dtberjchlagen mwerden, wenn man fid) beim Be-
jveife Ded binomijchen Lefrfaped mit dbem Scdluffe bon = auf (m == 1) be:
guiigen will.
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Diefe Gleichung twird als ibentifdh nadgewiefen, inbem man (inf3
bent gemeinjdhajtlichen Faftor abjonbdert. Dies giebt

ol 4 1) (@ 4+ 2) (& —— M 1) I ta .'-J-':] G 1)1
9.2 2, omilm 1) S %
1 -2-3 mm 1 1)

Hier it [z +m — (x — 1)] = (m 4+ 1), wad fich gegen ben

Fattor (m - 1) tm Nenner hebf, fo dap [inf3 basdjelbe wie redts

itehen bleibt.

Die redte Seite jeder biefer Gleidhungen ijt gleid) dem Anfangs-
gliebe auf der linfen Seite der vorhergehenden Gleidhung. Dasd Gefep
ijt aljo fleiht in Worten iviederzugeben.

Auz biefen Gfeichungen [afjent fidh gewifje Reibenfummicrungen
ableitenr, die al3 Vorbereitung fiiv den widhtigen binomijden Lehriak
qu betrachten find.

: e ; ; o z(x-41) (x—1)x &L

25 ) Sebt man in der itbentijdhen Gleichung e = =

fiic @ ber Meihe nad) bie ganzzahligen Werte 1, 2, 3, ..., = ein,

!

10 erhalt man folgended Shftem von Gleichungen:
1-2 0-1
B e o Gt
B B B e
1:-2 12 T
5 SO | 2.8 5
TR T e )
(n—1)n  (» 2) (n D e e
1.2 .2 =y -
nin -+ 1) (n 1yn
_ d == J3

1-2 Vs

Durd) Addition ber bdrei Kolonnen, bei ber fich jedoc) in je 3tvei auf-
einanber folgenden Gleidungen gleiche Glieder entgegengejebten Bor-
jeichend tvegheben, entfteht folgende beveitd befannte ®leichung

nin -4+ 1)

=142

26) Berfahrt man ebenfo mit den identijhen Gleihungen b), c)
und d), jo erhalt man die Formeln:

nin 4 1) (n :J}_ 1:2, 8.8 | 3.4 p mn 4 1)
1.2.3 S ok e SR T R

A
gr
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n(n--1) (n-+2) (n + 3) __ 188 o :E_-::--x_l_:_m'-_-:-;'»_l_ e _‘_”U{‘|‘ 1(n+2)
T e 1-2.8 1 1.2.3 1 1.3.8 | 1-2.3 :

nn+1)n+ 204 3) x4

18 8rd y $a8.d:5 § Bedbab |_'i".?f"i—1j"'.‘f F2)(n+3
Feggid I qemaged I 1ogesnd I 1:9. 3.4

Und fo fann man toeiter fortfahren.

97) Bertaufht man in diefen Gleidhungen die vechten und linfen
Seiten, und rechnet man die WAnfongdglieder aus, jo erhalt man, von
unten anfangend, folgende Gleidpmngen:

nin 4 1) (4 2) (n—4 3

[l B 3 ] i et 4 i e S
14 65—+ 19 -—i-- 30 + T0 + 120 i BT

nm -+ 1) (n -+ 2) (n + 3) (n + 4)
— - -

1-2-3-4-56

. - = =, e nin 4 1) (0 + 2)
1+ 44104 20 4 35 456 + - 4 Lt ,I -
n(n 4 1) (n -+ 2) (n 4+ 3)
i e e S '
g o . nn-4+1) nn -+ 1) (n 4 2)
o ] ; ¢ | I = (TS
l—}—.-1—{—L|—|—If_Jr+—1.L:—{—-.ZlT--—;— T o |
" win 4 1)
1 o= et Ry s el | n = =2 o \ ]
14e43+4at54+64 -+ ="""7,

n

14+141 4141414 F1=7-

Dic Summe jeder diefer Reihen ift gleid) dem '™ Gliede
per vorhergefenden Reife Die Differeny je zmweier auf:
cinander folgenden @lieder jeder ber NReihen giebt Ddie
®lieber ber folgenden NReibe, wad eine Folge der Jdentitaten
a), b), ¢) und d) ift.

Man bezeichiet naturgemif jede bdiefer Meiben al8 bie erjte
Differengenreihe der lepten (b. . unmittelbar dariiber ftehentben)
Reihe, al8 bdie weite Diffevengenveihe bder borleptern, al3 Ddie
pritte Differenzenreihe der drittlehten u. §. 1v.

Hat bdie erfte Diffevengenveibe einer gegebernen Reibe Tlauter
gleiche @lieder, jo nennt man Ddie leptere eine avithmetijche Reibhe
e Orbnung.  Hat die zweite Diffevenzenveihe eimer gegebenen
NReihe lauter gleiche Glieder, jo Heifit die leptere eine avithmetijche
Reihe 20 Drdonung. Ehenjo giebt es arvithmetifde Reiben
gtec  gter gter  Srdnyung, bei denen aljo die 3., 4, 5., ...
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Differenzenveihe lauter gleie @lieder hat. Ju Ddiejen NReihen ver
jchiedener Orbuung gehiren die joeben gefundenen.

28) Man begeichnet Ddiefe HReihen aud) al3 bdie Reihen ber
figurierten Bahlen. Sie laffen fih namlbd) in eigentiimlidher
MWeife in der Form eined fymmetrijden Bahlenbreieds
gruppieren, twobet jede ber gefunbdenen Reihen zweimal vorfommt, etnmal
it Der eirten, dann in der anderen @dyvdgrichtung:

~eve Horizontalveihe lautet viidwdrts ebenjo mwie vormirtd gelefen.
Man fann dad Jahlendreied, mit der oberften Horizontalreihe be-
ginnend, jdnell hinjdyreiben, indbem man unter je 3twei Nadbar-
sahlen jeder Horizontalveihe bie Summe Dbeider Babhlen
jdreibt. Daber ift eben jede Schriigreihe die erfte Differenzenveihe
ber einen benachbarten Sdrigreihe.

20) Nnfgabe. Wie lautet die »* Horizontalveihe Hes
Babhlendreieds?
Auflojung. Die Geiden erften Bahlen find 1 und n.

Das nt

n{n -
[
aber bieje ©drdgreihe ein Glied teniger Hat, ald bie voranftehende,
- gt g S (7 iin 3
10 hanpelt e3 fi) um dad (# — 1) Glied, d. h. um k—i- 5— Das

®lied der britten Sdrdagreihe wiirbe nad) 27) jeir. Da

)

nin -+ 1) (n 4+ 2)
15208
fein. Da ed fid) bier aber um dad (n — 2)' Glicd Handelt, fo
7 m—2)(n—1)n " 1 ST s ; x
exhalt nman o w— Wiw Die n'* Horizontalreihe lautet alfo

i1-2.8

n'* Glied der vierten Sdjrigreibe titrbe nacdh 27)

N n(n 1) n — 1) (h — 2) nin—1) (n — 2) (n — 8)

1 TR 19253 ' A T S
Die Kermtnid diefer mit dem (n -+ 1)*" Gliede abbrechenden Reibe ift
fitc bie Entwidelung der Mathematif von ganz ouBerordentlicher Be-
peutung getworben.
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