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a2 Erjte Abteilung: Geometrie Dey ®eraben und bed Kreijed.

¥ig. 8. Nuflojung.
M ABCD it Fig.

83 fei dasd ge-
gebene , NRechted”.
Die Tangente in
D giebt M auf
SN. Die Gerade
I, MA giebt Dbden
Sdnitt A,, bie
Tangente A4, M,
= giebt Den Mtittel
S ~ puntt  fiir  Dden
£ N . neuen Srei3 der
/ SR Sdyar. D M, und
e L e : A M, geben zivei
‘g neue  Teilpuntte
g | w. §. 0., fo baB
: man beliebig biele
1 . Kreije der Sdyar
SN _ seichnen fann. Ju
ANt S mbgen die Tan
G T — gentent SC; und
S D, bex gegebenen
Bitjchelfreife bden
Winfel o« ein=
jhlicgen. Man madge << D, SE = C, 5D, = «, erridjte auj SE das,
Lot Su big zur Hovizontalen, dann ift w der Mittelpunft fiir ben
folgenben Biijdelfreid u. §. w.

XML Aer Boordinatenbegriff.

a) Graphijdhe Darjtellungen.

103) Otatijtijdge Berhaltniffe pflegt man auf graphijdem (zeid):
nendem) Wege zu beranjdaulien. So fonuten 3. B. dburd) Fig. 84
bic Sdvanfungen in der Frequenmy eimer Sdule fiiv eimen Jeitvaum
o 5 Sfabren bargeftellt werden. Die gletdhen Wbjdmitte auf der
Horizontalen bedeuten die gleihen Beitviume (Jahre), die vegelmafige
Betwequng von O bid 5 ben VWerlauf der Jeit. Die Hihen verhalten
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fich toie die entfprechenden Frequenzzahlen. Bunahme im erjten, Gleidh:
bleiben im ziveiten, Abnahme im dritten, Bunabhme im bvierten, ver:
jtartte Bunabme 1im fiinften
Jahre finb ofne iveiteved zu dig. 84. :
erfenen. |

Ebenjo veranjdyaulicht man
bie Schwanfungen in der Bevil-

ferung bon Stidten und Staaten, ol e T

in Der Transportmenge bom ' |
Eifenbabnen und Hafenanlagen, : '
bie Sdhwanfungen in der Pro- 7| 7, 3 7, h, 2.
buftion der Lanbivirtidaft, der

Bergiverfe, der Jnbduftrie, ble j—F—— e

Preidjidhwantfungen ded  Ge:

treibed, ded Cifend u. §. w., die ©dwantungen der FTemperatur, desd
Lujtbrudd (Barometerjtandes), des Wafjerftandesd der Fliiffe, u. . .
Vet einer griBeren Anzahl gleicher Jeitrdume fann man die mittlere
Hihe ald bie Veranfdaulihung des mittleren Juftanded betradhten.

101) Aus einigen Beifpielen toird man den Nuben folder Dar-
ftellungen fiir dbie mathematifche Phyfif erfennen.

&ig. 85 veranjdaulidt die gqleid)formige Bunahme der Ge-
fdywindigteit eines im [ujtleeren Raume freifallenden (ober
eined von fonjtanter Triebfraft bLewegten) Kdrperd. Jjt g dbie Ge-
jdwinbigleitszunahme

fiix jede Sefunde, fo Fig. 85. |
hat der Kirper nad /'i( :
8 Sefunben die Ge- o ‘
{hiwvindigteit 8¢, nad /_/" !
Sefunben bdie Ge- S |
jdwindigkeit gt. Die £ _ Z e |
Enopuntte bder Ee- = ’“"
jdhioindigfeitdlote [lie- o pe i
gen in eimer Gevaden. | 7 L, ¥
Dad mittlere Lot giebt I o :
bie mittlere Gejdwin: 4 S 5 T T B
f b g im %

pigleit 'ff an. Diefe,
auf bie Beit ¢ audgedehnt, giebt bden Weg igirff, und  jivar  aud
filv die bejdleunigte Bewegung, der Jnhalt des Dreiedd von Bafis
und Hihe gt it ebenfalld ig!’!. Die Dreieddflache ftellt alfo

6
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4 Grite Abteilung: Geometrie der Geraden und ded fveifed.

9

[aet

ben vom Rorper uviidgelegten Weg dar. Die eingelnen Trapey-
fMadgen geben den Weg in den eingelnen Sefunden an. Das
Rechte der mittleven Gejhwindigteit A BG F' Hat natiiclich diefelbe
Fladye wie bad Dreied. — Begeidhnet man den verdnderlidjen Horvizontal
abftand von A mit =, jo ift die Hohe an jeder Stelle y = ga.

Sn dhnlider Weife faun man bdie Bewegung veranjdhaulichen,
die bei bem fenfrechten ©chuf nad) oben entjteht. Aud ber Figur
(bem , Diagramm™) fann man alle entfpredhenden Bewegungdverhaltnifie
ablejen.

it
)

105) ALB zweites Veifpiel diene die grapbhijhe Davitellung bdes
Mariottejhen Gefebed. Nady diejem ijt, wenn man fonjtante
Temperatur bovaudfebt, die Spannung einer Gadmenge um:
gefehrt proportional dem Bolumen.

St Fig. 86 ift nun Folgended dargejtellt. Die Puntte 0, 1, 2,
3, 4 per Grundlinie ftellen die Volumina O, 1, 2, 3, 4 bar. An
der Stelle 1 ijt die Spannung AD = 1 angenommen, 3 B. gleid
1 Utmofphdre (10334 kg pro qm bder Drudflide). Dann ijt an

P 7 A b 1 1 1 o B
Stelle 2, 3, 4, ... dte Spanmung <, &, o, . .- al3 Lot aujjujeen.

'
Dagegen iviirbe an Stelle ! pas Lot i
(2)

Das Diagramm fann nacdh) linfd big qur Stelle » =0, nach) redts
bid zum unendliden

Sig. 86 Bereidhe (z = o0)
audgedbehut twerben.

Die Endopunfte der

Lote bilben eine jpi-

ter zu Dbefprechende

Surve, die man als
; pie Mariottefdhe
: furve bezeiduen
| b fonn.  (Sie twird
Hp=c=tp D wegen Annahme fon-
z: jtanter Temperatur
Ay & aud) al3 Jjotherme
b L 2 7 beseidhnet.) Gemwifje
TN % 2 "B in ber Figur an:
gedeutete Redtede

= 2 zu jeiden fein.

jfind inbaltdgleid), 3 B. OFKEJ und OADH.
Da in der Wedjanif dasd Produft aud der Krafjt und dem Kraft:
wege Wrbeit bebeutet, jo jtellen die fleinen ald Rechtede aufzufaijenden
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jenfredyten  Flddjeniteeifen, iwie fie von 2 bis 3 angedentet jind,
UArbeiten bar, die 3 B. in Meterfilogrammen zu meflen find. Die
slide ABCD ftellt aljo die Crpanfiondarbeit par, telhe die Luft
Det ber Ausdehnung auf dad vierfade Volimen leiftet, tvenm bie
Temperatur dabei fonjtant gehalten wird. Dagegen ftellt die Flade
ADEF bie Urheit dar, die nbtig ift, um unter Konftanthaltung der
Lemperatur diefelbe [uft auf dbas Halbe Bolumen jujammenguprefien.
€8 Dandelt fi) alfo in Fig. 86 zugleih um bdas Arbeitddiagramm
fiilr  Crpanfion und Kompreffion unter bder Bebingung  fonjtanter
T

e
e

=

Lemperatur.  Bezeidhnet man den verdnberlichen Horizonfalabitand
bon O mit x, jo 1}t die jugehirige Hibe ftetd y = =

[106) Als brittes Beifpiel diene bdie graphijdhe Darftellung des
JNewtonjden Gravitationsgefesed. Nady diefem ift die gegen:
jeitige Anziehung sweier Himmeldforper umgefehrt proportional dem
Quadrat ihrer gegenfeitigen CEntfernung. Befindet fidh 3 B. bie
Sonne it O, die Grde in A (Fig. 87), und ftellt A B die Grife
der gegenfjeitigen An-

stebung fiir die Ent- Fig. S7.

fernung OA dar, fo

ift diefe fitx die halbe '.
Entfernung 0C vpiex-

mal jo grof, fiix bie

doppelte  Enifernung ,
OF ber vierte Teil. | &
Sept man alfo 0A |

= 1, und einen be:

{iebigen Horvizontalab-

jtand = x, o ijt bie

sugehdrige Anziehung

burd) das ‘i_"L"IIr,f=‘!'iJ S &
su peranfdauliden. o C A 2 =
Auch bhier ftellt bie

dliade swijdhen  Ddex

Surve und der Horizontalen eine Axbeit dar. Um 3 B. dent Erdball
aus der Enifernung OA in die Cntfernung OF zu verfeben, miifite
man eine Avbeit leijten, die dbuvd) die Flade A EFB dargeftellt wird.
[Die Arbeit, die notig fein tviivde, die Crde aud der Cntfernung 0.4

m unendlicge Entfernung zu bringen, wird durd) dad von A4 aqug




36 Grite Abteilung: Geometrie der Geraben und ded Rreijed.
6i3 ind lnendliche fortgejeste Diagramm Ddavgejtellt wnd al8 bad
Potential fitv den Punft A begeicynet.]

107) Man erfennt, dap fich durch foldhe Diagramme jchivterige
Dinge mif‘ eintfache et veranjdaulichen lafjen. Man begeidhnet den
Horigontalabjtand bom Unfangspuntte al8 Abjcifje, den Bertifal:
abftand ald Orbdinate. Beide tragen o) den gemeinjhaftlichen
Namen Koordinaten. Um jedod) den mathematijchen Berhaltnifjen
nod) allgemeiner zu entjprechen, lagt man aud) negative Abjcifjen
und Orbinaten ju, und zwar find die erfteven nad lints, die lebterven
nad) unten gerichtet.

b) Die Koordinaten von Punften.

4

108) Sn Fig. 88 hat der Puntt A die Koordinaten » = 3 und
=13 "'J.Bunf'r B hat @ = — 1, y = 2; fiir Den Punit C ijt
p=— — 2 g=— 1; fitr den Punit D ift 0 =2, y = — 2.

Diefe Puntte liegen

Fig. 85 ber Neihe nach tm 1.,

W 2, 3. und 4. Oua=

3 : branten ber Ebene.

o Den  lepteren ent-

: fprechen, toie in ber
Trigonometrie, Der

= e ' Reihe nad) die Bor-

K i N L e — =
== =T R 7 A ol Ry

= ; bont — oo nad) + oo

€= i S : gehende Gerade K L
S heifit die X-Udhfe,
| die ebenfalld bvon
o RS — oo nadj -+ oo
M gehende Gevabe M N

pie  Y-UAdhfe desd
Qoorbinatenfyftems. O Beigt Der Nullpuntt ded lepteven. Jedem
reellen Roordinatenpaare =, y entjpricht ein beftimmter Puntt ber
Ebene, deflen Duabrant fidh aus den BVorvseidhen ervgiebt. Umgefehrt
entfpricht jebem TPunfte der Gbene ein veelled Koordinatenpaar.

109) Die Koordinaten 2 und y beseichret man af3 die Cavteji-

ihen Koordinaten, nadh Dedcarted ober Cartefiusg, der fie juerft
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aufgejtellt Hat. Da man die Lage von A aud) durd) ben Rabdius
0A = r und den Winfel HO A = « darjtellen fann, ebenjo die Lage
pont B burd) den Radiud OB = » und den Winfel HOB = «, die
bed Punftes ¢ durd) ben Radiusg OC = r und den itberjtuntpfen
Winfel HOC = «, und endlid) die Lage von D durd) den Rabiud
0D = r und bden iiberfumpfen Winfel HOD, fo hat man aud) »
und « al8 Koordinaten eingefiihrt, die jogenannter Polarfoordinaten.
An fedem der gemanuten Puntte erfennt man, daf swifden den Cartefi:
jden unb ben Polarfoordinaten folgende Beziehungen ftattjinven:

1 i @€ i

S e f : e i
p =+ "+ y°, tanop= ~, CoSe== . Blneg= , .

+Vaty* i A

T =rcosa; Y=—7rsinou

Das Borzeiden von » wird ftetd pofitiv angenommen, der Wedjfel
per Borseichen ird den goniometrijchen Funftionen iiberlafjen, und
swar in derfelben Weife, wie in der Trigomometrie.

110) Yujgabe. Jwei Puntfte Z, und Z, haben die Roordi-
naten @, —a,, ¥ ="0;, Hy=ay, y,—0b,. Wie lauten bdie
Qoordinaten ded Halbierungdpunfted ihrer Verbindungs-
[inte?

o, - s b, + by
i 2

Aufgabe. Die Verbindungslinie derjelben Puntte joll
pon Z, aud im Verhaltnid 3:2 geteilt werden; wie lanten
bie Roordinaten ded Teilpunttes?

Aarum ?

Auflojung., o

|
I

i 3 . D¢
uflojung. »=a, + - (6, — ) =

: 3 3 0y

y=10b,+ 5 (bg— b) = —"2T—2.

LY B

Allgemeiner giebt die Teilung itm BVerhaltms =, : ny bie Qoordinaten

Mg @y + My s ne b, -+ m, by
he '?'!;.l_—-{:-i'a:_. i n, -+ ny
a i o v . % i —_— e L T, o
Die entjprechende dufere Teilung giebt & = ——————,
T 2
— g b, 7, Da : g 2= i
i = = '+;~; 172, (BVergl. harmonijche Punite.)
> n, — N s ’

I

111) Aufgabe. Drei Punite Z,, Z,, Z; Haben die Roordi-
naten a,b;, ayby, azbg. Weldes find dbie Koorbinaten ded
Halbierungspunttes H, der Geradben Z,Z;; und wie Heiffen
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bie Roordinaten desd Punftesd S, der die Geradbe Z, H, im

BVerhaltnigd 2 :1 tetlt?
T . RS as + a,
Nuflojung. Die Koorbinaten von H, in Fig. 89 find z = =——

3 g +— @
s bgy 12—
o0y - iy : _ G 2
uth g = 2= Pie Koordinaten von S nd x = S
2 2 1
1
B A o !
a, + a, + a, En 2 b, + b, 4+ b
— = —_ - . = - —————— F—— = =
3 foyss Ricla 3

Bemerfung. Dasfelbe Rejultat findbet man, wenn man 7, H,
und ebenfo Z,H, im BVerhiltnid 2:1 teilt. Die drei Mittellinien
jdhnetben fid) alfo in eimem SPunite, dem Puntte mittleren Abjtanbdes

port den (beliebig gewihlien)
&ig. 89. Koordinatenadhfen.
Nimmt man einen vierten
Z, Punft Z, dazu, und teilt
. man SZ, im Verhdltnis
i ISAE S BN 3:1, jo bhat der Teilpuntt
e s e\ bie Roordinaten

i alSE \ t, + a, + a, 4+ a,
| e ZI e 2 ;
| e \ 4 ¢

Bl TNz by s b S B B

| | i | = | Ti] ke ) = :

ﬁi = I ot RSN 4
| Der neue Teilpuntt ift
aljo ebenfalld3 ber Punft
mittleven Abjtanbed. JIn dhnlicher Weije fann man fortfahren. Die
Neihenfolge Der Ronjtruftion ift dabei bollftindiq gleidgiiltig. Man
echilt jo ben Sdywerpunit von 3, 4, 5 ... gleid) fdhwer zu
penfenven Puniten ber Ebhene, der alfo der Punft mittleren Abftandes
bon Deiden Acdhjen 1t

112) Aufgabe. Bwei Punfte Z, und Z, Haben bdie
foordinaten v, =a,, y, =20, v, =a,, y,=b,. BWie lang ijt
ihre Berbinbungdlinie, und welde Neigqung befiht jie?

Auflbjung. 2,72, =1 (a, — a,) + (b, — b,)>. Die Neigung
by — b,

beftimmt i) qus tane =
? dg — 0,

113) Uufgabe. Wie grof ift der Inhalt Hed Dveieds
£y ZyZg, tenn die Edpuntte bdie Wbjcifien a,, a,, a, und die Orbdi:
naten b, by, b, haben? (Fig. 90.)

e
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Nuflofung. gig. 90.
F'— A /A, Z 7,
o Z
+ Ay 4,72, 7,4 N
— A A 7.7,
T i . '
= 5 (45— @) (b, + bg) - e \
a0 B
- {i.f.f2 —_— .rrlj If(lr,r,_J —‘!—- ) :I I | . 7z
i ' | ?
= [((ty—a,) (by +b,)
+ (4 — ay) (b + by) - e L R A A 3
4 {”;‘. — &) {i"-l'.':_:_ ’!‘1] -

Bemerfung.  Fiiv
pent Fall, dap die drei Punfte in einer Gervaden liegen, ift die Fldde
gleich Null. Die Bedbingung bdafiiv, da die Punfte Z, 7,7, in einer
Geradben liegen, ift alfo dburch folgende Gleichung gegeben:

'-r,-_”i e "‘-’;-:I}'-I’J " "l-’-l} == (.‘f’:: = ”;'s,‘.:'[..“z +b;) -+ i:"‘r:] == ”!h}{.’i’;s + b)=0.

¢) Die Gleidung erften Graded und die gerade Linie.

114) Der geometrijhe Ort aller Puntte, fitr twelde die Gleihung
x=a gilt, ijt eme Parallele gur Y-Achje in der Entfernung 2 = + a.
Symmetrijd) dbazu liegt die evabe, fiir deven famtliche Punfte bie
Gleiung © = — a gilt. Der geometrijhe Ort aller Puntte, fiix
welde y = b ijt, ijt eine Parvallele zur X=Adfe in dber Enifernung
y = —+ b. ©Symmetrifd) dagegen liegt die Gerade, fiiv deren Puntte
pie Gleidung y = — b gilt.

Der geomefrijhe Ovt aller Punfte, fiir welde die Gleidhung
y = @ gilt, ijt die durd) den Nullpuntt gehende Gerade von bder
Jeigung 45% bdie alfo den 3. und 1. Duadranten durd)jdneidet.
Der geomefrijhe Ort aller Punfte, fiir welde bdie Gleidhung
y=—a gilt, ift die dburd) den Nullpunft gebende Gerade von
per MNeigung 135° ober — 45", Dbie alfo bdurd) den 2. und
4. Quabdranten gebt.

Der geomefrijhe Ort aller Punite, fiir welde bdie Gleidung

1 : ! ; & ;
;: = tane oder y = x tana qilt, ift die Gerabe durd) den FNull:

punft bon ber Neigung «.
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90 Grite Abteilung: Geometrie dex Geraden und Des fretjed.

SRan nennt die betveffende Gleihung ftetd die Gleidung dev
Geraden, und man foridt der Riivze Halber 3. B. von ber Geraben
r=ua, y="0b, y==u tan o

Sig. 91 i f. .

115) Hufgabe. Cine
®erade fdyneidbe auf der
X-Adhfe das Stiid

D ' ¥y 00C=—aua (L\bcr CO=-+a)

ab, auj ber Y:Ad)je das

Stitd 0D =b. Wie lautet

. ihre ®leidhung? (Fig.91.)

e = Nuflojung. Man fille

NS s R von etnem beliebigen Puntte B

! der Geraden €D bad Lot B A

auf dbie X:Ucdhle und fjese

0A =z unh AB=y; dann ift ACAB~ACOD, aljo AB: 0D
—=(CA:C0, 0. 8. y:b=(a+ 2):a Daraus folgt

5

Y = :: x4 b ober (: = B ;: = 1
als die Gleichung ber Gerabden, die beiderfeitig ind Endlofe verlingert
au Denfen ijt.

Bemerfung. Die Gerade, die von der X:=Udje 0C;, = + ¢,
port Der Y=UAchje OD = b abidneidet, liegt jhmmetrijd) gegen bdie
porige in Bezug auf die Y=Adfe. Jhre Gleichung ergiebt fih al3
o Y
a 6 b L

Mige nun a und ebenjo b pojitiv oder negativ fein, eine
®leichung der lepten Form ftellt jtetd eine Gevade dar, die bon den
Qoordinatenadhfen bie Stiide OC = a und 0D = b abjdneidet.

116) Nufgabe. Was ftellt die allgemeine Gleidung
erften ®rabed ax + by =c dar, wo a, b und ¢ veelle
®rigen jind?

Auflojung. Die Gleidung lapt fid) jchreiben

o P = 1=

c ' e s
(r}) ( b }
o - . = B n e . “§ . c o - g e e Tl
fie ftellt aljo ftet3 eime Gerade dar, die von ber X:=Ud)je bas Stiid =

y = g G - L » . v o
pont Der Y-Udpje baz Stitd — abjdneidet. Die einzige Vedinguug
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it daB « und b nidht gleichjeitig ver{hivinden diirfern, benn fjonit
foitvden  beide Abjdymitte umendlih grof fein und die Gerade ganj
in pen unenblichen Beveid) fallen.

117) Aufgabe. Wie lautet die Gleidung einer Geraden,
pie von der Y-2Acdhje das Stitd b abfdneidet und die Neigung
¢ hat?

el Ve N e A 2 1 ,
Auflojung. Jn FHig. 91 1yt 0 ,; = tan &, aljp - .:;_ - = fanea

ober y — wtan e -~ atane, alfo, da atane="0 ift, y =wtana 4 b.
Beseihnet man tan o ald Ridtungsfonjtante mit 4, fo lautet die
®leidhung y = Az 4 b.

Der Aufgabe, zivei Punfte durd) eine Gerade ju verbuden, ent
joricgt bie folgenoe:

118) Nufgabe. Wie lautet bie Gleidung einer Geraden,
welde durd bdie Puufte Z, und Z, mit den Koordinaten
by =y, Yy ==by, ¥ =10y,

Yy = b, geht? it

Nuflojung. InFig. 92

ift A Z,ED ~ A Z,GZ,

folglich D
ED __ GZ, | 7z 2
ZE Z G - =
ober 7 !“
; J’ = ?':e F)! ! L r; 1L
o — a, g e — Oy " l__,
ober | ! |
; e ik by — by - = e
e =Ll | s |

Mt Hitlfe andever dhn-
flicher Dretede findet man
gbenjo
¥y — b — b, — b, y — b, y—2u

- und ebenfo =
& — s — T — dy T o— a,

119) Der Aufgabe, durd) einen gegebenen Punft eine Gerade
bon gegebener MNeigung o zu legen, entjpricht jolgende

Nufgabe. Wie [autet die Gleidhung einer Gervaden durd
pen Punft Z7 mit den Roordinaten a und b, welde die
JMetgung « hat?




092 Grite Abteilung: Geometrie der Gevaden und bed Rreifes.
Auflojung. Die entfprechende Figur ergiebt

= tane Dpber y— b= (r — a)tanec.

\

120) Yufgabe. Unter weldem Wintel dneiden fidh die

Gervaden y = A,z b, und y = A,x + b,¢

Nuflofung. Sie jdueiden fich unter einem Wintel y, der gleid

ver Differenz ihrer Neigungswintel ift, aljp unter y — o — o, WO
fih oy aué A, = tan ¢, und , aud A, = tane, beftimmt. Jun
; ; tan ¢, — tan ey 2y Lo
ift aber tany —tan (¢ — @) =+ * aljo Deftimmt fjid
T o el 2 1 - tan ez, tan o, ' ] 1 2
y aud der Gleidhung
; A, — A,
ANy — —————
A A A
Die Qnien jind parallel, jobald A, = 4, ift, wad tany = O giebt.
St dagegen der Nenner ded Bruches gleich Mmll, d. §. 1+ 4, 4;3=0
pber A,=— — —-, |0 WD tany = oo, p. ). y =90, und bDie
gt |
Gevaben ftehen aufeinander fenfvecht. OGlfeidhungen bon bder Form
y= Az b und y = — —- -+ by ftellen alfo ftets Gerade dar,

A
bie aufeinander fenfrecht ftehen.

121) Uufgabe. Gegeben eine Gerabe y = Az + b und
ein Puntt a,b,. Durd den lehteren eine Gerabe ju legen,
pie auf der erjteren jenfredt jteht. Wie lautet die Gleidung
ber gejudhten Geraden?

prM (! L 1 % -
Huflejung. = - —— ., ober y— =

122) Aufgabe. Wo [dneiden jidh dbie beiden Geraden
a,z + by = ¢ und agx + by = ¢3¢
Hufldjung. ©3 Handelt fih um dven gemeinjdaftlihen Punit
der beiben Geraden, d. §. um dad gemeinjdhaftliche « unbd y der beiden
Gleichungen odber, wad dasjelbe ift, mm bie Bejtimmung von « und y
and den beiden Gleihungen. Die Lofung ijt
by, — b0y G — 4 G,

e, Y ==

a; by —a,b,’ ay b, —a, b,

Gbenfo fdneiden fidh) die Gevaben y = A, 2 b; wd y= A,x 4 by
in bem Puntte
by —b; A b, — A, b,

r— A iy =

A — A0 Y A — A,
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e : " P " ; 4 5 g
Die Geraden — + -=1 und — + -~ =1 Jdneiden fi) ebenjo in
a, /5 a, by
II\I r';_J_-':.I;, — F,\ I’I'-l I'l-'., Iiff. — f{.,-’
- — — = 5 ,rJl S = = o
Ty ?J — @ 'rj-_' . I;f’:! L bi g

123) Bemerfung. Sind a,a 4 by =-¢c, md a4 byy =rc,
die Gleidungen weier Gevaben, multipliziert man die exfte beiderjeits
mit einem veellen Faftor me, und bdie iveite mit einem Faftor my,
und adbiert man bdie linfen und ebenjo die rechten Seiten, fo entjteht
etrie newe Gleichung von der Form

o(my g 4= moay) -+ y(myby + mydy) = mye;, + mye,.

Da diefe Gleichung duvd) blofe Umformung aud bden beiden erften
entftanden ijt, giebt {ie mit jeber berfelben ald Lojung dbasdfelbe = und 4,
wie jene beiden. Alle brei durd) die Gleidhungen dargeftellten Geraben
gehent alfo durd) eimen Punft. Folglich:

Hat man drei Gleidungen erjten Grades, und ift die
pritte Gleidhung eine biofeFolge der beiden anderen, jo gehen
dbie drei durd fie bargeftellten Geraden durd einen Bunft.

Gehen umgetehrt die dbret Geraden durd) einen Punft,
jo ijt die Gleidhung einer jeden eine blofe Folge der
Gletdhungen der beidben anberen.

124) ufgabe. 3u beweifen, dap die Hohen cined Dreieds

jid) in einem Punfte jdhneiden.
Auflojung. Die Koordinaten der Edpuntte feien a,, by, ay, by,
e y e ; S e =i
as, bg. Die Gleidung der Gevaden, die a, b, gegeniiberliegt, Hio=—-
ohs = Log

b, — b, G o AT . L :

= A, dad von a,b, auf dieje Gerade gefdllte ot bat
Rt 2 it ; 1 a, — a,
aljo die Richtungsfonjtante 4, = — B
*F T b g — Uq iy .l: > \ i 7 )
ift Demnad e e e oder w(ag — ag) + y(by — by)
= (03 — @ dy + by by — b by. Ebenfo find bie Gleidhungen bder

anbeven Yote, wie jdon bdbie Vertaujdung der Jnbiced zeigt,

(Y]

eine Gleichung

_. N ; .
.-"l._l'{I —= Og == fIJ] = ,'rl:jl = Qyly — @als T L;:Ll - '!rj';z'llr,._r

@t — a;) + y(by — by _\] = 30 ayay + byby — byb;.

Da man durd) Abddbition and den beiben erjten Gleidhungen die
britte erhdlt, jo geben bdie brei Geraden dburd) einen Puntt.
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Benerfung, Cbenfo fann man geigen, pafy die Mitteljenfrechen,
bie Mittellinien und gemwiffe Gdtrandverjalen ded Dreiedd fidh in
einem Punfte jdneiden.

125) Hufgabe. Durd) einen Puntt ab gehen bie Geraben

9y — b iy — b :
— = A =tano, und 4 — A,=—tanao, Wie lautel
r —a x— a 3 2

bie Gleidung der Wintelhalbicrendent

S o K P &, - 0 s B
Auflojung. Jhre Neigung ift entweder —— * (mittleve Jergung)

o, -+ o, e T i o, + o,
pber ———— + 90°. Die ®leichung aljo 1t i - U=tzm : z :
y — b o g e - ryicde i oL
obex ‘f o= cot — _i— :. [98ilf man bie Feigung mit Hiilfe
(44 (149
tan - -+ tan -2
o, ) w, + oy 9 %
oer A quabriiden, fo febe man tan — = -t und
J s oy G
1 —tan _tan =
:"('I
2 tan r 3
= - 2 e : €, —14+VY14tan® a,
{eite aug tan e, = - — pie Formel tan -~ = = '
1 tan? o 2 tan o
= Lk

€3

— 14+ ¥14 4,* =
== =L S BT v |

d) Die Gleifhung des Kreifes.

126) Jft der Rreiz mit Rabiug » = ¢ um pent Nullpuntt des
Qoordinatenfyjtems gejchlagen, fo gilt fiiv jeven Punft zy ded Kreifes
vie Gleidung o® + y*= . (Fig. 93.)

-\'\i‘g. Lk .\; [ b
R ;”
o 3
—— J.ﬂ’ \.\r.—;
-2 e
-// = & 4 / N\
7 :
/ ' = !
| N\ b |
~ N |
£~ 1\ ; |
'lf I‘: 4 IJ"\
----- i e e : Sl
\ [ i
W | ! | i
~ e K7 =
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127) Qit er dagegen um einen Punft mit den Koordinaten a, b
gefhlagen (Fig. 94), fo folgt fiir jeden Punft zy des Kreifes

MA?+4 AB?= ¢?,
Doer l\f = rg:;-'-’ -+ (y — b= ¢
Sdreibt man bdajiiv
o'+ oy — 2ax — 2by + (® 4 0*— ) =0,

fo bedbeutet der eingeflammerte fonftante Ausdruc, wenn ber MNull:
punft ded Roordinateniyjtems
auerhalb des freifes liegt, dad
uadrat der vom Nullpuntte
aug gezogenen Taungente, denn

£ ) Y - - g
Plem=e®— ¢*=q* 4+ b — ¢".

g, Ja.

(Fig. 94.) Liegt dagegen O S
innerhalb ded Rreifed, wie in '
Fig. 95, fo ift a® 4 b — &

g 8 \= ¢ .--_' '
;-1“) e —— {2-) - alfo \ I v b J

3

A i % [2i
gleich dem mnegativen uabrat N R

der Balben Hirzejten ©elfne Nt

ourd) 0. Jn betden Fillen ift

a® 4+ b* — ¢ bie frither er-

flarte Poteny ded Jcullpunites

in Bezug auf den RKreis. (BVgl. UL[hnitt 87.) Bezeidynet man fie
mit P,, jo fann man bie Rreidgleihung aund) jdreiben

s -~ IJ,{;: — 2qx — 2by - P, = U

128) Hufgabe. Gegeben ein Kreid um ben Punft a, b
mit bem Radind ¢ und eine Geradbe von der Gleidung
y= Ax + b,. Wo jdneiden jich beide?

Auflofjung. Beftimme = und y aud den Gleidhungen

9 (] & ~ 4 2 (s -
Bt —— AN — Z_)Jf'JIJ_f —|— a* + b — "= 0,

Y = Ax "'J" FiJl.

&3 ergeben fih stvei TWerte, die entiveber reell ober imagindr
find. Ausnahmsweife tonnen fie auch in einen zujammenfallen. Dem
entipreden bie Falle ded Schneidensd, ved Nidtichneidend und des
Beriihrens.
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129) Nufgnbe. Wie lautet die Gleidung der Tangente
in einem Punfte z,y, ded mit Radiud ¢ um den Nullpuntt
gefdlagenen Kreifes?

Wufldjung. Dev zugehorige Radiud hat bie Richtungsfonjtante
0

A =tana =

o
1

biec Tangente aljo bie Ridhtungdlonjtante

1 2

it B s
gig.. 36. Shre Gleichung lautet aljo
Y Yo T o
= T — X A i, !

= pher

d - L e |J”|' ”l_l
f Vi 2 : Da aber ,,-Jf -+ ¥ =
!'. = 9= | ~_ ift, fo lautet bie Qleidjng
i - einfacdher xx, + yy, = €.
S ; S Bemerfung.  Die
S Tangentengleidung  laft

fih demnad) unmittelbar

aud bder SKreidgleidhung

xx - yy = ¢ ableiten,
inbemt man einem der Faftoren x und emem Der y den Jnder 1
beilegt.

130) Aufgabe. Die vorige Aufgabe fiir einen um bden
Runft =a, y=1=0 gejdlagenen Kreis.
Die vorige Methobe ergiebt ald Tangentengleichung
(x—a)(#g,—a)+ (3 —10) (y — ) =,
wasd fich ebenfalle bequem mit ber Rreidgleidyung
(2 — a)(z — a) + ":.” — ."a;_: f\j;_a — .i‘.:_g. —ht
in Beztehung feben lakt.
131) Uufgabe. Wie lautet Die Gleidung der Polave eines

innerfhalb (ober auBerhalb) ded Kreifes 2° 4 o* = ¢ liegen-
pen Punttes xy,?
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Huflojung. Man bilde in Fig. 97 auf dem u 2, ¥, gehorigen Radiu g
ben veciprofen Puntt zyy,. Hat der erftere bon O bdie Entfernung e, jo

g : - 0 iy OV e e .
Dat Der andere die Entjernung - Demnad) it 00— 70 = 5 WD
J )

O 0 t
&)
g o @ e W 52 o z. o? T
ebenfo — =5, =t=-L  qlfo »,="1 yo— Lo . Der
s c* Uy o ' £ R L &
T < . an s 1 v ; " :
Rabdiug Hat die Ridtungsfonfante 4 = 7 die Bolave alfo bdie
: 3 i .
- e 1 il e Hsse Vi 5
Ridhtungsfonfjtante — i Jbhre Gleidhung ijt aljo
Y s iy = :
I Tt g
pber =
WYy — ¥ Vs \;
= — &I, ~J|— &, Ty |
oDEr e :
ry, -y Y S N "‘\
g | el | v ¥ |
| .-"l _JI)J e \
= Fy Ly ST Y ls- / | L~ \ \
= Ere = — ___A;’l/__'_ ___ll__—____\_\,_
Sept man fiir o, und i, D . .54 TN
¥, die oben bevechneten / A
T - 2 % f
Werte ein, o geht N ,
die rechte Seite itber S
i A= et s 5
in = {I':J—' ¢® oder

in ¢, und e ergiebt
fich iwie bei der Tangente, die Gleidhung

xx, + yy, = -

(Fitr denw Fall, dbaf der Punft auferhald liegt, gilt Ddiejelbe Ent:
widelung. Bur Ubung foll unten nod) eine andere gegeben iverden.)

132) ufgabe. Wo {Gneidben fid) die beidben Rreife (v —a,)*

- !'-_-:_,f — !'lrL).: =i und (z — [ :I'-’—f— |j"|;; — b, M st ¢
Huflojung. Die Gleidungen lafjen jid) jdhretben

E ¥ 4yt — 2,0 — 20y + Py =0,

A = = g - Qa,w — 2byy ~J- P, = 0,

o P == “,J.-r _;-__ J.-_;z = f,]: und I’:_, e "-.:3+ hf'_' =7 I"._.:1' {5 r-?-!li'l{l_]

Subtrattion exhialt man die Gleidung exjten Graded
5. 2x(a, — a,) + 2y(b, — b)) = P, — P,.

T -
o O

Solzmitller, Mathematil. IL. 2. Yujfl. i
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Dies ift die Gleichung einer Geraden. Da fie aber aud ben beiden
anderen Gleidungen abgeleitet ift, jo ift die Gleidjung eine burch bie
Sdnittpuntte der RKreife gehende Gerade, d. h. die Gleihung der ge-
meinj@aftlichen Sefante (Potenzlinie). Aus bdiefer Gleidhung und
einer Der Deiben exfteren find die Roorbinaten z und y der betdben
©dnittpuntte su berednen.

133) Was bedeutet aber Gleidhung 3., tenn die Kreife fid) nidt
ichneiden? BVermutlich wiederum die Potenglinie, d. h. bie Linie gleicjer
Tangenten. Die Gleichung ‘)15‘191 Linie qumni mf] Tnfqanhcrnmf)m

St Big. 98 it ti=e2—c¢i=(r— )+ (y— )" —
Hitr b “\m ,]mmiul Rreisd um“w
ks o ebenfo 1,2 = 1; — )’
Ak + (y —by)* — ;. ©oll
B nn #, = 4, fetn, jo ift
D ; o -
i \1\ i ) + I-_u -1, __5-"'
f M) j 1 A,
\ / Dber
| \ / g :
S hes 2 4y — 20,0 — 20y
\“‘H___ r_ - | 9 g
| i | + (a4 b2 — )
_""G'E T R T A T JI— la_;s -2 A% — 2 Fri if
P 2 2
| d= e+ b — )

ober mnad)y PHebung Dder
aleichenn Glieder und bet Cinfithrung der Bezeidhnungen P, und Fy
: ' e ) 1 2

e (e¢y — a3) SE T I.E.l1 — b)) = _:""] f’z.

Demunad) ift die Gleichung 3. audh im Falle ved MNichtichneidens bie vex
Potenslinie ober der Linie gleicher Tangenten. Alfo:

Durd) Subtraftion erhalt man aus ben Gleidungen
sweier Rreife ftets die Gleidung dber Potenzlinie.

184) Dap die Potenlinien bdreier Qretje ftetd bdurd) einen
Punft, dad Potemzcentrum, gehen, ergiebt fid) aus folgenber Be-
tradjtung: Sind a,b,, agby, a3bs die Kreidmittelpuntte und ¢, ¢, ¢
bie Rabien, o find die GSI'L‘icT;nnguu per Potenzlinien:

(u, — as) + 2y(by — b)) = P, — By,

elm i R
2a(ag — ay) + 2y(bg—b;) = Py — Py .
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Durd) Abdition erhalt man ausd den Deiden erjten Gleidungen bdie
oritte, folglid) geben die drei Geraben durd) einmen Punft.

135) Aufgnbe. Wie lautet die Gleihung der Beriihrungs:-
fehne (Bolave) zu einem auBerhalb ded Rreifed «* L o2 = ¢
liegenden Punite x,2,7 (BVgl. 131.)

QIuiln]ung Das Quadrat der Tangente ift, wie frither, 1* = e* —¢?
=" + 9" — & Der mit ¢ um z,y, gejdlogene Kreid hat alfo
vie Gleidhung (v — )2 + (v — 9)? = * = x> + 9,* — & ober,
wenn nan die Klammern audrediet wnd einiqed hebt:

] 1 «) - -~ 2
e e 21 R fl.',fl.f_,fi - — L.

(ot
2

Der gegebene Kreid twar aber

P S | s a
-y =,

purd) ©ubtraftion erhilt man bdie Gleihung der gemeinjcdhajtlichen
©ebhne beiber Rreife, d. h. die der gejuchten Beriihrungsjehne, alfo
202, + 29y, = 2¢* oder, tvie oben

e, _I_ Yy, = o2

36) Bemerfung. Samiliche Punfte der fenfrechten Geraden
@, = @ _mb:u, venn y, die verdnderliche Orbinate bebeutet, in Bezug
auf den unterjuchten Kreid Polaren von der Gleidhung

o €8 —i— YYp =— ¢
= : : ; o Ci 5
Sept man hier y =0, jo Wwixd xa = ¢* ober & = o Folglich:
Die Polaven famtlider Punfte der Geraden »;, = a gelhen
purd) pen reciprofen Punft v, = et (Was geometrijd) von diefer
Gevaden gilt, gilt von jamtliden Gerabden.)

37) ujgnbe. Wie lautet die Gleidung der Polave zu
gliem “u[ml‘h zyy, in Begug auf den Kreid (z —a)* 4 (y — b)*
— A 8

Die nac) obiger WMethode ans gufithrende Recdhnung fithrt auf bie

(é'aivitl,nmq
a)(@,—a) + (y—b) (3, — b) = &,

bie mieber in einjadjer Beziehung zur RKreidgleidhung

r_..J.' e I"E._‘.I '| — 1) --|— I"_.n’,f -— f;} I‘\.lj — b)) = =
r +
jtebt.
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