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Grite Abtetlung.
Geomefrie

der Gevaden und des Sreifes.

L lowngen am Breisvieveds wnd am vegelmiBigen Dieledk.

1) ©af Des Plolemaus.®) Jm Sehnenbviered 1ff dasd
Rroduft der Diagonalen gleidh dber Summe ber Produite
aug je swei gegenitberliegenden Seifen.

Beweis, Die Seiten de3 Sehnenviereds A BCD in Fig. 1 feten
a, b, ¢, d, die Diagonalen 4C uno D

jollen mit p und ¢ Dbezeichnet twerden. gig- 1
Qegt man den Wintel BDC =  als ey 2
ADE an AD an, dbaun ift A BCD S LN es
; e B /3 AN N
~ A AED (warum?), aljo — - SR
: bd 5 o f &y ) e
umny AR = . Q.(IH_EE'L"DE'I]T. 1)t [ /f . ! A
q | ' ' N\
ADEC~/ADAB (wacum?), folglich | /4 2 G o
EC e ; ae S f' i = | fl.‘ Nef
= — unp HC = . olgld s o | S
q q ' ~ fiee
W : e ae -+ bd e
ift AE+ EC—p—=—"— und o
. . q e e
P = e —!— Eiffl, = _'_'_:J';’”

2) Folgeruugen. Sept man dad Dreied ACD umgefehrt
auf AC, fo dbag C und A ifre Stellen vertaujdjen, jo entiteht ein
Selnenviered 4 BCD, mit der Seitenfolge abde. Die Diagonale p

# Der Sap wird an erfter Stelle durdhgenommen, um gegebenenfalls
bei einem Parallelfurjud der Trigonometvie jofort Anwendung su finbden.
atif. TL. 2.9l 1
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2 Erjte Abteilung: Geometrie der Geraben und des freijes.

bleibt, an Stelle bon g aber tritt eine newe Diagonale £, und jebt
gilt bie ®leidung pt = ad 4 be. ©Geht man in diefem neuen
Rieved dad Dereiet BCOD, umgefehrt auj BD,;, fo entfteht ein Sehnen-
viered ABC, D, mit der Geitenfolge adbec und ben Diagonalen ¢
und ¢, fo d9af gf = ab 4 cd wirb. Durd) Divifion folgt aud den
beiben lepten Gleidungen der Sab

» ad -+ be

g ab-tcd
Auf dad urfpringliche Bieved itbertragen lautet er in Worien:
Sm Sehnenviered ift ber Duotient der Diagonalen gleid
vpem Quotienten der Summen aud den Produffen je weier
aneinanderftoBenden Seiten. (Die Reihenfolge ift fo zu nehmen,
baf jeder Diagonale Seitenpaarve entjprechen, die mit thr in denjelben
Buntten zujammenitofen.)

e L : S e Vo A abe

[©ap 1) Lipt fich aud) mit Hiilfe der Dreiedsjormel™) F'= - =

betveifen.  Nach) diefer ift der Jnbalt bded Sehuenvieredsd jowoh!

b adyg heg . : abp L r"af‘JJ: . o ; o

== T -+ -L-rj , alg aud) F = — ; -+ o L bag p(ab -+ cd)
e =T s

— g (ad + be) ijt, was der obigen Gleidjung entjpricht. ]

Durc) Multiplifation und Divifion exhilt man aud den Gleidhungen
e P : —~y
fiir pg und 1; Fovmeln gur Bevedynung von p und g aud den Seiten,
ndmlid

(@e -+ bd)(ad -+ be) 5 (ae -+ bd) (ab 4+ ed)
< a3 .
ab -+ cd o

p =

ad -} be

Bemerfung, Man fann dad Sehnenvieved aud) in den Retfen:
jolget ABDC und ACBD f[efen. Macdyt man bei diefen gefreuzten
Bierjeiten diefelben geometrifchen Betvadtungen, jo findet man Formeln,
oie fich ausd den vovigen ohne weitered auf avithmetijchem Wege evgeben,
nimlid

bd = gp ac, ac= pqg— bd,
b  gqa—pe a qgb — pd
d 3 pa — ge' el pb — gd

Aug p (ab cd) = q(ad 4 be) folgt 3 B. a(pb — qd
Aus p (al 1) = q(ad ) folgt 3 %B. a(pdb — qd
= (r'ﬂ; . l.rir_?j.]

[8) Uufgabe. Den JInhalt eines Sehuenviereds mit ben
©eiten a, b, ¢ und 4 ju beredhnen

) Bergleiche unten Abjdhnitt 9.
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I. Ubungen am Sreidviered und am rvegelmdpigen Bielec. 3

Yuflojung. Man denfe fich zwei Gegenjeiten bes Sehnenviereds,
2. B, a und ¢ in Fig. 1, bid zu threm Scdnittpuntte K verldngert.
Mit Hiilfe der Gleihung KB - KA = KO- KD it fih dbann die
J(Gnlichteit der Dreiede KBC und KD A nadyweijen. Die Fladen
beiber Dreiede verhalten fich, wie die Quadrate von b und 4, folglic

= e IR ! ppC ) e T A > == ; =

it AKBC=/AKDA-—, aljo it Bieved ABCD = A KD A
i i ' b3 e i — b* SRy,

— ANKBC=/AKDA(1 — ) =AKDA -+ Gebt man
4 a? v

KA =2 und KD =y, jo 1t

¥

KA = > 1, (x —:— Y =1 il ;: L= =) |:_‘J' — Y )\ —I-- ! r_f:'.
Wug b:d=(x — a):y folgt 1) de — by =ad, aug b:d
— (y — ¢) : & folgt 2) dy — be = cd. Durd) Adbition folgt aus

pen Gfeichungen 1) und 2) d(x + v) — b(z + y) = ad + cd
ober (2 + y) (@ — b) = d (a + ¢), durch Gubtvaltion Hingegen

| I
d(z — y) 4+ b(z —y) = ad—cd oder (x—y)(d+b)= d(a — c¢).

= 0 o st d{a + c) . SR d (a0 — €) 1
©o ergiebt fih ¢ + y = Sy unh 2« o= Spal aljo
: d(a -+ c) : a =
A el IR ol A sl = = - =
c 4y A d=—— e e (@4 ¢+ d+ b)
uny o == (& — ) o e .l' = — (d - b —+— a—+ c)
A\ : e a4 b~ /

Cinfepung in die Gleidung fiiv A KD A giebt
AKDA

R A o R : = ot ‘\. R
= [/ (_E.__b(;g—‘l;_-—'-- d— .JJ_]{E“{J[(_!- Lo— .r;,—?;._]{f_a_bl.\d-;--h--r (1 -r"]-*-’-i- b 1\”‘—}-'{!-— t=-c)

iy /7 - o ; z : 7 -
P Y(—atvtetda—bFetd)(atb—eta)(atotc—a).
Folglidh ift Bieved ABCD

al—p2 g a* o - T ¢ =Ny el T ™ I I \
= : — Y (—a+b+ct+d)(a—btec+d)at+b—c+d)(a+b+ c—d)
d? 4 d2_—_p* S £ N ! /N AN 4
L Vi—a+b+4c¢+ d)(a — b +cd) (a+b—c+d)(a+b-tc- ).

4 a-+b-t+c¢c-+d i . A R e

Sebt man = = g, o ift bie vereinfachie Formel:

e EI'“ = _,!..-: {_-‘F Et "I:.\_I ,'\i_.,.- - r"} l' o !’f'-j.

Bemerfungen. It eine der vbier Seiten gleich Null, jo hanoelt
03 T um ecin Dreted, dem ftetd ein RKreid umbejdyrieben tweroven
[+




4 Erfte Abteilung: Geometrie dex Geraden und bes Kreifesd.

fanun. Die Formel geht dann in die Hevonijde Dreiecsformel iiber,
bie demmnach) afs fpesieller Fall in der obigen entbaften ift.

Der interefjante Saty wird dem inbijden Mathematiter Brahma-
gupta ugefchricben, der 598 nad) Chr. geboren tourde. Dad 12,
und 18. Rapitel feines Werfed Brahma-sphuta siddhinta, D. . bas
perbefjerte Spjtem bded Brahma, find der Mathematif gel widnet 1nbd
enthalten unter anberem bie Elemente ber ®oniometrie nebjt Sinus:
tabellen und Regeln fiir die Bildbung rechtwintliger Dueiecte mit
rationalen Seiten. |

Yufgabe. Aug dem Radius r eined Kreijes und bem
Halbmejjer o einesd einbefdhriebenen regelmafigen Bieleds
pen JNadinsd o ded einbejdrie-
¥ig. 2 benen Bieledd bon doppelfer
e Seifenzahl zu 1)1‘1“{[}1[1‘11
uflofung. Jn Fig. 2 fei AB
& Die Seite des bem Kreife mit ﬂmbtalp r
fq=] \einbefdhriebenen regelmaBigen »n-Eds,
/e e | MO = o ber Nadiud ded dem lepteren
& vinmi}mhmul Kreifez, alfo D ber
Dalbievungdpuntt des Bogend A B,
A AD bie Ceite ded3 2n:-Eds und
ME = o ber Radiud ded ihm ein-
B befdhriebenen Rreifed.  Bieht man
Fl AB, fo ift F ber Halbierungs-

c - - e, R o > -
puitht vou €D, alfo MF = "—"1°. o) Pythagoras ift aber B K2

== : i r= o e : /(e o)
= MF - -MD, alio o' * = — =t folglih o = !x‘ == &
Bemerfung. Jjt « der Umfang bdes einbefdhriebenen vegel:
mipigen n-Eds, o ift der ded umbejdhricbenen vegelmdBigen n-CEds

)

r . o ey g -
bas = fade. aL‘u‘djmt man i, bom Duadrat oder Sedhded ober

Behned audgehend, die o fiivx dad entjprechende 2#-Cd, 4rn-Ed,
8n=Cd 1. . w., fo erhilt man bie angendherte Berednung von =
auf bequenmere Art, ald nad) der itm erften Teile benubhten Methode.
(Bergl. Nr. 148.) Geht man vom Sedyded ausd, fo wirtd nadh beiden

Beredynungsdarten der Reife nadh) o, = = V3, 01 — - [fh) + V3

r

By = l lf,_J —i- [Z.’ o L.-fn, 04z = ]J [J’f‘) == l _l_ l :

. §. ., jo paB bet dem 6 - 27:CGd die Bahl 2 im Ganzen ;f-:nml



I. ilbungen am Rreidviered und am regelmdpigen Bieled. 5)

[ay
)

unter  den  Wurzeln ftebt. Dagegen find bdie Bieleddjehuen ver

= = 3 / ’
Feife nad) s5=1, 8= 2 — V3, s,= Vo_Vo -+ V3,

Sig = lf’ 2 —V -+ >—|—]/.:. . fow. Die Seiten bes um:

bejchriebenen »=Eds find der Reibe tmr[}

5a) Hufgabe. Am vegelmdpigen Fiinfed mit Seite a joll be-
5 ; Sl : & [/ LA e
fpiefert werdent, Dap die Diagonale d = [ V5 4+ l_] ift, daf jie burd
. =5 - - it i il o 7
eine fie jchmeidende Diagonale in die Teile @ und b = 3 Ly'5 =

alfo ftetig geteilt wird, daff die Hohe duvdh die vechtwintlig jdneibenbe

o

. : o 1/54+V5 . 1/5—5 -
Diagonale in bie Teile e = a [/ '__ql = und f=oa Ki=)o il

s e P e S R B s
ebenfall3 jtetig geteilt wird, wdbhrend fe felbit bie Qinge Vs -+ 2)bH

fat, dap fermer Der Um-Rreid den Radiud » = al 1 DET it

i s v A T o Voo e
freid den Radus o = C2V5 gat, fo Dap die Flide
» 2 4] 4 ¢

&

iit.  Am Behued laffen fih entfprechende Beredymmgen augfiibren.

[6b) Uufgabe. Die Seite des Fig. o
bem Rretfe mit ﬁ“ﬁahm\ r ein: ot
befdriebenen Fiinjzehneds zu \B
beredynen. .

ufldjung. Sn Figur 3 fei / 7 p\\C
AB = r bie Seite ded vegelmdiBigen b :

_ ZoE ; [ s B

—_— : At = A g =

6:Gfs, AC =~ (/5 — 1) bie bes | o

regelmiBigen 10:€d8, aljo BC bdie
bes vegelmapigen 15= €3, auferbem jei
ME | AC nnh ChEE AR "“‘-'Tuu ift
A BCD~AMCE (benn < ABC Pssenioatas




b Grite Abfeilung: Geometvie der Geraden und ved srerjes.

1 : = (A Ch2 e -
= A 11( lﬂ.li{l PR R = 1_f = — ( = } :r, aljo, enn

¥ r - ] & - J.r'J :-.-T !/1'“( A2 BT {p1 -t L “l -']‘[
BC =z gejept itd, BD = > ,, ? ( 5 ;' . Ssugleid 1yt wm

Dreiet 4 BC nad) vem Pythagoveifhen Lehriab fiir Den fpiben

Winfel AC%2= x4+ 2 — 27+ BD, aljo nach Cinfehung des Werte3
bon BD

s [ _:_1 1’\ &
1P =o'+ P — 2]/ P — (5
1 1 ! {\ 2 f}
pDer
» .-"’. _: (A C\2 o 9
ot — 2|/ — () = AC—

Daraus folgt ald Lojung

_l/xi_ I"_'_ i [/; = "”__ i :-l;__..f}_:__ 10° ;_si (’]"‘

Einfepung des Wertes bon AC giebt

/5415 s g e N i R T J=N
7 :}.—lf, ] |H1 = e \V5— |_(_.| ]/'.}..J g Ii_-l. 15‘_) 1, 5 l E e I 3) g

ur das negative Jeichen ijt braudybar, e3 giebf 2, = 0,41568236 r
als Seite ded nad) einem Umgange jdhlieBenden .;-LLEE. Das
pofitive Beichent gqiebt z, = 1,48629r, wad offenbar zu grof ift,
unb toozu, ivie TtrI} (3 B. qnnwlmhucﬁﬁ seigen laft, der Centri-
winfel 96° —= 60° - 36° qvhmt fo daf jebt dad 15-CGd erjt nad
piermaligem llutgaugt jchliekt. ]

Bemertung, Die Nejultate bdiejed Ubjdmitts Lonnen benupt
toerben, die goniometrijden Funftionen der Wintel 12°, 78°, 24° 56°,
48° 42° u. | w. zu bevedhmen. — Auf die Moglichteit, Wmfang und
Snbalt des vegelmdfigen 15-Gds aud » ober ber Seite b ju berednen
und aud) die iibrig bleibenden Segmentilichen des Kreifes zu evmitteln,
fei nur fury hingeiviejen.

6) Anjgabe, Uber einer gegebenen Geraden ein vegel:
magiges 5z, 6=, 8-, 10, 12z, 15-Cd u. |. . zu fonftruierven.

Uuflojung. Man fonfteuiere die n:Edeite zunadft fiiv einen
beliebigen Sreid nad) den frither gelehrien Miethoden und zeichne ben
sugehdrigen Centriwinfel. Dad erhaltene gleidhjdhentlige Dreiect ver-
grifere man jebt jo, daB feine Bajis gleih dber gegebenen Geraben
with. Diefe ikt fid) dbann in dem fongentrijden durch die Endpuntte
der lepsteren gebenden Rveife n-mal abtragen.



I. llbungen am Kreidvieved und am regelmdfigen Bieled. 0

Bemerfungen. Jn cinzelnen Spesialfillen laffen fich Fivzere
Weqe einjdhlagen. Dad regelmipige Sedhged 14t fidh obne tveitered
mit $Hiiffe des diber bder Gevaben ftehenden gleidhjeitigen Dreieds
aeichen. Um dad vegelmafige Adhted zu erhalten, fann man an Die
beiven Berlangevungen der Gevaben den Wintel 45° anfegen. Die
Halbierungdlinien der beiden Nebenwintel jdynetven fich bann im
Mittelpuntte ded gejuchten Adteds.

Rur Qonjteuftion des regelmiBigen Fiinfeds fetle man A B nad
pem golbnen Shnitt in €, {dhlage um
A mit AB einen Rreid, trage in
biefen AC von B aud dreimal als
Gehne ein, was D, G und J giebt, :
obei < BAJ = 3.36° = 108° :
pird, twie ed dag Fiinfed verlangt. G S\
Um B jdlage man einen SKreid =
bogen mit BA, wm A einen joldjen . \‘\_;_;
mit BJ, alg Sdnitt J, erbdlt man e, Neadel

::.'.l!:. L

pamn eimen meuen Fitnfedspunti. Um e
J unb J,; find Bogen mit BA
at jchlagen, die den Tebten Puntt K + J,,
gebert.
Revfudhe folgende Behneds-Konjtruftion ald ridtig nadzuieifen:
Nt AB die gegebene Seite, jo made Lot BC — A B, halbiere
AB in D, {@lage mit DC um D ecinen Sreidbogen, der auf ber
Verlingerung von AB den Sdnitt E

gicht. 1m A und B jdjlage Bogen mit = Big. 8
AR, die den Sdmitt M geben. M ijt = :
Mittefpuntt des gefudhten Jehneds, weldes

mit Hiilfe dbes Um-Kreijes feicht pollenbet

foirD. %
Der Staliener Madderoni (jprich &
Masferoni) Dat die Fundamentalton: '
Seuftionen der Planimetrie mit dem Fivkel
allet, alfo ofjme Hiilfe bed Lmeals,
burdhgefiibrt. eSS R FY E
Die KRonjtruftion ded regelmaBigen
Siinfecs aus zwei Cckpuniten A und B giebt er babei jolgenper-
mapen:
Stlage wm B mit AB einen Kreid (Fg. 6), trage Den Radius
bort A aué 4mal ab, wed €, D, E und F guebl Mit AD
idlage Bogen um A und E, Ddie den Sdnitt ¢ geben, mit BG&




8 Grite Abteiling: Geometrie der Geraden und bed Kreifed.

Boger um D und F, die ben Scmitt H geben. ZTrage von A aus
auf dem Kreife 3mal BH ab, twag J, K und L giebt, dbann ift Z
ein Punft bes Fiinfeds.

Tig. 6. Bogen um A und B mit

Mo s A B bezto. AL geben L,

Bogen um L und L, mit

o St A B geben N. Die Puntte

3 R ABLNL, jind die Gden
L = ,---"_’-- -_r.-f _‘ [ o L fong o 2L 0] ED
>~ K ety ) pe3 gefuchten Fiinfects.

= Dad Behned fon-

Parsely iy jtruiert man nacd) ihm

A jolgendermagen. Wiebers

fole bie vorvige Konjtruf:

I'_.___._. T i _. = If'.‘ .r';::‘ % v -

o = B ¥2 tion bi3 H und jdlage

um A undb B Bogen mit
EH, bdie ben Sdynitt M
geber. Der Kreid um M
mit Rabdbiug M A ift der
2 Mm:-freid de3 leicht

pollendenden Sehneds.

Lerjuche Deide Komjtruftionen ald richtig nadhputveifen.

Der grope Geometer Steiner Hat verjucht, bdie geometrijchen
Sonjtruttionen mit dem Lineal allein audsufithren, aljo ofune den
Birtel. Bei jahlreichen Konjtruttionen ergab fid) die Moglichteit diejer
Ausgfithrung nur unter der Bebingung, daf in ber Ehene ein fefter
RKreid gegeben ivar.

an

[ Ubungen an den Dreieckshreifen.

a) Dic Rabien der vier Verithrungsfreife des Dreieds.

7) Jm eriten Teile (Nv. 120, 149, 182) ift Folgended geseigt
worden: Sept man bei einem Dyeted mit den Seiten a, b und ¢

1
i ey i — o -+ b - ¢
1 ey P i (et o
1 — ]T) —-:- £ o = . — f
- R y

A

Edpuntten aus an bdie benadhbarten Bervithrungstreife qelegt find.

|0 bedeuten p,, p, uno p, bdie Ldngen der Tangenten, die bon bHen

I

e ————
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