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Grite Abtetlung.
Geomefrie

der Gevaden und des Sreifes.

L lowngen am Breisvieveds wnd am vegelmiBigen Dieledk.

1) ©af Des Plolemaus.®) Jm Sehnenbviered 1ff dasd
Rroduft der Diagonalen gleidh dber Summe ber Produite
aug je swei gegenitberliegenden Seifen.

Beweis, Die Seiten de3 Sehnenviereds A BCD in Fig. 1 feten
a, b, ¢, d, die Diagonalen 4C uno D

jollen mit p und ¢ Dbezeichnet twerden. gig- 1
Qegt man den Wintel BDC =  als ey 2
ADE an AD an, dbaun ift A BCD S LN es
; e B /3 AN N
~ A AED (warum?), aljo — - SR
: bd 5 o f &y ) e
umny AR = . Q.(IH_EE'L"DE'I]T. 1)t [ /f . ! A
q | ' ' N\
ADEC~/ADAB (wacum?), folglich | /4 2 G o
EC e ; ae S f' i = | fl.‘ Nef
= — unp HC = . olgld s o | S
q q ' ~ fiee
W : e ae -+ bd e
ift AE+ EC—p—=—"— und o
. . q e e
P = e —!— Eiffl, = _'_'_:J';’”

2) Folgeruugen. Sept man dad Dreied ACD umgefehrt
auf AC, fo dbag C und A ifre Stellen vertaujdjen, jo entiteht ein
Selnenviered 4 BCD, mit der Seitenfolge abde. Die Diagonale p

# Der Sap wird an erfter Stelle durdhgenommen, um gegebenenfalls
bei einem Parallelfurjud der Trigonometvie jofort Anwendung su finbden.
atif. TL. 2.9l 1
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2 Erjte Abteilung: Geometrie der Geraben und des freijes.

bleibt, an Stelle bon g aber tritt eine newe Diagonale £, und jebt
gilt bie ®leidung pt = ad 4 be. ©Geht man in diefem neuen
Rieved dad Dereiet BCOD, umgefehrt auj BD,;, fo entfteht ein Sehnen-
viered ABC, D, mit der Geitenfolge adbec und ben Diagonalen ¢
und ¢, fo d9af gf = ab 4 cd wirb. Durd) Divifion folgt aud den
beiben lepten Gleidungen der Sab

» ad -+ be

g ab-tcd
Auf dad urfpringliche Bieved itbertragen lautet er in Worien:
Sm Sehnenviered ift ber Duotient der Diagonalen gleid
vpem Quotienten der Summen aud den Produffen je weier
aneinanderftoBenden Seiten. (Die Reihenfolge ift fo zu nehmen,
baf jeder Diagonale Seitenpaarve entjprechen, die mit thr in denjelben
Buntten zujammenitofen.)

e L : S e Vo A abe

[©ap 1) Lipt fich aud) mit Hiilfe der Dreiedsjormel™) F'= - =

betveifen.  Nach) diefer ift der Jnbalt bded Sehuenvieredsd jowoh!

b adyg heg . : abp L r"af‘JJ: . o ; o

== T -+ -L-rj , alg aud) F = — ; -+ o L bag p(ab -+ cd)
e =T s

— g (ad + be) ijt, was der obigen Gleidjung entjpricht. ]

Durc) Multiplifation und Divifion exhilt man aud den Gleidhungen
e P : —~y
fiir pg und 1; Fovmeln gur Bevedynung von p und g aud den Seiten,
ndmlid

(@e -+ bd)(ad -+ be) 5 (ae -+ bd) (ab 4+ ed)
< a3 .
ab -+ cd o

p =

ad -} be

Bemerfung, Man fann dad Sehnenvieved aud) in den Retfen:
jolget ABDC und ACBD f[efen. Macdyt man bei diefen gefreuzten
Bierjeiten diefelben geometrifchen Betvadtungen, jo findet man Formeln,
oie fich ausd den vovigen ohne weitered auf avithmetijchem Wege evgeben,
nimlid

bd = gp ac, ac= pqg— bd,
b  gqa—pe a qgb — pd
d 3 pa — ge' el pb — gd

Aug p (ab cd) = q(ad 4 be) folgt 3 B. a(pb — qd
Aus p (al 1) = q(ad ) folgt 3 %B. a(pdb — qd
= (r'ﬂ; . l.rir_?j.]

[8) Uufgabe. Den JInhalt eines Sehuenviereds mit ben
©eiten a, b, ¢ und 4 ju beredhnen

) Bergleiche unten Abjdhnitt 9.
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I. Ubungen am Sreidviered und am rvegelmdpigen Bielec. 3

Yuflojung. Man denfe fich zwei Gegenjeiten bes Sehnenviereds,
2. B, a und ¢ in Fig. 1, bid zu threm Scdnittpuntte K verldngert.
Mit Hiilfe der Gleihung KB - KA = KO- KD it fih dbann die
J(Gnlichteit der Dreiede KBC und KD A nadyweijen. Die Fladen
beiber Dreiede verhalten fich, wie die Quadrate von b und 4, folglic

= e IR ! ppC ) e T A > == ; =

it AKBC=/AKDA-—, aljo it Bieved ABCD = A KD A
i i ' b3 e i — b* SRy,

— ANKBC=/AKDA(1 — ) =AKDA -+ Gebt man
4 a? v

KA =2 und KD =y, jo 1t

¥

KA = > 1, (x —:— Y =1 il ;: L= =) |:_‘J' — Y )\ —I-- ! r_f:'.
Wug b:d=(x — a):y folgt 1) de — by =ad, aug b:d
— (y — ¢) : & folgt 2) dy — be = cd. Durd) Adbition folgt aus

pen Gfeichungen 1) und 2) d(x + v) — b(z + y) = ad + cd
ober (2 + y) (@ — b) = d (a + ¢), durch Gubtvaltion Hingegen

| I
d(z — y) 4+ b(z —y) = ad—cd oder (x—y)(d+b)= d(a — c¢).

= 0 o st d{a + c) . SR d (a0 — €) 1
©o ergiebt fih ¢ + y = Sy unh 2« o= Spal aljo
: d(a -+ c) : a =
A el IR ol A sl = = - =
c 4y A d=—— e e (@4 ¢+ d+ b)
uny o == (& — ) o e .l' = — (d - b —+— a—+ c)
A\ : e a4 b~ /

Cinfepung in die Gleidung fiiv A KD A giebt
AKDA

R A o R : = ot ‘\. R
= [/ (_E.__b(;g—‘l;_-—'-- d— .JJ_]{E“{J[(_!- Lo— .r;,—?;._]{f_a_bl.\d-;--h--r (1 -r"]-*-’-i- b 1\”‘—}-'{!-— t=-c)

iy /7 - o ; z : 7 -
P Y(—atvtetda—bFetd)(atb—eta)(atotc—a).
Folglidh ift Bieved ABCD

al—p2 g a* o - T ¢ =Ny el T ™ I I \
= : — Y (—a+b+ct+d)(a—btec+d)at+b—c+d)(a+b+ c—d)
d? 4 d2_—_p* S £ N ! /N AN 4
L Vi—a+b+4c¢+ d)(a — b +cd) (a+b—c+d)(a+b-tc- ).

4 a-+b-t+c¢c-+d i . A R e

Sebt man = = g, o ift bie vereinfachie Formel:

e EI'“ = _,!..-: {_-‘F Et "I:.\_I ,'\i_.,.- - r"} l' o !’f'-j.

Bemerfungen. It eine der vbier Seiten gleich Null, jo hanoelt
03 T um ecin Dreted, dem ftetd ein RKreid umbejdyrieben tweroven
[+




4 Erfte Abteilung: Geometrie dex Geraden und bes Kreifesd.

fanun. Die Formel geht dann in die Hevonijde Dreiecsformel iiber,
bie demmnach) afs fpesieller Fall in der obigen entbaften ift.

Der interefjante Saty wird dem inbijden Mathematiter Brahma-
gupta ugefchricben, der 598 nad) Chr. geboren tourde. Dad 12,
und 18. Rapitel feines Werfed Brahma-sphuta siddhinta, D. . bas
perbefjerte Spjtem bded Brahma, find der Mathematif gel widnet 1nbd
enthalten unter anberem bie Elemente ber ®oniometrie nebjt Sinus:
tabellen und Regeln fiir die Bildbung rechtwintliger Dueiecte mit
rationalen Seiten. |

Yufgabe. Aug dem Radius r eined Kreijes und bem
Halbmejjer o einesd einbefdhriebenen regelmafigen Bieleds
pen JNadinsd o ded einbejdrie-
¥ig. 2 benen Bieledd bon doppelfer
e Seifenzahl zu 1)1‘1“{[}1[1‘11
uflofung. Jn Fig. 2 fei AB
& Die Seite des bem Kreife mit ﬂmbtalp r
fq=] \einbefdhriebenen regelmaBigen »n-Eds,
/e e | MO = o ber Nadiud ded dem lepteren
& vinmi}mhmul Kreifez, alfo D ber
Dalbievungdpuntt des Bogend A B,
A AD bie Ceite ded3 2n:-Eds und
ME = o ber Radiud ded ihm ein-
B befdhriebenen Rreifed.  Bieht man
Fl AB, fo ift F ber Halbierungs-

c - - e, R o > -
puitht vou €D, alfo MF = "—"1°. o) Pythagoras ift aber B K2

== : i r= o e : /(e o)
= MF - -MD, alio o' * = — =t folglih o = !x‘ == &
Bemerfung. Jjt « der Umfang bdes einbefdhriebenen vegel:
mipigen n-Eds, o ift der ded umbejdhricbenen vegelmdBigen n-CEds

)

r . o ey g -
bas = fade. aL‘u‘djmt man i, bom Duadrat oder Sedhded ober

Behned audgehend, die o fiivx dad entjprechende 2#-Cd, 4rn-Ed,
8n=Cd 1. . w., fo erhilt man bie angendherte Berednung von =
auf bequenmere Art, ald nad) der itm erften Teile benubhten Methode.
(Bergl. Nr. 148.) Geht man vom Sedyded ausd, fo wirtd nadh beiden

Beredynungsdarten der Reife nadh) o, = = V3, 01 — - [fh) + V3

r

By = l lf,_J —i- [Z.’ o L.-fn, 04z = ]J [J’f‘) == l _l_ l :

. §. ., jo paB bet dem 6 - 27:CGd die Bahl 2 im Ganzen ;f-:nml



I. ilbungen am Rreidviered und am regelmdpigen Bieled. 5)

[ay
)

unter  den  Wurzeln ftebt. Dagegen find bdie Bieleddjehuen ver

= = 3 / ’
Feife nad) s5=1, 8= 2 — V3, s,= Vo_Vo -+ V3,

Sig = lf’ 2 —V -+ >—|—]/.:. . fow. Die Seiten bes um:

bejchriebenen »=Eds find der Reibe tmr[}

5a) Hufgabe. Am vegelmdpigen Fiinfed mit Seite a joll be-
5 ; Sl : & [/ LA e
fpiefert werdent, Dap die Diagonale d = [ V5 4+ l_] ift, daf jie burd
. =5 - - it i il o 7
eine fie jchmeidende Diagonale in die Teile @ und b = 3 Ly'5 =

alfo ftetig geteilt wird, daff die Hohe duvdh die vechtwintlig jdneibenbe

o

. : o 1/54+V5 . 1/5—5 -
Diagonale in bie Teile e = a [/ '__ql = und f=oa Ki=)o il

s e P e S R B s
ebenfall3 jtetig geteilt wird, wdbhrend fe felbit bie Qinge Vs -+ 2)bH

fat, dap fermer Der Um-Rreid den Radiud » = al 1 DET it

i s v A T o Voo e
freid den Radus o = C2V5 gat, fo Dap die Flide
» 2 4] 4 ¢

&

iit.  Am Behued laffen fih entfprechende Beredymmgen augfiibren.

[6b) Uufgabe. Die Seite des Fig. o
bem Rretfe mit ﬁ“ﬁahm\ r ein: ot
befdriebenen Fiinjzehneds zu \B
beredynen. .

ufldjung. Sn Figur 3 fei / 7 p\\C
AB = r bie Seite ded vegelmdiBigen b :

_ ZoE ; [ s B

—_— : At = A g =

6:Gfs, AC =~ (/5 — 1) bie bes | o

regelmiBigen 10:€d8, aljo BC bdie
bes vegelmapigen 15= €3, auferbem jei
ME | AC nnh ChEE AR "“‘-'Tuu ift
A BCD~AMCE (benn < ABC Pssenioatas




b Grite Abfeilung: Geometvie der Geraden und ved srerjes.

1 : = (A Ch2 e -
= A 11( lﬂ.li{l PR R = 1_f = — ( = } :r, aljo, enn

¥ r - ] & - J.r'J :-.-T !/1'“( A2 BT {p1 -t L “l -']‘[
BC =z gejept itd, BD = > ,, ? ( 5 ;' . Ssugleid 1yt wm

Dreiet 4 BC nad) vem Pythagoveifhen Lehriab fiir Den fpiben

Winfel AC%2= x4+ 2 — 27+ BD, aljo nach Cinfehung des Werte3
bon BD

s [ _:_1 1’\ &
1P =o'+ P — 2]/ P — (5
1 1 ! {\ 2 f}
pDer
» .-"’. _: (A C\2 o 9
ot — 2|/ — () = AC—

Daraus folgt ald Lojung

_l/xi_ I"_'_ i [/; = "”__ i :-l;__..f}_:__ 10° ;_si (’]"‘

Einfepung des Wertes bon AC giebt

/5415 s g e N i R T J=N
7 :}.—lf, ] |H1 = e \V5— |_(_.| ]/'.}..J g Ii_-l. 15‘_) 1, 5 l E e I 3) g

ur das negative Jeichen ijt braudybar, e3 giebf 2, = 0,41568236 r
als Seite ded nad) einem Umgange jdhlieBenden .;-LLEE. Das
pofitive Beichent gqiebt z, = 1,48629r, wad offenbar zu grof ift,
unb toozu, ivie TtrI} (3 B. qnnwlmhucﬁﬁ seigen laft, der Centri-
winfel 96° —= 60° - 36° qvhmt fo daf jebt dad 15-CGd erjt nad
piermaligem llutgaugt jchliekt. ]

Bemertung, Die Nejultate bdiejed Ubjdmitts Lonnen benupt
toerben, die goniometrijden Funftionen der Wintel 12°, 78°, 24° 56°,
48° 42° u. | w. zu bevedhmen. — Auf die Moglichteit, Wmfang und
Snbalt des vegelmdfigen 15-Gds aud » ober ber Seite b ju berednen
und aud) die iibrig bleibenden Segmentilichen des Kreifes zu evmitteln,
fei nur fury hingeiviejen.

6) Anjgabe, Uber einer gegebenen Geraden ein vegel:
magiges 5z, 6=, 8-, 10, 12z, 15-Cd u. |. . zu fonftruierven.

Uuflojung. Man fonfteuiere die n:Edeite zunadft fiiv einen
beliebigen Sreid nad) den frither gelehrien Miethoden und zeichne ben
sugehdrigen Centriwinfel. Dad erhaltene gleidhjdhentlige Dreiect ver-
grifere man jebt jo, daB feine Bajis gleih dber gegebenen Geraben
with. Diefe ikt fid) dbann in dem fongentrijden durch die Endpuntte
der lepsteren gebenden Rveife n-mal abtragen.



I. llbungen am Kreidvieved und am regelmdfigen Bieled. 0

Bemerfungen. Jn cinzelnen Spesialfillen laffen fich Fivzere
Weqe einjdhlagen. Dad regelmipige Sedhged 14t fidh obne tveitered
mit $Hiiffe des diber bder Gevaben ftehenden gleidhjeitigen Dreieds
aeichen. Um dad vegelmafige Adhted zu erhalten, fann man an Die
beiven Berlangevungen der Gevaben den Wintel 45° anfegen. Die
Halbierungdlinien der beiden Nebenwintel jdynetven fich bann im
Mittelpuntte ded gejuchten Adteds.

Rur Qonjteuftion des regelmiBigen Fiinfeds fetle man A B nad
pem golbnen Shnitt in €, {dhlage um
A mit AB einen Rreid, trage in
biefen AC von B aud dreimal als
Gehne ein, was D, G und J giebt, :
obei < BAJ = 3.36° = 108° :
pird, twie ed dag Fiinfed verlangt. G S\
Um B jdlage man einen SKreid =
bogen mit BA, wm A einen joldjen . \‘\_;_;
mit BJ, alg Sdnitt J, erbdlt man e, Neadel

::.'.l!:. L

pamn eimen meuen Fitnfedspunti. Um e
J unb J,; find Bogen mit BA
at jchlagen, die den Tebten Puntt K + J,,
gebert.
Revfudhe folgende Behneds-Konjtruftion ald ridtig nadzuieifen:
Nt AB die gegebene Seite, jo made Lot BC — A B, halbiere
AB in D, {@lage mit DC um D ecinen Sreidbogen, der auf ber
Verlingerung von AB den Sdnitt E

gicht. 1m A und B jdjlage Bogen mit = Big. 8
AR, die den Sdmitt M geben. M ijt = :
Mittefpuntt des gefudhten Jehneds, weldes

mit Hiilfe dbes Um-Kreijes feicht pollenbet

foirD. %
Der Staliener Madderoni (jprich &
Masferoni) Dat die Fundamentalton: '
Seuftionen der Planimetrie mit dem Fivkel
allet, alfo ofjme Hiilfe bed Lmeals,
burdhgefiibrt. eSS R FY E
Die KRonjtruftion ded regelmaBigen
Siinfecs aus zwei Cckpuniten A und B giebt er babei jolgenper-
mapen:
Stlage wm B mit AB einen Kreid (Fg. 6), trage Den Radius
bort A aué 4mal ab, wed €, D, E und F guebl Mit AD
idlage Bogen um A und E, Ddie den Sdnitt ¢ geben, mit BG&




8 Grite Abteiling: Geometrie der Geraden und bed Kreifed.

Boger um D und F, die ben Scmitt H geben. ZTrage von A aus
auf dem Kreife 3mal BH ab, twag J, K und L giebt, dbann ift Z
ein Punft bes Fiinfeds.

Tig. 6. Bogen um A und B mit

Mo s A B bezto. AL geben L,

Bogen um L und L, mit

o St A B geben N. Die Puntte

3 R ABLNL, jind die Gden
L = ,---"_’-- -_r.-f _‘ [ o L fong o 2L 0] ED
>~ K ety ) pe3 gefuchten Fiinfects.

= Dad Behned fon-

Parsely iy jtruiert man nacd) ihm

A jolgendermagen. Wiebers

fole bie vorvige Konjtruf:

I'_.___._. T i _. = If'.‘ .r';::‘ % v -

o = B ¥2 tion bi3 H und jdlage

um A undb B Bogen mit
EH, bdie ben Sdynitt M
geber. Der Kreid um M
mit Rabdbiug M A ift der
2 Mm:-freid de3 leicht

pollendenden Sehneds.

Lerjuche Deide Komjtruftionen ald richtig nadhputveifen.

Der grope Geometer Steiner Hat verjucht, bdie geometrijchen
Sonjtruttionen mit dem Lineal allein audsufithren, aljo ofune den
Birtel. Bei jahlreichen Konjtruttionen ergab fid) die Moglichteit diejer
Ausgfithrung nur unter der Bebingung, daf in ber Ehene ein fefter
RKreid gegeben ivar.

an

[ Ubungen an den Dreieckshreifen.

a) Dic Rabien der vier Verithrungsfreife des Dreieds.

7) Jm eriten Teile (Nv. 120, 149, 182) ift Folgended geseigt
worden: Sept man bei einem Dyeted mit den Seiten a, b und ¢

1
i ey i — o -+ b - ¢
1 ey P i (et o
1 — ]T) —-:- £ o = . — f
- R y

A

Edpuntten aus an bdie benadhbarten Bervithrungstreife qelegt find.

|0 bedeuten p,, p, uno p, bdie Ldngen der Tangenten, die bon bHen

I

e ————



——s——

. 1bungen an den Dreiedsireijen. ¢

Bugleid ift p, + p, + py = p; bie Radien bder Berithrungsfreife

bevechnen fidh aus

R T R /
9 5 =-le D PPy s l-’; PPy Pa o lf‘ Py Py o :—l/ PP1Ps
8 F Sl f.’i ! = .E"I'J r 5 a / ]r::‘l ¥

bagegert ift der Jnbalt des Dreieds

3. F=po=p0 = Ps0, —;J|9_1—]/;a,s]fjjj;

Yujgabe. Leite davaus durd) Redynung folgende Beziehungen ab:

R N1 1
."':}-.I'F’z—'_?;.—_’)

(Sepe fiir oy, 05, 95 die vbigen LWerte em, madje die Briiche
gleidhnamig und forme ihre Summe jo um, Ddaf Dder NAuddbrud

entfteht.)
0, = PP Peps, aljo aud) F =71 00,0,0s

ey
=
Py
o
=

6. 005+ 0,0:=1, 05+ Ppy=0ab, 00+ 0:05=PsP31+ PP, =100,
00 + 050, = P31y + PPy = ca.¥)

(Die Formel ijt leiht al8 Redtedsiah in Worten audzubdriiden.
e—(a@a—Db) ¢+ (a—0b)

Ru ifrer Ableitung 3eige, Dok ooy = pis— g :
¢ — (6 —0)* . oy : (& + b)* — c¢*
== i ift, bilbe ebenjo 0,0, = ppy=-—"— , und
bilbe bie Summe, die ab giebt.)
it 1 e 1 2
N R e e L e e S e
o s Comieal
G 0 Ty
(Denn e3 ift 3 B. nad) Obigem
1 1 (P Py = Py ¢ Ze 2 -
ze _{_ =t -1 ‘r:- e '.‘J~ —_ = —— = u. 1. 115_\_‘1
0, 0y Vi F F I chy hy
Die Formel (Gt fidh aud) folgenbermapen jdyreiben:
A 200, _  Zosgy s 200, 2050
‘. i = - ! f = e ]
Gh—@ T —@ 0T o
’ 20p 20,08
,"F.\I =, o I| 8
MR — Nt TGO
* chte auf bdie cyflijhe BVertanjhung der Jndiced 1, 2 und 3. Die

sweite Formel folgt jo aud ber erften, taf 2 ftatt 1, 8 flatt 2, 1 ftatt 3
gejdhrieben wird. Ebenjo folgt die Dritte aud oer siveiten.  Wlan erjpart
paburch alle Redynungdwiederholungen.




10 Grite UAbteilung: Geometrie der Geraden und ded Kreijes.
_, )5 de o O i'('l 1 ] M T J _}_,(1 = -]
8. a=1F (..'J-» s D) s s R k\Q;; S e 0!
s e G o 1
L JF ( [ et @y ) == Jr {\ e ":"} ;
e . e s : b e Py + Ps €
(Qn ber vorigen Beweisfithrung fam die Gleidung ——— = &
T - ¢ 1 | 1 F o a4 + : Q Pty T Nataew
bor, alfo ift — = — - . §. 1.) Gebt man m 8. jiiv F jeuten
i F g s : ey
il | m . 2 E 0s T @5 ; i T :"r 00,
BWert i 007939 &N, |0 oo a :1 00,9203 &r!— 0_... = (031" 03) l/ [ Q:; :
T : v/ 0s0s PR 1o ) ; =
Ebenfo folgt @ = (o, — o) i 250, u3 beiden Gfeichungen erhalt
' : : ’ 00, :

man durd) Multiplifation eine einfadere. Dasd neue Syjtem bon
Gleichungen ift:

Dad Quadrat itber jeber Dreteddjeite ift aljo gleidh dem Redyted
aid der Differenz und der Summe je 3weier der Radien, die Dreieds-
feite felbft ijt die mittlere PBroportionale zur genannten Summe und
Diffevens.

Soldger Beziehungen lafjen fich noch beliebig viele aufjtellen, die
aum Teil pon eiter gehendem Jnteveffe find. So fann man 3. B. in

s
. 5 Cr > - /0 05 Oy
ber @ruppe 2. die p und o einfad) vertaujhen, alfo p =/ =2 u.{. w.
p 1 ¢ | =

8) Sonftruftive Bemerfungen.

«) Aud Formel 4. erfennt man, dafy jeder der dier Rabdien be-
ftimmt ijt, wenn bdie dret anbeven gegebent find. Um 3 B. o ausd
pen itbrigen Fabien zu fonftruieren, faun man mehreve Wege ein-
jhlagen.

Aus 4. jolgt o e _l_v‘(;;"’;;jh{_ R oo bie Klammern
Rechtede find, bie man in Quadrate verwandeln Tann. Die ded
Nenners lafjen fih nadh Pythagorad abddieven, o daf man Hat

o, m? o, M\ M AT i E: 5 ¢
o=t = = - Hier beftimmt fich = ausd der Proporti
0 o - ) = = pier beftimmt fid) » ausd der Proportion

nim = g, :x, davauf o aud der Proportion n:xz = m : ¢ ald vierte
SProportionale.
Cinfacher unbd diberfichtlicher ijt folgender Weq: Man nehme,

wenn o, 0., 05 gegeben find, eine beliebige Linge al3 Einbeit an,
am Dequemften einen der Rabien, 3. B. g, =1, {o daff audh) — = 1
i " 0



I1. Tlbungen an den Dreiectdfreijen. 11
iit.  Damn puoet mant = mit Hiilfe der Proportion g, : 1 =112,
o o -

1 T R il o | i

g= — aud g,:1=1:y. Jebt ijt purd) ote Smmme —
1 = 13 0, y. Jebt ift - dux h bie Summe e e

o . ,. 1 :
beftimmt, wund o ergiebt fih aus o:1 =1: - Durd) die odem
_ = )

(epteren entjprechende Ronfjtruftion it der Einfluf der willtiiclich ge-
wiblten Ginbeit tvieder aufgehoben.

Man farm jest annchmen, daff, fenn drei der Rabdien gegeben
find, der vierte mit gegeben ijt.

B) Aug 9. ergiebt fich, twie man das Dreied Fonjtruiert, twenn
brei ber JMabdien qegeben find. Man Hat nad) der Konjtruftion des
piertert mur drei mittfere SProportionalen zu gewifjen Summen uno
Differenzen zu fonftruieren, um die Seiten zu erhalten.

y) Demnad) laffen fidh 3 B. ‘Erciucfc fonftruteren aus o, o,, 0s;

|

Oy, 05, 033 0, 01, I'5 01, 09, I3 @, @, 015 @, @, 02} By Q57 Q33 @ Q24 O35
iy 9 @23 hy, 0, 0s; Ry, 11, Q:, ?]F 9y, 93
§) Dagegen lapt ficdh fein Dreied fonjtruteven aus 7y, o, 0,3
7 . . o Sink ¢ S =
hy, 03, 035 Bs, @, 035 ha, 05, 015 P, Q4 035 hg, 9y, 053 Denn Dieje Gyrifen

Tm“\ nicht unabhingtg bon rmanm fondern dburd) bie Gleichungen 7.
mit einander verbumder. it 3. B. o und o, gegeben, jo darf i, nidyt

3 . _ Zop :
gegebent twerden, jomdern man Dat e3 ausd hy = 5 10 it Dberedynen,
pber mitteld (o, — o) : 20 =0, : Ny ald bierte PLroportionale 3u

fonftruieren.

b) Der Ravius des Wm-Kreifes uubd feine Begichungen ju ven
Seiten und Berithrungstreifen des Dreieds.

9) ujgabe. Den Radus r Fig. 7
and den Seiten a, b und ¢ Fu be A e
vedyen. e i o
Wuflojung. Sn Fig. 7 jei CD ~ el 4
ein Durchmefjer 2 und CE bdie [/ \ \\
Hihe hg. Aus der pnlichfeit der | {’__.-"' T | S |
Dreiede A EC und DBC folgt a:2r | [ (T A '
v i | L . f
='hs b, aljo i \ A\ e
A S R e S s R
ab abe _ abe A SR D >A
F=ok ~ Tmc AF BSS
Daraus ergiebt fich g4
; abe abe abe abe abe 5
1 B — = - — == - = el — 11. 1. 0.

4F 4 Vlf:' By P:Ps 41 00,0:0; j--‘” e AP e




12 Grite Abteilung: Geometrie der Geraden und des Kreijesd.

10) Nufgabe. Den Radbiusd r ausd den Rabien der Be-
rithrungsfreife gu bevednen.

Huflojung.
1 1 2 ey 200, 20,0
Chs . 39s BT Ry \ 1 f e gy B g
Oben war unter 7. : 7 7 folglid) o4 0 = s
i e s A Ue RPN
] rn Iy Q] = Q-:, FTTE ,ﬁ r I o ) - Jilf.:._ I?-:l

Dure) Addition folat aud den Gleidhungen (mit Hiilfe bes Syftems 6)

2 2ab 2abe abe

o Eoveb oo — o=, Fen—=p e S ST

i i e e = A4 3
11. ¢ 4 92 + 03 g Lr.

(Fapt man Dden Radiusg ¢ ald negative Gripe auf, jo ift » dad
avithmetijfe Mittel au3 ben bvier andeven Rabiern.) t:uh von ben
Radien 3 befannt, fo laffen fich die beiben auderen fonjtruicren
und bevedhnen. Jn jeber der fritheren ufgaben T(apt fih demnach
eind ber o burd) » erfepen. Aus 11. und 9. evgeben fid) 3. B.
Kormeln, bie mit ben Formeln 7. zufammen zur Konjtruftion bes

Dreteds ausd » und den Radien zweier Veriihrungstreije dienen:
j' at = (0, — o) (4r —|— 0 —90;) =(0,+ 05) (4 — 0 —03)
517 lbg = (0 —0)(4r+o—e)={(os+ 0,) (4r — 03 — 01)
(05 — 0) (47 40— 05) = (0, - 03) (47 — 0, — 3).

Einige ber Ronftruttionen vereinfadgen fich nod) dburd) den folgen-
oen ©ab:

11) ©Sa. Die beiden durd) zwei Cden eines Dreieds
gehenden Rreife, die thre Mittelpunite auf dem Um-Kreije
haben, L]LI]L'ET ‘nnLI} e zwei IMittelpunite von Berithrungsd-
freifen ded Dreieds.

Beweid, Jn Fig. 8 fet ABC bad Dreied mit feimem Um:
Qreife M und dem RKreije D durd) B und C wobei D auf dem 1[1;1::
Streife liegt. Aug BD = DC folgt <Co, = {s'_‘_re;,_. Jm Kreife I
ift 90 = 2, (Centri= und Pecipheriewintel auf demfelben Bogen
wC), tm Rreife M ift § = B, -+ B, (Veripheriewinfel auf demjelben
Bogen AC). Folglih B, + B, = 28,, alfo p, = B,. Da aber
purd) Ap wih b oie Wintel bet A und B Halbiert ;:i:[h, jo 1t w
der i’Uﬂuu.(metI be3 Jn-freifes.

Aus <

L wBu, = 90° folgt, bdafp aud) der ufenwinfel bei B
albiert, u, aljo Mittelpuntt des BVeriihrungstreifes mit Rabius 0, 1it.



II. Ubungen an den Dreiectafreifen. 13

GEntjprechend wird ber Beweid fiir den Rreid gefithrt, der m
dent Gegenpuntt D, durd) B und C gejdhlagen toird, nuv treten pabei
mefrfad) Supplementivin
fel ftatt gleicher Wintel auf. Fig. 8.

Der neue Kreid wird durd) D
AD; in g, und pg ge: CaTne e
fchnitten, wobei die Gevabe . :
gty s Durdhmefjer in / N\
D, Batbiext it. = 3

[Sit E der Halbie-
pmgspuntt ded  Bogensd
AC, fo gebt der um K
purd) A und C gejchlagene
fretd burd) w und wy, o
baf ber Durdhmefjer wuy
(bieBerlangerung von B w)
in F balbiert ijt.

Das Dreied A BCijt :
bann bag Hohenfuppuntt- [ R |
preiecE von  w, wopg (U

gleich auch von pp ey,
Wiy g UND ity ), UND
bie fertige Beidhnung giebt '
ben Gah: Der Kreisd e
purd) bdie Hohenjup-
punfte eines Dreiedsd halbiert bie Dreiecdsjeifen und die
oberen Abfdnitte der Hohen. Gr wird der Kreis der neun
PBunfte oder nach feinem Berborvagenditen Bearbeiter der Feuer
bahidhe Kreid genannt.]

Alle Pevipheriewinfel ftber BC im Kreife M geben Dreiecke,
Bei Senen die IMittelpunfte ber Beriihrungsdiveije auf den Kretjen
D und D, legen; dazfelbe gilt aud) von ben BVeripheriewinteln unter
B, Wanbert alfo 4 von B iiber D, nad) C, jo wandert w auf
oerfelben Seite der Geraden BC auf dem RKreife D von B nad) O
toanbert A von C fiber D nad) B, fo wandert p auf derfelben Seite
der Gieraben BC auf dem freife D, von C nad) B.

12) Nufgabe. Ein Dreied ausd », a und ¢ 3u fonjtruieren.
Huflojung. =a) Trage in den mit Radiud r gejchlagenen Kreis

bie Sehme a ald BC ein, Halbiere pen fleineren Bogen BC in D,
ithlage um D durch B (und C) ben jenjeit3 BC liegenden freis-




14 Erfte Abteifung: Geometvie der Gevaben 1nd des Kreifes.

bogen BC, 3iehe bort eine Parallefe yu BC im Abjtanbe ¢. Sdyneidet

bta‘fL‘ ben Bogen Ded RKreifes D in p, o giebt Dp verlingert ben

Sdnittpuntt A auf dem gegebenen Rreife, und ABC ijt das gejudyte

Dreief.  (BVgl. Fig. 8.)

b) Statt ben fleineren

: = Bogen in D ju Hhalbieren,

> ' i : fant man auc) den griferen

il Bogen in D, Dhalbieren

. ! ‘ und bdie Konftruftion auj

ber anbderen Seite Dber

Geradben BC durdfithren.

i Der Wintel bei A iird

INN= x M | jet das Supplement des
\ = : | vorigen.

\ S Bemerfung., Ebenfo

X i SR " gefchieht die Konftruftion

\ e eined Dreiedd aud r, «a

% N\ und gy, nur ivird oaber

iebegmal auf atvei  bers
D | ihiebenen Seiten von BC
i 2, gearbettet.

pLosiet o 13) Anfgabe. Wie
=Eeaanh weit ift der Mittel-
puntt ded Um-Kreijes
bon Demen der Berviihrungsfreife entfernt?
Auflojung. Jn Figur 9 ijt

= My = MQ + uQ = (MD — QD) + (aD® — QD?
— MD*— 2MD-QD 4+ pD?*= MD®*— 2MD-QD + DC®

= MD*— 2MD.QD + DF--DD,,

ober E=1"—2v - QD+ 2¢- DF —=v¢*— 2¢ (@D — DF)
— g O, 'rLJ T et e i ‘(.‘_'! n. i_]. e =— 42 27 0.
Bemerfung. ©Sept man Mp, = ¢, fo betweift man ebenjo, daf

2 9

e =r°-} 2rp, ijt

Sm Ganzen beftehen aljo fiix die Eutfernungen von M
nad) w, py, wy und p, folgende Beziehungen:
€7 2 g 3 5 i & .3
BN et s it 2r0, e’=1r*-+ 2r0,, e&°=r?d- 270,

A (] T~ Y
6" = " = 2¥p.:



I1. bungen an den Dreiedsfreijen. 15

DDETr
o ] - J il o [ | 3 3\
I "_—-l:‘f.i—'zi-"', 'rl_l"‘lll'_—j?llr ‘-_-—]“""f’ 20,),
fo = ’;'{r' ¥ -{— ?{J )y
Dt
aec 2 JileNE 2 prai= i 1 T :
15 e s e L e T Cir=— 4 01) g1
g s ; \ 2 3 B e & 2
G = (r—= 0,)"—0a, € = (" 0;)" — 03

Nach den Formeln 13" werden die gejudhten Entfernungen als
mittlere Lroportionalen swijden den beiden Faftoren unter den Wurzeln
fortftrutert, nadh bden Formeln 13° gejchieht bie Konftruftion nad
Pothagoras. Die Dretedsfonftvuttionen gejdehen von jebt ab o,

bafy man wm die Eudbpuntte ber- jo gejundernen Gevabent e beziw. ¢,
¢y, ey Sreife mit den Dbetreffenden Rabien jdhlagt.
Damit find folgende Ronjtruftionen ermbgliht: Cin Dreied 3u

fonjtruieren ausd: », o, a3 ¥, 9, @3 7, 0y, A5 ¥, O, oy, 0, €L 1, Oy, O,

a, &, 05 a, &, 915 @, @, 955 aud) Ionnen redhtivinflige und gleid)-
ichentlige Dreiede mit je awei foldhen Rabdien verfangt werden. (Die
Tangente von M aud fiihrt auj den vechten Winkel, bie Linie Mu

auf fymmetrijhe Dreiece.)

14) Bemerfung. it e =Vr(r — 20) fonfteniert, und hat
man wm die Endbpuntte von e Kreife mit » uno o gefdhlagen, fo find
unendlich viele Dreiecte mibalich, denn

bag dritte Stiid ijt nod nidht ge: gig. 19
geben. S s

Qegt man alfo von einem be- "’
[iebigen Punfte A Ded Rreifes M /| T~
aud an den Kreid w eine Tangente, die [/ | S S \
bid zum Sdnittpunfte B mit dem = M) :'i
Rreife M 3 verldingern 1ift, zeht | 1 e __ =B
man ebenjo von B aud eine pweite \ | g
Tangente BC und ebenjo bon C
aus eine bdritte Tangente, fo frifjt 4 .
biefe nadh) 4. Mit anderen Worten:

Xithrt dbie KFonftruftion von brei

folden Tangenten nad) dem Ausgangspunifte 4 1n einem
Falle suritd, jo jdhlieht die Reihe der Tangenten jtets, wo
man aud beginne®). Daraud ergeben fich neue SKonftruttionen

*) Died tjt etnd der berithmien Poncelet-Gtetnerjden ©djliefunga:-
probleme, weldhes durcd) Projeftion auf Kegelichnitte fibertragen werden famn.
Fiir hihere Teile der Mathematif ift 3 jehr widtig gemworden.




16 Grite Abteilung: Geometrie ber Geradben und desd Reetjed.

)0 @3 7, 0 aufw D entiprechenden
Bemerfungen fiiv » und o, bieten feine Schwieriglert.

fiiv bas Dreied ausd », ¢, a ?

15) Bemerfung. Die Pfeilhohe F D = d; ded Bogend BC in
- |
171 @

Fig. 9 ift, da pw, in D Dalbiert und daher DQ = o— ift,
— 0 r oo ey L *
d, = Ql—g—“-- Man Hat aljo nad) Formel 11 bdie Gleidjungen
@r— 0 4y — 'l_rg-j _Il_ Q::J < 9'.: - @ i} st :{g\. _|[_ [)!}
I:.'!r'l == _‘:__ = 9 (J ’-E;e — 2 s 9 I
]._.r)—n__dl'—_“{_g}]—g“]
o e 2

Soll demnad) ein Dreied aud », o und o, fonjtruiert werbden,
P e t Pt o v - . " . '
fo Bilbe man d, — 2 2 und lege in den Kreis mit Rabiug » bie

= e i AR 2o00 P
entjprechende Sehne a. JIn der Cntfernung b, = E"._L!'}; stefe man
51 5
jenjeitd d, eine Parvallele zu «, die den gejudhten Punft ¢ beftimmdt,
Damit ift gejeigt, wie man aud » und den Rabien ziveter beliebigen
Berithrungdfreife dagd Dretect Tonftruieven Ianm.

15b) Bemerfungen zum Feuerbadhjhen Kreife.

I Jig. 10a ift H ber Sdnittpuntt der Hobhen, I ber Miittel-
puntt ded Mm:=-Qreijes. ’E-l Dreie L['t AHC und A, MC, find ahnlid
i perjpeltivijdher Lage, jo bag A4, CC, und HM ]"trI) in etnem
Punfte S jdneiden. 'T ]t ber Schwerpuntt de3 Dreiedd und
teilt MH im Berhalinis 1:2. (Warum?)

Fid Fig. 10D,

:ﬂ‘;‘;. 10 a.

£
% Y
| >
K p
B+
1]
Bi-_Hl,
. < e i
12 & : W
:1":’
I ] ;?’) _J'
G ;
A — 2 L =7
G - G

Sn g 10b geben die Mitteljenfrechten von 4, 4, und €, C
purd) den Wittelpuntt ' des Feuerbachjhen Rveifez, fo daf HM



IIT. Beziehungen zwijchen ben Seiten, Hohen 2¢. oed Dreteds. 15

folbiert wird. Demnad) find die Punite H, F, 8, M harmonijde
Tunfte. Die Gerade HM heifst die Gulerjdhe Gerade.
Der Radiug desd Nm-Rreifes ift doppelt fo grop, ivie der ded
Seuerbachjchen Kreifed. S und H find Sifnlichteitapuntte beiber Kreije.
(Hufgaben: A qud HM =¢, » witd o, oud HM = ¢, r und

MA, u i w)

1. Besiehungen swifden den Seiten, Hahen, Mittellinien
nnd Winkelhalbierenden des Mreiets.™)
16) Aufgabe. Die Seiten a, y, 2 eines Dreieds ausd ben

!
Hobhen hy, hy, hy yu beredynen

7

A : : xhy yhs - ah, g
Nuflojung. us F = — = [olgt ¥y = 5, ebenjo 1t

re] - g
xh, = \ e ehoEs i : .
B (e pritte ®leichung y = 5 iitche nichts neued geben.)

TMan febe die Werte von y und 2 i bie Gleidhung

1

- xh e o o - 7 T =
J=- 21 — ]/ ':-’ + ¥ -{— 2 ]k— ¢l + :-.tr | —{— ::I (.r' —|— YHi==15)

: o xh xh B by =+ hoh =R 1
S5 o T o e B Kl i R (R g e haie ikt
EOL WOlE 5 . o Yo et s e hy Tty
irh. Diefe geht dann diber in
;J.';".l.l
5 =

xr* - — — - . S 7

in _;f":!’f("i‘;h;' Rl + il (— Py hs 4 frghy —+ R fo ) (R g —hyhy + by Y by hisley — Rgliy )-

Nad) beiderfeitiger Divifion duvd) « folgt, wenn man b, ¢
Hiv x, y, 2 {ebt:

2hy byt 2kt 21, b, Ty
" = - = : C = o

2y . AN ; N ;
1y N —

'I,e'f{.faj his - hg g =+ Iy .l‘;_J]j} (=hyhy + ko by +hg fﬁl:‘_]l_ifr'l ho— hsltg g Ifj‘_jilf'z] ho—+hy fr —Iig .-"3]:}‘

17) Aufgabe. Die Seiten eines Dreieds ausd ben pohen
hy, hy und hy zu fonftruievem.
e - ah, ha ==
Aujlojung. Aud —— = "'C,- folgt @:y = hetly und

-

= fiy : hy. Demnad ift dad Berhiltnis der Dreiecdsfeiten befannt

*) Diefer Abjdhmitt Hhat nur Bedeutung fitr gelegentliche Ubungen int
Berechiten. Bu ben folgenden RKapiteln jeht ex nidht in Beztehung.

Dolamiiller, Mathematif, IL 2. Slufl. 4

-




iis: Erite Abteilung: Geometric dex Geraben und des Rreties.

/ : A o A ey e e

Loy z=hoily: ; ) Man fonftruiere ein Dreied mit beliebiger
: L [

Seite =’ uid den Seiten »” und 2’, die diefer Proportion entjpredjen.

5 S = vilan oL e e pilby
Xt dann k" die Hihe diefed Dreteds anf x, o Yt v == F‘ als

a
Seite ped gefuchten Dreiects leicht au fonftruieren.
Diefe Qonjtruftion ift toeit bequemer, ald die mit Hiilfe ber
oben beredyneten Anusbriice ‘nurd_];\_lﬁii[}mﬁu
Bemerfung., Die umgelehrte Anfgabe, die Hohen aud den Seiten
bevecdhreent, ift fchom in Feil I gelojt 1 um.m. . ©ie fithrte auf
h. = 'z_JTr — :: 1’]/((! A f:-—+— r_'\j.[::' a ..d:... b ﬁ:ﬂ'::'{.“ — [ r'r' : bh—¢),

1 a

fo bap man Bat:
Iy — hy = hy= -,

- 24 = ab'! r

wo W=V(a+bFo)(—atitoa—b+oato—o

18) Nujgabe. Die Mittellinien ¢, 4, f; ecines Dreieds
aud ben Seiten @, b, ¢ Fu

Fig. 11 beredhnen.
Nuflojung. S[un Fig. 11 it
s LS i i
nach bem Pythagoreijchen *’cf}r:
; fae fiiv das allgemeine Dreted
b ~0 2
Sl N Y, 7 a® Ve a
.rI W = O — 1 + 7 —i-- 2 5 P
If \ e -
i \ e Hunb
: 3 gt
B D ( S S 1 g
(7 i
alfo duvd) 2bbition
R [ a* . o2
LS [ i —— 5 = [T "2 iy
fo da man Hat
1 e Tr—" o 1 )
o VQJ)" + ‘-_)4’,‘2 — ."l:-f e 1_ 1,.,,1 " o 2t — g
lg = j l_x:"__, a2 _E_ Opd . o2

) Uujgabe, Die Seiten =, y und 2 eined Dreiedd aus
pen Mittellintien ¢, &, £ 3u beveduen.
Huflojung. Wus den lebten Formeln folgt

B ¢ 9 . 1 5 o "
a) 9421 9.2 __ a2 _ g2 \ 9,2 1 9.2 :
a) 2y 2 =t =l b) 222 1 942 T
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iy i e Pl e e S e R ‘:j".r'____‘._._"—'”' e
4 ] [ g1 ::'21_”, TR i e T M L (;‘ 1 gl g\ g1 g ‘g

[11. Beztehungen zwijden den Seiten, Hioben 2c. Ded Dreieds. 19

Durch Subtraftion erhdlt man daraus

ué ber jweiten
| foenn man

a, b, ¢ ftatt =, y, & jeht:

2 " T 24/094 2 942 2
) o=V F 2 — 4, b= Va2 —
— ""l,..-"-:zl;l'_’_.[_ 212 i

20) ujgabe. Cin Dreied aus Dden Mittellinten 3u
fonftruteren.

Die Aufldjung mit Hitlfe der lebten Formeln 1it etne etnfade
Unwendung des  Pythagoreijchen

Qehriates. Nod) einfader ift Ddie Fig. 12.
it Teil T Geom. Nr. 123 gegebene A
Ronfteuttion. Jn der befreffenden i
o 5 a b Al v o 7
Jigur find -, - und - MMittel- i
=5 2 e e | \{
{iten besd Hiilfadreieds D B F (Fia. b
12), deflen Seiten -4, 5y, 1
ﬁlllﬁ, ]”L‘f bLTf} nach |83| I G = '
oo 0 [ ST BRES B : z =i
e T lj 2 1 Q 'ru) £ B 5 ]
9 R ] te 2
ober o
2 / 5 3 e
o=Vt + 26T — &

Die formelle [beveinftimmung der Ausbdritde unter Nr. 18 unn
19 flaxt fich fomit einfad) geometrifh auf.

Bemerfung. Nun Hat A DBF ben bdritten Teil ded Subalts,
wie A ABC, folglid ijt

i)
Loy L

YaFrFo(—atoFd@a—bF+oleat+d—0

] gt i =

DOeY latLpd+ey(—at+tbtela—b4c)(a+b—c)
16 M | | AN I | sl ¥ ] FN
— (f / ) {'__ f + fide i" — —— \ {. S [ T
1 g 1 £l 1 3 | 1 | Bt




20 Erjte Abteilung: Geometrie der Geraden und ded fretjes.

Aufgabe. Die Hohen desd Dreieds durd) die Mittel:
{inten ausdjzudbritden.
= : = e ;
Yufldjung. Fovmel b = o in Nr. 17 geht itber m

fas e - 5 2

by = 5 l]/ UL +15 'f:ij (\'_ tytlztg) (b —13+15) (G +lh—%)= w’

3a :
alfo, wenn man and) a durd) die Mittellinien audbdriidt:
W W

.n'r.ll—_-' = " JFL.=:'_ = ;
1":‘—”'3:1 =Te b)f'::h T fL:! : 1'25;\" _I" .'”L'_: =

oo
W=Vlt+t+t)(—t+t+t)lh—t+t)E+t—h)

22) Mufgabe. Die Mittellinien des Dreieds durdy bdie
Hihen auszudriden.

Nuflojung. Sebt man in 7 = Y28 4 2¢* —a’ fiir b, cund a
ihre Werte qud MNr. 16 ein, jo erhilt man

e B 2R thy? (20 ot 20, 2h,* — hothy®)
Flf (Foy g+ T gt Reg It )-h hj——h T4 ho )y Fa ——h  Brg—t Big By (ol Bishg—Righy) !

worand fidh £, und ¢, dburd) cyflijhe B Lttmtldjlum be3 Jnbices er:
geben. Jn Der fertigen Fovmel ijt auld h2h,Ph® nod) die Wurzel
augzuzieher.

23) NUufgabe. Die Wintelhalbierenden wy, w,, wy einesd
-“‘\

ed

3 qausd den Seiten a, b, ¢ zu beredhnen.

Dret ;

Nuflojung. Nadh Teil I Nv. 169

e Ui ift in Pig. 18 n:g="b:¢, alfo
g | .
b qb
Pt Ry == & unD a=p —|— q—= E [ q
i LR \ < st ¢ 3 ac
v \‘\'{i 1.___ = ( 5 ; l‘luf‘ -I‘J q = {; _';'Z
¥ \'\\ Y ‘
' e s ab i 5
[ X und 2) p— — 5 Aus der Ahn:
Bt ;,---__ 7} —1C  lidyfeit ber D u‘mﬂ‘ DCEubDAB
] ; ot folgt w,:q = p:o, odber pg=—w,v
b
: S, = filhl E—w,), alfo 3) w?®
> N e AE — pg. Aus der \iiljllﬂ
= hd)fu per Dretedde A FEC und

ABD folgt AE ;b = c:w, ober
AEw, = be. Dies in 3) eingefebt giebt




IV. Alfgemeine Bemertungen iibex fonjteuftiondanjgaben. 21
5 a‘be » (e
-3"':17.“—';_ et L = )
Wy JXE P [J'“ b _i_ (3:].2 b (i 'iuT.l' + C}j
(b 4+ ¢)— a® be ; Yo 3
= b L - R = ¢ 4 a) (it e — ).
£ (0= cr (b + ) —[_ S b .—i_ i
Kolalid) it
i Vbela —F_f}_—:— c)(—a+b+4¢ e Veala+b +0o(a—b + ¢
& b1+ e¢ ! E b4+ a /
Vabia -+ b 4 ¢) @+ b—o
T = ey
3 a _: b

Bemerfung. Aus

a’be . - i s b —
- folgt a= (b4 ¢) !.f .
g Ll (b = be

r"-'lj: be —

(b

fo paf ein Dreied aud w,, b und ¢ fonfivuiert werdben fann, lepieres
2. B. mittel3 der Proportion Ve : Vbe — w, = (b4 ¢):a

y & T ]
Aua bderfelben Gleidung folgt be = - —  fo bap ein

i (71 4l
=
Dreied aud) aud a, w, und der Seitenjumme (b ¢) bevechmet und
fonftviiert werben fann. Uud b 4 c=s und be =k, o & ver
eben bevechnete TWert ift, laffen fih b und ¢ beftimmnien.
Die Halbierende des Anfentvinfels bei A bevedynet fich in dbhn=
licher LWeife twie wy ald

- -lf'ﬁ{: (a — b+ ¢ (a -+ b — ¢)
ez PR
1 S

b ¢ 5

V. Allgemeine Semerkungen fiber fonfenktionsanfgaben,

94) Yus bden fritheven Ubungen und Bemerfungen ergiebt jid,
paf die gefordberten Konjtruftionen entweder auf rein geometrijdjem
9Beqge oder mit Hiilfe von Berednungen audgefiifrt twerden.
Bezeichnet man afjo dag AUujjuden des zur Qojung fithrenden Weges
ald die Analyiid der Aujgabe, jo fann man einterfeitd bon geo-
metrifcher nalyfis, andererieits von algebraijder Analphfis
fprechen. Bei der lepteren Hanbdelt es fid) ndmlich um die Aufldjung
pon Gileidungen niederen Grades, eine Kunft, die man ald Algebra
s bezeidynen bilegt.
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25) Die uuml trifdhe Unalyjid judt entweder Sdhe auf
aud denen fid) die Lojung ohne mweiteres uquh[ pber fjie twenbet ge-
wifle Methoden an, mit deren Hitlfe die Konftruttion exmiglicht wird.

Sm erfteven Falle Hanbelt es m[) e jelten um eine planmaRige
Unterjuchung, die mit 3wingender Notwendigfeit zum Hiele fiihrt,
fonberit in Der Fegel darum, aud der gropen Menge der borher be
avbeiteten Site mit gejchidtem Griffe diejenigen heraug; ufiu*\f‘n Die
jich im gegebenen Falle ald braudbarve Werfzeuge betwdlhren. Auf ven
weniger Geiibten macjen bdaber foldhe LWwfungen Haufg den Eindrud,
ald BHabe e5 {ih mehr um einen RKunjtgriff oder ein geijtreidyes
Qombinieren gehandelt, ald um dad Ergebnid einer planmdipigen
Uberlegung.

Man exfennt 3. B. leiht, bap bdie Wufgabe:  einen Nreis u
fonfteuieren, der durch aivet gegebeme Punfte geht und eime gegebene
Gerade berithrt”, mit Hiilfe bed Saped geldjt wird, ,dafy dag Quabdrat
ber Tamgente gleih dem Jechted aud der gangen Sefante und ihrem
dufieven Ubjchnitte 1ft". Dagegen ftount man bisweilen bdie von
Geometern ivie Steiner gegebemen Ljungen ald Leijtungen einesd
aufergetwdhnlichen Scdarfiinned an. Ein Beijpiel diefer Art fer an-
qegeben:

Anfgabe. Sn einem gegebenen Dreied den Punft
aufzujinden, fiix ben bie Summe der Verbindungslinien
mit den Eden “\L‘li fleinjten miglichen Wert Hat.

Analyfis. JIm gleidhjeitigen Dreted 1ft die Summe der von einem
beltebigen Lunfte ausd auj bdie

Nig. 14 prei @eitenn gefillten Lote fiets
c glet) ber Hohe, alfo p 4+ g
1N -+ r =k, wad rvein geometrijch
/ abgeleitet tverben fann, aber
/ aud) aud der Jnhaltdformel
%

3 ] § (i}

/ \ P e S [ T e
. Fe=bhs s o el B
3 folgt. Bieht man bagegen von

- . >

pem Punfte X aud beliebig
gerichtete Gerade nadh) ben bre

S ] Seiten, o it ithre Summe
ab—— 1N \p ylotw>pitgtr, alfo

audy grofer alg A

Die Lote aber bilben miteinander ftets *&51f1 bon je 120°
St nmun DEF ein befiebiged Dreied, und denft man fich, X
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ei Der Punft, bdejjen Geffransverjalen unter Winfeln von je 120"
sufammenitopen, fo erfennt man, paf die tn ben Edpuntten auj den
Frandverjalen m'idjwt'cu Qote ein

gleidhfeitiged Dreted ABC bilben.
Gt man von einem anderen Puntte A
X, aus auf die Seifen von ABC o

Lote vy, 9y, T1, 10 Eﬁ—i"l - _%_‘.'-1
— p + ¢ + r. Berbindet man
aber X, mit D, ¥ und F, fo ijt
X D+XE+XF>p+ 0+,
affo andy gedfer als p +q -+ 4
Da pied von jedem beliebigen Punite '
X, gilt, jo jolgt, ba B oer Punft X
in dem bie Gdtrandverfalen
fich unter 1207 treffen, ber: Tl
jenige ift, fiix den bie Summe
ver Berbindbungsdlinien mit den Gcden den fleinjten mog:
Lu{}nt Wert Hat.

Die Qonftruftion des gejuchten Punttes ijt einfacdh. Sdjlage
um D einen Bogen und trage auf

thm von DF aud peimal - Den B
Rabiud ab, was den Punft H giebt.

Grridhte in D auf HD und ebenfjo e

im Halbievungépunite J uuf DF Qote. Al R (-
lm den ©dnittpuntt M, der lepteren '_ <l ?‘ =
ihlage etnen durd) 7 Jnmr“ﬁf gehenden BT o/
Qreis. Wiederhole © ‘mu Qonfteuttion --'“""< Xy ¥
an der Seite D E, wad den Puntt M, N r’||" '
ale  Mittelpuntt eined Kreifes DE i lf =l
qiecht, Beide Kreife jhnetbent fid) in 2 \ |

vem gejuchten Punfie X \|{

Der Beweid fiir die NRidhtiglet
ber Qonjtruftion bleibe bem ESdjitler iiberlaffen, ebenfo bie lnter
fudhung, tvie e3 tpird, wenn X auperhalb des Dreieds fallt.

27) Un joldpen und dbnfiden Lojungen evfennt man, dap be:
anlagte und geiibte Geometer Briicfen zu jchlagen verjtehen, wo fneniger
geitbte bie Mdglicheit oiiter  Berbindbung gar mnicht erfennen. S
pielen Fallen jteht zu vermuten, oaf bie QWjung auch) nicht auj anaz
(htijchem Tege gefunden (ijt, jondbernm auj Grund Dded umgefehrien
Rerfafrens. Der Geometer fand auf iputhetifdhem Wege eirnen




24 Erite Abteilung: Geometrie der Geraden und ded Kreijes.
qewiffen Bujommenhang und erfannte, da duvd) demjelben eine ge
toifje Grruppe vor Uufgaben [63bar wicd. Gr fonnte 3 B. bie Kon:
seuftion vevdffentlidienn und e3 den Mathematifern diberlafien, die
Unalyfis und den Beweid jelber aufzufinden. Gteiner 3 B. hat
bied in dielen Fallen gethan und damit zu zahlveiden Forjdungen
Reranlafjung gegeben.

s giebt in der That fehr ergiebige Quellenjdbe fiiv grofere
Gruppen von Konftruftionen, und 3 ift eine niigliche Aujgabe,
bei einem foldhen ©ape zu unterjuchen, tweldpe Arvt von Problemen
man mit jeiner Hiilfe [dfen fann. Solde Sde jind 3 B. die von
pen merfiiivbigen Lunften bed Dreietd Hanbelnben, ferner der Saf
pes Bythagoras, der Sap, daf die Sefante ftetig geteilt ift, wenn bdie
sugehorige Tangente glei) dem Durchmefjer ded Kreifed ijt.  Uud
bie Beziehungen zwijden den Rabien der Hauptiveife bdes Dreiects
gebert zu zablreidhen KRonftrutiionen Anlap. Sdabe bon herborragender
Wichtigteit, wie der Saf vom volljtandigen Bieved, die Sipe von
Rascal und Briandjon werdben nod) jur Sprade fommen.

Qommt man mit Lebrjdben nidt zum Biele, jo verjudt man
bie Ljung der Wufgabe mit Hiilfe gewifjer Methoden. Einige
babon jollen burd) Beijpiele erliutert tverden, wobet auf jyjtematijche
Rollftandigleit von vorn Derein verzidhiet wird. Die Unalyfis fei
babet ftetd als Wuflbjung bezeidyet.

28) Methode der Sphmmetrie oder der Spiegelbilder
(UWmflappung).
Aufgobe. Gegeben jer eine Gerabe KL und zwei Puntte

@ auf derjelben

Fig. 17 tte bon K7L, Dex i
L jefte Weg bvon P zur
oo e Gevaden und nad) Q joll

o gefunden fwerden
| h NSRS T uflojung. Bildet man
5 - -'-'_-_—'*‘-5.___——-———"'_'-"'3- ba3 CGpiegelbild @, von @

2. y uno 1jt S ein beliebiger Puntt
R = ber Geraden, fo ift jededmal
PSS+ 8@ =P8 + S¢,.

; A Statt aljo zu unterfudyen,

R4 twann PS 4+ S ein Mini-
mum  (Heinjter Wert) it

famn man unterfuchen, wann PS + S@, ein jolched ift. Died n-.‘;'rl"]ir[_]l
aber, wenn PQ, al8 Gerabe gegogen ivird, wad den Sdhnitt X giebt
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Folglid) ift PX -+ X@ ber gefuchte fiivzejte Weg. (DVabet ijt ¢ = ;)
vergl. Meflegion der Lichtftrahlen. Die Aufgabe Fommt bet Dber
Gffipfe au widtiger Untwendung. Sie fann dahin verallgemeinert
jperden, daf man nad) dem FHirzejten Wege von einem Puntte P nad
eitter ®evadber KL, nadh einer weiten Gevaben K Iy, nad) einer
pritten K, L, und nad) einem Punite ¢ fudt.)

Qiegen P und @ auf verfdjiedenen Seiten der Geraben, jo hanvelt
e& fich um bie Aufjuchung der gropten miglidgen Diffeveny PS — SQ,

T

wobei ebenfall8 « = «, tird. (Die Uufgabe ift twidhtig fiiv die
Hyperbel)

An Stelle von @ faun man einen wm @ gejchlagenen Kreis
tretenn fojien und 3 B. den Weg eined Lichtitrahles juchent, der bon P
aur Geraden geht, dort unter demfelben Winkel suriidgervorfen oird
und den Kreid um ¢ beriihrt.

Haufig it an der Aufgabe obhne feiteres Ddie Shynumetrie der
fertigen Beidhmung gegen irgend eine Gevade zu evfennen, woraud fid)
fofort neue Glemente fiir die SKonjtruftion evgeben. @oll 3 B. ein
Qreis gejeichnet werben, der zivei Gerade berithrt und burd) einen
qegebenent Punkt geht, jo findet Symmetrie gegen die Halbierungslinie
ez Winfels ftatt, wad fofort eimen zwweiten Punit giebt. Darauf
beruht eine der verfdhicdenen Konjtruttionen.

28) Methode ber Parvallelverjdhiebungen.

Yufgabe. CEinen Kreis zu fonftruierem, der einen ge-
gebenen Kreid und
stoei gegebene Gevade Fig. 18.
berithrt.

Huflojung. Dian ot
perjdhiebt jede ber Geraden AR /
pavallel zu fich jelbit um r. N _,f---'—“\
Gelingt e8 Ddanmn, Dden L N\
Rreis u jeichnen, der bie o : S
piilfalinien berithrt und -
burd) B geht, jo Dat B ! el gt
mant den IPMittelbunkt ded ' _
wirflich qejuchten Kretjes
gefunden.

Berjchiebt man bede
@eraben in entgegenge:
jebter Richtung, wie in der Figur, jo erhilt man bie inmmnere Be-

vithrung an Stelle der duferen.
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Bisweilen fann man bdie Figur i:m'rfj parallele Berjdjebung

eimzelner @eraben in giinftiger Weife wmge) ltf‘l. Died qejchah 3. B.
bei der Ronjtruftion des Dreieds aus den orei Mittellinien. (Vergl.

Feil T M. 123.)

Wujgabe b) Gegeben jeien apei audeinanderlicgende
@reife. Bon der Peripherie ped einen joll zu ber Dde3
anderen eine Gevade von gegebener Ridhtung uno Qinge
gelegt werden.

Yuflojung. Man bverfdhiebe ben eimen Ddex Kreife um Ddie ent:
inrechende  Stvee”. Die beiben Sdnittpuntte find bie Ausgangs-
punfte der gefuchten Gevaven.

Auch Pavallelverjchiebung mehrever Punite fill hrt bisweilen zum
Biele, 3. B. bei folgender

’Jlufqabt ¢) Gegeben feiem zmwei Gevade und ein zwijden
ifnen liegenber Punft Duvd) dben Punit von ber etnen
Gevaben zur anberen eime Gervade zu legen, die durd pen
Punft in gegebenem Verhaltnisd geteilt ift.

Wufldfung. Ungenommen, eine dburcd) den Punft von Linte ju
Qinte gelegte Gerade fei in dem verfangten BVerhltnid geter ift. Regt man
dann durd) den Punft eine Parallele zu der einen der gegebenen Geraden
io it der Abjchnitt der amderven ebenfalls im gegebemen tbuﬁu(tm-e
getetlt. \mmmt e3 fih 3. B. um bad Verbhaltnid 3 : 5, fo ijt ber
Abjdhnitt in 8 gleidhe A‘.,L“LIL serfegt, und die Parallele jdhneidet 3 vou
vent Teilen ab) Aud diefer Bemerfung folgt die Konjtruttion.

29) Methode der fonzentrijden Vevjdiebung  Jeber
Tuntt eined Kreijed wird auf dem Rabius na d) etnem t';'.a'!.-',;‘111‘:‘&1';'1,1:-11
Qreife bin verjdoben. Diefe Metho _ ' ‘
Qreife der Uufgabe a) zur Unwendung gefommen. Jn allge meiner
orm evjdheint fie bei Der fpdter zu behandelnden Wnufgabe, einen
Qreis zu fonjtruievenm, ber drei gegebeme Rrveife beviihrt.
Mart 3ieht den Radiud » ded fleinjten Kreifed von demen der betben
anberen ab und exhalt fomgentrifche Hitlfstreife. Die Wufgabe ivird
bamit auf die zuviidgefiihrt, cimen Rreid zu fonjtruievem, dev zwei
gegebene Rreife bevithrt und durd) einen gegebenen Puntt geht. Ver:
quifert man die beiben NRabdienm um », fo erhilt man bdie inmnere
Berithrung am erjten Kreife jtatt dev dupeven.

30) Methodbe der Ahnlidhfeit. Man fonjtruiert jtatt Ddes
verfangten ®ebildbed sunddft ein thm ahulihed. So Taun 3 B. die
Qonjteuftion eines vegelmifigen Polygons iiber einer gegebemen Ge-
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yaben erfolgen, inbem man ein joldes aundchft in eimen Dbeliebigen
Rreid einzeihnet und Ddaun Ddie Figur auf Dden ridhtigenr Mapitab
bringt.

Hufgabe a) In ein gleidjdhentliges Dreted ein Quadrat

einjuzeidnen. Dian zeidhnet exft ein beliebiges luadrat (auf der

Grundlinie) mit der Hibe als Symmetrieachfe und projiziert die
Gden von A aus auf die Schentel. (Fig. 19.)
Hig. 19 Fig. 20
, 3 "\.
A VT A
| : | | B

I

ufgabe b) Ginen Rreis zu jeidhnen, der zwei gegebene
Gerade berithrt und durd) eimen gegebenen Puntt B geht.

Hufldjung. Man zeihne zuniacdit einen beliebigen Berithrungs=
freis. Die Gerade A DB giebt Shnittpunfte B, und B, und Rabien
B, M und B, Sept hat man die dev gefudyten dhnliche Jeidymung.
Die Parallefen BM, und BM, zu jenen beiden PRabien find bie
gefuchten Radien. (Un ~Dbiefer Aufgabe erfennt man bie Widhtigteit
ber perjpeftivijdien SLage.)

Aufgabe ¢) EGin gleidhfeitiges Dreied zu zeidnen, bejfen
Gden in drei geqebenen Pavallelen AB, A, B,, A, B, liegen.

Nuflojung. Man zeidyne ein gleichieitiges Dreied DEF (Fig. 22)
von beliehiger Grofe und teile DE im BVerhiltnid 7y 2 hy, W0 oy vnd
Die su den gegebenen Pavallelen gehbrigen Abftande find. Bieht man
ourdh D und E Pavallele zur Teilungdtvandverjale F'G, jo hat nan die
qur gejudhten dfnlicdhe Beidmmg. Cintragung bes Winteld a n die
gegeberre Figur 21 geniigt zur Bollenbung der Aufgabe. (Spiter
andere Sonjtruftion.)

Auf entfprechende Weife gelingt die Lofung der Anmjgabe, ein
gegebenes gleidhjeitiges Dreied mit den Cden in brei bon
einem Puntte audgehende Strahlen zu legem Es it mw
nitig, fiber zwei Seiten ded Dreieds Kreisbogen u jhlagen, die ben

von ben Strahlen gebildeten Winfeln entfprecdhen. Die in biefem Falle
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fongruente Figur ift bann in bie ridtige Lage su Dbringen. (Uudch
bafiir folgt jpdter eine anbere Lijung.)

wig. 22
Ll 2L \ j‘
A B i -
T :'
s o
F o d (7 . \
Atz - = —5
X I / ;
S i iir.'___, 72, =S S B S
| (r
B e o —— D
2 i} 2

Die ztwei lepten Aufgaben fjind eigentlich mit DHiilfe der wm-
gefehrten Aufgabe qeldft, wad ald8 befonbere Methode Dehanbdelt
terden Tann.

Aufgabe d) Durd) einen ber Sdnittpuntte zweier jid
idneidbenden Kreife eine Sefante zu legen, die in gegebenem
LVerhaltnig geteilt tit

uflojung. Jede Sefante A B, die durd) den Shnittpunit P
ber Rrueile geht, aiebt mit dem anbdeven RKreidjdhnitte @ ein Dreted.
Alle dieje Dreiece find dhnulich wegen der itbereinftinnmenden Peripherie-
winfel « und § iiber PQ. Man zeichne ein beliebiged Dreied 4, B, @,
mit den Winfeln « und B, teile A, B, in dem gegebenen LVerhaltnis,
was den Puntt P, giebt und ziehe P, Q,. Der Winkel P, @, A, ijt
at P angutvagen und giebt die Lofung.

31) Methode der Umtehrung der Aufgabe.

Hufjgobe a) Cin Duabdrat in ein gleidhjeitiged Dreied
bon derjelben Flade zu verwandeln.

uflojung, Man vertwandelt sundcdft ein gleidieitiqes Dretect
bon befiebiger Grofe in ein Rechted und biefes in ein Quadrat.
Sept Dat man ba3 Verhdltnis zwifden Quadrat- und Dretecsjeite
fiiv den Fall ber Fladengleihheit. Die Seite ded qgejuchten gleidh-
jettigen Dreieds fann daher als vierte Propovtionale fonftruiect werben.

Cntiprechend [aBt fidh jeded Quadrvat in ein Biefed verwandeln,
weldjed einem gegebenen dhnlich ift; alfo jedes Bielet in ein fldchen:
gleidyes, weldes einem beliebigen anberen Bieledt ahnlich ijt. '
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Aufgabe b) Cine gegebene Gerade jo su vexldangerm,

pafp eine ftetig geteilte Gerabde entiteht, wobei die erfteve
v fleinere (Dezw. grifeve) Teil fein joll.

Uufldfung. Man teile eine belicbige Gerade nac) bem golbernen
Sdnitt und fonftruiere dag fehlende Stiid ber gegebenen al3 vierte
SProportionale.

Die iungen mit Hitlfe der Umbehrung dev Aufgabe find in

Regel nicht ald elegant zu be; seichnen,

.—\"

32) Methode der Drehung
Die vorige Uufgabe, eine gegebene Gjevabe AB jo zu berldngern,
daf eine jtetig geteilte Gerade ents
fteht, toobei fie jelbjt ber gripere
Feil fein foll, famn folgendermaien .
qeldft werden: Man fdlage iiber a X
AB ald Durdymefjer einen RKreis, : sl
(ege an einen beliebigen Punit C - :
eine Tangente CD = AB, und Lsorten
ihlage um M mit M D einen Kreis, BX /|
der die Berlangerung von A B in s S
pem gefuchten Punfte X jchneidet. Xos ot
(Die ’?n'-lqvntc CD it dabei in 7
pie Yage e ¥ X LIL‘ Lﬁ.glt fpproen, was 3 : \ .
ber  friiheren Ronjtruftion  Des s aee S )
golbenen Scnittes entjpricht.)

Yufgabe a) Cin gleidhjeitiges Dreied zu fonjtruieren,
welched mit den Gden auj zwei gegebenen Barallelen A B
und CD und einem ge:

gebenen Punite £ [1egt. Fig. 2.

Anjlofung. Pean ziehe S
a3 Qot EF, drehe EF /
et e e Bl A= . e £
ervichte in I, auf EF) ein SHettag
Qot, tvelded AB in G j‘
idneidet. EG it Bafis bes
gejuchten Dreieds. G S f !

Dreht man ndmlid) die :
Gerabe C, D, um E in Hiess) : é el
urfprimngliche Cage zuvild, R P RERP  GE g

fo fallt G nady H, und
X GEH ijt gleidh 60°. Vi
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Diefelbe Lojung gilt fiir zwei beliebige Gevade und einen
Runft £ ( 'lvrqfvir{r‘ Abjchnitt 30.)

‘Hl(iquhr )) Gin gleidieitiges Dreied zu zeidhnen, defjen
Eden auf einem gegebenen ﬂum einer qegebenen Gevaben
und einem gegebenen Punfte K liegen.

Wuflojung. Pan drehe die Gerade um £, und 3var um 60",

Die Shnittbuntte K und K, mit dem RKreife geben die Grundlinien
EK und EK, fiiv zvei verjdjiedene Dreiece der gefuchten Art. —

¢ 1 1 1 N r (ahavrk 2 araey 20
Man fann m tfi‘. pent freid um den Punit & drehen (ebenjalld um 60°).

Hufgabe ¢) Cin qlvirﬁfa‘iiimﬁ Dreied zu zeidhnen, defjen
Gfen auf zwei gegebenen Kreifen und einem Punitte liegemn.
(Ebenjalls el Lojungen nad) devjelben Art.)

Yufgabe d) Gin gleidfeitiges Dreied mit den Gden auf
bie Seiten eined anberen gleidieitigen Dreieds ober deven
BVervldangerungen 3u legem.

Wuflijung. Man lege beide Dreiece mit den Mittelpuntten auf-
einander und drefhe dad eine in entfprechender Weife um den Wittelpuntt.

(Nach Obigem lajfen fich unzihlige gleidhjeitige Dreiede mit den
Ecfen auf die Seiten eined gegebenen Dreiedd von beliebiger Gejtalt Legert.
Sebem Seitenpuntte entjpridht ein bejtimmies q[mhmttm Dretect.)

Nufgabe ) Durd) die Cden eined gleidhjeitigen Dreieds
bie Seiten eined gegebenen gleidgjeitigen Dreieds zu legen.

Wie vorber zu [bfem.

Nufgabe ) Von einem gegebenen Punfte ausd an einen
gegebenen ®reid und eine gegebene Gevade (oder an zwet
gegebene Rreije, ober an jzwet gegebene Gevade) jived
jfeihlange Gevabe 3u ziehen
3 B. von 30") einjdliepen

‘"" + T
Statt per L

g . Die einen ageqgebenen Winfel
|’

Drehung um 60" twird eine um 30" vorgenommen,
jonft it alled twie vorber.

33) Die Methobe ded geometrijden Drtes.

a) Der geometrijhe Ort eined Puntted, der bon einer gegebenen
Gevaden einte gegebene Enifernung Haben foll, iwirh burd) zivet
Bavallele in entfprechendem Wbftande beftimmi.

b) Der q:‘ﬂ-uu‘mu‘[u‘ ort eined SPuntted, der von zwei gegebenen
®eraden gleiche Abftande Haben foll, wird durdh die beiden \‘111[*15&"*':11151~f~:
linien t'l}.rv.s_ ._..ij'll[t“ﬂllliL].Ul'”ll]”][t Wie it e3 i Falle ded Parallelidmusd?

¢) Der geometrijhe Ort eined Punftes, der von einent gegebenen
Puntte euren gegebenen Ubjtand haben foll it ein mit entibredhendem
Radtud um den lebteren LRunft gejdhlagener Rreis.
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d) Der geometrifhe Ort eined Punites, ber von sivei gegebenen
Runtten gleihe Abjtinde haben jolf, ift bie Mitteljentrechte ihver
Lerbindbungslinte.

e) Der geometrifhe Ort eined Punites, Der bon emmem gegeberten
Qreife einen gegebenen Abjtand Haben foll, it burd) zwer fon
sentrifhe Kreife von entjprechendem Raviud bejtimmt.

f) Der qeometvifhe Ort fiir bdie Sdeitel gleidher Wintel,
beren ©djentel Tangenten eines qegeberten Rreifed find, ijt ein fon-
senfrijdjer RKreis.

o) Der geometrijdhe Ot fiir bie Scheitel gleicher Wintel iiber
eirer gegebenten Geraden it ein Qreigbogen durd) ihre Enopunite.

=

h) Der geometrifdhe Ort eined Punites, Fiir ben bie Differeny ber
Quabrate feiner Abftinde von jwei gegebenen Puntten eimen gegebenen
Wert Haben foll, ijt ein gewifje3 Lot auf ihre Rerbindungélinte.

(Denn e — g = (b, + 1) — (0" + #°) = bt — by*, tie
hod) audy ber “ij:l‘i' X liegen mag. Aljo ift dad Lot der g

i
metriidhe Ort) Der Fuppuntt ded Lotes bejtimmt fidy mit Hitlje dex
J )

i:f'ﬁﬂit{_}llﬂﬂvll f'J] |"3 = (, f'rl.': —_ F;‘_-‘,"J = r::jJ
alio blil'[f_] 'J‘l et 2 :l_ rs‘_ ?.1? 25.) \q 25,
O _1.__

) Der qeometrijge Orf eined
Puntted, bon dem ausd die Tangenten au i
et gegebene Rreife gleid) lang fein jollen,
ftelt fenfredht auf der Centrale. Sdhneiden .
fih die Kreife, jo Hanbelt e3 fich wm die \"\\
gemeinfdaitliche Sefante; fiegen fie aus: T Y R —,

einander, fo Hanbelt 3 fih um dad Lot,
welded vom Halbievungspuntte einer gemeinjhaftlichen Tangente aus
aitf die Centrale gefallt iff. Wwrd der eitte vom anderen umjdloffen, jo
Fudet man bad Lot folgendermafen.

Mar ieht von dem letneren freife B1g. 6.
aué eine Tangente, die iiber den

quiBeren hinausragt; eine gleich grofe

Tangente lege man an den griperen e
Kreis. Die  Endpunite Dbeiver ¢/ N

;:mlq;mvn brefe manr um  den
Mittelpunft bed zu jeber gehdrigen
Rreifes. Wo fih Ddie bewden M
Hiilfstreife fchueiden, dort 1t Dber
Punft, von dem aud dad Lot auf bie Centrale zu fallen ijt.

k) Der geometrifche Ovt eined Pumftes P, fiir ben bie Sunmme




a2 Erjte Abteilung: Gjeometrie der Geraden unbd ded Rretjed.

ber Quabrate feiner Abjtinde von e gegebenen Punften fonjrant it,
it ein Qreis um den DHalbierungdpunit igrer BVerbindbungslinie.

(In Fig. 26 it M Ddev Halbierungdpuntt von AB, aljo
el = 1* + b* 4 2pt und el = t*+ b* — 2pt, WO p pie *Pro-
jeftion von ¢ auf AB ijt. Solglidh ift ¢4 "= 2¢3 4 2b% und
e 'lf;"e;‘* +e*—20b*

- . D. . ¢ eine fonjtante Linge.)

Bemerfung. Jn der Glementargeometrie Hanvelt e5 fih nuxy
am Qonfteuftionen mit Bivfel und Lineal. Der geometrijde Ot filv
einent 3u fonjtvuievenben Puntt iit affo ftets eine Gevade ober ein
Qreiz. 9Bir terden noc) einige andere Fille fenmen fernen, o beide
als geometrijdher Ort anftveten. Die obigen Fdlle geniigen 3uv Lijung
sahlveicher Aufgaben.

34) Fitren die angegebenen geometrijchern Wege nicht zum Biele,
fo verfucht man e3 mit der oben befprochenen Methode Dder
algebraifchen Analyjis, o. h. man betrachtet ein geeigneies Stiid
al Unbefannte 2, verjucht eine Gleicdhung aufuitellen, weldhe Ddie
Unbefannte enthialt und (Bt die Gleicdhung auf. (Beifpiele zu diejem
Berfahren enthalt jhon der erfte Teil.) Gnthalt nun der Anusorud
fir die Unbefannte z 3 B. Subifouraeln, wad bei Gleihungen
Sritten ®raded gefdhieht, fo ift e8 im allgemeinen unmbglih), ibn mit
Birfel und Lineal u fonjtruieven, d. . bie Uufqabe ift nicht mit
Rirkel und Lineal (H8bar. Dagegen ift fie [68bay, wenn mur Duabrats
wurzeln oder Quabratiwurzeln aud Duabratiourzeln oder gar feine Wurzeln
porfommen. Die Gleichungen ditvfen allerdings nidt trandcendente
fein. 1lber e au fonftruicrenden Ausbriide iff da3 Ndtige it
exften Teil gejagt.

Der neueren Geometrie ift es gelungen, eine grofie Unzahl bon
Aufgaben, die man frither gar nicht ober mir mit Hiilfe fomplizievter
Rechmmgen e Lojung bringen fonnte, in jehr einfader LWeije 3u
{bfen. Dies ift dadurch moglich geworden, dafy es gelang, Beziehungen
aufzufinben, die projeftivijder RNatur jind (0. h. bei jeder Projeftion
exhalten bleiben), die alfo unabhingig von den Mafibesiehungen
find. Mian untericheidet daher wvijchen der Geometrie desd Mafed
ud der Geometrie der Lage. Dev Unterfhicd zwijchen beiben
ith fidh durdh die Folgenden Abjehmitte auffldrven, obiwohl vorldufig
nur von Geraden und RKreifen, nicht aber von ben Projeftionen ded
Rreifes gefprochen tverdben foll. —

Bemerfung., Hat man eine Aujgabe gqrundjablidh (im Pringip)

qeldft, jo gebe man fich nicht ohne teitered ufrieben, jonbern judpe
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V. Ubergang zur meuerent ®eometrie. i

)
W

et exft eine mbglichit furze (elegante) Lojung. In Ddiejem Sinne
unterjhied Stetner wijhen der Lofumg mit dem Weunde und ber
blung mit der Hand.

V. Wbergaug jur nemeven Geometrie.™)

35) ©at des Cevn. Die von den Eden eined Dreieds
aus durd) einen Puntt gezogenen Transverfalen™) teilen
bie Gegenfeifen jo, dbap bie
Produfte ausd je drei nidht zu-
jammenhdngenden Seitenab-
jdhnitten einander gleidh jind.

x
oy

1}

Beweisd, Jn Fig. 27 ver: £ [N
falten fich die Jnbalte ber auf ' K
perfelben Grundlinie A G ftehenden P o
Dreiede AGB und AGC ie die i .
sugehorigen Hohen. Die lehteren, < S B s
b. b. bie vont B und C ausd auf AG
gefillten Qote, verhalten fich aber wie » umd »,. (Warum?) Dem
nacd) beftehen im gangen folgenoe Beziehumngen:

\ AGEB & N BGC 9 ACGA z
RGO = ABGA W' ACGB _ w
Multipliziert man die linfen und ebenjo bie vechten Seiten biefer
®leichungen mit einander, fo entjteht eine Gleichung, auf deven [infer
Geite fid) alled bebt, alfo
ZYz
T, 5

— R
1= ,  ODer aye = X Y,E .

(Der Puntt G darf auch auperhald bed Dreieds [iegen.)

36) Umfehrung. Teilt man die Dretedsjeiten jo, Dap
pie Produfte ausd je drei nidht gujammenhdngenden Stitden
einander gleid) {ind, {o gehen die Verbinbungslinien ber
Feilpunfte mit den Gegeneden durd) einen Punit.

(Der Betveid wird inbiveft gefiibrt. Man nimmt an, die dritte
Trandverjale CF ginge nicht burd) G, obwobhl zyz = z,y,%, it

# Diefes Ubergangsfapitel ift aud Biftovijchen Griinden eingejdhaltet.
Die {pateren Betrachiungen jind unabhingig dabor.

) Gine Trandverjale ift eine Gerade, die willkiirlich quer durd) etn Shjtem
gegebener Geraben gelegt mwird.

Holiymiller, Mathematit. IL 2 Aufl 3
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7 L

Man zieht damn CG F, wobet wye = wyyy21 foirh.  Durd) Divijion

o = o

= ! = i e g 1 - ™ N HE
iolgt aus beiben Gleidungen — = —~ oder —- = —° Da aber bie

1 ®q q

und im Sinne der Fig. 27

,.1| %

innere Teilung von AB im Rerhalinisd
nue einen eingtgen Teilpuntt giebt, ‘o miiffen F uud F7 zufammen:
fallen, und aud) CF° mup durd) G geben.)

37) [Betveid auf Grund ber Shwerpu nttafefhre (barycentrifcher

<,
Beveis). Wan penfe fich in 4, B und C oillEiclihe Maffen my,

-
s

Iy m ¥ 'y il [ o4 Fi g *
me. St omun — ==, o it F der Sdywerpuntt der beiden
= 3 s 2 X

Jj;‘.—z_r ; a

Maffen. It :? — T' . fo ift D ber Sdywerpuntt diefer Mafjen

St i: = ?:J‘ . o ift E der Sdjwerpuntt ber lepteven Maffen. Dabei
|

g MM M A B Y e g E¥E e gben e

Ta m. my “ H 1y

nun F der Schwerpuntt von my, und m, ift, fo fiegt Der Schwerpuntt &
aller drei Maffen auf FC. Aud demjelben ®runde fieat er aud) auf
DA und auf EB. Da ed aber nur euen einzigen gemeinjdhaftlichen
Seherpuntt giedt, miifjen fid) bdie prei Gleraben in einem eingigen
Punfte [Hneiden. Aud 2,y 2, = Y2 folgt affo da3 Sdymeiden der
orel Gleraben in demijelben Punfte — CStait der Mafjen in 4, b
ad € fann man fich audy parallele Rrdfte denfen. it eine bavon
ﬁn ben Geiben anbeven entgegengefest gerichtet, fo erhalt man einen

ont dben Fdllen, wo G auperhalb desd Dretedsd liegt.
A AG n, = N
Bugleih it nad) dem Sdjwerpun nitdqejesie Te=—" o
g i ¥ M,

2, Yt ha

Sept man AG = u, DG = u, und entjprechend bie Abjd)nitte
Ser anberen Trandverjalen gleid », v, w, wy, jo Dhat man mit
Hitffe cotlifdher Vertaujdung die ®leidhungen:

w o Y# - Y % v EX BTy w zY + Y,
”| er,:'., Lm0 = Rt hp s zy !
Yus wye = w97 folgt y==""—""- Dies, in die etjte der
T . oo e W (x 4+ x,)% :
®leichungen eingefebt, veriwanvelt e in W = i L~ pber int

zyuz; = (z 2wz, ©p ergiebt fich fiir ba3 von “1\1 Zransverjale
FC gefdnittene Dreied 4 BD eine neue Vejiehung: ver nachjtehend

geometrijd) betviefene Gal Des Menelans.




V. Ubergang 3ur neweren Geometrie. 3D
38) Bemerfungen. Sind die Dreted3jeiten halbiert, jo erhalt
man aud dem Safe ded Ceva die Sape von den Wittellinien und
pem getwdhnlichen Dreteddidhwerpuntte. Die Verbindungslinien bder
Berithrungdpuntfte ded Jn-RKreifed mit den Gegeneden ded Dreteds
mitflen fid) ebenfalld nady Ceva in einem Punite jdhneiven, da je
swet Tangenten gleich find.  Entfprechended gilt von bden An-Kreifem.
Die Hohen des Dreiedsd (dneiden fich in einem Puntte, benn aud bder
A hnlichteit gewiffer Dreiece folgen i obiger Bezeidnung die Gleichungen
Y =y, 2y, Y2 =&, zo=2,y,, oud demen man durc) Multi-
plifation w. {. w. o,9,2, = ey e erhalt. —
Durch Parallelz oder Centralprojeftion geht die Fig. 27 1 eine

T

anbere iiber, von der wicderum der Sahy ded Ceva gilt Die durd
bent lesteren audgejprodene Cigenjdhaft ded Dretedd bletbt alfo bei
jeber Projeftion ded Dreieds erhalten. Wan nennt joldye
Eigenfdaften der Figuren projeftivifde Cigenjdhajten.

39) Saf bes Menelans. Werben die Seiten eined Dreis
ecd (oder ihre Werldngerungen) durd eine Trandverjale
gefdnitten, jo find bdie Produfte aud je drei nidht zu:
jammenfhingenden Seitenabfdnitten einander gleid. (BVgl.37.)

Beweisd. J[n Fig. 28 fet AL el
ie bad Dreied A BC [dyuneidende s
Trangverfale. Die Sdnittpunite
mit den Seiten feien D, E unbd F.
Die CEntfernungen der Eden von
per Trandverfale feien x, y, 2. Wusd R
ber Uhnlichfeit entjpredhender Drei- 7=
ece folgt ';;";-\-..‘.-"
AF T BD 9 CH 2 iy

BE 4' CD z' AE o' o

A

purd)y Multiplitation wird demnad g o N
AF BD-OE _wys _ Sl T
BF-CD. AR T = == S

DDer

AF-BD-CE=BF-CD-AEFE. L

1y

40) Wmfehrung. Wahlt man auf den Seiten einesd Dret
eds (bzw. dben BVerlangerungen der einen oder aller drei
©eiten) Teilpunfte jo, dak die Produfte ausd je drei nidt
sufommenhiangenden Seitenabidnitten einander gletd) jinbd,
fo liegen bie Teilpunfte auf einer Gervaden.

e —




36 Grite Abteilng: Geometrvie ber Geradert b oed Rretjed.
Der Betweis ift inbiveft in berjelben Weije zu geben, toie Dei
per Untfehrung de3 Sabes von Ceva.

41) Bemerfungen. Aus dem Sabe Ddes Peenelans folgt per
503 Gepa. Betradhtet man namlid) in Fig. 27 das Dreied ABD
ald von FC gejhnitten und das Dreted ACD ald von BE ge-
fdhnitten, o ergeben fich nady Menelaos zwei Gleidhungen, aus denen
purc) Divifion die ded Ceba folgt.

Yuch Der Sap des Menelans ift eine Gigenfdhaft, die bei be:
{iebigen Projeftionen der gugehvrigen Figur erhalten Dbleibt.

Unter vollftandigem Bierfeit verfteht man vier Gerade mit
ifren fechs Sdnittpuntten, jo bafy e3 BHier drei Diagonalen giebt.
(Unter volljtandigem Biered verjteht man pier Puntte mit ihren
fechd Verbinbungslinien, jo daf e3 hier brei Shnittpuntte von Gegen-
feiten giebt.) Aus den Siiben bdes Mienelaod und Cevba ergiebt fich
iiber bad volftindige BVierfeit der jolgende Mwidhtige (projeftivijde)
©ap, von dem fpdter ein von aller Redymung inabhdangiger Beived
gegeben toerden joll:

42) Saf pom vollftandigen Bierjeit. Die drei Diagonalen
pes vollftandigen Bierjeitd teilen einander hacrmonifd.

Beweis. A, B, €, D, E, F fjeien dic Cden des bolljtdandigen
Bierfeitd, X, Y, Z die
Sdnittpuntte der Dia-

t

g, 29.

A gonalen.  Nad) Ceva
ift im Dreied AEF
, ! (AB.-BX.FD __
B( "BE-XF-DA :
zy ) Nad) Deenelaos ift
\D it Demjelben duvch B Y

|7 gejchnittenen Dreied

: : y . == o b K'Y - FD

:r_‘-i = e Al .ir. e r);._....__ S B A

Durch Dibifion ex-
hlt man aus beiben Gleihungen eiite neue, in der jich alled weghebt,
bis auf
& EX EY
v X, F X

Demnach ift junddit die Diagonale EF in X und ¥ harmo
nifd geteiltt. (B und F, ebenjo X und ¥ find nady FTeil I Nr. 168
sugeordnete Punfte.)



Ubergang zur neueren Geometrie.

ird nun Fig. 29 in ivgend einer Weife auf eine anbere Ehene
projiziert, jo Dleiben nach 38 und 41 bie Gleidhungen 1. und 2. be:
fteben, folglih aud) Gleidung 3. Qft alfo eine erade Hormonijdh
geteilt, fo 1ft auch ihre TProjeftion durch bie projizierten Teilpuntte
harmonijd) geteilt. Die harmonijdhe Tetlung ijt bemnad) eine projeftivijche
Cigenjdhajt.. Jieht man nun in Fig. 29 AY, jo find die Punfte FEFXY
boit A aud auf BY projiztert, folglich find BDZ Y Hharmonifche LBunfte.
3ieht man nodh EZ, jo find die Punite BDZY pon E aud auf 4 X
projiziert, folglich jind aud) ACZX havmonifche Puntte.

ufgabe. Bu drei Punften E, F, X (oder F, F, ¥), von
penen E und F zugeordnet jind, mit dem Lineal allein den
bievten [}:‘1‘|'luntirﬁc1r i fonftruieren

Die Lojung erfolgt durch Wiederherjtellung der Fig. 29 aud K, F
und X unter ].'IL[N]HHL‘].' Annahme von A u, . .

Bemerfung, Gerade der Umitand, daf auch diefer Sab von
Magbesiehungen unabhangig ijt und die Konjtruftion des vierten
hax mnnm!‘fu Punfted ohne den Bivfel qeftattet, [dBt bermuten, dah
o) eine andere Wrt von Beweisdfithrung moglidh 1ft, die aud dem
Beveiche der (Cuflidijhen) Geometrie bded Mafes ganz herausdgeht.
Die widhtigen Folgerungen bdiejed Sabed bleiben baber bHid zum
fpdteven Betveije vorbehalten. (Vom vollftdnbigen BVieved gilt
iprechende Sah: BVerbindet man bie drei Sdnittbunite dex

™y +114
'DL.L g1t

Gjegenferten ded vollftandigen BVieredd mit einander, {o entitehen drei
Gruppen harmonijdher Strahlen. Died folgt jofort aud Fig.

WAud bem Sabe ded Menelaod [apt fidh) der nachftehenbe Pasdcaljche
Saly vom Sehnenjech3ed ableiten, der alg ein grunbdlegender Sap bder
neueren Geometrie u betvadhten ijt. ©pater joll er unabfhiangig von
den erfteren Sdben betwiejen iverden.

43) Sat ded Padeal, Die Gegenfeiten bes "“L[}IILII]'{.LU:LCfu
fhneiden Jidh) in drei Punkten, die auf einer Geraben lieger

Beweis. Jn Jig. 30 jei ABCDEF da3 Sehnenfechded, P, ;-‘;
und R jeien bdie Sdmnittpunite der Gegenjeiten, X, ¥ und Z bie
& f‘l]ELtFpll]E te ber nicht zujammenftofenden (alternievenden) Seiten
BC, DE unb £A4.

‘Et'it"; Dreied X Y7 wird von drei Trandverfalen AB, D und
EF gejdnitten. Nad) Menelaos gelten aljo fiir jede detfelben folgenbe
Glet '.1‘1:![[.'“]1_

VAR P I BB W A
CY .DZ - QX=0X -D¥.Q0Z
BZ+FX - RY =EY - FZ- RX;
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38 Grite Abteilung: Geometrie ber Geraben und ded Kretjesd.

burd) Multiplitation io[g’f

1, AX-BY-PZ-0Y-DZ-QX-EZ FX-RY
1/ BX PY-0UX-DY-QZ-EY-FZ-RX.

Anferbem ift tmcf} pem Sefantenjabe:
XA-XF=XB-._ YB-YOC=YD-YE, ZD-ZE —/ - ZF,
alfo burd ﬂ}éul'ripﬁfntiuu

2 XA-XF-YB:-Y0-ZD-ZE—XB-XC:YD -YE: ZA -ZF.

P L
=0 X

Aug 1. und 2. folgt durd) Divifion (und Hebung der unterftridenen
%E‘[ﬂ'[‘rt‘.u:‘ PZ - ";}_ B R T '('J/{ R X.
Dies entjpridht wiederum bdem Sabe bded

it Menelansd. Folglich fegen P, @ und R auf
A einer Gevadenn, der fogenannten Pasdcaljdhen
_f"/ e 2 - inte ded Sefunenfed)eds.
AN Gemerfung., Die Seiten ded Sehnenjed)3eds
V2 L /£ o oiirfen fidh aud) gegenfeitig fchneiden, wie in
\ F -/ Big. 30a, mur mup die Figur eine gejcdhlofiene fein.
N\ Uud) die mwidtigen Folgevungen diefes Sabes

werden auf jpiter verjdhobenr. Dasdjelbe foll mit
jolgendem ©abe fiber die Abnlichfeitspuntte von bdret RKretfen (vgl
Teil . Nr. 166) gejchehen.



V. lbergang zur neueren Geontetvie. 39

44) Snh. Die fedhs Uhnlidteitdpuntie dreier Kreife
[tegen tn Grubpen zu dreten auf bier geradben Linien.

Fig. 31

M
7
4 £
A g e
A %

= f'__ :

e I R A,

Beweis, ©3 ift nad) Teil I Nr. 166 und 168 (dupere Teilung
o M, M, w . . itm BVerhalinid ber Rabien)
M, A, r, M A e MA
A, M A v MA
folglich durd)y Multiplifation
M, A, - My A, - M, A, P
MyA, - M A, - M, A, ryryr
wad bem Sape ded Mienelaod entjpricht, jo bap 4,, 4,, A; auf
gevaber Linte ltegen miifjen.

Sn derfelben Weije twird beriefen, daB A,J,Jy, A, JyJ; und
AgJ, T, auf geradber Qinie liegen. Die vier Geraden Heifen Ahnlid-
feitdadhien.

Bemerfung. Nad) vt de3 Sabed ded Menelaod [apt fid) der
Beweis diveft folgendermaBen fithren:

Man fille von M, M, und MM, au3 Lote ¢, ¢, e auf bdie
@evade AgAds. TWeil A, A, durd) den Abnlichteitspuntt A, geht, jo

% M, A,

S LR g 7 e : s
folgt aug “t=-2o0, ba = 2. @Ebenjo jolgt, weil 4,4y durd)

&

s (i ; S i rALEN . 1 o A |'.‘_.._ e
4, geht, = = - Folglid erdalt man durd) Multiplifation = = :
: €,

Weil aber bie von M, und I, audgehenden Pavallelen e; und ¢, fid

toie die Radien der Kreife M, und M, alfo aud) wie Mz A, u M, A4,
verDalten, fo mup die Verbindbungdlinie der Enbpuntte bon e; und ¢




40 Grjte bteilung: Geometrie Der Geraben und ded RKreifes.

durd) ven ihnlichfeitspuntt A, geben. Dieje Rerbinbungslinie fallt aber
mit A, A, sujanumen, afjo liegen 4,, 4, und Ay auf etner Geraben.
Gbenjo ift der Beweid fiir dre anveren Lruppen.

VI. fjormonifdye Punkie und Strahlen.

45) Wird eine Gerabe A B im Berhdltnid m : n innerlid) und
4 BC 4D

daf die Gleichung 0B — BD exfitllt 1ft, jo nennt

man diefe Doppeltethung nad) Teil I, Nr. 168 eine harmonijde, die Puntte
ABCD Yeigen Darmonife Punfte, und war find 4 und B ju-
geordbmete, ebertjo C unbd D.
Bet der friiber angegebenen Konftruftion waxr m beliebig von A
aud gezogen, n pavallef
oig. 32, von B aud, jotoohl gleid)-,
alg aud) entgegengejebt-
geridhtet, worauf die Eno-
punfte bon m mit denen
e e ber beiben » bverbunben
: 2\ fourben, wad auf die
I \ : /r ~ Sdnittpuntte ¢ und D
: ithrte.
It m=mn, o iit
A B durd) € halbiert, und
Vi D fiegt in unendlicher
CEntfernung. it m > n,
o liegt D vedit3 von AB, ijt m < n, jo liegt D [infs von AB.
Wandert C von dem Halbierungspuntte der Geraden AB aug nad) B,
jo toandert der Punft D vedhtd von AB qud unendlicher Cntfernung
nach B. Wandert € pon der Mitte nadh A, {o wandert D [(infs
pont AB aus unendlider Entfernung nad)y 4. Fiir jebe Lage von
exijtiert aljo eime umd mur eine bejtimmie Lage von D.
B A I 3 D
Aud ;Lj e Li: folgt ;:3 == é';::, jo bafy die Tetlung aud

duperlich geteilt, fo

=t

.._.

bort vedhtd nach linfd gelefen etne DHarmonijdhe ijt, felbftverftdndlich
aber mit einem andeven Teilungdverhalinid der Lunie DC. Die 3u-
geordbuneten Punfte ¢ und D find aljo gleichbervechtigt mit 4 und B,

46) Qegt man in Figur 32 burdh emen Dbelicbigen Puntt B,
der Geraben PB  (ober ihrer bewberjeitigen Verlingerungen) eine

il

e
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VI. Harmonifdje. Puntte und Strahlen. 41

Parallele E, Fy, fo find auf ihr aus Griinden der Afnlichfeit ebenfalls
gleiche Stiide F, B, und B, F, abgejdnitten. Jeder Strafhl dbureh B,
it burd) die Strahlen P(ABCD), b. §. burd) bie Strahlen von P
nach 4, B, C und D YHarmonijdh) geteilt, benn die neme Figur ent:
iridht gang ber Konjtruftionsfigur fiir den vierten Hharmonijden Puntt.
Durch Herumbrehen ded dburd) B, gehenben Strahled wm diefen Punit
fann man bie NReibenfolge Der meuwent Harmonifdhen Puntte beliebig
dndern, nur bleibt die Buorbnung erbalten.

47) Dad Gefagtes gilt aber nidht nur fiiv die von P aud nad
ben DHarmonijdhen Puntten 4, B, C, D gehenden Strablen, jonbern
audy fitx Strabhlen, die bon einem beliebigen Punfte P, der Ebene
nad) ABCD gegogen werben. Begeichnet man namlid) in der neuen
Figur PyA mit m, und zieht dazu eine Pavallele F,F, dburd) B,

jo mup E,B = BF,=n, jein. Wire died ndmhd) nidyt ber Fall,
fo Eounte man zu A, B und ¢ einen anberen bievten Harmonijdjen
Runft D, fonftruieven, indbem man B F, = », madt und P, F, jieht.
Dann wive aber D gar nidht ber vievte Harmonijde Punkt gewefen.

Strahlen, die von einem beliebigen Puntte aud nad) vbier havmo:
nijchen Puntten gezogen iwerben, nennt man Harmonijdhe Strahlen.
Bon ihnen gilt alfo, wie aud) dburd) Rechnung gegzeigt werben fann,
Solgended:

Rteht man zu einem von vier harmonijden Strahlen
eine Parallele, fo DHalbiert dejr zugeordmete Strabhl das
amifhen den Dbeiden andeven zugeordneten liegende Stiid
per Pavallelen.

(Uufgabe. Bu drei harmonijchen Strahlen den vievten zu fon-
jtruieven.  Die Wufldjung ergiebt fich dbuvch Halbievung Dbezw. Ver-
boppelung einer Parallelen.)

Xede Gerabe twird durd) Harmonijde Strahlen in har
monitfden Puntten gejdnitten

PVarallel= und Centralprojeftion Harmonijder Punktte
und Strahlen giebt ftets twieder harmonijde Puntte beyt.
Strahlen.

Dap durd) Palbierung eines Winfeld und feined Nebemvinfels
barmonijche Strafhlen entjtehen, folgt aud Nr. 169 in Feil L

48) ©ap vom volljtandigen Bierjeit: Die Diagonalen
bed vollftandiqen Vierfeitd {ind Harmonijd geteilt

Bweiter Beweis. ABCDEF fei bas vollftdndige Bierjeit mut
ben Diagonalen AC, BD, EF, deren Sdnitthuntte X, ¥, Z find.




42 Erjte Abteilung: Geometrie der Geraden und ded Kreifes.

Man denfe fidh in E den bvierten Harnonijden Strahl fonjteuiert,
der EF zugeordnet ift (3. B. durd) Halbievung der Pavallelen ju BF).
Ungenommen, diejer Strahl ginge nicht durd) Z, jondern er jdnitte
bie Diagonalen AC wnd BD in Z;, beyw. Z,, daun wiivven ACZ, X
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harmonije Punfte und F(ACZ, X) harmonijde Strahlen fein, und
atvar wiltbe FZ, die Pavallele su EF halbieren. Uber audh) BDZ, Y
tiivden Harmonijche Luntte und F(BDZ,Y) harmonijde Strahlen
fein, und aud) FZ, iiivde die Pavallele zu EF Dalbieven. Dieje
Parvallele wiitde aljo in zwei getvennten SPunften Halbiert fein. Da
bied nidht moglich ijt, mitfien Z, und Z; zujammenfallen, b. h. ACZX
ud BDZY fjind Harmonije Puntte. Dasdfelbe gilt bon FFXY,
pertt diefe Puntte find afld Projettionen der Punfte BDZY von A
aus s betrachten.

%ig. 84, [49) Dritter Betweis., JIn Figur 34
4 it ABCDEF ein volljtindiged Bierjeit,

weldjes {hmmetrijch) gegen die Adhje 4 X iit.
BD ud EX find parvallel und durd) die
Symmetrieachje DHalbiert. Bejeichnet man
/ \p den unendlidh fernen Sdnittpunft der Pa-

7 5 " rvallefen mit Y, fo find BDZY und EFXY
/ < oy nad) Nr. 45 Harmonifhe Puntte, Dasjelbe
j gilt von XZCA, denn wenn EX = m,

e x 55 > BZ=17ZD =n gejet wird, jo ijt bie
Gerabe XZ in € und A innerlich und dufjer-

fichy im Berhltnid m : n geteilt.
Durd) Pavallel= ober Centvalprojeftion fann man bdiefe Figur
auf etne beliebige Ebene iibertragen, twobei die Symmetrie ded voll-
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e

ftandigen Bierfeitd im allgemeinen qufhort. Vet der lebteren Pro-
jeftiongdart Bort audy der Pavallelismus von BD und EF auf, fo
oaB Der Sdmittpuntt ¥ .ing Cnolide fallt. Daun entjteht eine Figur
nad) vt von Figur 33. Bei der Projektion find aber die pret harmo:
nifgent Punttgruppen Havmonijdhe Punfte geblieben. Demnad) teilen
fih die Diagonalen des vollftandigen Bievjeitd harmonijd.]

50) ©af. ©ehen von einem Panfte A zwei Gruppen
harmonijder Puntte ABCD und 4AB,C;D;, aus, und per:
bindet man bie gleidhnamigen, jo jduneiden jidh) die Ler:-
bindungslinien in eimem Punfte Y. BVerbindet man Ddie
sugeordneten Puntte fiber Kreug, o {dhneidben jid) diefe BVex-
bindungsdlinien mit der dritten ebenfalld in einem Punite X,
3t dbad Teilungsverhdltnid bet der erjten Gruppe m,: my,

bei ber zweiten Gruppe m :my, fo ift die Verbindungs-
linie BB, im BVerhaltnid my:my harmonifd geteilt.
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Beweis, Jn Figur 35 find ABCD und AB,C, D, bdie beiden
pon A audgefenden Harmonifhen Punftgruppen. Die Verbindungs-
finten BB, und CC, {dneiden fih in ¥. Bieht man YD, fo muf
diefe Gerade durcdh D qgehen, weil jonft duvch Projeftion auf AD ein
anderer HarmonifGer Punft al8 D entjtehen tviivde, wad unmiglich
ift. Alfo geht DD, aud) dburdy Y.

Ebenjo wird der BVeweid mit CD,, BB, und C, D gefiibrt,

&8 Handelt fich aljo in Figur 35 um ein bolljtindiges BVierjeit
ACXC, DDy, defjen Diagonale C'C; durd) AX und 4 Y harmonifd
geteilt ift, fo dap audh BB, in X und Y harmonijd) geteilt jein muf.

Mm bad Verhaltnid der Teilung von BB, ju finden, fdalle man
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- e

Q { FDY. D ¢ = -y
won A, B unb B, Qote e¢;, ¢, und ¢; auf DY. Dann 1yt D ino
AD, €, i A T I L (O
5D — 50 ober ftad) obiger nnahme der Berhalinijje TR o

' o e : T m €, : .

M=%, Paraud folgt aber durd) Divifion = 2. Pa aber
My €, et M, €;
e ift, fo ift bad Teilungsverhiltnis von B B., tvie behaupiet
434 = g

0ar, 7, . Mmy.

[Bemerfung. Sdlagt man um 4, B und B, Rreije, deren
Rabien in folgenden Verhdaltniffen jtehen:
r g =AC:0B=AD:BD; ryiry=AC,:C; B, =AD,: B, D,

fo find C und D, X und Y, C; und D, bie Ahnlihteitspuntte fe
seter diefer Kreife. Der Sab, daf die Uhnlidfeitspuntte dreier Kreife
it Gruppen su dreien auf einer Gevaben [iegen, ift alfo eine unmittel=
bare Folge Ded8 Sabed vom vollftandigen BVierfeit. (Vgl. Fig. 31.)
Statt der Kreife fann man aud) dhnlide und dhnlid) liegende Roly-
gonte, 3. B. Dreiede nehnen und ihre Ahnlichfeitspuntie unterfuden.

(1]

il €
]
Sind bie Bielede reqelmapige, fo it die nalogie eine vollfontmene. |

Daben 3wet Gruppen Harmonijder Sitvahlen einen
gleihnamigen ©trahlgemein,jo fdneidben jich bieitbrigendrei
©trablen in Puniten
einer Geraden.

51) Gin dem vorigen entfprechender Sap ift folgenbder:

Tip. 36,

Nemaad. - Beweis. abed und
| \,:) = —D % be, dy | in Figur 36 feien
al o e pie  betben  [armonijden
,' e " = '_ S Straflengruppen, bei denen
| a und a; in diefelbe Gerabe
L s o e &, falfen, todhrend b und b,
e o fih in B, e und ¢, fidh in C
“ / jhnetden.  Bieht man BC
s tag bden Sdnitt A giebt,

o miiffen fid) bie vierten

Strahlen d und d, in einem Punite D diefer Gevaben jhneiben, denn

jonjt wiivbe der vierte Harmonifde Punft u A4, B und C doppelt
borhanbden fein. - :

Wie 1jt e3 mit dem Sdynitte von ¢ unb d, und mit dem von ¢, und 4?

52) Beide Sige find fpeziell
die it entjprechender Weife Hemwie

Halle von folgenden allgemetneren,

¢
et fverbernt:
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®ehen bei zwei Gruppen harmonijder Punfte die BVev-

bindbungglinien von drei gleidnamigen Paaren durd) einen

Punft, jo geht die vierte Verbinbungslinie burd) denjelben
Buntt

Sdineiden Jid) bei 3wei Gruppen harmonijdher Strafhlen
brei gleidhnamige Paare in Punften einer Gevaden, fo
fdhneiden Jidh die vierten Strahlen in eimem Puntfe der:
jelbent Geraden.

53) Aujgabe a) Cine gegebene Gerabe mit dem Lineal
alfein fiber ein Hindbernid hinausd zu verlangern.

uflojung. [n Figur 37 fet 4B bdie gegebene Gerade. Die
jchattierte Flade fei bdad uniiberjteiglidhe Hindernis. Man nehme
auf AB redts von
ber Mitte einen dig. 87a.
beliebigen Puntt C
an. Mit Hiilfe ded %
Qinealsd allein lakt e
jich itber und unter e
ber Qinie die Kon-
fteuftion ded bierten . e :
harmonijen Punf AL NB Y I
ted ausgfiihren, denn !
bie Geraden EF _
und K, F, jdhneiden S
jich in diefem. D ijt kg
pemmnach ein Puntt
ber gejudhten Ler-

{Gngerung. IWieberholt man bie Ronftruftion mit einem ziveiten
Runtte ¢, auf AR, fo finbet man einen zveiten Punft D, u. . w.
Die Ronftruftion (akt jih nod) vereinfachen. Jniviefern?

Hufgabe b) Gegeben feien zwei Geradbe a und b, deven
Sdnittpuntt jenfeitd eined uniiberjteigliden Hinbernijjesd
fiegt. Durd einen gegebenen Punit P joll eine Ge-
vabe gelegt erden, die durd) jenen unerreidhbaven Sdnitt
punft geht.

Nuflojung. Swei beliebige Strahlen durd) P, 3 B. AB und
A, B,, geben durd) die BVerbindbungslinien 4B, und 4, B einen bem
Runfte P entjprechenden Schnittpuntt Q. Die belicbige Gerave @4, By
qiebt mit Hiilfe der Geraben A, B, und A B, einen Schnittpuntt F.
et ift PR die gefuchte Gerade. Jft ndmlich S der unerveichbave
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Snittpuntt, fo ift su den Straflen SQ, S4;, SB ber pum erjt:

genannten jugeorbnete Stvahl SP fonjtruiert

und bed Kreifed.
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VIL. Abnlidgheitspunkte wd Pascalfder Lebhriad.

54) Werben jwei Kreife M, und I, von einem Ddritten gleid)-
actig beriihet (b. 5. beide duferfich oder beibe inmerlid)), jo gebt

Tig. 98.
/""_h“-x_.
fice o =
|| /.'. |
— Ao /
75
rd

bie  Berbinbungslinie
per Beriihrungdpunite
durd) den dufeven Uhn-
lichfeitspuntt boun 2,
und M,. Bei ungleid)-
avtiger Beriihrung da-
gegent geht die Ler-
bindungslinie durd) den
J{hnlidyFeita-
puntt. DieBeriihrungs-
puntte find namlich bet
auferlicher Berithrung
imtere, bei inneclidjer

Berithrung dupeve Yhn-

iftteren

fichteitspunitte, Dildert alfo jebesmal mit A4, besiw. J, einte gerade Linie,
Nufgabe. Einen Kreid zu fonjtruieven, der wei gegebene Kreife
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gleidhartig (besiv. ungleidhartig) beriihrt, und zwar einen bdavon in

ement gegebenen Punfte. (Uuflojung tn:mclj.'s

55) Sap. Werben ziwei Kreife von einem dritten redt:
winflig gejdnitten, fjo gL‘ jen bie BVerbinbungglinien ber
Sdnittpuntte desd erfien Rreifed mit denen bded zieiten
burd die YUbhnlidhteitspuntte beider Kreife.

Beweisd. Jn Figur 39 iwerden die Kreife M, und M, von dem
Rreife M, in B,, B,, ¢, C, vedhtivintlig gefchnitter, {o ‘!af; M, B,
und M, B, Tangenten an M, find, die fid) in M, fdhneiden, tobei
sugleich) M, B, und M, B, af3 Tangenten an M, einander gleidh find.
M, ift aljo Mittelpuntt eined Kreifed, ber M, und M, in B, und B,
gleidartig berithrt, {o bap B, B, dburd) ben duperen JihnlichEeitspuntt A
bon M, und M, gehen mub.

Fig. 39
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Ehenjo fdneiben fidh M, B, und M, C, in M., leptever Punft
ift Wittelpuntt eined RKreifed, dber M, und M, ungleidhartig beriihrt,
jo baf die Geradbe B, €, durd) J, den inneren Whnlichleitdpuntt von
M, und M, gehen muf.

@benjp geht C,C, durd) A und C, B, durd) J. — Die Be-
vithrungsfreife entjdeiden bdariiber, ob der Sdmittpuntt bder dufere
pber ber inmere Uhnlichfeitdpuntt ift.

56) Padealider Sa. Die Gegenjeiten des Sehnen-
fedhdedd fdhneiden fid) in drei ‘Punften, die aunf geraver
Linie liegemn.




48 Geite bteilima: Geometrie der Gevaben und bed freijes.
Bweiter Beweis.®) In Figur 40 jer U ber Rreid mit dem
Sehnenfechded I ITIII IV V VI. Die Tangenten tn oen Gegett-
punften I und IV, II und V, III und VI gebent bie PMittelpunite
pon Rveifen M,, M, und Mgy, die dent Kreid M rechtivinflig jdhneiden.
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Weil M, und M, von M redptivinflig gejchmitten werben, fo
mitffen die Lerbindbungslinten der Schnittpunite I und 17, IV
und V fich in einem Uhnlichfeitspuntte P der Rveife M, und M,
jdneiden.

Weil M, und M, von M redhtivinilig gejdnitten twerden, miiffen
ebenio die Gevaden II IIT und VI V durch einen Gnlichfeitspuntt @
ber Rretfe M, und M, gelen.

Weil M, und M, von M rvedhtwintlig gejdhnitten twerden, nuifjen
ebenfo I VI und III IV durd) einen (fnlichfeitspuntt B der Kreife
M, und M, gehen. Unterjucht man die J(fhnlichteitspuntte P, @, B
nad) Wrt der Fig. 39 mit Hitlfe von Beviihrungstreifen, o ergiedt

fich, dafs e3 foldhe jind, die auf einer Geraden liegen.

57) Folgerung. Nennt man bdie Seiten ded Sehnenfiinfeds
I, II, ITI, IV, V, fo fann man e3 ald ein Sedhged mit unendlich
fleiner ©eite VI betvadhten, deven Werldngerung eine Tangente ded
Sreifed geben muf. Demnady huneiden fich die Finfedafeiten T und 1V,
*) Dex erfte Vemweid findet fidh auf S. 3

-t

i.
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I

IT und V und auperbem die Seite III7 und bdie Tangente VI in
Punften P, Q, R einter Gevaden. (Kigq, 41.)
L Ml

Hufgabe. Die Tangenten in den Ecden eined gegebenen Kreis:
fehnenfiinfectd mit dem Lineal allein zu fonfteuieren.

Tig. 41
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Die Wuflojung ergiebt fidh aud Figur 41. Bemerfendmwert ift,

pap ber Rreid gar nicht vorhanden zu fein braudt.

58) @olgerung. Jn dhnlicher Art [ERt jih dad Sehnen:
pieved im Kreife al8 Sedhsect betvachten, jedoch in mehrfacher Weife.

on Figur 42 jet ABCD bad Rreidjehuenviered. Betradhtet
man A und C ol Doppelpunite, jo ijt e3 ein Sedhded, und bdie
Setten AB und CD, BC und AD und die Tangenten in 4 und (
fdhretdert jich in Bunften P, @ und B einer Geraden.

Betradhtet man B und D ald Doppelpuntte, fo jdneiden fid
AB und CD, BC und AD und die Tangenten m B und D in
Puntten P, @ und S einer Gevaden.

Dentt man fich dad BVieved itberd Kreuz geseichuet, 3. B. ald
ACBD, und betvadtet man 4 und B als Doppelpuntte, fo {dhneiden
fich die in A und B gezogenen Tangenten, die Geraben AC und BD,
und die Geraden AD und BC in Punften EKQ einer Geraden.

Sn demjelben BVievet betrachte man € und D ald Dovpelpuntte,
pann findet man ebenjo, baf KGQ auj einer Geraden liege.

Diejelbe Betradhtung am gefreuzten BVieved A B D C Ffiihrt davauf,
ba die Punfte HEFP einer Geraden angehoven. Wlfo gilt fol:
gender Sab:

Holymuller, Mathematil. IL. 2. Aufl. 4




0 Grite Abteilung: Geometric der Gevaden unb ded Kretjes.

Sa. Dic qeqeniiberfiegenden Seiten des Selnenvieveds
im @reife und ded burd) jeine Eden gelegten Tangenten:
pievedd {dneiden jid) paariveife in bier Runften, die auy

fanl

einer Gervadben liegen. Die Diagonalen Dbeider Bierede

jdhneiden fich famtlid) in einem Bunfte, die ded Tangenten:
viereds gehen zugleidh) dbuvd) die Sdnittpunite ber Geger=

jeiten bed Sehnenviereds.

Bemerfung. DBetvadhtet man in Figur 42 EFGH als voll-
jtanbiged Bierfeit mit den Crginzungdeden B und S, jo ergeben jich
P, Q, R, S, ehenfo E, G, K, Q und H, F, K, P alg harmonijde
Punftgruppen. Durd) Projeftion von H bezw. F aud [iegen aud
aunf AQ und BQ DHarmonijhe Punftgruppen. Entjprechende Be:
tradjtungen fiir a3 Bievet ABCOD geben aud) auf DP und AP
parmonifche Puntte. Demnad) find aud) die Diagonalen beider Bierede
harmonijde Strahlen.

Steht AC fenfredit auf BD, jo ift das dupere Bieved ein
bicentrifched, . h. ein Tangentenjehnenvieved. Pievaus ergeben fid)
fitt bicentrijhe Bievede jzahlreihe interefjante Eigenfdhajten. Der
Xall der Symmetrie ift befonberd leiht zu Dehanbeln. |

59) ®olgerung. DBetvacdhtet man bdie Eden ded Sehnendreieds
(Fig. 43) ald Doppelpunite, fo jdneidet fidh nad) dem Sedhdeciabe
jebe Seite mit ber Tangente ded Gegenpunites jo, dap die Sdhnitt-
puntte P, @, R auf einer Geraben liegen.

Da aud) die Beriihrungstrandverjalen A4, BB, und CC; fi
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nady MNr. 38 in einem Punfte K jdneiden, fo erqiebt fich durch Pro
jeftion ber Figur unter Weglafjung ded Kreifes eine entjprechende, bei
ber jedbod) nidht mehr der Um-Rreid von ABC zugleidh der Jn-Kreid
bon 4, B,C ift. Uud der neuen Figur aber erfennt man den

©at: Bieht man in einem Dreied von den Eden aus
Gervade durd) eimen LPunft Hi8 3u den Gegenfeiten, und ver:
bindet man die Sdnittpunfte auf ven Gegenjeiten mit ein:
anver, jo jdneiden die Seiten ded neuen Dreiedsd die ent
fprechenden ded urfpriingliden in Punfien P @, B, die auf
einer Gevaden liegen.

wig. 43.

Bemerfung. Der Beweid ergiebt fich ohne Projeftion aus

Solgenbem: Betvadytet man AKBC, al8 vollftandiges Biexfeit, fo
jmmd By, 4,, €, R Hharmonijdhe Punfte. Ehenjo giebt das Bierjeit
A, CKB bie harmonijhen Puntte B,, C;, 4, Q. Bon B, gehen alfo
sivet Gruppen Harmonijcher Punfte ausd, jo daf die Gervaden CA
A, €, und RQ fid) in demjelben Punfte P jdhneiden miifjen.

[}

60) Vemerfung. BVejeichnet man jebe Parallel- und Central:
projeftion be3 SKreifes afg einen Kegelfdnitt, fo geht die Pascaljche
Figur am Kreije durd) die Projeftion in die entfprechende Pascaljdhe
Figur am Kegeljdynitte itber. Da die Geraden dabei Gerabe bleiben,
jo gilt der Pagcalie ©ab mit feinen Folgerungen von jedem
RKegel{chnitte.




b2 Gyfte Abteilung: Geometrie ber Gevaben und ded Hreijed.

VIIL fjacmonifde Punkte und Stvahlen am RKreife.

(Pol und Bolare.)

61) S Fig. 44 find von A aud Tangenten AP und A¢Q an
einert Kveis gezogen, jo daf die Berithrungsjehne P fenfved)t auj ver
burch ben Mittelpuntt gelegten

Fig. 44 Gefante AD fteht. Dabet

ift, wenn man nody PO

/ N und PD 3ieht, o=,

ey | e md <Cea, = < (farum
e ) ;-'~_.-=_ | ] ‘~, beided?), o daf y =<1 o
&) | B iit. Da auperbem << CPD

= 90" #ft, jo it << APB

= & o und fein Nebenwintel Halbiert,

g folglich find bdie bon P aus:

gehenden Strahlen Harmo:
nijdhe, und daher A BCD Hharmonifdhe Punfte. (BVgl. Teil I. Nr. 169.)
golglich gilt der Sah:

Saf. Die von einem Punfte auBerhalb desd RKreifes

purd) deffen Mittelpuntt gelegte Sefante ift durd Rreid
nnb Berithrungs:
febhne Harmonifdh ge:
Tdhnitten.

Hig. 45:

62) Berbinbet man
nun  einen  beliebigen
; Puntt Z bder Peripherie
it Den bejprodhenen
= o Runtten ABCD, o find

Z(ABCD) Harmonijdhe
Strahlen. Weil aber bdie zugeordneten Stralhlen CZ und DZ

auf einander fenfredt ftehen, fo ift << AZB Dalbiert, Folglich
TS A S _ SRR L ek R [ g Re
57— no. Do affo aud) ber Punft Z auf der Pervipherie liege,

ftetd it bas BVerhilinis BZ bagfelbe. Bezeidyuet man A7 jededmal

mit p, BZ mit ¢ und dad Tonftante Verhaltnis mit ¢, Jo fann man
abgetitrzt fagen:

Der freid ift vie KQurve fonjtanten Verhaltnijfes oder
bie Rurve £ = ¢
q

1
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L

63) Aus y — y, folgt ferner BEC — CF (aleiche Peripherie-
toinfel, gleidhe Bogen), aljo ift aud Griinden der Shmmetrie gegen den
Durdymeffer <C CBF = <  CBE. Da ferner PQ L CD, fo find
bie von B audgehenden Strahlen harmonijde, aljo A G EZ Hharmonijde
Puntte. Folglich:

Saf. Jede durd) A gehende Sefante wird dburd die
u A gehorige Berithrungdfehne hmmmmtﬁ geteilt.

64) Bieht man von A aud beliebige Sefanten AF und
bie den Rreid in G und F jdhneiden, und verbinbet man die Schnitt
punfte auf alle Urten,
fo ‘r”rcﬁi' ein  bolljtan- f Sk
biges Bierjeit BCDEFG,
befien Diagonalen harmo- :
nijd) geteilt find. Demnach | J A&
finh AJGF unb AHEC e
havmonijdhe Punfte. Folge: A4—— :
fich mufy die Berithrungs- EX_ ==y
fi‘f]m‘. pont A dburdy) H und i

J gehen, b. §. BD ift su:
gleid) die Berithrungsdiehne
PQ. Demmnach gilt bdex

@an. Bieht man

bon einem ‘Punfte A4
auferhalb bved Krei- Vg
fed smwei Setanten, jo
fdyneiden fid) die BVerbinbungslinien der Rreisd{dnittbuntte
paarwetie auf ber Beriihrungsjehne von A.

65) Legt man beide Sefanten unendlid) nabe anetmanbder, fo
giebt dag eine LPaar von Verbindungslinien unendlid) furze Sehnen,
derent BVerlingerungen Tangenten find, WAnch diefe miifjen jih auf
per Berithrungsfehne fdneiven. Folglich:

"“"al; Bieht man von einem Punfte A auperhalb bes
Rretfed beliebig viele Sefanten, fo lirncn bie Sdnittpunite
nlin mqv‘wiuun FTangentenpaare auf einer geraden Linie,
per Berithrungsiehne von 4. (Fig. 47.)

Aujgabe. BVon einem Punfte 4 aupBerhalb ded Kreifes
an diefen mit bem Lineal allein Tangenten zu fon:
ftruieren.
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Fig. A7 Pean  ziehe
Jivel AGF uno

3 S AFEC (Fig 46). GC und EF
4 geben einen Sdnittpuntt D,

, GE und FC einen Sdnitt-

X _ |/ punft B. BD {dneidet den

Qreid in P und . AP und

AQ find bdie gefuchten Tan-

e genten.

66) Sind in Fig. 48

A BCD biefelben harmonijchen

Bunkte wie vorfer, und ijt KL

bas Lot tm Punite 4 auf AD,

jo fpielt KL in Bezug auf B

diefelbe Nolle, twie vorher PO

in Beyug auf 4. JFIndbejondbere wird jede durd)y B gelegte
Sefante durd) den Rreid und KL Harmonifd geteilt.

St 3 B. ZBFV in Fig. 49 die willfiivliche Sefante, und zieht

man von Z ausd nad) 4, ¢, D Gerabde, o ijt, wie vorher, der Peripherie-

wintel BZE Galbiert, folglih £C = CF, folghidh, wenn man AF

Tig. 4
vt
Fig. 48, VN
|
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| . "-\-\
2 = : -
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| W _./' =
6
|z 2
| L

gieht, < FAE ausd Symmetriegriinben Balbiert. Da  auferdem
KL _| AD, jo finb die bon A audgehenden Strahlen harmonijdhe,
folglid) aud) VBFZ Harmonifhe Puntte.
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67) Biebt mai durch einen innerhalb de3 Kreifed liegenden Puntt B
sivei beliebige ©ehnen, und vecbindet man ihre Kreidjdhnittpuntte
auf alle Acten, jo ex:
halt man Sdynittpuntte
K und L auperhalb
beg  Rreifes. Sm
pollftandigen BVierfeit
CEGFEL ift bie o
Diagonale GC hHav- e
monifd) geteilt, eben= . -~ ;
o EF.  Weil aber
CGBP und EFBQ = <
harmonijdhe  Puntte P
find, jo mufp KL bdie e
Qinte Jein, bdie man e
erhialt, tenn man ~p
auf dem durd) B ge- '
fegtenn Durdymeffer im vierten harmonijden Punite 4 em Qot errichiet.

Qegt man die Sefanten durd) B unendlid) nabe aneinander, {0
erhilt man, ie oben, in den Gnbpunften Tangenten, die jich auj KL
jdhneiben.

68) Mennt man nun cinen Punft P, mag derjelbe inmerhalb
pdber auferhald des Rreifed liegen, einen Pol, und bezeidhner mran
pag auf dem durd) P gehenden Duvcdhmefjer im zugeorometen Harmo:=
nifchen Punfte ervichtete Qo ald Polave, jo fann man bie obigen
beiden Gruppen von Sipen und Aufgaben einbeitlich in folgende
sujammenfafjen:

Sede durch bem Pol gehende Sefante wivd durd) Kreis
ind Polave in harmonijden ‘Emit‘*ru gejchnitten.

Jieht man durch den Pol ziwei Sefanten, und verbindet
mai ihre Rreidjdnittpuntte auf alle Wrten, {o fdneiven
jid) pie BVerbinbungslinien paarweije auj ver Polare.

Darauf beruht die Lonjtvuttion der Polave zu einem gegebenen
Pol mit dem Lineal allein.

Bieht man durd) den Pol beliebige Sefanten, jo liegen
bie Sdnittpuntte zujammengehiriger Tangenten auj der

Bolave.
Nun ift aber der Schnittpuntt jeved Tangentenpaaves der *Pol
ae Beriihrungsfehne desjelben Baaves, die mun ald Polave u be:

tradhten ift. Folglidy:
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Dreht fidh die Polare um einen feften Punft, jo be:
tweqt fid) ber Pol auf einer Gervaden, der Polare des fejten
LPunttes.

Bewegt jid) ein Punft auj einer fejten Gerabden, {o
prebt fid) jeine Polare um einen fejten Punft, den Pol dber
Geraben.

Qiegen aljo dret Punifte auf einer Geraden, {o {dhneiden
jich ihre bdbrei Polaven in einem Punite. Gehen bdrei e:
rabe durd einen Punit, jo liegen ihre drei Pole auf einer
Geraben.

Der Sdnittpuntt B zweier Polaren p und ¢ ift dex
Lol der Verbindbungslinie » der zugehorigen Pole P und @,
und umgefehrt

69) Nufgabe. Den Pol einer Geraden mit dem Lineal allein
st fonjtruteren.

Auflojung. DMan fonftvuiere die Polaren p und ¢ it gtoet
beliebigen Punften P und @ der Geraben. Der Sdhnitt von p und ¢
1jt ber gejudyte Pol

Bu jebem aud Punften und Serabdett beftehenben Gebilde fann
man alfo mit Hiilfe eined Kreifed ein anbeves Gebilde fonftruieven,
indem man ju jedem Punfte die zugehivige Polare, zu jeber -
radben Den zugehvigen Pol beftimmt. Man nennt bdiefes neue Ge-
bilbe die Polarfigur bed gegebenen Gebildes (ober aud) bie
veciprofe Figur).

[Da jedem Punite auferhalb des Kreifes eine den Kre |'1']1w1‘u‘u‘w
Lolave entjpricht, jebem inmerhalb gelegenen -eine Hvt Rreid nidyt
jchueibende Polare, fo gilt al8 Btvifdenfall der eines auf dem RKreife
liegenben Punited, bdefjen Polave den RKveid tweder {dhneidet nodh) gar
nidt trifit, b. . die Tangente im Punfte felbft. Der Mittelpuntt
nes h1.J:L‘.1]L‘-:~ Dat feine Polare in uuendl Hf}tt Lnfﬁ‘munq (Gigentlich
mitfte man ihn al® unendlich feinen RKreis betvachten und iGm wunz
endlich viele Polaven zujdhreiben, die in muﬁhd er Entfernung liegen.)
Cbenjo Dat jeder Durchmeffer feinen Pol in unendlicher Entfermumg,
aber auf dem fjenfrecdht auf dem erfteren ftehenden Durdymefjer. |

Aus den Eigenfdjaften jeder Figur fann man Sdliffe auf die
Polarfigur ziehen. Ausd gewifjen Saben {iber Punfte auf einer Ge-
vaden fann man jolde itber Gevade durd) eimen Punft (und um-
gefehrt) ableiten.

70) [Eine merfwiivdige Bestehung ergiebt fich, wenn man jur
Sigur ded volljtdudigen Bierjeitd mit feinen Harmonifdhen Vuntten und
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Strahlen dierveciprote Figur &ig. 31.
bilbet. Ten 9 Puntte AR

ABCDEFXYZ in g, &
51 entjpredhen 9 Gerade «, g
ot BT X, P e

()
4
iy
(3]
3

-

ig. 52: ben Geraden 1, 2,
3,4, 5,6, 7, 8 entjpredhen
WBuntte I, 11, fII, IV, / _ _
V. VI, VII, VIII. Sn - s

;
per Urfigur fjind 1, 4, ‘
5, 7 hormonijhe Strahlen, ] £ T T X T F TS
n ber Polarfigur ent:
prechen Diefen Ddie
Punfte 7, IV, V Lo s

] \

i

f
' w

IT, die harmo:- :

nijche find, weil 3 i

fich um des Bieved C\w

W=D - VLT ol e 2

mit den Crgin- Z f\ N\

amadeden T und

I "-[]n_n:"r:!':'-.i.

&olglich qilt

gany allgentein der s

Gaf: Harmoni: - _

jhen Strahlen [ A \ \JZ_-—=

entfpreden in ot e n et il

per Polarfigur e e .

jtetd harmonifdye o : AN

Puntte, harmo: 7 &

nifdhen Punften

ber erfteren entfpredhen harmonijde Strafhlen der gnderen.]

71) €at bes Briandon. Die Verbindungsdlinien bder
Gegeneden bes Tangentenfedsfeits fdhneiden fid) in einem
Tuntte.

Beweis. Die Polarfigur su I 1L III IV V VI in Bezug auf
ben einbejchricbenen Kreid (Fig. 53) ift das Sechdect ber Beriihrungs-
puntte mit den Seiten 1, 2, 3, 4, 5, 6. Die Gegenfeiten 1 und 4,
9 und 5, 3 und 6 bes lepteven jdhneiden fih nach Padcal i drei
Bunften P, Q@ und R, die auf einer Geraden liegen. Dem Sdmnitt-
punfte von 1 und 4 entfpricht aber ald Polare dbie Verbinbungslinie
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port I und IV, dasjelbe gilt bon 2 und 5 beztv. II und V, basjelbe
port 3 und 6 beyw. IIT und VI Da aber P, ¢ und B auf emer
ervaden fiegen, fo miiffen ihre Polaven 11V, IL V, 111 VI fidy in
einem Punfte, dem Pole diefer Geraden, jdhneidern.

.:‘_;f-'\ 3}
4 = v
Bie |
T - S
= I
Vs ) o
/! ( L2
e din %
il
|
i S
T - i i
I 5 / |
\ =
./ J
= IT« V,
\ s
) ; s
A 4
S P
il 77

72) Bemerfungen. Der Sab gilt aud) vom Tangentenjedsfeit
mit fid) jhneidenden Tangenten. Mit dem Briandjon-Sape [ajjen
fid) biejelben Spesialifierungen vornehmen, wie mit dem Pascaljdhen.

Betradtet man 3 B. in Fig. 54 am Fiinfjeit 7 17 IIT IV V
bie Gerade 7 V als Doppellinie, jo dap der Beviihrungdpuntt (VI)
der lebten Seite als Cdpuntt VI eined TangentenjechSeds betradhtet
ird, tweldhes dort emen Wintel von 180Y bat, fo jdneden fich I IV,
II V und III VI in eimem Punfte. Der barin liegende Sah likt

1

fig fleicht in Worlen ausdriiden.

73) Unfgabe. Bei einem gegebenen Kreidtangentenfiinfieit jollen
pie BVerithrungspuntte ded nicht gezeichneten Kreifed mit dem Lineal
alletn fonjtruiert fverden.

Bemerfung. Sieht man do3 Tangentenvievieit und ded Tan:
gentendbretfeit am Sfretfe ald3 Speztalifierungen ded Sechadfeitd an,
jo ergeben fich bdie fritheren Figuren und Sdbe, jedod) von einem
neuent Gejichtdpuntte aud betradytet.

Die aufievordentliche Bebeutung der Lehre von Dden reciprofen
Polaven und ded Pascalfden und Briandonfden Saped beruht
darin, dap beide bei ber Projeftion erhalten bleiben, obiwohl der Kreis
babei in einem Regeljdhnitt iibergeht. Davaud mwerben fid) fpiter
anberiveitige ©age und eine Fitlle von Ronftruftionen ergeber.
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74) Bemerfung. Aus der erften Figur diejed Kapitels ergiebt
fich nody eine merhviirdbige Veziehung. [ ber Proportion

AC:CB = AD:BD

AC— AM —r,
AD=AM —[— 7, \
0B —r— BH, S — |5
BD— BM + r, ' :

jo pap man erhalt:

Die Provufte der inmeren und auferen Glieder find gleid), uno
and ber entjprecdjenden Gleihung folgt AM - BM = 2, ober aud
MA-MB — re.

Nimmt man dent Nadbiud ded Kreijed ald Lingeneinbeit an, fo
bat man MA- MB =1, aljp

1 : 1
e — R :
MA 78 B A
Sebem Punfte A f‘:m"r]*e bed Rreifed entjpridt alfo
gin 111111.,[_1(11-;1 pesd R '[1' gelegener B, deffen ,Radiug”

pet umgefehrten ‘E':h:rz' lni_, und umgefehrt entipridht jedem
inneren Puntte ein duBerver nad demjelben Gejehe Der
siveite Buntt legt jededmal auf der Polave des erjten und auj dem
augehorigen Durchmefjer. Er ift aljo leicht zu Fonflruieren.
Diefed Abbildungsprimyip bezeichnet man ald die Abbilbung oder
Spiegelung mitteld reciprofer Radien. E3 trdgt auch) dben Namen
ber Snberfion. Den Mittelpuntt des fpiegelnden Kreijes nennt
man 'm*-.-i Gentrum der Suverjion. Einige Sipe bdariiber jollen
m Folgendem®) abgeleitet werdeitt

#) Rapitel IX und X und die fich anjchliefenden Berithrungdaufgaben
und fartographijden BVetradtungen Idnnen am Gymuafium jelbjtverftindlid)
itbericilaqen werben. G2 Bandelt fich aber dabei um einen Ubungdjtoff fo
anvegender Mrt, daf ber Werfud), durd) ihn eine NReihe veralteter und geijt-
totender Sonjtruftiondaufgaben zu erfehen, dringend anguraten iff, befonberd
audy im HindbliE auf die mathematijhe Geographic und Kartographie.
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IX. Mic Inverfion oder Spiegelung™) mitiels reciproker
Radien,

75) S Fig. 56 fet M ein Kreid mit Radud MC = 1, KL

(]
1
eine belichige @evade, 4, ihr Pol, alfo nad) 74) M4, = o0
T Die Polare b jeded Punftes B
Z ' auf der Gevaden geht durd) 4,.
= Dabei it b L BM, folglich

fiegt By, dad rveciprofe Bild
vont B, auf einem Rreife, ber
MA, zum Durdymeifer - hat.

£ : Der unendlid) ferne Bereidh
e \  Der Gevaben KL entjpricht bem

4 POJM N et 1 > :

Ap— - — ¢ Puntte M, beun -~ = 0. Wljo:
' Das veciprofe Bild jeder

' GervabeninBezugaufetnen
e Kreis ift ein Kreid, bder

| burd) den Mittelpuntt M
Kl beg fpiegeluden Rreifes

und den Pol 4, der Ge-

tadben geht und bdie Werbindungslinie 4, M jum Durds=
mefjjer hat.

Riegt bie Gerade gang auferhalb bded {piegeluden Kreifes, fo

~
&

fiegt Das JInverjiongbild gany innerhalb dedjelben. Sdhneidet jie den

Sreid, fo geht der entfprechende Rreid durch bdiefelben Sdnittpuntte.
Beriihrt bie Geradbe den fpiegelnden Kveid, jo beviihrt der Bildkreid
in bemjelben Punfte. Geht die Gerade durch I, fo entjpricht fie fidh
jelbft, fo Dafy ber inmere FTeil daz BVild ded duBeren ift.

76) Sdneiden fid) in A zwei Gerade KL und PQ unter einem
BWinfel «, {o entfpredhen ihmen Dbei bdiejer Abbildbung zwei SKreife
purd) A, und M, bie fich dort unter demjelben Winfel « jhneiden,

*) Der Name Spiegelung empfiehlt fich aud phyjfitaliihen Griinden.
Mean vergleidje die ijothermijdie Spiegelung und die NMethode der elefirijhen
Bilber. Mit der optijdien Spiegelung Hat allexrdingd die veciprofe Spiegelung
nmidytd su thum, jie entjpricht aber gang der optifdien Spiegelung gegen bdie
Gevadbe, wad fid) ofort zeigen wird. Man jagt ftatt Jnverfion audy wm-
gefehrte ALbilbung.
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toeil agd) ihre Durd)- tig. o
meffer bei M diejen L

Winfel bilben. Weil

bie Wintel ber Ge-

raden durchA und die : B

per  entfprechenden [ Z
Sreije durd) 4, gleidd " :
find, nennt man dieje A =y A
Art pon Abbilbung T e

eine winfeltrene i \
(ifogomnale).

Dem Stral
(enbiifhel durd
A entfpridht dad K
Kreigbiifdel purd
A, und M, Die fid) entjpredjenden Winfel ftimmen iiberemn

77) Nufgobe. Was entipridht bei der veciprofen Gpieges
fung einem beliebigen Rreife ber Ehene?

Wuflofung. Jn Fig. 58 jet M ber fpiegelnde Kreid mit Radius 1,
M, der gefpiegelte mit Rabdbiug r,. Man ziehe die Centrale MM,

big B, und duvd) I bdie belicbige Sefante MC,, worauf man C,
mit A4, und B, verbinde. Man bilde die veciprofen Bilver 4,, By, O,
vort 4,, B, und C; und verbinde C;, mit A, und B,. Da MA,-MA,
— MB,- MB, — MC, - MC, = 1 ift, fo find die Dreiede MA,C,




—
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unb MA,C,, ebenfo MB,C, und M B, C,, die jamtlich den TWintel
M enthalten, einanber dhnlich, fo dap bie Winfel 5, und B,, chenfo
bie Uupenvinfel ¢, und «, gleid) find. Demnad) ift aud) 180 —

(0 + B,) — 180" — (&, + ), b 5. X 4,0, B, — < 4,0, B,.
Da aber lebterer gleidh 90° ijt, fo ift 9 4,0, B, ein Rechter. it

= f

§
aljo der Rreid M, der geometrifdhe Ort von €, jo ijt der geometrijche

- pon
Ort pon C, ber Kreid mit dem Durchmeffer 4,B,.

1y
2

9113 MA, - MA, — MB, - MB,
jolgt fermer MA,: MB, = MB, : MA,,
ober (MM, 4 ry): (MM, — 7)) = (MM, + ) : (MM, — ),

eine Proportion, die aud MM, :r, = MM, :r, vber MM, : MM,
= r, : 7, abgeleitet ift. Der Luntt M teilt aljo die Gerabe M, M,
auerlidh im BVerhaltnid r, : 7y, M ift alfo der dufere Ahnlichfeits-
puntt der fidh entjprechentden RKreife M, und M,. Folglich:

seder Rreis geht dburd) JInverfion in einen anbderen
Kreig fiber, und jwar ift dbad JInverfionscentrum duferer
AhnlidhEeitspuntt ber jid entjpredhenden Rreife

Died folgt auch) ofne Rednung ausd der perfpeftivijchen Lage
per einander entjprechenden Punfte. :

78) Liegt der abzubildende Kreid gany aupBerhalb bed Jnverfions-
fretjes, jo fallt fein Bild gany innerhalb bdesfelben. Umidliept ex
ihn, jo toivd bas Bild vom Juverfionstreife umidloffen. Konzentrijdher
Rreis giebt fomgentrifdhen Rreis. Schneidet der Rreis den Jnuverfions:

freis, jo {dneidet ber Bildfreis diefen
in denjelben Punften und unter
e e A gleichen, aber entgegengefesten
: _ N Winfeln, tie aud bem Bilbe der
/| Tangenten im Sdmittpuntte folgt.
\ /  Beriihrt der erftere Kreid, jo be:
ard o 1‘1"11E11;'r un_r{} ber lebtere. (_‘évljlt ber
G — N\ erftere  durd) Ddad  Suverfions-
f ; centvum, jo wird dad Bilb eine
\ A Gerade.
N : Sdneibetderabzubildbende
- frei3 den Jnberfionsdfreisd
vedhtwinflig (orthogonal), jo
entipridt dev erfteve jid) felbft. Jn Fig. 59 ift ndmlid fiiv die
;IE-IE;-i" pa M Ay - M4 = M B*
= 1"=1 ift. Beibe Kreife finnen ihre Rolle vertaufden. Ieder

belicbige ©efante MA MA, =
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Durdmeijer des einen ift infolge ber Polavenbeziehung
purd) den anberen Harmonijd geteilt. — Wird ber Suverfions:
freid I von iwei andeven rechtwinflig gefchmitten, und fdneiden fich
biefe Deiden in einem Punfte X, jo fdmeiden fie fih) aud) in dem

s A reciprofen Puntte X,. Ule Kreife duvd) X und X, jdhneiden
den Snverfionsfreis recdhtwintlig. Die Tangenten von I an die Kreife
purd) X und X, find alfo jamtlichy von gleidher Lange.

79) Werben et fich jchneidende Kreife duvd) einen Jnverfions-
freid ﬁbgdh[b. t, fo [dneiden fich die Bildtreife unter demfelben Wintel,

Fig. 60
/
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' 4 \.‘ -“ \\ ; - i
- i £
A
| |
1 L]
\
L] Y
h \
h \
3 N LY -
5 x \ /
\ o /
\ . \ -
s o oS 2 y
\
e >
. -
- |
‘-\\_\_ o

benn die Bilder der Tangenten im Schnittpuntte behalten Den Linkel
bei. Folghd):

$Hat man ein Qreisbiijdel durd zwei Puniie und nie
sigehdrige orthogonale Kreidjdar, und madt man irgend
einen ber Biifdhelfreife zum Jnuverfionsfreije, jo geht jeder
Bitjhelfreis in den Bitjdelfreis fiber, der den Jnverfionsd:
freid unter dem entgegengefepten Winfel jdneidet, uno
ieber Rreid der Sdar geht in Jich felbft iber. Jn drejem




64 Grite Abteilung: Geometrie der Gevaden und ped freifed,

Sinne ift die Gefamtfigur su fid) jelbjt reciprol Madt
man einen Der Rreije der Sdhar jum Superfionscentrun,
fo entfpridt jedber Bitjdeltreis fid jelbft, und jedber Kreid
per Sdar geht in einen anderen ber Sdar jo i ber, da
ba8 Jnverjionscentrum Guferer Yphnlidhteitspunit fir je
ytoei Jid) entjpredenbde Rretfe iit.

(= >0

80) Madyt man einen der Bitfdelpuntte yjum JInverjions:

centrum, jo geht durd rveciprote Spiegelung vas Rreid-

bitfhel nebjt der zugehbrvigen Rreidjdar in ein Strahlen:

bitfdhel mit der zugehdrigen fongentrijen Kreidjdar iber.

Bwifdhen diefen beiden Figuven be-

ig. BL. jtefen intevefjante Bey stehungen®). Der

T Symmetrie (oberwirklihen Spiegelung)

gegent jeben Strahl bded GStrahlens

bitjcheld entipricht die veciprofe Spie:

gelung gegen ben entjprechenben der

Bitjhelfreife. Sindb fiir einen Dber

fonzentrijchen Rreife bie beiden benadh:

: | barten Rreije u einanber reciprof, jo

s findet Dadfelbe flix bdie Rreife Dbex

' ; Sdyar ftatt. Folgen die Strahlen des

e CStraflenbitjchels unter gleichen Win-

feln aufeinanber, fo findet basfelbe

fitr die eingelnen WBitjchelfreife ftatt.

Dem Mittelpuntte der fomgentrijchen RKreididhor entjpridht nidt der

&Tj‘utﬂ'nnu" eines der abgebildeten RKreife, jonbern der Sdnittpuntt
bes RKreishiifdeld, der fiir jeden ber Sdhar epcentrijch liegt.

81) Folgen bdie einmgelnen Individua Dbeider Kurvenjdhaven fjehr
bicht aufeinander, fo entjpricht jebem Hleinen

oiet JRedted” der eimen Figur ein dhnliches fleines
Ds=nt D, Nedted” in der anderen. Vetrachtet man nimbid)
A4S0 bie Begrengungen der fleinen Rechtede und ihre
el A S Diagonalen ald gerade Linien, jo jind wegen der

Winfeltreue die fleinen Dreiede, aljo aud) die

-
Redtede, dhnlide Figuren. Sind die fleinen Redtecde der Fig. 61

) Fig. 60 1jt aud) in Beaug auf phyjitalifdie Verhalinijie von Widhtigleit,

. B, lGft man in einem der Bitjcdpelpunite einen eleftrijdhen Strom w eine
_11.1.1] p Metallplatie einfretenr, tm anberent andfreten, jo geben bie Bitjdellreife
bie Gtromlinten an, wdfhrend jeber ber anberen Kreije die LPunfte gleicher
eleffrijdier Spannung angiebt.
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unter einander dfulidh, jo gilt e auch von Fig. 60. Darf man fie
2. B. in der einen ald fleine Duadrate™) betvachten, jo ijt dies aud)
in Der anberen der Fall. [Beide Jeidhnungen find aljo in den Heinjten
Teilen ahnlich, wihrend bei groferen Teilen die Ahnlichfeit aufhort.
Diefe , Konformitat” ijt eine Folge der Winkeltveue.

82) Aud) anberen Kreifen der Fig. 60 entjprechen Kreife der
Sig. 61. Beidhnet man 3 B. awijden el fomgentrifen Rreifen
per Fig. 63a eine Neihe von Berviihrungstreifen, fo liegen ihre gegen:
feitigen Berithrungspunfte auf einem RKreife, der ber Snverfionadfreid
fiiv die gefamte newe Figur ift. Madht man alfo dadfelbe bet Fwei
nidjtfongentrijhen Rreifen Dder Fig. 63b, fo Liegen audh jet Ddie
Berithrungdpuntte auf dem Jnverfionsfreije. Dem Tangentenbitjdel

wig. B8 b

o
wig. B3 a.
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in Fig. 63a entjpricht dag Dberithrenve Kreidbiijcdhel in Fig. 63D,
pen fonftanten Winfeln ded einen entfpredhen Ffonjtante Winfel beim
T A : o S 4 H ol e | Foye A Tk EpT 2w Eat wher T
¥) Nolgen die Strahlen in Fig. 61 unter dem Wmlel aufetnanoer, {0
J i L - 73 T2 -
barf man die Fleinen MNechtede ald Duabdrate betvadien, jobald die JRabdien be-
H e
nachbarter fongentrijdher Kreife im Verhdalinis 1:e™ ftehen, wo e = 2,7182818...
die Bajis der naticlidhen Logarithmen ift. Jjt diejed Verhilinis bevedynet
und ein einiged Wal fonftruiert, jo exgiebt jid) dad gejamte Nep vbon Vuadraten
durd) einfache Ahnlichfeitdfonfteuttion, denn jeder Nadiud it die mittlere
Proportionale zwijden zwei benadjbarten. Den elementaven Betweid fiir dieje

widhtige Beziehung, die den Jujammenhang zivijhen der Mercatorfarie und der

Rolarfarte nach Hibpard-Piolemdaud erqiebt, findet man anbangsweije am
A . T 3 ! L
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anberert.  (Uud) bie ga‘ntfttuidjnit[idjun Tangenten gefen durd) einen
Puntt, ofhne jedod gleiche Wintel zu bilben.) Sdfiet in Fig. 632
bie ge; L‘llf]l'lt Qreidreife nad) einemn Umgange, jo fchliefst fie jededmual,
et man auc) anders anfangt. R Dasdfelbe gilt and) von bder nidt-
fL‘-"lI}EiltlI'H.hL‘tI %ig. 63b, tvad auj an iherem TWege nur jdwer zu bes
weijen ift. Jeber mlmf Qreis per Sdar, der bie Kreidreibe jdneidet,
ichreidet jamtliche Beriihrungstreife unter fonjtantern Winfel. (Die
en 1Jr11u11um‘-1 Siipe iiber die Berithrungsireije awijcen ziwei Bitjdhel-
freifen toerben dem ©ditler itberlaffen.)

sy

83) Wufgabe. Bu swet Jid) nidt fhneidenden Kreifen
benjenigen Juverjiondfreis ju finben, ber bden eimen in
ven andeven vermwandelt.

ufldjung. Man juche zu den beiden Kreifen M, und M, den
duferen Jignlidhfeitapuntt B Durch M lege man eine h'_‘llk.l}ig]i.‘.
CSefante, die 3wei Sdynittpunite 4 und A4, giebt, welde nicht 3u ha:

rallefen Rabien ber
beiben  qeqebenen

Rreifegehbren. Dev
_ N\ Rabdiusd Dpes ge-
\  fudhten Jnverfiona:
i i | treifed M ijt mitt:
G | % B\ = | lere Proportionale

SR e / ywifden M4, und
sy o e ot < =4 MA,. (Dasjelbe

i | ' qilt bon den beiben
\ [

- ! anberen  Sdnitt:
j punfien der Ge-
Y : fanten.)

g =i Hemerfung.
Der  JInberjions:
pabiud ijt zugleih bie Ldange der ‘Tangente von M aqud an jeden
Qreid w, Der die beiben gegebenen gleihartig Devithrt; ebenfo an

jeben Qreis w,, dev bie beiden gegebenen vechtimintlig ichneidet.

84) Aufgabe. Bu zwei jidh jdueidenden Qreifen den
Snverfiongfreid zu fonftruieven, bder bem einen im Dden
anberen vermwanbdelt

ufldjung. Man fonftruieve Ddemjenigen bdurd) Die Dbetben
Sdnittpuntte gehenden Kreis, der den portigen duperen Sdnittiviniel
halbiext. Ober:
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Man {dhlage um den duferen Uhnlichteitspuntt beider den durch
pie ©dnittpunfte gehenden Kreis.

Bemerfung, Hat man einen Kreid in einen anderen vevmwandelt,
jo entfpridht bad Jnnere Ded einen entieder dem Sumeven oder dem
Yuferen Dde3 anderen. Macht man ihn felbft zu eimem nemen S
perfiondcentrum, fo vermanbelt fich jein Jnnered in ein Jupered, und
die vorigen Beztehungen wedjeln.

85) Uufgabe. Bu zwei jidh nidht {dhneidenden Kreifen
einen Jnberjiondfreid zu finben, dev beide in fongentrijde
fretfe verwandelt,

Nuflojung. Man ziehe durch den duferen Uhnlichteitspuntt eine
Sefante, die in Punften 4, und A, jdneidet, die nicht ju pavallelen
Rabdien gehiren. Die Tangenten in diefen Punften geben nady 55)
ben Rabiud einesd vedhtwinflig jhneidenden Kreifed. Diefer dhneidet
bie Centrale in den Bitjdjelpuniten X, und X, ded orthogonalen Kreid-
bitjchels. Macht man einen bdiefer Punfte zum JFnverfiondcentrum,
fo entftehen aud den beiben gegebenen Kreifen fongentrijdhe Kreife, denn
bad Rreisbitfhel durd) X, und X, geht in ein Strahlenbitjdel iiber.

86) Bemerfung. Die Dbefprodhene Jnverfion berubte auf bder
Besiehung AX, - AX, = 1. Man fann oud) 4X, - 4X, = — 1
feben, damn liegen X, und Xy auf ver{diedenen Seiten von A.
Darausd evgeben fich entjpredhende RKveidbeziehungen, tvie vorher,
jedod) tritt ftetd ber innere Ahnlicheitspuntt an Stelle des
Gueren. Wejentlich neuesd erqiebt jich dabet niht. €2 Hanbelt fid)
nur wm die fritheve JInverfion berbunden mit Umitlappungen um zivet
aufeinander jenfredite, durc) dad Jnverfiondcentrum gehende Achien,
jo dak man dbie Operation al3 bie negative Jnberfion bejeihnen
fann.  (QJede Strede der Jmberfiondzeichmung twird in die entgegen:
gefebte vertandelt.)

X. Potens und Potemslinien.

87) Qiegt ein Punft P auferhalb ded RKreifes, jo ijt fiir jede
pon ihm audgebende @efante PA- PB = ¢*, aljo eine fonjtante
pofitive Grife, ndamlich dad Quadrat der von P aud gezogenen Tans
gente (Fig. 65).

Liegt er dagegen innerhalb, o ift fiir jebe dbuvd) ihu gehende
Gefue PA - PB = — ¢® wo s die Halfte der fleinjten durdh P
gehenden Sehue ift (die durd) P Hhalbiert wird). Dad negative Feichen
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Ak LY

ijt deshalb gemommen, tweil P unh PB Gireden von euntgegens
gefebter Richtung firtd, todhrend beide im porigen Falle gleichgeridytet

Sig. 65, ig. 66
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waren. Wlfo aud) jebt ijt P4 - PB tonftant, aber qleich einer ge-
wiffen negativen ®rife (Fig. 66).

Sn beiden Fillen begeichnet man bag genannte Prodult als bie
Rotenz des Puntftes P in Bejug auj pen Qreid. Die Punfte
mit pofitiver Poteny liegen alfo auBerhalh, Ddie mit negativer inner:

halb des Rreifes, die von

et per Poteny Null auf thm.
’Jl s Die Punfte gleider Poten
o it fiegen auf einem fomngen-
o e trifchent Sretje.
T
88) Qft PQ Ddie
> \ gemeinidaftlihe Setante
, -7, | aweter Rreijfe, fo qilt

| PX.PX,=¢ fiic beide
" Seife, 0. D. die qugehdrigen

= Tangenten find gleid), und
S P hat in Bezug auf beide

RQreife und da3  gejamte
Kreigbitichel durd) Xunbd X,

1

piefelbe Potenz t>. Dies gilt fiir jeben duperen Puntt der Sefante.

Sitr jeben inmeren Punft der Sefante ift PX - PX; = — 5
9. §. die tivzefte Sehne durd) einen inmeren Punit der Sefante
fat in beiden Rreifen undb in allen ded Witfdhels Ddiefelbe Léinge.
(Die Gnbpunfte der FHirzeften Sehuen durd) P, liegen aunf einem

Kreije.)

r

Man nennt daher die gemeinjdaftliche Sefante die Potenzlinie

0ed Kreisbitfdheld duveh X und X,
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89) @dneidben fich 3ivei RKreife nicht, fo Haben jamtlide RKreife,
bie beide zugleicdh) redytwintlig jchneiden, nach MNr. 79 anj der Centrale
bie fiir beide Kreife
veciprofen Bitjdel-
punfte X und X,. P
Da oie Mittelpunite
peg  Biifdeld auf el
pem Aittellote bon A _
X und X, liegen, {0 / i N
find bie Tangenten { | '
bon jebem Punite i
biejes Qoted aus ;
nach beiben RKreifen - L— —
gleid). Demmnad 1t s iy _' i
diefes Lot PQ bdie [P
Potenzlinie der bei-
ben fich nicht fchmei:
benben Rreife und o
fitr bie ganze Freis:

fthar, die bas Biijhel orthogonal fdjneidet.

 Die Potenglinien jiveier orthogonaler Kreidjchaven jtehen aljo

L

Fig. 68,

aufeinanber  fenfred,
ind bie Dber einen
©djar ijt die Centrale
Der anberen.
Berithren fic) pivei ==

RQreife, o ift die gemein- St /
{daftlide Tangente tm ) | /i "
Berithrungspuntte bdie "
Potemzlinie. JANGi ok

90) Sak. Die = R
Potenzlinien dreier e E iy IS B e
Qreife jdneiden jich & Fiotng
tn einem Punite. [

Betweid. Jn Fig. \
69 fei A B Potenslinie
fiir bie Kreife I und 17,

OB fiix die Qreife 7 und I11, alfo £, = 1, und {; = f;. Daraus folgt
t, = t,, folglid) ift B aud) ein Punft der Potenglinie von 1T und 117
Ehenfo ift Der Beweisd bei Kreifen, die fo legen, dah jener Sdnitt
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punft B ing Jnneve fillt (Fig. 70), nuv find damn ftatt ber gleiden
Tangenten gleidje fitrzejte Sehnen ju nefmen. Der Schnittpuntt Heiht
in beiden Fallen Potenzcentrum.

Hig. 70, 3
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91) Aufgabe. Die Votenzlinie ziveier jid) nicht {dhneidens=
ben Rreife zu fonjtruieven.

Aufljung. Man jdlage einen Kreis, der beide Kreife jdyueidet,
siehe die gemeinjaftlichen Sefanten und falle von ihrem Sdmitt:
puntte aus ein Sot auf die Centrale ber gegebenen Qreife (Fig. 71).

Bemerfung. Wird ein Kreisbiifhel oder eine Kreididar von
cinem Dbelicbigen Qreife gejchnitten, o gehen die gemeinjdjaftlichen
©ehuen svijden diefem und Dem gamgen SKreisipjteme burdy einen
Punkt der Potenzlinie ded lebteren. (Warum?)

92) It A, der dupere Afnlichleitspuntt der Kveife M, und M,,
fo find bie Beriihrungsiehnen B, 0, und B,Cy, die man ald Apnlid-
feit3polaren beseichnet, pavallel (Fig. 72).

Bieht man eine Sefante A, D, fo find die Schnittpuntte J, und
J, Berithrungspuntte eined gleihartigen Berithrungstreijes ;.

P, fei Pol der hnlichteitdacdiie A, J,J,. Weil ferner By bev
Pol der Tangente B, A, ijt, fo ift P, B; die Polave vom Sdyunitt:
punfte A,. Folglih: Der Pol P, der Ahnlichteitsadie 47,7,
liegt auf der dihnlidhfeitdpolare B, C,.

Ebenfo liegt ber Pol P, ber Geraden AgJ, I, auf dev Ahnlichfeits-
polave B,C,. Daf endlid) der Pol P; anf der Potenzlinie liegt, die
s ber dlhnlichteitépolave pavallel ift, tourbe jhon mehrfacd) bemertt.

Die gejamte Beihnung su M, ijt perjpeftivijd) zur Jeidhnung
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fiiv M, in Begug auf Ag; die gejamte Jeidnung zu M, it per-
ipeftivifd) su der fiiv B, in Besug auf J,; die gejamte Beidhuung

g, 72
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i M, it perfpettivijc) au der fitv M, in Bezug auf J,.  Aljo liegen
P J,P,, P,J,P; und P, P, 4, auf geraden Qinien, ebenjo C)J,CY,
B, J, By; Oy J,Cy und B,yJ, By. Folglih:

Rerbindet man die Gudpuntte einev AhnlidhTeitdpolare
aweier Kreife mit dem Berithrungdpunfte eined Beviihrungs:
freifes, jo exhdlt man auf diefem Rreije Puntte der Potens:
Yinie der beiben erjten Kreife.

Aufgabe. CStelle entfprechende Betvachiungen filr ben Fall un:
gleichartiger Beviihrung ai

93) Sn Fig. 78 twerden die Kreije My, My und MM, von einem
vierten Deritfrt. it mum B, €, dufere Hpnlichfeitspolare fiir I
wid M,, jo geben bie ®evaden B,J, B, uttd C,J,C, die Loleny:
finie B,C, ober p;. Ebenjo giebt die g(hulichieitspolare D, E, 3u
M, wnd M, durd) D,J, D, und FE,J, E, bie Potenglinie D L, oder py.
Da mun die Geraden B,C, und D, E, perjpeftivijd su ByC, und
D,E, it Begug auf den Punkt J, find, fo find aud) ihre Sdnitte
‘P, und P, perfpettioijd) in Bezug auf J,. Holglidy:

Teerden prei Kreife von eimem vierten gleidartig Dbe-
viihrt, fo liegt ihr Potengeentrum P, auf geraber finie
mit pem Berithrungspuntte J jedbed der brei Rreife und
dbem Sdnitte P jeiner beiden Guperen Yhnlidhfeitspolaven.
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Yujgabe. Stelle bie betreffenden Betrachtungen filt anbere

ilfe der BVerithrung auf, 3 B. lauter innerliche Beriihrungen, ober

fitr ungleichartige Berithrungen.

Fig. T
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Bemerfung. Da D E, und B, 0, dufeve Ahnlichfeitspolaven find,
fo ift P, ol ber duperen Uhnlichleitsachje der Rreije M, I, und I,
Sebe ‘H[ufitﬁfu.tnacfw hat in den bret Rreijen drei Pole, jo daB im
gamzent flir vier Ahnlichleitdadfen 2wolf Pole vorhanden find. Da
nmunt je dret Pole zu zivel WVerithrungen Weranlafjung geben, giebt
e3 adyt verjdyiebene Wrten der Beriihrung, d. §. adt Berithrungsireife
oreier Rreife.  Bedeutet o duerlide, ¢ innerlidhe Beriihrung, fo
hanbelt e3 fidh um folgende Fille: U n,r 43[1 .3]1_11 Mys M, M, My
M, M,y My M, My My 2, M, M s JI i, u\, _w,_-wE b

i i i i i t { i o :



XI. @inige Berithrungdaufgaben.

Qe

XI. Einige Berihrungsanfgaben,

94) Yufgabe. Cinen RKreid zu fonftruieren, der durd
swei gegebene ‘Punfte geht und eimen gegebenen Kreis
berithrt

Mujiojung. Jn Fig. 74 fei M der gegebene Kreid, P und @
feien die gegebenen
Punfte. Mit Hiilfe Mg L
per Mittelfentredhten M
von PQ {dhlage {
burd) beidbe Punfte

einen Rreid C, ber e SR ST

ben Rretd M in /_/”’J \
Punften 4 und B f ' N e T
jdhmeidet; A B und reged| 5 f:
PQ geben  Den ;' a8 e N
Sdnitt D. Aus ber =3 T ]‘; 7/ )
Fangente DE  er- : \ ._;-'!"-\\ .i;_.{‘_),// /
giebt fich ber Rabius \\ ; 15,;‘.,_-; % ‘;j—
ME, berbieMittel S~ N | AL

fenfrechte K C' in M, = i D

fchneibet. Ebenjo ex-

giebt fidh ausd ber Tangente DF der Radiug FM, der KC in I,

jmeidet. B, unb B, find bie Mittelpunite der gefuchten RKreife.
Der Beweis beruht darvauf, dbah die bdritte Potenzlinte, d. h). bie

Tangente DE bezv. DF mit AB und P¢ durd) benjelben Puntt

gehen muf.

95) Nufgabe. Ginen Kreid zu bejcdhreiben, der zivei ge-
gebene Rreife gleidhartig berfihrt und durd) cinen gegebenen
Puntt geht.

Auflofung. Su Fig. 75 feten M und M, bie gegebenen
Qreife und P der geqebene Punft. Man zeichne den Kreis 4, dber
den Kreiz M durd) veciprofe Shpiegelung in den Kreid M, verwanvelf.
(Sein Radiud ift mittlere Proportionale zwifden AB und AC, wo A
duferer Ypnlichteitspuntt ijt, wahrend B und C bie Guferen (oder
die inneren) Sdnittpunfte ber Centrale find.) Man {piegele gegen
biefenn Rreid den Puntt P rveciprof, wag @ giebt (AQ - AP =)
Jept find bdie beiben Rreife su bejdjreiben, bie durd) P und @ gehen
und ben Rreid M (oder M,) berithren. (Bgl. vorige Anufgabe.)
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96) Aufgabe. Cinen Kreid zu bejdreiben, ber zivei ge-
geberne Rreife ungleichartig beriihrt und bdburd einen ge:
gebenen Punktt geht

Nuflojung. Sun Fig. 76 feten M, und M, bdie gegebenen Rreife
und P der gegebene Puntt. Man ziehe durd) den inmeren hnlichfeits-

puntt J die beliebige

W0 Gefante AB und

7 jhlage wm J eittent

A freid mit der mitt:

feren *331'31_1',11'1:'uliﬂh"

- r bon JA und JB.

/./' e ;'\'\ _ Dann bilbe man JQ

R ey aug JP - JQ = .

;. o7 ,_ cootin Durch Pund @ ift ein

[/ = /\ o e fRreis zu legen, ber

. e S RN SR SR eirtert Der beiden ge-

\| \4r : gebenen freijeinner:

\ DAl S i) ober duperlidy
\\ Vi e e e Beriihrt.

NSt e Bemerfung. Sit

euter. der  beiden
RKreije eine Gerade (r = 00), fo treten die Schnittpuntte ded auf bex
Gervaden fenfrechten Duvchmefjers ald dupever und tmnerer Ahnlichleits-
puntt auf. Sonjt ijt nidhtd gedndert.



XII. Rartographijde Anmwendungen. H

97) Yufgabe. Cinen Kreis zu befdyreiben, ber bdrei

gegebene Rreife gleidartig berithrt. (Problem bes Apollonius.)

Nuflojung 1. Jn Fig. 77 feien M,, M,, M, bdie gegebernen

Streife, und zwoar M, der fleinfte. Die Rabdien feien »y, », und ry.
Man {dlage um M, und M,

Kreife mit den Radien (r; — ry) g 77

umd (7y — ry) und Ffonjtruiere S S

bie beiben Rretfe, die die Hiilfe- R e
freife gleidhartig berithren uno // ARG

burd) den Puntt M, gehen. /7 A

Die in Wicklidkeit gejudten J /.--=- “~\. i

S?tl:uiir find fongentrifd) su diefen [ ¢ i NN 5 _.._/.,;.._;-;_;i

beiden. ] NG g T A
Bemerfung. Sollen M, '_ ; -U.'

und M, gleiartig, aber My \ N~ N shaa el /

ungleifartig beriihrt werben, \ . N

jo fdhlage man bdie Hiilfsreije 3 ‘ i

mit den Rabien (r; 4 »,) und \ e e

(r, 4 7). Die iibrigen Felle Beealat 2

erledigen fich mit Hiilfe bes
inneren Shnlichfeitspunttes. Die adt miglichen Fdlle find in Nr. 93
angegeben.

Aujlojung 2. CSude dad Potenzcentrum P, der drei Kreife und
seidne in jeben die beiden duBeren Uhnlichleitdachien, beven Sdhnitte
in jebem ber Kreife P,, P, und P, feien. Die Gevaden P Py, B Py,
P, P, geben bie Berithrungspunfte J,, J, und Jy fitv den duperlich
beriirenden Rreis, unbd jugleid) die Berithrungdpuntte A,, 4, und
A, fitr den innerlidh) beviihrenden Kreid. (BVergl. Fig. 73.)

Bemerfung. Mit Hiilfe innever Ahnlichfeitspolaven gelangt man
au ben ungleicharvtigen Beriihrungen.

XII. Rartographifdie Ampendungen.

98) Bundadit joll die Weltfarte nad) Gerhard Kremer, genannt
Mercator, fury erldutert mwerben.

Da die Oberfladhe dber Kugel jih micht in die Ebene ausbreiten
(dfit, wie 3. B. die deg Cylinders und bes RKegeld, jo [aft fidh zu
bem ®radneh ihrer Meridiane und Pavallelfreife Fein vollfommen
trenes cbened Bild geben, jondern es treten beftimmte Lerzerrungen
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ein, je nachhem die Ravte diefe odev jene Vedingung erfitllen joll.
Im einen Ginblid in die Lehre von bden Grabnehen zu erhalten,
teile man bie Rugeloberflide 3 B. durd) 16 unter gleichen Winfeln
auf einander folgende Mevidiane in fongruente Flachenteile ein. Bei
pen Pavallelfretjen fehe man zunddjit von der ufeinanderfolge nadh
Graben ab, und denfe fich die exfteven fo gelegt, daf die Kugelflache
in ein Ghftem von ,Quadraten” eingefeilt wird. Diefe Duadrate™®)
werben nach den Polen bhin Fleiner und fleimer. Jhre Bahl it
unenblich qrof. Sn Fig. 78 ift die Quabdrateimteilung eined ebenen
Vavallelftreifend bargeftellt, und zwar befinden fid) itber ber Geraden
AA, ebenfalls 16 Duadrate. Diefe Geradbe joll dem Hquator des
Grbglobusd entjprechen, die gezeidhneten Senfrechien den Meridianen,
bie 1n - gleichen Abftanden aufeinanderfolgenden Horizontalen den

i A

Wy

obigen ‘Parvallelfreifen auf ber Rugelflade. (Jm Beifpiele n = 16
folgen bie Meridiane der Rugel umter 57 oder 227 ° aufeinander.)

otg. 78 entjpridht der ndrdlidhen Halbfugel der Erboberfldde.
Nad) oben erftvedt fidh die Beidhmung ded Streifend 6i8 in unendlide
Cntfernung, toeil die Quabdrate hier gleidh grof find, ihre AUnzahl
aber unendlich) grof ijt. Criveitert man die Feihnung nad) unten,
o erhdlt man aud) das Bild der fiidlichen Halbfugel.

Beidnet man in die entfprechenden Quadrate die Linberformen
ein, {o erhdlt man die Welttarte in Mercators Darftellunag.

) Vou Quadraten fann man eigentlid) erft reden, wenn bie Meridiane
und Parallelfreije jo yahlveid) genommen werden, daf die jehr feinen Flachen:
viume ald eben und gevadlinig betraditet wevben Tommen. Methoden, bdicje
€inteilung forveft durchzufithren, werben jpiter gegeben. '
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Diefe hat den BVorzug, daf ihre ,DOuabrate” demen der Kugel in wm
fo hoherem Grabe ahnlich find, je griofer man die Anzahl der Meridiane
genommen hat. Die Feidynungen inunerhalb fleiner Duadrate
find alfo &hnlidh, oder, wieman jich ausddbritdt, die Mercator:
farte ftellt fleine Fladenteile der Crbdoberflade dhnlid
par, obwofl dad Gejamtbild ber Erboberfliche nicht dhnlich ijt. Ab-
bilbungen jolcher Wt begeichnet man al@ fonforme Abbildungen.

Der ziveite BVorteil beruht darim, bdap die von Nord nad) Siid
geenben Qinten famtlid) fenfrecht, die von Wejt nad) Oft gehenden
famtlidh Horizontal find, fo daf man alfe Himmeldrichtungen an jeder
Stelle alg gerabe Qinien eintvagen fann, unbd bdaf den gletchen Himmels-
vicdhtungen pavallele Gerade entfprechen. So geben 3. B. alle Duadrat:
piagonalen bdie Ridhtungen Nordoft, Nordroeft, Siidiwejt, Sitbojt an.
Sept alfo 3 B. ein SHiff auf dem Dzean jeinen Weg jtets
in berfelben Himmelsridhtung fort, behalt e3 aljo penjelben
Rurd bei, jo ift die Abbildbung ded Wegs auf der Wercator:
Farte eine geradbe Qinie. Wil alfo ein Kapitdn 3 B. von Dder
Slivjpige Jrlandd ftetd mit demjelben Kurd nad) Capenne fafren,
und sieht er auf dber Mevcatorfarte die entfprecdjende Verbindungs:
(inie, fo erhalt er die Himmeldrichtung, in ber er zu fjteuern hat,
auf dad genauejte. Daber ift die Mercatorfarte als Sdjiffahridtarte
allgemein verbreitet. Jeben Tag bejtimmt der RKRapitdan den Ort ped
Shiffes®), erfennt dabei, wie weit er durd) Meeresjtromungen, Wind
ober ungenmues Stemern fid) von Dder gezeichneten Gerabden entfernt
hat und forvigiert ben furs des Sdiffes.

Ginen Nachteil aber Hat die Karte in folgender Hinfidt, Wiahrend
dbie obigen ,Quabrate” auf dem Globus nad) bem Polen hin zu un-
endficher Rleinfheit abnehmen, bleiben fie auj ber Mercatorfarte gleich
grof; wifhrend dort die Meridiane ben Deiden Polen sujtrebend fich
immer mebr nifhern, behalten fie hier ftetd benfelben Abjtand. Strmmen
alfo die Quabdratdimenfionen am Yquator des Globus und bder Meer-
catorfacte diberein, fo [t Dieje [1bereinftimmung nach Norben in
sunehmenbem rabe auf, und in den unendlich fern liegenden Polen
per Piercatorfarte ijt die Darjtellung derart pergriBert su benfen, daf
und die Ausdrudaweife geftattet ift, dovt jei der Mapjtab ber un-
endlichfache, wie auj dem Globus. Aljo, je weiter nad pet
Polen hin, um jo griper wird ver Mahitad der Mercator:

%) 9fus ber Hife ded Polarfternd oder ber Meittagdhhe dev Sonne findet
et 3. B. bie nbrdlicdhe Breite, ausd der Diffevens givifden ber Mittagdzeit ded
Orted und der bed AUudgangdorted, die am dem bort geftellten Chronometer
abaufefen ift 1d 4 Minuten auf den Grad betrdgt, beftimmt er die Ldnge.
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farte. ©o erfdeint 3 B. Grinland qlll,u: ald gany Ufrifa, obwolh!
e3 in Walheheit weit feiner ift. Die Nadybaridaft ber beiben Pole
fann auf der Mercatorfarte gar midyt davgeftellt werdem, da fonjt bie
Qarte nadh obent und unten ind Unenbdbliche gehen miigte. Man bridht
bie Darftellung gewdhnlich in der Nihe ded 80. Graded nidrdlicher
und fiiblicher Breite ab. Da die Lolargegenden nicht befannt find,
und da von regelmdfiger Sdiffahrt dort nicht die Rebe fein fann,
Bat diefer Umftand die Braudybarfeit der Kavte nidht beeintrddtigt. [Die
Qarten der phyfifalijdhen Geographie, 3. B. vie der magnetifhen Weri-
biane, Sioflinen, Yodynamen, Jjothermen, Jjanomalien, Jjovadien .. w.
find in der Regel nadh) Mercatorsd Projeftion dargeftellt.]

99) Jn Fig. 79 ift ein Kreid, deflen Umfang A BCD A gleidh
ber Linge desd Ylquatord der Mercatorfarte fein foll, durd) ein Strahlen-
bitfchel und bdie fomzentrijdhe Kreis-
jdarin ahnlide , Redtede” eingeteilt.
B Dies it ervetcht, jobald jeder Rabiusd
' ' i pie mittlere Proportionale zu ben
1_' betven benachbarten Rabdien ift, und
wenn  bie Strabhlen unter gleichen
w Winteln aufeinander folgen. Dad

eritere erzielt man bdurd) parallele

Diagonalen, twie fie bei CO bare

geftellt find.

©ind nun die fleinen Re ijrtm‘

Juadrate”, fo ift bad Quabratn
ganz dem der Mevcatorfarte und bed Globus entjpredyend. 0 {1d
% B. die Quadrate von 1 bid8 16 bdie Bilber ber gleidhzahligen
Duadrate der Mercatorfarte. So echdlt man die Polarfarte
bon Hippard)-Ptolemdus, die fih in der Steveometrie ald eine
bejtimmte Centralprojeftion bder RKugelfldche Herausjtellen wivd. Sie

*) 3 Ne. 81 ift bereitd gefagt, daf man die quadraitjde Teilung bei n Set:

b

toven erreidht, twenn bdie Mabien nad) aufen im Verhdlinid 1:¢™ auf einander

jolgen, mwo ¢ = 2,7182818 ., .. bie BVajfi& ber natiirlidien Logarithmen ift.
"_.“
Hier alfo Hanbelt ¢g fich wm dad BVerhdltnid 1 : e" =1 ; 1,480972. Nadh
2n 4m fi i
inuen folgen bie Madien einanbder nad) der Reihee®, e ", e ", e ™ w.imw.

Durdy diefe ‘{ni;.ut erfennt man gugleid) die Vergroferungsverhaltnifie ztvijden

jeber Stelle ded Sunern und der Mercatorfarte, deren Mafkftab qleich bem
S q

Ded Mandireifed genommnen tar,
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giebt eine fonforme Darftellung der Hhalben IMercatorfavte
und zugleid) der Nord: oder Siidhalbfugel ved Globus.

Der Shmmetrie der Mercatorfarte gegen den quator
entipricht bei der Polarfarte ded Hippard) die Reciprocitat
gegen den Grenzfreid. Man fann alfo die Polorfarte itber ven
Slquator Hinaus fortjepen. o ift 5 B. AWVX bad ju AZYX
veciprofe , Duadrat”. (BVgl. Fig. 79.) Dabei nehmen aber die Dimen:
fionen der Quadrate bald derart s (jogar im Berhiltnid zu demen
ver Mevcatorfarte), baf man fich gewdhnlich auf die Darjtellung der
eintenn Halbtugel bejdhrdntt und fiiv die andere eine bejonbdeve Feidming
madt. Fiic die mathematijche Betradhtung it e3 gut, dasd Luaoratned
nad) aupen fortzujepen.

in. 80.

100) Man fhlage jebt it Fig. 79 wm D einen Kreid, der burd
A (und €) gebt und bilbe bas rveciprofe Spiegelbild Ddev Betchnung

o/
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gegen biefen Rreis. Da lehterer bent Grengfreis und die Horizontale
unter 45° jdneidet, gebht der @renzfreid (Uquator) in bie Horizontale
i pen @renzfreid itber. B und der Norbpol vertaujden thre
Stellenr, A und € bleiben, der unendlich ferne Bereid viidt nad) D,
weldhes ded Siibpols wegen jept S heifse, und bas Strahlenbiijchel gebt
in bag Qreisbitjchel durd) N und S bie fomzentrijche Rreisjdhar in bie
Orthogonaliar des Biifdels iiber. Man erhalt fo in Fig. 80 bie
obere Halfte der Kavte bder bitfichen Halbfugel und ihre
reciprofe Fortfepung nad anpen, nuv mufy die Karte nod) wm die
fenfrechte Mittellinie geflappt werden, wm per De3 Mercator beiiglid)
ber Himmel3richtung genan ju entipredjen, wobuve) Fig. 81 entjteht.”)
®em Quabratnels der Polarfarte ent
fbricht wegen des Fonformen Chavafters dev
Abbildbung auch Gier ein Duabdratueh. Die
gleihmipige Cinteilung Ded Randed in
%ig. 79 ift auf den quator in Fig. 80
projisiert torben. Da aber DB:DO
= 1:2 war, fo ijt ber Mafftab in der
Mitte von Fig. 80 Halb fo grop, als
am Rande, wo ev bem Hquatorialmak-
ftabe der Mercatorfarte entfpricdht.
$Hat man umgefehrt auf der Karte der
DOfthalbtugel gleidge Ranbdteilung, wasd ber Grabeinteifung entjpridht,
fo erhdlt man duvd) biefelbe Projettton bie Grabteilung der Polar-
favte. Die Stereomefrie wird dieje Dinge nod) teiter aujtliven.

und dieje

g, Bl

101) Jeber grifte Kreis des Globus jdmeidet den Ylquator it
sei Gegenpuniten (Untipobenpuntten). Solde find Rig. 80 B
b jeder unendlich ferne Puntt B;. Jede Gevabde puxd) B ift aljo
ein qrifter Qreid ded Globus, jo 3. B. PL, ebenjo die bazu Sent:
recdhte KO. Sdlagt man um K einen Rreid mit KL, und bildet man

* 9Wie fenig die Halbfugelfarten ded Hippard) ald Sdiffahrisiavie:
tanglich find, ergiebt jidh) 3 B. aud bev Untexjudung der Luabratdiagonalen,
bie Der Michtung Siibiweft-Norboft und TNordivejt - @iibojt entjprechen. Anf
ber Mercatorfarte Handelt ed jich babei wm gerabe Linien von 45° Nfeigung,
in der Volarfarte aber wm Kurven, die man ald logarvithmijde Spivalen
beseichnet und die unziflige Windungen um den Pol machen; i Der farte
ber Oftfichen Halbfugel um die jogenaunten {ogarithmijdhen Doppel-
fpivalen oder Bicircularipivalen, die um jeden Pol unzdhlige Windungen
machen. Auj dem Globud entjpredjen ihunen bie jogenaniten Aprodromen
(Gdieflauilinien). Samtliche werden fitr den Schnittivinfel 45° ald Diagonal:
furben bed Duadratuebed bequem fHzziert. Hierzu vergleidhe man ded BVerfafjers
,Ginfithrung in die ijogonalen BVertwandtidaften”, Leipsig bei Teubner.
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durd) reciprofe Spiegelung gegen diefen dasd Jnverfionsbild zu Fig. 80,
fo verwandelt fih die Gerabe PBL oo in den Gremzfreis durd) K
und O, diefer in jene Gevabe, der Pol N fallt innerhald ded mnemen
®renafreifes, und zwar auf den Sdnitt von PL und KN, ebenjo
per Puntt S auf den Sdnitt von KS und PL in Fig. 80. Ehenfo

i i
Fig. B

fallen A und ¢ auf die Schnitte von PL und K4 beyo. KC. Das
Rreigbiifchel durd) N und § geht iiber in das Bitjhel duvd) die neuen
Puntte N und S, Fig. 82 ftellt die neue Karte dar. Sie entfpricyt
3. B. ben Rarvten bder gripten Land- und Wafjermajje, toenn der
Sdunittivinfel 8 bet B ridhtig gewdhit war.

102) Nufjgabe. Das Redtedsneh jelbftandbig zu voll:
enben, wenn die vier Grenzfreife eined ,Redteds” ge:
geben finbd.

Holzmitiler, Mathematif. IL 2. Aufl. 6
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¥ig. 8. Nuflojung.
M ABCD it Fig.

83 fei dasd ge-
gebene , NRechted”.
Die Tangente in
D giebt M auf
SN. Die Gerade
I, MA giebt Dbden
Sdnitt A,, bie
Tangente A4, M,
= giebt Den Mtittel
S ~ puntt  fiir  Dden
£ N . neuen Srei3 der
/ SR Sdyar. D M, und
e L e : A M, geben zivei
‘g neue  Teilpuntte
g | w. §. 0., fo baB
: man beliebig biele
1 . Kreije der Sdyar
SN _ seichnen fann. Ju
ANt S mbgen die Tan
G T — gentent SC; und
S D, bex gegebenen
Bitjchelfreife bden
Winfel o« ein=
jhlicgen. Man madge << D, SE = C, 5D, = «, erridjte auj SE das,
Lot Su big zur Hovizontalen, dann ift w der Mittelpunft fiir ben
folgenben Biijdelfreid u. §. w.

XML Aer Boordinatenbegriff.

a) Graphijdhe Darjtellungen.

103) Otatijtijdge Berhaltniffe pflegt man auf graphijdem (zeid):
nendem) Wege zu beranjdaulien. So fonuten 3. B. dburd) Fig. 84
bic Sdvanfungen in der Frequenmy eimer Sdule fiiv eimen Jeitvaum
o 5 Sfabren bargeftellt werden. Die gletdhen Wbjdmitte auf der
Horizontalen bedeuten die gleihen Beitviume (Jahre), die vegelmafige
Betwequng von O bid 5 ben VWerlauf der Jeit. Die Hihen verhalten
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fich toie die entfprechenden Frequenzzahlen. Bunahme im erjten, Gleidh:
bleiben im ziveiten, Abnahme im dritten, Bunabhme im bvierten, ver:
jtartte Bunabme 1im fiinften
Jahre finb ofne iveiteved zu dig. 84. :
erfenen. |

Ebenjo veranjdyaulicht man
bie Schwanfungen in der Bevil-

ferung bon Stidten und Staaten, ol e T

in Der Transportmenge bom ' |
Eifenbabnen und Hafenanlagen, : '
bie Sdhwanfungen in der Pro- 7| 7, 3 7, h, 2.
buftion der Lanbivirtidaft, der

Bergiverfe, der Jnbduftrie, ble j—F—— e

Preidjidhwantfungen ded  Ge:

treibed, ded Cifend u. §. w., die ©dwantungen der FTemperatur, desd
Lujtbrudd (Barometerjtandes), des Wafjerftandesd der Fliiffe, u. . .
Vet einer griBeren Anzahl gleicher Jeitrdume fann man die mittlere
Hihe ald bie Veranfdaulihung des mittleren Juftanded betradhten.

101) Aus einigen Beifpielen toird man den Nuben folder Dar-
ftellungen fiir dbie mathematifche Phyfif erfennen.

&ig. 85 veranjdaulidt die gqleid)formige Bunahme der Ge-
fdywindigteit eines im [ujtleeren Raume freifallenden (ober
eined von fonjtanter Triebfraft bLewegten) Kdrperd. Jjt g dbie Ge-
jdwinbigleitszunahme

fiix jede Sefunde, fo Fig. 85. |
hat der Kirper nad /'i( :
8 Sefunben die Ge- o ‘
{hiwvindigteit 8¢, nad /_/" !
Sefunben bdie Ge- S |
jdwindigkeit gt. Die £ _ Z e |
Enopuntte bder Ee- = ’“"
jdhioindigfeitdlote [lie- o pe i
gen in eimer Gevaden. | 7 L, ¥
Dad mittlere Lot giebt I o :
bie mittlere Gejdwin: 4 S 5 T T B
f b g im %

pigleit 'ff an. Diefe,
auf bie Beit ¢ audgedehnt, giebt bden Weg igirff, und  jivar  aud
filv die bejdleunigte Bewegung, der Jnhalt des Dreiedd von Bafis
und Hihe gt it ebenfalld ig!’!. Die Dreieddflache ftellt alfo

6
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9

[aet

ben vom Rorper uviidgelegten Weg dar. Die eingelnen Trapey-
fMadgen geben den Weg in den eingelnen Sefunden an. Das
Rechte der mittleven Gejhwindigteit A BG F' Hat natiiclich diefelbe
Fladye wie bad Dreied. — Begeidhnet man den verdnderlidjen Horvizontal
abftand von A mit =, jo ift die Hohe an jeder Stelle y = ga.

Sn dhnlider Weife faun man bdie Bewegung veranjdhaulichen,
die bei bem fenfrechten ©chuf nad) oben entjteht. Aud ber Figur
(bem , Diagramm™) fann man alle entfpredhenden Bewegungdverhaltnifie
ablejen.

it
)

105) ALB zweites Veifpiel diene die grapbhijhe Davitellung bdes
Mariottejhen Gefebed. Nady diejem ijt, wenn man fonjtante
Temperatur bovaudfebt, die Spannung einer Gadmenge um:
gefehrt proportional dem Bolumen.

St Fig. 86 ift nun Folgended dargejtellt. Die Puntte 0, 1, 2,
3, 4 per Grundlinie ftellen die Volumina O, 1, 2, 3, 4 bar. An
der Stelle 1 ijt die Spannung AD = 1 angenommen, 3 B. gleid
1 Utmofphdre (10334 kg pro qm bder Drudflide). Dann ijt an

P 7 A b 1 1 1 o B
Stelle 2, 3, 4, ... dte Spanmung <, &, o, . .- al3 Lot aujjujeen.

'
Dagegen iviirbe an Stelle ! pas Lot i
(2)

Das Diagramm fann nacdh) linfd big qur Stelle » =0, nach) redts
bid zum unendliden

Sig. 86 Bereidhe (z = o0)
audgedbehut twerben.

Die Endopunfte der

Lote bilben eine jpi-

ter zu Dbefprechende

Surve, die man als
; pie Mariottefdhe
: furve bezeiduen
| b fonn.  (Sie twird
Hp=c=tp D wegen Annahme fon-
z: jtanter Temperatur
Ay & aud) al3 Jjotherme
b L 2 7 beseidhnet.) Gemwifje
TN % 2 "B in ber Figur an:
gedeutete Redtede

= 2 zu jeiden fein.

jfind inbaltdgleid), 3 B. OFKEJ und OADH.
Da in der Wedjanif dasd Produft aud der Krafjt und dem Kraft:
wege Wrbeit bebeutet, jo jtellen die fleinen ald Rechtede aufzufaijenden
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jenfredyten  Flddjeniteeifen, iwie fie von 2 bis 3 angedentet jind,
UArbeiten bar, die 3 B. in Meterfilogrammen zu meflen find. Die
slide ABCD ftellt aljo die Crpanfiondarbeit par, telhe die Luft
Det ber Ausdehnung auf dad vierfade Volimen leiftet, tvenm bie
Temperatur dabei fonjtant gehalten wird. Dagegen ftellt die Flade
ADEF bie Urheit dar, die nbtig ift, um unter Konftanthaltung der
Lemperatur diefelbe [uft auf dbas Halbe Bolumen jujammenguprefien.
€8 Dandelt fi) alfo in Fig. 86 zugleih um bdas Arbeitddiagramm
fiilr  Crpanfion und Kompreffion unter bder Bebingung  fonjtanter
T

e
e

=

Lemperatur.  Bezeidhnet man den verdnberlichen Horizonfalabitand
bon O mit x, jo 1}t die jugehirige Hibe ftetd y = =

[106) Als brittes Beifpiel diene bdie graphijdhe Darftellung des
JNewtonjden Gravitationsgefesed. Nady diefem ift die gegen:
jeitige Anziehung sweier Himmeldforper umgefehrt proportional dem
Quadrat ihrer gegenfeitigen CEntfernung. Befindet fidh 3 B. bie
Sonne it O, die Grde in A (Fig. 87), und ftellt A B die Grife
der gegenfjeitigen An-

stebung fiir die Ent- Fig. S7.

fernung OA dar, fo

ift diefe fitx die halbe '.
Entfernung 0C vpiex-

mal jo grof, fiix bie

doppelte  Enifernung ,
OF ber vierte Teil. | &
Sept man alfo 0A |

= 1, und einen be:

{iebigen Horvizontalab-

jtand = x, o ijt bie

sugehdrige Anziehung

burd) das ‘i_"L"IIr,f=‘!'iJ S &
su peranfdauliden. o C A 2 =
Auch bhier ftellt bie

dliade swijdhen  Ddex

Surve und der Horizontalen eine Axbeit dar. Um 3 B. dent Erdball
aus der Enifernung OA in die Cntfernung OF zu verfeben, miifite
man eine Avbeit leijten, die dbuvd) die Flade A EFB dargeftellt wird.
[Die Arbeit, die notig fein tviivde, die Crde aud der Cntfernung 0.4

m unendlicge Entfernung zu bringen, wird durd) dad von A4 aqug
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6i3 ind lnendliche fortgejeste Diagramm Ddavgejtellt wnd al8 bad
Potential fitv den Punft A begeicynet.]

107) Man erfennt, dap fich durch foldhe Diagramme jchivterige
Dinge mif‘ eintfache et veranjdaulichen lafjen. Man begeidhnet den
Horigontalabjtand bom Unfangspuntte al8 Abjcifje, den Bertifal:
abftand ald Orbdinate. Beide tragen o) den gemeinjhaftlichen
Namen Koordinaten. Um jedod) den mathematijchen Berhaltnifjen
nod) allgemeiner zu entjprechen, lagt man aud) negative Abjcifjen
und Orbinaten ju, und zwar find die erfteven nad lints, die lebterven
nad) unten gerichtet.

b) Die Koordinaten von Punften.

4

108) Sn Fig. 88 hat der Puntt A die Koordinaten » = 3 und
=13 "'J.Bunf'r B hat @ = — 1, y = 2; fiir Den Punit C ijt
p=— — 2 g=— 1; fitr den Punit D ift 0 =2, y = — 2.

Diefe Puntte liegen

Fig. 85 ber Neihe nach tm 1.,

W 2, 3. und 4. Oua=

3 : branten ber Ebene.

o Den  lepteren ent-

: fprechen, toie in ber
Trigonometrie, Der

= e ' Reihe nad) die Bor-

K i N L e — =
== =T R 7 A ol Ry

= ; bont — oo nad) + oo

€= i S : gehende Gerade K L
S heifit die X-Udhfe,
| die ebenfalld bvon
o RS — oo nadj -+ oo
M gehende Gevabe M N

pie  Y-UAdhfe desd
Qoorbinatenfyftems. O Beigt Der Nullpuntt ded lepteven. Jedem
reellen Roordinatenpaare =, y entjpricht ein beftimmter Puntt ber
Ebene, deflen Duabrant fidh aus den BVorvseidhen ervgiebt. Umgefehrt
entfpricht jebem TPunfte der Gbene ein veelled Koordinatenpaar.

109) Die Koordinaten 2 und y beseichret man af3 die Cavteji-

ihen Koordinaten, nadh Dedcarted ober Cartefiusg, der fie juerft
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aufgejtellt Hat. Da man die Lage von A aud) durd) ben Rabdius
0A = r und den Winfel HO A = « darjtellen fann, ebenjo die Lage
pont B burd) den Radiud OB = » und den Winfel HOB = «, die
bed Punftes ¢ durd) ben Radiusg OC = r und den itberjtuntpfen
Winfel HOC = «, und endlid) die Lage von D durd) den Rabiud
0D = r und bden iiberfumpfen Winfel HOD, fo hat man aud) »
und « al8 Koordinaten eingefiihrt, die jogenannter Polarfoordinaten.
An fedem der gemanuten Puntte erfennt man, daf swifden den Cartefi:
jden unb ben Polarfoordinaten folgende Beziehungen ftattjinven:

1 i @€ i

S e f : e i
p =+ "+ y°, tanop= ~, CoSe== . Blneg= , .

+Vaty* i A

T =rcosa; Y=—7rsinou

Das Borzeiden von » wird ftetd pofitiv angenommen, der Wedjfel
per Borseichen ird den goniometrijchen Funftionen iiberlafjen, und
swar in derfelben Weife, wie in der Trigomometrie.

110) Yujgabe. Jwei Puntfte Z, und Z, haben die Roordi-
naten @, —a,, ¥ ="0;, Hy=ay, y,—0b,. Wie lauten bdie
Qoordinaten ded Halbierungdpunfted ihrer Verbindungs-
[inte?

o, - s b, + by
i 2

Aufgabe. Die Verbindungslinie derjelben Puntte joll
pon Z, aud im Verhaltnid 3:2 geteilt werden; wie lanten
bie Roordinaten ded Teilpunttes?

Aarum ?

Auflojung., o

|
I

i 3 . D¢
uflojung. »=a, + - (6, — ) =

: 3 3 0y

y=10b,+ 5 (bg— b) = —"2T—2.

LY B

Allgemeiner giebt die Teilung itm BVerhaltms =, : ny bie Qoordinaten

Mg @y + My s ne b, -+ m, by
he '?'!;.l_—-{:-i'a:_. i n, -+ ny
a i o v . % i —_— e L T, o
Die entjprechende dufere Teilung giebt & = ——————,
T 2
— g b, 7, Da : g 2= i
i = = '+;~; 172, (BVergl. harmonijche Punite.)
> n, — N s ’

I

111) Aufgabe. Drei Punite Z,, Z,, Z; Haben die Roordi-
naten a,b;, ayby, azbg. Weldes find dbie Koorbinaten ded
Halbierungspunttes H, der Geradben Z,Z;; und wie Heiffen
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bie Roordinaten desd Punftesd S, der die Geradbe Z, H, im

BVerhaltnigd 2 :1 tetlt?
T . RS as + a,
Nuflojung. Die Koorbinaten von H, in Fig. 89 find z = =——

3 g +— @
s bgy 12—
o0y - iy : _ G 2
uth g = 2= Pie Koordinaten von S nd x = S
2 2 1
1
B A o !
a, + a, + a, En 2 b, + b, 4+ b
— = —_ - . = - —————— F—— = =
3 foyss Ricla 3

Bemerfung. Dasfelbe Rejultat findbet man, wenn man 7, H,
und ebenfo Z,H, im BVerhiltnid 2:1 teilt. Die drei Mittellinien
jdhnetben fid) alfo in eimem SPunite, dem Puntte mittleren Abjtanbdes

port den (beliebig gewihlien)
&ig. 89. Koordinatenadhfen.
Nimmt man einen vierten
Z, Punft Z, dazu, und teilt
. man SZ, im Verhdltnis
i ISAE S BN 3:1, jo bhat der Teilpuntt
e s e\ bie Roordinaten

i alSE \ t, + a, + a, 4+ a,
| e ZI e 2 ;
| e \ 4 ¢

Bl TNz by s b S B B

| | i | = | Ti] ke ) = :

ﬁi = I ot RSN 4
| Der neue Teilpuntt ift
aljo ebenfalld3 ber Punft
mittleven Abjtanbed. JIn dhnlicher Weije fann man fortfahren. Die
Neihenfolge Der Ronjtruftion ift dabei bollftindiq gleidgiiltig. Man
echilt jo ben Sdywerpunit von 3, 4, 5 ... gleid) fdhwer zu
penfenven Puniten ber Ebhene, der alfo der Punft mittleren Abftandes
bon Deiden Acdhjen 1t

112) Aufgabe. Bwei Punfte Z, und Z, Haben bdie
foordinaten v, =a,, y, =20, v, =a,, y,=b,. BWie lang ijt
ihre Berbinbungdlinie, und welde Neigqung befiht jie?

Auflbjung. 2,72, =1 (a, — a,) + (b, — b,)>. Die Neigung
by — b,

beftimmt i) qus tane =
? dg — 0,

113) Uufgabe. Wie grof ift der Inhalt Hed Dveieds
£y ZyZg, tenn die Edpuntte bdie Wbjcifien a,, a,, a, und die Orbdi:
naten b, by, b, haben? (Fig. 90.)

e
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Nuflofung. gig. 90.
F'— A /A, Z 7,
o Z
+ Ay 4,72, 7,4 N
— A A 7.7,
T i . '
= 5 (45— @) (b, + bg) - e \
a0 B
- {i.f.f2 —_— .rrlj If(lr,r,_J —‘!—- ) :I I | . 7z
i ' | ?
= [((ty—a,) (by +b,)
+ (4 — ay) (b + by) - e L R A A 3
4 {”;‘. — &) {i"-l'.':_:_ ’!‘1] -

Bemerfung.  Fiiv
pent Fall, dap die drei Punfte in einer Gervaden liegen, ift die Fldde
gleich Null. Die Bedbingung bdafiiv, da die Punfte Z, 7,7, in einer
Geradben liegen, ift alfo dburch folgende Gleichung gegeben:

'-r,-_”i e "‘-’;-:I}'-I’J " "l-’-l} == (.‘f’:: = ”;'s,‘.:'[..“z +b;) -+ i:"‘r:] == ”!h}{.’i’;s + b)=0.

¢) Die Gleidung erften Graded und die gerade Linie.

114) Der geometrijhe Ort aller Puntte, fitr twelde die Gleihung
x=a gilt, ijt eme Parallele gur Y-Achje in der Entfernung 2 = + a.
Symmetrijd) dbazu liegt die evabe, fiir deven famtliche Punfte bie
Gleiung © = — a gilt. Der geometrijhe Ort aller Puntte, fiix
welde y = b ijt, ijt eine Parvallele zur X=Adfe in dber Enifernung
y = —+ b. ©Symmetrifd) dagegen liegt die Gerade, fiiv deren Puntte
pie Gleidung y = — b gilt.

Der geomefrijhe Ovt aller Punfte, fiir welde die Gleidhung
y = @ gilt, ijt die durd) den Nullpuntt gehende Gerade von bder
Jeigung 45% bdie alfo den 3. und 1. Duadranten durd)jdneidet.
Der geomefrijhe Ort aller Punfte, fiir welde bdie Gleidhung
y=—a gilt, ift die dburd) den Nullpunft gebende Gerade von
per MNeigung 135° ober — 45", Dbie alfo bdurd) den 2. und
4. Quabdranten gebt.

Der geomefrijhe Ort aller Punite, fiir welde bdie Gleidung

1 : ! ; & ;
;: = tane oder y = x tana qilt, ift die Gerabe durd) den FNull:

punft bon ber Neigung «.
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SRan nennt die betveffende Gleihung ftetd die Gleidung dev
Geraden, und man foridt der Riivze Halber 3. B. von ber Geraben
r=ua, y="0b, y==u tan o

Sig. 91 i f. .

115) Hufgabe. Cine
®erade fdyneidbe auf der
X-Adhfe das Stiid

D ' ¥y 00C=—aua (L\bcr CO=-+a)

ab, auj ber Y:Ad)je das

Stitd 0D =b. Wie lautet

. ihre ®leidhung? (Fig.91.)

e = Nuflojung. Man fille

NS s R von etnem beliebigen Puntte B

! der Geraden €D bad Lot B A

auf dbie X:Ucdhle und fjese

0A =z unh AB=y; dann ift ACAB~ACOD, aljo AB: 0D
—=(CA:C0, 0. 8. y:b=(a+ 2):a Daraus folgt

5

Y = :: x4 b ober (: = B ;: = 1
als die Gleichung ber Gerabden, die beiderfeitig ind Endlofe verlingert
au Denfen ijt.

Bemerfung. Die Gerade, die von der X:=Udje 0C;, = + ¢,
port Der Y=UAchje OD = b abidneidet, liegt jhmmetrijd) gegen bdie
porige in Bezug auf die Y=Adfe. Jhre Gleichung ergiebt fih al3
o Y
a 6 b L

Mige nun a und ebenjo b pojitiv oder negativ fein, eine
®leichung der lepten Form ftellt jtetd eine Gevade dar, die bon den
Qoordinatenadhfen bie Stiide OC = a und 0D = b abjdneidet.

116) Nufgabe. Was ftellt die allgemeine Gleidung
erften ®rabed ax + by =c dar, wo a, b und ¢ veelle
®rigen jind?

Auflojung. Die Gleidung lapt fid) jchreiben

o P = 1=

c ' e s
(r}) ( b }
o - . = B n e . “§ . c o - g e e Tl
fie ftellt aljo ftet3 eime Gerade dar, die von ber X:=Ud)je bas Stiid =

y = g G - L » . v o
pont Der Y-Udpje baz Stitd — abjdneidet. Die einzige Vedinguug
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it daB « und b nidht gleichjeitig ver{hivinden diirfern, benn fjonit
foitvden  beide Abjdymitte umendlih grof fein und die Gerade ganj
in pen unenblichen Beveid) fallen.

117) Aufgabe. Wie lautet die Gleidung einer Geraden,
pie von der Y-2Acdhje das Stitd b abfdneidet und die Neigung
¢ hat?

el Ve N e A 2 1 ,
Auflojung. Jn FHig. 91 1yt 0 ,; = tan &, aljp - .:;_ - = fanea

ober y — wtan e -~ atane, alfo, da atane="0 ift, y =wtana 4 b.
Beseihnet man tan o ald Ridtungsfonjtante mit 4, fo lautet die
®leidhung y = Az 4 b.

Der Aufgabe, zivei Punfte durd) eine Gerade ju verbuden, ent
joricgt bie folgenoe:

118) Nufgabe. Wie lautet bie Gleidung einer Geraden,
welde durd bdie Puufte Z, und Z, mit den Koordinaten
by =y, Yy ==by, ¥ =10y,

Yy = b, geht? it

Nuflojung. InFig. 92

ift A Z,ED ~ A Z,GZ,

folglich D
ED __ GZ, | 7z 2
ZE Z G - =
ober 7 !“
; J’ = ?':e F)! ! L r; 1L
o — a, g e — Oy " l__,
ober | ! |
; e ik by — by - = e
e =Ll | s |

Mt Hitlfe andever dhn-
flicher Dretede findet man
gbenjo
¥y — b — b, — b, y — b, y—2u

- und ebenfo =
& — s — T — dy T o— a,

119) Der Aufgabe, durd) einen gegebenen Punft eine Gerade
bon gegebener MNeigung o zu legen, entjpricht jolgende

Nufgabe. Wie [autet die Gleidhung einer Gervaden durd
pen Punft Z7 mit den Roordinaten a und b, welde die
JMetgung « hat?
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Auflojung. Die entfprechende Figur ergiebt

= tane Dpber y— b= (r — a)tanec.

\

120) Yufgabe. Unter weldem Wintel dneiden fidh die

Gervaden y = A,z b, und y = A,x + b,¢

Nuflofung. Sie jdueiden fich unter einem Wintel y, der gleid

ver Differenz ihrer Neigungswintel ift, aljp unter y — o — o, WO
fih oy aué A, = tan ¢, und , aud A, = tane, beftimmt. Jun
; ; tan ¢, — tan ey 2y Lo
ift aber tany —tan (¢ — @) =+ * aljo Deftimmt fjid
T o el 2 1 - tan ez, tan o, ' ] 1 2
y aud der Gleidhung
; A, — A,
ANy — —————
A A A
Die Qnien jind parallel, jobald A, = 4, ift, wad tany = O giebt.
St dagegen der Nenner ded Bruches gleich Mmll, d. §. 1+ 4, 4;3=0
pber A,=— — —-, |0 WD tany = oo, p. ). y =90, und bDie
gt |
Gevaben ftehen aufeinander fenfvecht. OGlfeidhungen bon bder Form
y= Az b und y = — —- -+ by ftellen alfo ftets Gerade dar,

A
bie aufeinander fenfrecht ftehen.

121) Uufgabe. Gegeben eine Gerabe y = Az + b und
ein Puntt a,b,. Durd den lehteren eine Gerabe ju legen,
pie auf der erjteren jenfredt jteht. Wie lautet die Gleidung
ber gejudhten Geraden?

prM (! L 1 % -
Huflejung. = - —— ., ober y— =

122) Aufgabe. Wo [dneiden jidh dbie beiden Geraden
a,z + by = ¢ und agx + by = ¢3¢
Hufldjung. ©3 Handelt fih um dven gemeinjdaftlihen Punit
der beiben Geraden, d. §. um dad gemeinjdhaftliche « unbd y der beiden
Gleichungen odber, wad dasjelbe ift, mm bie Bejtimmung von « und y
and den beiden Gleihungen. Die Lofung ijt
by, — b0y G — 4 G,

e, Y ==

a; by —a,b,’ ay b, —a, b,

Gbenfo fdneiden fidh) die Gevaben y = A, 2 b; wd y= A,x 4 by
in bem Puntte
by —b; A b, — A, b,

r— A iy =

A — A0 Y A — A,
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e : " P " ; 4 5 g
Die Geraden — + -=1 und — + -~ =1 Jdneiden fi) ebenjo in
a, /5 a, by
II\I r';_J_-':.I;, — F,\ I’I'-l I'l-'., Iiff. — f{.,-’
- — — = 5 ,rJl S = = o
Ty ?J — @ 'rj-_' . I;f’:! L bi g

123) Bemerfung. Sind a,a 4 by =-¢c, md a4 byy =rc,
die Gleidungen weier Gevaben, multipliziert man die exfte beiderjeits
mit einem veellen Faftor me, und bdie iveite mit einem Faftor my,
und adbiert man bdie linfen und ebenjo die rechten Seiten, fo entjteht
etrie newe Gleichung von der Form

o(my g 4= moay) -+ y(myby + mydy) = mye;, + mye,.

Da diefe Gleichung duvd) blofe Umformung aud bden beiden erften
entftanden ijt, giebt {ie mit jeber berfelben ald Lojung dbasdfelbe = und 4,
wie jene beiden. Alle brei durd) die Gleidhungen dargeftellten Geraben
gehent alfo durd) eimen Punft. Folglich:

Hat man drei Gleidungen erjten Grades, und ift die
pritte Gleidhung eine biofeFolge der beiden anderen, jo gehen
dbie drei durd fie bargeftellten Geraden durd einen Bunft.

Gehen umgetehrt die dbret Geraden durd) einen Punft,
jo ijt die Gleidhung einer jeden eine blofe Folge der
Gletdhungen der beidben anberen.

124) ufgabe. 3u beweifen, dap die Hohen cined Dreieds

jid) in einem Punfte jdhneiden.
Auflojung. Die Koordinaten der Edpuntte feien a,, by, ay, by,
e y e ; S e =i
as, bg. Die Gleidung der Gevaden, die a, b, gegeniiberliegt, Hio=—-
ohs = Log

b, — b, G o AT . L :

= A, dad von a,b, auf dieje Gerade gefdllte ot bat
Rt 2 it ; 1 a, — a,
aljo die Richtungsfonjtante 4, = — B
*F T b g — Uq iy .l: > \ i 7 )
ift Demnad e e e oder w(ag — ag) + y(by — by)
= (03 — @ dy + by by — b by. Ebenfo find bie Gleidhungen bder

anbeven Yote, wie jdon bdbie Vertaujdung der Jnbiced zeigt,

(Y]

eine Gleichung

_. N ; .
.-"l._l'{I —= Og == fIJ] = ,'rl:jl = Qyly — @als T L;:Ll - '!rj';z'llr,._r

@t — a;) + y(by — by _\] = 30 ayay + byby — byb;.

Da man durd) Abddbition and den beiben erjten Gleidhungen die
britte erhdlt, jo geben bdie brei Geraden dburd) einen Puntt.




94 Grite Abteilung: Geomeirie der Geraben unv bes freifes.

Benerfung, Cbenfo fann man geigen, pafy die Mitteljenfrechen,
bie Mittellinien und gemwiffe Gdtrandverjalen ded Dreiedd fidh in
einem Punfte jdneiden.

125) Hufgabe. Durd) einen Puntt ab gehen bie Geraben

9y — b iy — b :
— = A =tano, und 4 — A,=—tanao, Wie lautel
r —a x— a 3 2

bie Gleidung der Wintelhalbicrendent

S o K P &, - 0 s B
Auflojung. Jhre Neigung ift entweder —— * (mittleve Jergung)

o, -+ o, e T i o, + o,
pber ———— + 90°. Die ®leichung aljo 1t i - U=tzm : z :
y — b o g e - ryicde i oL
obex ‘f o= cot — _i— :. [98ilf man bie Feigung mit Hiilfe
(44 (149
tan - -+ tan -2
o, ) w, + oy 9 %
oer A quabriiden, fo febe man tan — = -t und
J s oy G
1 —tan _tan =
:"('I
2 tan r 3
= - 2 e : €, —14+VY14tan® a,
{eite aug tan e, = - — pie Formel tan -~ = = '
1 tan? o 2 tan o
= Lk

€3

— 14+ ¥14 4,* =
== =L S BT v |

d) Die Gleifhung des Kreifes.

126) Jft der Rreiz mit Rabiug » = ¢ um pent Nullpuntt des
Qoordinatenfyjtems gejchlagen, fo gilt fiiv jeven Punft zy ded Kreifes
vie Gleidung o® + y*= . (Fig. 93.)

-\'\i‘g. Lk .\; [ b
R ;”
o 3
—— J.ﬂ’ \.\r.—;
-2 e
-// = & 4 / N\
7 :
/ ' = !
| N\ b |
~ N |
£~ 1\ ; |
'lf I‘: 4 IJ"\
----- i e e : Sl
\ [ i
W | ! | i
~ e K7 =
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127) Qit er dagegen um einen Punft mit den Koordinaten a, b
gefhlagen (Fig. 94), fo folgt fiir jeden Punft zy des Kreifes

MA?+4 AB?= ¢?,
Doer l\f = rg:;-'-’ -+ (y — b= ¢
Sdreibt man bdajiiv
o'+ oy — 2ax — 2by + (® 4 0*— ) =0,

fo bedbeutet der eingeflammerte fonftante Ausdruc, wenn ber MNull:
punft ded Roordinateniyjtems
auerhalb des freifes liegt, dad
uadrat der vom Nullpuntte
aug gezogenen Taungente, denn

£ ) Y - - g
Plem=e®— ¢*=q* 4+ b — ¢".

g, Ja.

(Fig. 94.) Liegt dagegen O S
innerhalb ded Rreifed, wie in '
Fig. 95, fo ift a® 4 b — &

g 8 \= ¢ .--_' '
;-1“) e —— {2-) - alfo \ I v b J

3

A i % [2i
gleich dem mnegativen uabrat N R

der Balben Hirzejten ©elfne Nt

ourd) 0. Jn betden Fillen ift

a® 4+ b* — ¢ bie frither er-

flarte Poteny ded Jcullpunites

in Bezug auf den RKreis. (BVgl. UL[hnitt 87.) Bezeidynet man fie
mit P,, jo fann man bie Rreidgleihung aund) jdreiben

s -~ IJ,{;: — 2qx — 2by - P, = U

128) Hufgabe. Gegeben ein Kreid um ben Punft a, b
mit bem Radind ¢ und eine Geradbe von der Gleidung
y= Ax + b,. Wo jdneiden jich beide?

Auflofjung. Beftimme = und y aud den Gleidhungen

9 (] & ~ 4 2 (s -
Bt —— AN — Z_)Jf'JIJ_f —|— a* + b — "= 0,

Y = Ax "'J" FiJl.

&3 ergeben fih stvei TWerte, die entiveber reell ober imagindr
find. Ausnahmsweife tonnen fie auch in einen zujammenfallen. Dem
entipreden bie Falle ded Schneidensd, ved Nidtichneidend und des
Beriihrens.
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129) Nufgnbe. Wie lautet die Gleidung der Tangente
in einem Punfte z,y, ded mit Radiud ¢ um den Nullpuntt
gefdlagenen Kreifes?

Wufldjung. Dev zugehorige Radiud hat bie Richtungsfonjtante
0

A =tana =

o
1

biec Tangente aljo bie Ridhtungdlonjtante

1 2

it B s
gig.. 36. Shre Gleichung lautet aljo
Y Yo T o
= T — X A i, !

= pher

d - L e |J”|' ”l_l
f Vi 2 : Da aber ,,-Jf -+ ¥ =
!'. = 9= | ~_ ift, fo lautet bie Qleidjng
i - einfacdher xx, + yy, = €.
S ; S Bemerfung.  Die
S Tangentengleidung  laft

fih demnad) unmittelbar

aud bder SKreidgleidhung

xx - yy = ¢ ableiten,
inbemt man einem der Faftoren x und emem Der y den Jnder 1
beilegt.

130) Aufgabe. Die vorige Aufgabe fiir einen um bden
Runft =a, y=1=0 gejdlagenen Kreis.
Die vorige Methobe ergiebt ald Tangentengleichung
(x—a)(#g,—a)+ (3 —10) (y — ) =,
wasd fich ebenfalle bequem mit ber Rreidgleidyung
(2 — a)(z — a) + ":.” — ."a;_: f\j;_a — .i‘.:_g. —ht
in Beztehung feben lakt.
131) Uufgabe. Wie lautet Die Gleidung der Polave eines

innerfhalb (ober auBerhalb) ded Kreifes 2° 4 o* = ¢ liegen-
pen Punttes xy,?
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Huflojung. Man bilde in Fig. 97 auf dem u 2, ¥, gehorigen Radiu g
ben veciprofen Puntt zyy,. Hat der erftere bon O bdie Entfernung e, jo

g : - 0 iy OV e e .
Dat Der andere die Entjernung - Demnad) it 00— 70 = 5 WD
J )

O 0 t
&)
g o @ e W 52 o z. o? T
ebenfo — =5, =t=-L  qlfo »,="1 yo— Lo . Der
s c* Uy o ' £ R L &
T < . an s 1 v ; " :
Rabdiug Hat die Ridtungsfonfante 4 = 7 die Bolave alfo bdie
: 3 i .
- e 1 il e Hsse Vi 5
Ridhtungsfonfjtante — i Jbhre Gleidhung ijt aljo
Y s iy = :
I Tt g
pber =
WYy — ¥ Vs \;
= — &I, ~J|— &, Ty |
oDEr e :
ry, -y Y S N "‘\
g | el | v ¥ |
| .-"l _JI)J e \
= Fy Ly ST Y ls- / | L~ \ \
= Ere = — ___A;’l/__'_ ___ll__—____\_\,_
Sept man fiir o, und i, D . .54 TN
¥, die oben bevechneten / A
T - 2 % f
Werte ein, o geht N ,
die rechte Seite itber S
i A= et s 5
in = {I':J—' ¢® oder

in ¢, und e ergiebt
fich iwie bei der Tangente, die Gleidhung

xx, + yy, = -

(Fitr denw Fall, dbaf der Punft auferhald liegt, gilt Ddiejelbe Ent:
widelung. Bur Ubung foll unten nod) eine andere gegeben iverden.)

132) ufgabe. Wo {Gneidben fid) die beidben Rreife (v —a,)*

- !'-_-:_,f — !'lrL).: =i und (z — [ :I'-’—f— |j"|;; — b, M st ¢
Huflojung. Die Gleidungen lafjen jid) jdhretben

E ¥ 4yt — 2,0 — 20y + Py =0,

A = = g - Qa,w — 2byy ~J- P, = 0,

o P == “,J.-r _;-__ J.-_;z = f,]: und I’:_, e "-.:3+ hf'_' =7 I"._.:1' {5 r-?-!li'l{l_]

Subtrattion exhialt man die Gleidung exjten Graded
5. 2x(a, — a,) + 2y(b, — b)) = P, — P,.

T -
o O

Solzmitller, Mathematil. IL. 2. Yujfl. i
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Dies ift die Gleichung einer Geraden. Da fie aber aud ben beiden
anderen Gleidungen abgeleitet ift, jo ift die Gleidjung eine burch bie
Sdnittpuntte der RKreife gehende Gerade, d. h. die Gleihung der ge-
meinj@aftlichen Sefante (Potenzlinie). Aus bdiefer Gleidhung und
einer Der Deiben exfteren find die Roorbinaten z und y der betdben
©dnittpuntte su berednen.

133) Was bedeutet aber Gleidhung 3., tenn die Kreife fid) nidt
ichneiden? BVermutlich wiederum die Potenglinie, d. h. bie Linie gleicjer
Tangenten. Die Gleichung ‘)15‘191 Linie qumni mf] Tnfqanhcrnmf)m

St Big. 98 it ti=e2—c¢i=(r— )+ (y— )" —
Hitr b “\m ,]mmiul Rreisd um“w
ks o ebenfo 1,2 = 1; — )’
Ak + (y —by)* — ;. ©oll
B nn #, = 4, fetn, jo ift
D ; o -
i \1\ i ) + I-_u -1, __5-"'
f M) j 1 A,
\ / Dber
| \ / g :
S hes 2 4y — 20,0 — 20y
\“‘H___ r_ - | 9 g
| i | + (a4 b2 — )
_""G'E T R T A T JI— la_;s -2 A% — 2 Fri if
P 2 2
| d= e+ b — )

ober mnad)y PHebung Dder
aleichenn Glieder und bet Cinfithrung der Bezeidhnungen P, und Fy
: ' e ) 1 2

e (e¢y — a3) SE T I.E.l1 — b)) = _:""] f’z.

Demunad) ift die Gleichung 3. audh im Falle ved MNichtichneidens bie vex
Potenslinie ober der Linie gleicher Tangenten. Alfo:

Durd) Subtraftion erhalt man aus ben Gleidungen
sweier Rreife ftets die Gleidung dber Potenzlinie.

184) Dap die Potenlinien bdreier Qretje ftetd bdurd) einen
Punft, dad Potemzcentrum, gehen, ergiebt fid) aus folgenber Be-
tradjtung: Sind a,b,, agby, a3bs die Kreidmittelpuntte und ¢, ¢, ¢
bie Rabien, o find die GSI'L‘icT;nnguu per Potenzlinien:

(u, — as) + 2y(by — b)) = P, — By,

elm i R
2a(ag — ay) + 2y(bg—b;) = Py — Py .
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Durd) Abdition erhalt man ausd den Deiden erjten Gleidungen bdie
oritte, folglid) geben die drei Geraben durd) einmen Punft.

135) Aufgnbe. Wie lautet die Gleihung der Beriihrungs:-
fehne (Bolave) zu einem auBerhalb ded Rreifed «* L o2 = ¢
liegenden Punite x,2,7 (BVgl. 131.)

QIuiln]ung Das Quadrat der Tangente ift, wie frither, 1* = e* —¢?
=" + 9" — & Der mit ¢ um z,y, gejdlogene Kreid hat alfo
vie Gleidhung (v — )2 + (v — 9)? = * = x> + 9,* — & ober,
wenn nan die Klammern audrediet wnd einiqed hebt:

] 1 «) - -~ 2
e e 21 R fl.',fl.f_,fi - — L.

(ot
2

Der gegebene Kreid twar aber

P S | s a
-y =,

purd) ©ubtraftion erhilt man bdie Gleihung der gemeinjcdhajtlichen
©ebhne beiber Rreife, d. h. die der gejuchten Beriihrungsjehne, alfo
202, + 29y, = 2¢* oder, tvie oben

e, _I_ Yy, = o2

36) Bemerfung. Samiliche Punfte der fenfrechten Geraden
@, = @ _mb:u, venn y, die verdnderliche Orbinate bebeutet, in Bezug
auf den unterjuchten Kreid Polaren von der Gleidhung

o €8 —i— YYp =— ¢
= : : ; o Ci 5
Sept man hier y =0, jo Wwixd xa = ¢* ober & = o Folglich:
Die Polaven famtlider Punfte der Geraden »;, = a gelhen
purd) pen reciprofen Punft v, = et (Was geometrijd) von diefer
Gevaden gilt, gilt von jamtliden Gerabden.)

37) ujgnbe. Wie lautet die Gleidung der Polave zu
gliem “u[ml‘h zyy, in Begug auf den Kreid (z —a)* 4 (y — b)*
— A 8

Die nac) obiger WMethode ans gufithrende Recdhnung fithrt auf bie

(é'aivitl,nmq
a)(@,—a) + (y—b) (3, — b) = &,

bie mieber in einjadjer Beziehung zur RKreidgleidhung

r_..J.' e I"E._‘.I '| — 1) --|— I"_.n’,f -— f;} I‘\.lj — b)) = =
r +
jtebt.




100 Eefte Ubteilung: Geomeirie der Geraben und bed RKreijes.

Dad Gegebene reiht hin, eine grope Jahl dev frither behandelten
Sie iiber Gerabe und Rreife mit Hiilfe ber Koordinatenlehre su be-

"

toeifen und entfprechende Aujgaben durch Rednung zur Xdjung zu

bringen, befonderd aud) folche ber neueven Geometrie.

XIV. Bufammenfiellung dev wefentlidhfien Relultate,

a) Rreislehre und neuere Geometrie.

1) Rtolemdausd: JIm Sehnenvieved 1)t

I
= -Ir"]-‘}' (8 rr'_\] '(~ r’fj (s—¢)
2) Jm Dreied Hot der Mittelpuntt des Um-Rreijes von demen
ber vier Bervithrungsfreije die Cntfernungen ¢ = Yr® — 29,
a=VrF 2re, o =Vr+2re, a=Vr+ 2r,.  Yufer
abe

bem ijt r = - =

3) 3m Dreied [iegen der Hobendurd)jdhnitt, der Wittelpuntt bes
Feuerbad)jhen RKreifes, bder Scdwerpunft und der Mittelpuntt bes
Um=Qreijed auf einer Geraden (Culerjdhe Gerade), und die vier Punfte
find Harmonijde.

4) Jm vollftandigen Bierfeit find bie drei Diagonalen Harmonijd
geteilt.

5) Pasdcal: Die Gegenjeiten des Sehnenjech3ects jhueiden fich
it brei Punften, die auj gerader Linte legen.

6) Die Uhnlichfeitspunfte dreier RKveife fiegen in Gruppen zu
breien auf vier Gevaben, den Hhnlichteitdachien.

7) Jede Sefante wird durd) Kreid und Polare in Harmonijden
Puntten gefchnitten.

8) Liegen drei Punfte auf einer Gervaden, fo gehen ihre Polaren
burdy einen ‘Punit.

9) Harmonijde Punfte haben zu Polaren Harmonijdhe Strafien.

10) Briandon: Jm Tangentenjechsed jdhneiden fjich die Ver-
binbungslinien der Gegenecen in einem Punfte.

11) Die Kurve & = ¢ ift ein Kreis.

o
‘|
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12) Das Jnverjionsdbild eines Kreifed ijt ein Kreis. Die Jn-
verfiondabbildbung it twinfeltreu.
13) Die Potenzlinien dreter Kreife jdhneiden jid) in etnwem Puntte.

.

bh) Soordinatenlehre.

1) Bufammenhang awijdhen den Cartefijfen und ben Polar-
Qoorbinaten:

-/ 9 a iy { =
P _]I_ V"'_ _%_ Y, tan ¢ = = L= rcose, Y = rsme.

~

Qoordinaten die avithmetijhen Mittel der Einzelfoordinaten

92) Der Sdhwerbuntt eined Homogenen Punitipftems bal alsd
) 9 s I~

3) Drei Puntite liegen auf einer Gerabden, wenn
e ey iy el B e B e e T Yl (ag—aYX(hod b =0
rr:_ — ""-_:__ I,\ .I_I = ";J,-' == t\m__, r,:: 1 |‘.-_-! [ Iy i I_.r 3 r..”_ L‘.'.:: i r-'] - :

4) Hauptaleichungen der Gerabden:

5) Sebe Gfleidhung exften Graded jwifhen x und y bebeutet

eine Gerabe.

6) Qft eine von drei Gleihungen exjten Graded eine Folge
ber beiben anbeven, fo geben die drei entfprechenden Geraben bdurd
einen Punit.

7) Rreidgleihungen:

W2 oyt = 2
ﬁ. —_— .r:.;}-'J + {/ﬂ —_— n'lj')‘ = =,

8) Gleidung der Polare des Puntted x .y, ijt

o
il

s B e

bezin.

(z — a)(z, - a) -+ (y — b) I,'?_.f__-'= — b)) = ¢~
Qiegt der Punft z,y, auj der Peripherie, jo Hanbdelt e5 fih um Ddie
Gleichung ber Tangente. Durd ©ubtraftion erhdlt man aud bden
Gleihungen zweier Kreife die Gleidhung threr Potenzlinie.
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