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Methodijdies Lehrbud
Elementav-Niathematit

Prof. Dr. Guftav Holwiiller,
Sivettol ber Gewerbeidule (Realidule mit Fadilafien) s Hagen 1. 2.,

Mitglied ber Saif. Leop. Eavol Afabemie der Naturiorider.
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Rweiter Leil,
fiiv bie brei Dberflaffen der hoheren Lehranjtalten beftimmt.

Mit 210 Figuren im Tept

Bmweite Auflage.

Leipaig,
Drud und BVerlag von B. G. Teubner
1897.
s Fiir weitergehende Sdulen ift nod) ein Dritfer Feil vorhanden.

Gine bHefjondere Wudgabe fiir Gymnefien, in 2 Teilen, ift im gleiden
Berlage eridiencn.
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LVovwort jur erjten Auflage.

Der zweite Teil ded methodijchen Lehrbuchg, den idy hiermit den
Sadgenoffen itbergebe, umfaft detrt Lebritoff der drei Oberflafien bHes
Gymuafiums und bdes Realgymmafiums. Da eingelne SHulen nod)
etivad toetter gehen michten, und da auperbem nod) den Bediivfnifjen
per Dber-Realjchulen und der hoher orvganifierten Fadhjdulen gendigt
werden mufp, joll bemndadijt nod) ein befonderer Erginjungsband er:
jcheinen.

Nber bdie Methode und die udwahl ded Lehrftoifs habe idh
mich audy) fiiv diefen zweiten Teil in einem Vegleitworte, tweldhes ben
Yehrern der WMeathematit von der VWerlagsdbudyhandlung gern zur Ver-
ritgung gejtellt wird, ausfiibrlider audgejprodhen. Hier jei nur bemertt
oafy bie Eintethimg nad) Jabradngen fiir die Obertlaffen unterbleiben
mufte, weil diefe bei den genannten Sdhulgruppen begiiglich des Lehr-
pland in weit Hoherem Grade ald die Mittelflafjen audeinandergehen.

Der erfte Tetl wurbe fofort nad)y dem CErideinen an mehrerven
Sdyulen Preukend und auBerdem in Braunjdhweig und der Sdhweis
eingefithrt, jobak voraugfidhtlid jdon dad nddite Jabr eine neue
Auflage verlangt. Ctivaige Wiinjdhe und BVerbefjerungsvoridlage der
Herven Kollegen werde i gern beriicdjidhtigen, wenn fie mir bid jum
Herbjte diejes Jahred zugehen.

Bezitalid) des vorliegenden Teiled bin id) jweien meiner Kollegen
su bejondevem Danfe berpjlichtet. Herr Jngenteur Jimmermann
erbot fid) bei meiner Gejdajtsitberhanfung zur epaften Herjtellung
ber Mehrzahl bder vonm mir nur fiizzierten Figuven, bderen forrefte
Ausfithrung wohl aud) den gropten UAnfjorderungen entipredhen biirfte.
Herr Gewerbejdullehrer Spannagel unterjtitbte mid) wefentlidh beim
Lefent ber Korrefturbogen. Cudlid) muf idh nod) der Lerlagsbudhhanbdling
fiir dbad bereitiwillige Cntgegenfommen hinjidhtlich der fojtipieligen Aus-
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IV Borwprt.

jtattung des Werfed mit einer ungetwdhnlich grogen Figurenzahl den ver-
bindlidhjten Danf ausiprechen.
Mige das Bud) feinen Bwed exfitllen und namentlich 310 einem

gefunden Betriebe der meuen Lehrpline einigermafien beitragen.
Hagen W, im Suli 1894

Dr. @, fjolsmiiller,

Vorwert gur gweiten Auflage.

Abgejehen vou bdev Einjdhaltung einiger Ubungabeifpiele ift in
ver neuen Auflage nichtd Wefentlidhes gedndert worben. Sp blieben
3- B. aud) bdie Nummern bder Abichnitte und dHer Siguven {iberall
piefelben. Beide uflagen fonnen daber im Wntervichte nebeneinander
gebraudyt terben.

Bet ber iiberaus qgrofien Sabl wohlwollender Bejpredjungen, bdie
aud vem Jn= und Yuslande an mic) gelangten, fand i) Feinen Anlaf,
on der eingeidlagenen Methode abzugehen. MNur Habe idh audh Hier
am Scdjlufje der Paudbtabidinitte Hie widjtigiten Rejultate sufommen:
geftellt, bamit ber unentbehrliche Lebhritoff leicht evfannt wnd nad)
Bediirinid von den blofen bungsheifpielen abgejondert werden finne,
Dag nid)t jamtliche bungen durdhgenommen twerden iollen pber
miiffen, iwerbe noch) einmal berborgehoben. Der reiche l'"Ib:[nggimfa“
it ur freien Auswahl geftellt, und diefe Fann bort bem Lehrer
ie nach bder Babl und Begabung feiner Sdhitler zwedmifig getroffen
wervent. And) fheint e8 Jnterefje bes Lefrers jelbjt au liegen, in
den aufeinanberfolgenden Jabren mit perm Woungsftoffe su wedfen,

Dagen /W, im November 1895

Prof. Dr. . folymitller,
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Grite Abtetlung.
Geomefrie

der Gevaden und des Sreifes.

L lowngen am Breisvieveds wnd am vegelmiBigen Dieledk.

1) ©af Des Plolemaus.®) Jm Sehnenbviered 1ff dasd
Rroduft der Diagonalen gleidh dber Summe ber Produite
aug je swei gegenitberliegenden Seifen.

Beweis, Die Seiten de3 Sehnenviereds A BCD in Fig. 1 feten
a, b, ¢, d, die Diagonalen 4C uno D

jollen mit p und ¢ Dbezeichnet twerden. gig- 1
Qegt man den Wintel BDC =  als ey 2
ADE an AD an, dbaun ift A BCD S LN es
; e B /3 AN N
~ A AED (warum?), aljo — - SR
: bd 5 o f &y ) e
umny AR = . Q.(IH_EE'L"DE'I]T. 1)t [ /f . ! A
q | ' ' N\
ADEC~/ADAB (wacum?), folglich | /4 2 G o
EC e ; ae S f' i = | fl.‘ Nef
= — unp HC = . olgld s o | S
q q ' ~ fiee
W : e ae -+ bd e
ift AE+ EC—p—=—"— und o
. . q e e
P = e —!— Eiffl, = _'_'_:J';’”

2) Folgeruugen. Sept man dad Dreied ACD umgefehrt
auf AC, fo dbag C und A ifre Stellen vertaujdjen, jo entiteht ein
Selnenviered 4 BCD, mit der Seitenfolge abde. Die Diagonale p

# Der Sap wird an erfter Stelle durdhgenommen, um gegebenenfalls
bei einem Parallelfurjud der Trigonometvie jofort Anwendung su finbden.
atif. TL. 2.9l 1

Dolzmitller, Mathem




2 Erjte Abteilung: Geometrie der Geraben und des freijes.

bleibt, an Stelle bon g aber tritt eine newe Diagonale £, und jebt
gilt bie ®leidung pt = ad 4 be. ©Geht man in diefem neuen
Rieved dad Dereiet BCOD, umgefehrt auj BD,;, fo entfteht ein Sehnen-
viered ABC, D, mit der Geitenfolge adbec und ben Diagonalen ¢
und ¢, fo d9af gf = ab 4 cd wirb. Durd) Divifion folgt aud den
beiben lepten Gleidungen der Sab

» ad -+ be

g ab-tcd
Auf dad urfpringliche Bieved itbertragen lautet er in Worien:
Sm Sehnenviered ift ber Duotient der Diagonalen gleid
vpem Quotienten der Summen aud den Produffen je weier
aneinanderftoBenden Seiten. (Die Reihenfolge ift fo zu nehmen,
baf jeder Diagonale Seitenpaarve entjprechen, die mit thr in denjelben
Buntten zujammenitofen.)

e L : S e Vo A abe

[©ap 1) Lipt fich aud) mit Hiilfe der Dreiedsjormel™) F'= - =

betveifen.  Nach) diefer ift der Jnbalt bded Sehuenvieredsd jowoh!

b adyg heg . : abp L r"af‘JJ: . o ; o

== T -+ -L-rj , alg aud) F = — ; -+ o L bag p(ab -+ cd)
e =T s

— g (ad + be) ijt, was der obigen Gleidjung entjpricht. ]

Durc) Multiplifation und Divifion exhilt man aud den Gleidhungen
e P : —~y
fiir pg und 1; Fovmeln gur Bevedynung von p und g aud den Seiten,
ndmlid

(@e -+ bd)(ad -+ be) 5 (ae -+ bd) (ab 4+ ed)
< a3 .
ab -+ cd o

p =

ad -} be

Bemerfung, Man fann dad Sehnenvieved aud) in den Retfen:
jolget ABDC und ACBD f[efen. Macdyt man bei diefen gefreuzten
Bierjeiten diefelben geometrifchen Betvadtungen, jo findet man Formeln,
oie fich ausd den vovigen ohne weitered auf avithmetijchem Wege evgeben,
nimlid

bd = gp ac, ac= pqg— bd,
b  gqa—pe a qgb — pd
d 3 pa — ge' el pb — gd

Aug p (ab cd) = q(ad 4 be) folgt 3 B. a(pb — qd
Aus p (al 1) = q(ad ) folgt 3 %B. a(pdb — qd
= (r'ﬂ; . l.rir_?j.]

[8) Uufgabe. Den JInhalt eines Sehuenviereds mit ben
©eiten a, b, ¢ und 4 ju beredhnen

) Bergleiche unten Abjdhnitt 9.

P T s



I. Ubungen am Sreidviered und am rvegelmdpigen Bielec. 3

Yuflojung. Man denfe fich zwei Gegenjeiten bes Sehnenviereds,
2. B, a und ¢ in Fig. 1, bid zu threm Scdnittpuntte K verldngert.
Mit Hiilfe der Gleihung KB - KA = KO- KD it fih dbann die
J(Gnlichteit der Dreiede KBC und KD A nadyweijen. Die Fladen
beiber Dreiede verhalten fich, wie die Quadrate von b und 4, folglic

= e IR ! ppC ) e T A > == ; =

it AKBC=/AKDA-—, aljo it Bieved ABCD = A KD A
i i ' b3 e i — b* SRy,

— ANKBC=/AKDA(1 — ) =AKDA -+ Gebt man
4 a? v

KA =2 und KD =y, jo 1t

¥

KA = > 1, (x —:— Y =1 il ;: L= =) |:_‘J' — Y )\ —I-- ! r_f:'.
Wug b:d=(x — a):y folgt 1) de — by =ad, aug b:d
— (y — ¢) : & folgt 2) dy — be = cd. Durd) Adbition folgt aus

pen Gfeichungen 1) und 2) d(x + v) — b(z + y) = ad + cd
ober (2 + y) (@ — b) = d (a + ¢), durch Gubtvaltion Hingegen

| I
d(z — y) 4+ b(z —y) = ad—cd oder (x—y)(d+b)= d(a — c¢).

= 0 o st d{a + c) . SR d (a0 — €) 1
©o ergiebt fih ¢ + y = Sy unh 2« o= Spal aljo
: d(a -+ c) : a =
A el IR ol A sl = = - =
c 4y A d=—— e e (@4 ¢+ d+ b)
uny o == (& — ) o e .l' = — (d - b —+— a—+ c)
A\ : e a4 b~ /

Cinfepung in die Gleidung fiiv A KD A giebt
AKDA

R A o R : = ot ‘\. R
= [/ (_E.__b(;g—‘l;_-—'-- d— .JJ_]{E“{J[(_!- Lo— .r;,—?;._]{f_a_bl.\d-;--h--r (1 -r"]-*-’-i- b 1\”‘—}-'{!-— t=-c)

iy /7 - o ; z : 7 -
P Y(—atvtetda—bFetd)(atb—eta)(atotc—a).
Folglidh ift Bieved ABCD

al—p2 g a* o - T ¢ =Ny el T ™ I I \
= : — Y (—a+b+ct+d)(a—btec+d)at+b—c+d)(a+b+ c—d)
d? 4 d2_—_p* S £ N ! /N AN 4
L Vi—a+b+4c¢+ d)(a — b +cd) (a+b—c+d)(a+b-tc- ).

4 a-+b-t+c¢c-+d i . A R e

Sebt man = = g, o ift bie vereinfachie Formel:

e EI'“ = _,!..-: {_-‘F Et "I:.\_I ,'\i_.,.- - r"} l' o !’f'-j.

Bemerfungen. It eine der vbier Seiten gleich Null, jo hanoelt
03 T um ecin Dreted, dem ftetd ein RKreid umbejdyrieben tweroven
[+




4 Erfte Abteilung: Geometrie dex Geraden und bes Kreifesd.

fanun. Die Formel geht dann in die Hevonijde Dreiecsformel iiber,
bie demmnach) afs fpesieller Fall in der obigen entbaften ift.

Der interefjante Saty wird dem inbijden Mathematiter Brahma-
gupta ugefchricben, der 598 nad) Chr. geboren tourde. Dad 12,
und 18. Rapitel feines Werfed Brahma-sphuta siddhinta, D. . bas
perbefjerte Spjtem bded Brahma, find der Mathematif gel widnet 1nbd
enthalten unter anberem bie Elemente ber ®oniometrie nebjt Sinus:
tabellen und Regeln fiir die Bildbung rechtwintliger Dueiecte mit
rationalen Seiten. |

Yufgabe. Aug dem Radius r eined Kreijes und bem
Halbmejjer o einesd einbefdhriebenen regelmafigen Bieleds
pen JNadinsd o ded einbejdrie-
¥ig. 2 benen Bieledd bon doppelfer
e Seifenzahl zu 1)1‘1“{[}1[1‘11
uflofung. Jn Fig. 2 fei AB
& Die Seite des bem Kreife mit ﬂmbtalp r
fq=] \einbefdhriebenen regelmaBigen »n-Eds,
/e e | MO = o ber Nadiud ded dem lepteren
& vinmi}mhmul Kreifez, alfo D ber
Dalbievungdpuntt des Bogend A B,
A AD bie Ceite ded3 2n:-Eds und
ME = o ber Radiud ded ihm ein-
B befdhriebenen Rreifed.  Bieht man
Fl AB, fo ift F ber Halbierungs-

c - - e, R o > -
puitht vou €D, alfo MF = "—"1°. o) Pythagoras ift aber B K2

== : i r= o e : /(e o)
= MF - -MD, alio o' * = — =t folglih o = !x‘ == &
Bemerfung. Jjt « der Umfang bdes einbefdhriebenen vegel:
mipigen n-Eds, o ift der ded umbejdhricbenen vegelmdBigen n-CEds

)

r . o ey g -
bas = fade. aL‘u‘djmt man i, bom Duadrat oder Sedhded ober

Behned audgehend, die o fiivx dad entjprechende 2#-Cd, 4rn-Ed,
8n=Cd 1. . w., fo erhilt man bie angendherte Berednung von =
auf bequenmere Art, ald nad) der itm erften Teile benubhten Methode.
(Bergl. Nr. 148.) Geht man vom Sedyded ausd, fo wirtd nadh beiden

Beredynungsdarten der Reife nadh) o, = = V3, 01 — - [fh) + V3

r

By = l lf,_J —i- [Z.’ o L.-fn, 04z = ]J [J’f‘) == l _l_ l :

. §. ., jo paB bet dem 6 - 27:CGd die Bahl 2 im Ganzen ;f-:nml



I. ilbungen am Rreidviered und am regelmdpigen Bieled. 5)

[ay
)

unter  den  Wurzeln ftebt. Dagegen find bdie Bieleddjehuen ver

= = 3 / ’
Feife nad) s5=1, 8= 2 — V3, s,= Vo_Vo -+ V3,

Sig = lf’ 2 —V -+ >—|—]/.:. . fow. Die Seiten bes um:

bejchriebenen »=Eds find der Reibe tmr[}

5a) Hufgabe. Am vegelmdpigen Fiinfed mit Seite a joll be-
5 ; Sl : & [/ LA e
fpiefert werdent, Dap die Diagonale d = [ V5 4+ l_] ift, daf jie burd
. =5 - - it i il o 7
eine fie jchmeidende Diagonale in die Teile @ und b = 3 Ly'5 =

alfo ftetig geteilt wird, daff die Hohe duvdh die vechtwintlig jdneibenbe

o

. : o 1/54+V5 . 1/5—5 -
Diagonale in bie Teile e = a [/ '__ql = und f=oa Ki=)o il

s e P e S R B s
ebenfall3 jtetig geteilt wird, wdbhrend fe felbit bie Qinge Vs -+ 2)bH

fat, dap fermer Der Um-Rreid den Radiud » = al 1 DET it

i s v A T o Voo e
freid den Radus o = C2V5 gat, fo Dap die Flide
» 2 4] 4 ¢

&

iit.  Am Behued laffen fih entfprechende Beredymmgen augfiibren.

[6b) Uufgabe. Die Seite des Fig. o
bem Rretfe mit ﬁ“ﬁahm\ r ein: ot
befdriebenen Fiinjzehneds zu \B
beredynen. .

ufldjung. Sn Figur 3 fei / 7 p\\C
AB = r bie Seite ded vegelmdiBigen b :

_ ZoE ; [ s B

—_— : At = A g =

6:Gfs, AC =~ (/5 — 1) bie bes | o

regelmiBigen 10:€d8, aljo BC bdie
bes vegelmapigen 15= €3, auferbem jei
ME | AC nnh ChEE AR "“‘-'Tuu ift
A BCD~AMCE (benn < ABC Pssenioatas




b Grite Abfeilung: Geometvie der Geraden und ved srerjes.

1 : = (A Ch2 e -
= A 11( lﬂ.li{l PR R = 1_f = — ( = } :r, aljo, enn

¥ r - ] & - J.r'J :-.-T !/1'“( A2 BT {p1 -t L “l -']‘[
BC =z gejept itd, BD = > ,, ? ( 5 ;' . Ssugleid 1yt wm

Dreiet 4 BC nad) vem Pythagoveifhen Lehriab fiir Den fpiben

Winfel AC%2= x4+ 2 — 27+ BD, aljo nach Cinfehung des Werte3
bon BD

s [ _:_1 1’\ &
1P =o'+ P — 2]/ P — (5
1 1 ! {\ 2 f}
pDer
» .-"’. _: (A C\2 o 9
ot — 2|/ — () = AC—

Daraus folgt ald Lojung

_l/xi_ I"_'_ i [/; = "”__ i :-l;__..f}_:__ 10° ;_si (’]"‘

Einfepung des Wertes bon AC giebt

/5415 s g e N i R T J=N
7 :}.—lf, ] |H1 = e \V5— |_(_.| ]/'.}..J g Ii_-l. 15‘_) 1, 5 l E e I 3) g

ur das negative Jeichen ijt braudybar, e3 giebf 2, = 0,41568236 r
als Seite ded nad) einem Umgange jdhlieBenden .;-LLEE. Das
pofitive Beichent gqiebt z, = 1,48629r, wad offenbar zu grof ift,
unb toozu, ivie TtrI} (3 B. qnnwlmhucﬁﬁ seigen laft, der Centri-
winfel 96° —= 60° - 36° qvhmt fo daf jebt dad 15-CGd erjt nad
piermaligem llutgaugt jchliekt. ]

Bemertung, Die Nejultate bdiejed Ubjdmitts Lonnen benupt
toerben, die goniometrijden Funftionen der Wintel 12°, 78°, 24° 56°,
48° 42° u. | w. zu bevedhmen. — Auf die Moglichteit, Wmfang und
Snbalt des vegelmdfigen 15-Gds aud » ober ber Seite b ju berednen
und aud) die iibrig bleibenden Segmentilichen des Kreifes zu evmitteln,
fei nur fury hingeiviejen.

6) Anjgabe, Uber einer gegebenen Geraden ein vegel:
magiges 5z, 6=, 8-, 10, 12z, 15-Cd u. |. . zu fonftruierven.

Uuflojung. Man fonfteuiere die n:Edeite zunadft fiiv einen
beliebigen Sreid nad) den frither gelehrien Miethoden und zeichne ben
sugehdrigen Centriwinfel. Dad erhaltene gleidhjdhentlige Dreiect ver-
grifere man jebt jo, daB feine Bajis gleih dber gegebenen Geraben
with. Diefe ikt fid) dbann in dem fongentrijden durch die Endpuntte
der lepsteren gebenden Rveife n-mal abtragen.
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Bemerfungen. Jn cinzelnen Spesialfillen laffen fich Fivzere
Weqe einjdhlagen. Dad regelmipige Sedhged 14t fidh obne tveitered
mit $Hiiffe des diber bder Gevaben ftehenden gleidhjeitigen Dreieds
aeichen. Um dad vegelmafige Adhted zu erhalten, fann man an Die
beiven Berlangevungen der Gevaben den Wintel 45° anfegen. Die
Halbierungdlinien der beiden Nebenwintel jdynetven fich bann im
Mittelpuntte ded gejuchten Adteds.

Rur Qonjteuftion des regelmiBigen Fiinfeds fetle man A B nad
pem golbnen Shnitt in €, {dhlage um
A mit AB einen Rreid, trage in
biefen AC von B aud dreimal als
Gehne ein, was D, G und J giebt, :
obei < BAJ = 3.36° = 108° :
pird, twie ed dag Fiinfed verlangt. G S\
Um B jdlage man einen SKreid =
bogen mit BA, wm A einen joldjen . \‘\_;_;
mit BJ, alg Sdnitt J, erbdlt man e, Neadel

::.'.l!:. L

pamn eimen meuen Fitnfedspunti. Um e
J unb J,; find Bogen mit BA
at jchlagen, die den Tebten Puntt K + J,,
gebert.
Revfudhe folgende Behneds-Konjtruftion ald ridtig nadzuieifen:
Nt AB die gegebene Seite, jo made Lot BC — A B, halbiere
AB in D, {@lage mit DC um D ecinen Sreidbogen, der auf ber
Verlingerung von AB den Sdnitt E

gicht. 1m A und B jdjlage Bogen mit = Big. 8
AR, die den Sdmitt M geben. M ijt = :
Mittefpuntt des gefudhten Jehneds, weldes

mit Hiilfe dbes Um-Kreijes feicht pollenbet

foirD. %
Der Staliener Madderoni (jprich &
Masferoni) Dat die Fundamentalton: '
Seuftionen der Planimetrie mit dem Fivkel
allet, alfo ofjme Hiilfe bed Lmeals,
burdhgefiibrt. eSS R FY E
Die KRonjtruftion ded regelmaBigen
Siinfecs aus zwei Cckpuniten A und B giebt er babei jolgenper-
mapen:
Stlage wm B mit AB einen Kreid (Fg. 6), trage Den Radius
bort A aué 4mal ab, wed €, D, E und F guebl Mit AD
idlage Bogen um A und E, Ddie den Sdnitt ¢ geben, mit BG&
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Boger um D und F, die ben Scmitt H geben. ZTrage von A aus
auf dem Kreife 3mal BH ab, twag J, K und L giebt, dbann ift Z
ein Punft bes Fiinfeds.

Tig. 6. Bogen um A und B mit

Mo s A B bezto. AL geben L,

Bogen um L und L, mit

o St A B geben N. Die Puntte

3 R ABLNL, jind die Gden
L = ,---"_’-- -_r.-f _‘ [ o L fong o 2L 0] ED
>~ K ety ) pe3 gefuchten Fiinfects.

= Dad Behned fon-

Parsely iy jtruiert man nacd) ihm

A jolgendermagen. Wiebers

fole bie vorvige Konjtruf:

I'_.___._. T i _. = If'.‘ .r';::‘ % v -

o = B ¥2 tion bi3 H und jdlage

um A undb B Bogen mit
EH, bdie ben Sdynitt M
geber. Der Kreid um M
mit Rabdbiug M A ift der
2 Mm:-freid de3 leicht

pollendenden Sehneds.

Lerjuche Deide Komjtruftionen ald richtig nadhputveifen.

Der grope Geometer Steiner Hat verjucht, bdie geometrijchen
Sonjtruttionen mit dem Lineal allein audsufithren, aljo ofune den
Birtel. Bei jahlreichen Konjtruttionen ergab fid) die Moglichteit diejer
Ausgfithrung nur unter der Bebingung, daf in ber Ehene ein fefter
RKreid gegeben ivar.

an

[ Ubungen an den Dreieckshreifen.

a) Dic Rabien der vier Verithrungsfreife des Dreieds.

7) Jm eriten Teile (Nv. 120, 149, 182) ift Folgended geseigt
worden: Sept man bei einem Dyeted mit den Seiten a, b und ¢

1
i ey i — o -+ b - ¢
1 ey P i (et o
1 — ]T) —-:- £ o = . — f
- R y

A

Edpuntten aus an bdie benadhbarten Bervithrungstreife qelegt find.

|0 bedeuten p,, p, uno p, bdie Ldngen der Tangenten, die bon bHen

I

e ————



——s——

. 1bungen an den Dreiedsireijen. ¢

Bugleid ift p, + p, + py = p; bie Radien bder Berithrungsfreife

bevechnen fidh aus

R T R /
9 5 =-le D PPy s l-’; PPy Pa o lf‘ Py Py o :—l/ PP1Ps
8 F Sl f.’i ! = .E"I'J r 5 a / ]r::‘l ¥

bagegert ift der Jnbalt des Dreieds

3. F=po=p0 = Ps0, —;J|9_1—]/;a,s]fjjj;

Yujgabe. Leite davaus durd) Redynung folgende Beziehungen ab:

R N1 1
."':}-.I'F’z—'_?;.—_’)

(Sepe fiir oy, 05, 95 die vbigen LWerte em, madje die Briiche
gleidhnamig und forme ihre Summe jo um, Ddaf Dder NAuddbrud

entfteht.)
0, = PP Peps, aljo aud) F =71 00,0,0s

ey
=
Py
o
=

6. 005+ 0,0:=1, 05+ Ppy=0ab, 00+ 0:05=PsP31+ PP, =100,
00 + 050, = P31y + PPy = ca.¥)

(Die Formel ijt leiht al8 Redtedsiah in Worten audzubdriiden.
e—(a@a—Db) ¢+ (a—0b)

Ru ifrer Ableitung 3eige, Dok ooy = pis— g :
¢ — (6 —0)* . oy : (& + b)* — c¢*
== i ift, bilbe ebenjo 0,0, = ppy=-—"— , und
bilbe bie Summe, die ab giebt.)
it 1 e 1 2
N R e e L e e S e
o s Comieal
G 0 Ty
(Denn e3 ift 3 B. nad) Obigem
1 1 (P Py = Py ¢ Ze 2 -
ze _{_ =t -1 ‘r:- e '.‘J~ —_ = —— = u. 1. 115_\_‘1
0, 0y Vi F F I chy hy
Die Formel (Gt fidh aud) folgenbermapen jdyreiben:
A 200, _  Zosgy s 200, 2050
‘. i = - ! f = e ]
Gh—@ T —@ 0T o
’ 20p 20,08
,"F.\I =, o I| 8
MR — Nt TGO
* chte auf bdie cyflijhe BVertanjhung der Jndiced 1, 2 und 3. Die

sweite Formel folgt jo aud ber erften, taf 2 ftatt 1, 8 flatt 2, 1 ftatt 3
gejdhrieben wird. Ebenjo folgt die Dritte aud oer siveiten.  Wlan erjpart
paburch alle Redynungdwiederholungen.
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_, )5 de o O i'('l 1 ] M T J _}_,(1 = -]
8. a=1F (..'J-» s D) s s R k\Q;; S e 0!
s e G o 1
L JF ( [ et @y ) == Jr {\ e ":"} ;
e . e s : b e Py + Ps €
(Qn ber vorigen Beweisfithrung fam die Gleidung ——— = &
T - ¢ 1 | 1 F o a4 + : Q Pty T Nataew
bor, alfo ift — = — - . §. 1.) Gebt man m 8. jiiv F jeuten
i F g s : ey
il | m . 2 E 0s T @5 ; i T :"r 00,
BWert i 007939 &N, |0 oo a :1 00,9203 &r!— 0_... = (031" 03) l/ [ Q:; :
T : v/ 0s0s PR 1o ) ; =
Ebenfo folgt @ = (o, — o) i 250, u3 beiden Gfeichungen erhalt
' : : ’ 00, :

man durd) Multiplifation eine einfadere. Dasd neue Syjtem bon
Gleichungen ift:

Dad Quadrat itber jeber Dreteddjeite ift aljo gleidh dem Redyted
aid der Differenz und der Summe je 3weier der Radien, die Dreieds-
feite felbft ijt die mittlere PBroportionale zur genannten Summe und
Diffevens.

Soldger Beziehungen lafjen fich noch beliebig viele aufjtellen, die
aum Teil pon eiter gehendem Jnteveffe find. So fann man 3. B. in

s
. 5 Cr > - /0 05 Oy
ber @ruppe 2. die p und o einfad) vertaujhen, alfo p =/ =2 u.{. w.
p 1 ¢ | =

8) Sonftruftive Bemerfungen.

«) Aud Formel 4. erfennt man, dafy jeder der dier Rabdien be-
ftimmt ijt, wenn bdie dret anbeven gegebent find. Um 3 B. o ausd
pen itbrigen Fabien zu fonftruieren, faun man mehreve Wege ein-
jhlagen.

Aus 4. jolgt o e _l_v‘(;;"’;;jh{_ R oo bie Klammern
Rechtede find, bie man in Quadrate verwandeln Tann. Die ded
Nenners lafjen fih nadh Pythagorad abddieven, o daf man Hat

o, m? o, M\ M AT i E: 5 ¢
o=t = = - Hier beftimmt fich = ausd der Proporti
0 o - ) = = pier beftimmt fid) » ausd der Proportion

nim = g, :x, davauf o aud der Proportion n:xz = m : ¢ ald vierte
SProportionale.
Cinfacher unbd diberfichtlicher ijt folgender Weq: Man nehme,

wenn o, 0., 05 gegeben find, eine beliebige Linge al3 Einbeit an,
am Dequemften einen der Rabien, 3. B. g, =1, {o daff audh) — = 1
i " 0
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iit.  Damn puoet mant = mit Hiilfe der Proportion g, : 1 =112,
o o -

1 T R il o | i

g= — aud g,:1=1:y. Jebt ijt purd) ote Smmme —
1 = 13 0, y. Jebt ift - dux h bie Summe e e

o . ,. 1 :
beftimmt, wund o ergiebt fih aus o:1 =1: - Durd) die odem
_ = )

(epteren entjprechende Ronfjtruftion it der Einfluf der willtiiclich ge-
wiblten Ginbeit tvieder aufgehoben.

Man farm jest annchmen, daff, fenn drei der Rabdien gegeben
find, der vierte mit gegeben ijt.

B) Aug 9. ergiebt fich, twie man das Dreied Fonjtruiert, twenn
brei ber JMabdien qegeben find. Man Hat nad) der Konjtruftion des
piertert mur drei mittfere SProportionalen zu gewifjen Summen uno
Differenzen zu fonftruieren, um die Seiten zu erhalten.

y) Demnad) laffen fidh 3 B. ‘Erciucfc fonftruteren aus o, o,, 0s;

|

Oy, 05, 033 0, 01, I'5 01, 09, I3 @, @, 015 @, @, 02} By Q57 Q33 @ Q24 O35
iy 9 @23 hy, 0, 0s; Ry, 11, Q:, ?]F 9y, 93
§) Dagegen lapt ficdh fein Dreied fonjtruteven aus 7y, o, 0,3
7 . . o Sink ¢ S =
hy, 03, 035 Bs, @, 035 ha, 05, 015 P, Q4 035 hg, 9y, 053 Denn Dieje Gyrifen

Tm“\ nicht unabhingtg bon rmanm fondern dburd) bie Gleichungen 7.
mit einander verbumder. it 3. B. o und o, gegeben, jo darf i, nidyt

3 . _ Zop :
gegebent twerden, jomdern man Dat e3 ausd hy = 5 10 it Dberedynen,
pber mitteld (o, — o) : 20 =0, : Ny ald bierte PLroportionale 3u

fonftruieren.

b) Der Ravius des Wm-Kreifes uubd feine Begichungen ju ven
Seiten und Berithrungstreifen des Dreieds.

9) ujgabe. Den Radus r Fig. 7
and den Seiten a, b und ¢ Fu be A e
vedyen. e i o
Wuflojung. Sn Fig. 7 jei CD ~ el 4
ein Durchmefjer 2 und CE bdie [/ \ \\
Hihe hg. Aus der pnlichfeit der | {’__.-"' T | S |
Dreiede A EC und DBC folgt a:2r | [ (T A '
v i | L . f
='hs b, aljo i \ A\ e
A S R e S s R
ab abe _ abe A SR D >A
F=ok ~ Tmc AF BSS
Daraus ergiebt fich g4
; abe abe abe abe abe 5
1 B — = - — == - = el — 11. 1. 0.

4F 4 Vlf:' By P:Ps 41 00,0:0; j--‘” e AP e
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10) Nufgabe. Den Radbiusd r ausd den Rabien der Be-
rithrungsfreife gu bevednen.

Huflojung.
1 1 2 ey 200, 20,0
Chs . 39s BT Ry \ 1 f e gy B g
Oben war unter 7. : 7 7 folglid) o4 0 = s
i e s A Ue RPN
] rn Iy Q] = Q-:, FTTE ,ﬁ r I o ) - Jilf.:._ I?-:l

Dure) Addition folat aud den Gleidhungen (mit Hiilfe bes Syftems 6)

2 2ab 2abe abe

o Eoveb oo — o=, Fen—=p e S ST

i i e e = A4 3
11. ¢ 4 92 + 03 g Lr.

(Fapt man Dden Radiusg ¢ ald negative Gripe auf, jo ift » dad
avithmetijfe Mittel au3 ben bvier andeven Rabiern.) t:uh von ben
Radien 3 befannt, fo laffen fich die beiben auderen fonjtruicren
und bevedhnen. Jn jeber der fritheren ufgaben T(apt fih demnach
eind ber o burd) » erfepen. Aus 11. und 9. evgeben fid) 3. B.
Kormeln, bie mit ben Formeln 7. zufammen zur Konjtruftion bes

Dreteds ausd » und den Radien zweier Veriihrungstreije dienen:
j' at = (0, — o) (4r —|— 0 —90;) =(0,+ 05) (4 — 0 —03)
517 lbg = (0 —0)(4r+o—e)={(os+ 0,) (4r — 03 — 01)
(05 — 0) (47 40— 05) = (0, - 03) (47 — 0, — 3).

Einige ber Ronftruttionen vereinfadgen fich nod) dburd) den folgen-
oen ©ab:

11) ©Sa. Die beiden durd) zwei Cden eines Dreieds
gehenden Rreife, die thre Mittelpunite auf dem Um-Kreije
haben, L]LI]L'ET ‘nnLI} e zwei IMittelpunite von Berithrungsd-
freifen ded Dreieds.

Beweid, Jn Fig. 8 fet ABC bad Dreied mit feimem Um:
Qreife M und dem RKreije D durd) B und C wobei D auf dem 1[1;1::
Streife liegt. Aug BD = DC folgt <Co, = {s'_‘_re;,_. Jm Kreife I
ift 90 = 2, (Centri= und Pecipheriewintel auf demfelben Bogen
wC), tm Rreife M ift § = B, -+ B, (Veripheriewinfel auf demjelben
Bogen AC). Folglih B, + B, = 28,, alfo p, = B,. Da aber
purd) Ap wih b oie Wintel bet A und B Halbiert ;:i:[h, jo 1t w
der i’Uﬂuu.(metI be3 Jn-freifes.

Aus <

L wBu, = 90° folgt, bdafp aud) der ufenwinfel bei B
albiert, u, aljo Mittelpuntt des BVeriihrungstreifes mit Rabius 0, 1it.
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GEntjprechend wird ber Beweid fiir den Rreid gefithrt, der m
dent Gegenpuntt D, durd) B und C gejdhlagen toird, nuv treten pabei
mefrfad) Supplementivin
fel ftatt gleicher Wintel auf. Fig. 8.

Der neue Kreid wird durd) D
AD; in g, und pg ge: CaTne e
fchnitten, wobei die Gevabe . :
gty s Durdhmefjer in / N\
D, Batbiext it. = 3

[Sit E der Halbie-
pmgspuntt ded  Bogensd
AC, fo gebt der um K
purd) A und C gejchlagene
fretd burd) w und wy, o
baf ber Durdhmefjer wuy
(bieBerlangerung von B w)
in F balbiert ijt.

Das Dreied A BCijt :
bann bag Hohenfuppuntt- [ R |
preiecE von  w, wopg (U

gleich auch von pp ey,
Wiy g UND ity ), UND
bie fertige Beidhnung giebt '
ben Gah: Der Kreisd e
purd) bdie Hohenjup-
punfte eines Dreiedsd halbiert bie Dreiecdsjeifen und die
oberen Abfdnitte der Hohen. Gr wird der Kreis der neun
PBunfte oder nach feinem Berborvagenditen Bearbeiter der Feuer
bahidhe Kreid genannt.]

Alle Pevipheriewinfel ftber BC im Kreife M geben Dreiecke,
Bei Senen die IMittelpunfte ber Beriihrungsdiveije auf den Kretjen
D und D, legen; dazfelbe gilt aud) von ben BVeripheriewinteln unter
B, Wanbert alfo 4 von B iiber D, nad) C, jo wandert w auf
oerfelben Seite der Geraden BC auf dem RKreife D von B nad) O
toanbert A von C fiber D nad) B, fo wandert p auf derfelben Seite
der Gieraben BC auf dem freife D, von C nad) B.

12) Nufgabe. Ein Dreied ausd », a und ¢ 3u fonjtruieren.
Huflojung. =a) Trage in den mit Radiud r gejchlagenen Kreis

bie Sehme a ald BC ein, Halbiere pen fleineren Bogen BC in D,
ithlage um D durch B (und C) ben jenjeit3 BC liegenden freis-
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bogen BC, 3iehe bort eine Parallefe yu BC im Abjtanbe ¢. Sdyneidet

bta‘fL‘ ben Bogen Ded RKreifes D in p, o giebt Dp verlingert ben

Sdnittpuntt A auf dem gegebenen Rreife, und ABC ijt das gejudyte

Dreief.  (BVgl. Fig. 8.)

b) Statt ben fleineren

: = Bogen in D ju Hhalbieren,

> ' i : fant man auc) den griferen

il Bogen in D, Dhalbieren

. ! ‘ und bdie Konftruftion auj

ber anbderen Seite Dber

Geradben BC durdfithren.

i Der Wintel bei A iird

INN= x M | jet das Supplement des
\ = : | vorigen.

\ S Bemerfung., Ebenfo

X i SR " gefchieht die Konftruftion

\ e eined Dreiedd aud r, «a

% N\ und gy, nur ivird oaber

iebegmal auf atvei  bers
D | ihiebenen Seiten von BC
i 2, gearbettet.

pLosiet o 13) Anfgabe. Wie
=Eeaanh weit ift der Mittel-
puntt ded Um-Kreijes
bon Demen der Berviihrungsfreife entfernt?
Auflojung. Jn Figur 9 ijt

= My = MQ + uQ = (MD — QD) + (aD® — QD?
— MD*— 2MD-QD 4+ pD?*= MD®*— 2MD-QD + DC®

= MD*— 2MD.QD + DF--DD,,

ober E=1"—2v - QD+ 2¢- DF —=v¢*— 2¢ (@D — DF)
— g O, 'rLJ T et e i ‘(.‘_'! n. i_]. e =— 42 27 0.
Bemerfung. ©Sept man Mp, = ¢, fo betweift man ebenjo, daf

2 9

e =r°-} 2rp, ijt

Sm Ganzen beftehen aljo fiix die Eutfernungen von M
nad) w, py, wy und p, folgende Beziehungen:
€7 2 g 3 5 i & .3
BN et s it 2r0, e’=1r*-+ 2r0,, e&°=r?d- 270,

A (] T~ Y
6" = " = 2¥p.:
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DDETr
o ] - J il o [ | 3 3\
I "_—-l:‘f.i—'zi-"', 'rl_l"‘lll'_—j?llr ‘-_-—]“""f’ 20,),
fo = ’;'{r' ¥ -{— ?{J )y
Dt
aec 2 JileNE 2 prai= i 1 T :
15 e s e L e T Cir=— 4 01) g1
g s ; \ 2 3 B e & 2
G = (r—= 0,)"—0a, € = (" 0;)" — 03

Nach den Formeln 13" werden die gejudhten Entfernungen als
mittlere Lroportionalen swijden den beiden Faftoren unter den Wurzeln
fortftrutert, nadh bden Formeln 13° gejchieht bie Konftruftion nad
Pothagoras. Die Dretedsfonftvuttionen gejdehen von jebt ab o,

bafy man wm die Eudbpuntte ber- jo gejundernen Gevabent e beziw. ¢,
¢y, ey Sreife mit den Dbetreffenden Rabien jdhlagt.
Damit find folgende Ronjtruftionen ermbgliht: Cin Dreied 3u

fonjtruieren ausd: », o, a3 ¥, 9, @3 7, 0y, A5 ¥, O, oy, 0, €L 1, Oy, O,

a, &, 05 a, &, 915 @, @, 955 aud) Ionnen redhtivinflige und gleid)-
ichentlige Dreiede mit je awei foldhen Rabdien verfangt werden. (Die
Tangente von M aud fiihrt auj den vechten Winkel, bie Linie Mu

auf fymmetrijhe Dreiece.)

14) Bemerfung. it e =Vr(r — 20) fonfteniert, und hat
man wm die Endbpuntte von e Kreife mit » uno o gefdhlagen, fo find
unendlich viele Dreiecte mibalich, denn

bag dritte Stiid ijt nod nidht ge: gig. 19
geben. S s

Qegt man alfo von einem be- "’
[iebigen Punfte A Ded Rreifes M /| T~
aud an den Kreid w eine Tangente, die [/ | S S \
bid zum Sdnittpunfte B mit dem = M) :'i
Rreife M 3 verldingern 1ift, zeht | 1 e __ =B
man ebenjo von B aud eine pweite \ | g
Tangente BC und ebenjo bon C
aus eine bdritte Tangente, fo frifjt 4 .
biefe nadh) 4. Mit anderen Worten:

Xithrt dbie KFonftruftion von brei

folden Tangenten nad) dem Ausgangspunifte 4 1n einem
Falle suritd, jo jdhlieht die Reihe der Tangenten jtets, wo
man aud beginne®). Daraud ergeben fich neue SKonftruttionen

*) Died tjt etnd der berithmien Poncelet-Gtetnerjden ©djliefunga:-
probleme, weldhes durcd) Projeftion auf Kegelichnitte fibertragen werden famn.
Fiir hihere Teile der Mathematif ift 3 jehr widtig gemworden.
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)0 @3 7, 0 aufw D entiprechenden
Bemerfungen fiiv » und o, bieten feine Schwieriglert.

fiiv bas Dreied ausd », ¢, a ?

15) Bemerfung. Die Pfeilhohe F D = d; ded Bogend BC in
- |
171 @

Fig. 9 ift, da pw, in D Dalbiert und daher DQ = o— ift,
— 0 r oo ey L *
d, = Ql—g—“-- Man Hat aljo nad) Formel 11 bdie Gleidjungen
@r— 0 4y — 'l_rg-j _Il_ Q::J < 9'.: - @ i} st :{g\. _|[_ [)!}
I:.'!r'l == _‘:__ = 9 (J ’-E;e — 2 s 9 I
]._.r)—n__dl'—_“{_g}]—g“]
o e 2

Soll demnad) ein Dreied aud », o und o, fonjtruiert werbden,
P e t Pt o v - . " . '
fo Bilbe man d, — 2 2 und lege in den Kreis mit Rabiug » bie

= e i AR 2o00 P
entjprechende Sehne a. JIn der Cntfernung b, = E"._L!'}; stefe man
51 5
jenjeitd d, eine Parvallele zu «, die den gejudhten Punft ¢ beftimmdt,
Damit ift gejeigt, wie man aud » und den Rabien ziveter beliebigen
Berithrungdfreife dagd Dretect Tonftruieven Ianm.

15b) Bemerfungen zum Feuerbadhjhen Kreife.

I Jig. 10a ift H ber Sdnittpuntt der Hobhen, I ber Miittel-
puntt ded Mm:=-Qreijes. ’E-l Dreie L['t AHC und A, MC, find ahnlid
i perjpeltivijdher Lage, jo bag A4, CC, und HM ]"trI) in etnem
Punfte S jdneiden. 'T ]t ber Schwerpuntt de3 Dreiedd und
teilt MH im Berhalinis 1:2. (Warum?)

Fid Fig. 10D,

:ﬂ‘;‘;. 10 a.

£
% Y
| >
K p
B+
1]
Bi-_Hl,
. < e i
12 & : W
:1":’
I ] ;?’) _J'
G ;
A — 2 L =7
G - G

Sn g 10b geben die Mitteljenfrechten von 4, 4, und €, C
purd) den Wittelpuntt ' des Feuerbachjhen Rveifez, fo daf HM
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folbiert wird. Demnad) find die Punite H, F, 8, M harmonijde
Tunfte. Die Gerade HM heifst die Gulerjdhe Gerade.
Der Radiug desd Nm-Rreifes ift doppelt fo grop, ivie der ded
Seuerbachjchen Kreifed. S und H find Sifnlichteitapuntte beiber Kreije.
(Hufgaben: A qud HM =¢, » witd o, oud HM = ¢, r und

MA, u i w)

1. Besiehungen swifden den Seiten, Hahen, Mittellinien
nnd Winkelhalbierenden des Mreiets.™)
16) Aufgabe. Die Seiten a, y, 2 eines Dreieds ausd ben

!
Hobhen hy, hy, hy yu beredynen

7

A : : xhy yhs - ah, g
Nuflojung. us F = — = [olgt ¥y = 5, ebenjo 1t

re] - g
xh, = \ e ehoEs i : .
B (e pritte ®leichung y = 5 iitche nichts neued geben.)

TMan febe die Werte von y und 2 i bie Gleidhung

1

- xh e o o - 7 T =
J=- 21 — ]/ ':-’ + ¥ -{— 2 ]k— ¢l + :-.tr | —{— ::I (.r' —|— YHi==15)

: o xh xh B by =+ hoh =R 1
S5 o T o e B Kl i R (R g e haie ikt
EOL WOlE 5 . o Yo et s e hy Tty
irh. Diefe geht dann diber in
;J.';".l.l
5 =

xr* - — — - . S 7

in _;f":!’f("i‘;h;' Rl + il (— Py hs 4 frghy —+ R fo ) (R g —hyhy + by Y by hisley — Rgliy )-

Nad) beiderfeitiger Divifion duvd) « folgt, wenn man b, ¢
Hiv x, y, 2 {ebt:

2hy byt 2kt 21, b, Ty
" = - = : C = o

2y . AN ; N ;
1y N —

'I,e'f{.faj his - hg g =+ Iy .l‘;_J]j} (=hyhy + ko by +hg fﬁl:‘_]l_ifr'l ho— hsltg g Ifj‘_jilf'z] ho—+hy fr —Iig .-"3]:}‘

17) Aufgabe. Die Seiten eines Dreieds ausd ben pohen
hy, hy und hy zu fonftruievem.
e - ah, ha ==
Aujlojung. Aud —— = "'C,- folgt @:y = hetly und

-

= fiy : hy. Demnad ift dad Berhiltnis der Dreiecdsfeiten befannt

*) Diefer Abjdhmitt Hhat nur Bedeutung fitr gelegentliche Ubungen int
Berechiten. Bu ben folgenden RKapiteln jeht ex nidht in Beztehung.

Dolamiiller, Mathematif, IL 2. Slufl. 4

-
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/ : A o A ey e e

Loy z=hoily: ; ) Man fonftruiere ein Dreied mit beliebiger
: L [

Seite =’ uid den Seiten »” und 2’, die diefer Proportion entjpredjen.

5 S = vilan oL e e pilby
Xt dann k" die Hihe diefed Dreteds anf x, o Yt v == F‘ als

a
Seite ped gefuchten Dreiects leicht au fonftruieren.
Diefe Qonjtruftion ift toeit bequemer, ald die mit Hiilfe ber
oben beredyneten Anusbriice ‘nurd_];\_lﬁii[}mﬁu
Bemerfung., Die umgelehrte Anfgabe, die Hohen aud den Seiten
bevecdhreent, ift fchom in Feil I gelojt 1 um.m. . ©ie fithrte auf
h. = 'z_JTr — :: 1’]/((! A f:-—+— r_'\j.[::' a ..d:... b ﬁ:ﬂ'::'{.“ — [ r'r' : bh—¢),

1 a

fo bap man Bat:
Iy — hy = hy= -,

- 24 = ab'! r

wo W=V(a+bFo)(—atitoa—b+oato—o

18) Nujgabe. Die Mittellinien ¢, 4, f; ecines Dreieds
aud ben Seiten @, b, ¢ Fu

Fig. 11 beredhnen.
Nuflojung. S[un Fig. 11 it
s LS i i
nach bem Pythagoreijchen *’cf}r:
; fae fiiv das allgemeine Dreted
b ~0 2
Sl N Y, 7 a® Ve a
.rI W = O — 1 + 7 —i-- 2 5 P
If \ e -
i \ e Hunb
: 3 gt
B D ( S S 1 g
(7 i
alfo duvd) 2bbition
R [ a* . o2
LS [ i —— 5 = [T "2 iy
fo da man Hat
1 e Tr—" o 1 )
o VQJ)" + ‘-_)4’,‘2 — ."l:-f e 1_ 1,.,,1 " o 2t — g
lg = j l_x:"__, a2 _E_ Opd . o2

) Uujgabe, Die Seiten =, y und 2 eined Dreiedd aus
pen Mittellintien ¢, &, £ 3u beveduen.
Huflojung. Wus den lebten Formeln folgt

B ¢ 9 . 1 5 o "
a) 9421 9.2 __ a2 _ g2 \ 9,2 1 9.2 :
a) 2y 2 =t =l b) 222 1 942 T
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[11. Beztehungen zwijden den Seiten, Hioben 2c. Ded Dreieds. 19

Durch Subtraftion erhdlt man daraus

ué ber jweiten
| foenn man

a, b, ¢ ftatt =, y, & jeht:

2 " T 24/094 2 942 2
) o=V F 2 — 4, b= Va2 —
— ""l,..-"-:zl;l'_’_.[_ 212 i

20) ujgabe. Cin Dreied aus Dden Mittellinten 3u
fonftruteren.

Die Aufldjung mit Hitlfe der lebten Formeln 1it etne etnfade
Unwendung des  Pythagoreijchen

Qehriates. Nod) einfader ift Ddie Fig. 12.
it Teil T Geom. Nr. 123 gegebene A
Ronfteuttion. Jn der befreffenden i
o 5 a b Al v o 7
Jigur find -, - und - MMittel- i
=5 2 e e | \{
{iten besd Hiilfadreieds D B F (Fia. b
12), deflen Seiten -4, 5y, 1
ﬁlllﬁ, ]”L‘f bLTf} nach |83| I G = '
oo 0 [ ST BRES B : z =i
e T lj 2 1 Q 'ru) £ B 5 ]
9 R ] te 2
ober o
2 / 5 3 e
o=Vt + 26T — &

Die formelle [beveinftimmung der Ausbdritde unter Nr. 18 unn
19 flaxt fich fomit einfad) geometrifh auf.

Bemerfung. Nun Hat A DBF ben bdritten Teil ded Subalts,
wie A ABC, folglid ijt

i)
Loy L

YaFrFo(—atoFd@a—bF+oleat+d—0

] gt i =

DOeY latLpd+ey(—at+tbtela—b4c)(a+b—c)
16 M | | AN I | sl ¥ ] FN
— (f / ) {'__ f + fide i" — —— \ {. S [ T
1 g 1 £l 1 3 | 1 | Bt
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Aufgabe. Die Hohen desd Dreieds durd) die Mittel:
{inten ausdjzudbritden.
= : = e ;
Yufldjung. Fovmel b = o in Nr. 17 geht itber m

fas e - 5 2

by = 5 l]/ UL +15 'f:ij (\'_ tytlztg) (b —13+15) (G +lh—%)= w’

3a :
alfo, wenn man and) a durd) die Mittellinien audbdriidt:
W W

.n'r.ll—_-' = " JFL.=:'_ = ;
1":‘—”'3:1 =Te b)f'::h T fL:! : 1'25;\" _I" .'”L'_: =

oo
W=Vlt+t+t)(—t+t+t)lh—t+t)E+t—h)

22) Mufgabe. Die Mittellinien des Dreieds durdy bdie
Hihen auszudriden.

Nuflojung. Sebt man in 7 = Y28 4 2¢* —a’ fiir b, cund a
ihre Werte qud MNr. 16 ein, jo erhilt man

e B 2R thy? (20 ot 20, 2h,* — hothy®)
Flf (Foy g+ T gt Reg It )-h hj——h T4 ho )y Fa ——h  Brg—t Big By (ol Bishg—Righy) !

worand fidh £, und ¢, dburd) cyflijhe B Lttmtldjlum be3 Jnbices er:
geben. Jn Der fertigen Fovmel ijt auld h2h,Ph® nod) die Wurzel
augzuzieher.

23) NUufgabe. Die Wintelhalbierenden wy, w,, wy einesd
-“‘\

ed

3 qausd den Seiten a, b, ¢ zu beredhnen.

Dret ;

Nuflojung. Nadh Teil I Nv. 169

e Ui ift in Pig. 18 n:g="b:¢, alfo
g | .
b qb
Pt Ry == & unD a=p —|— q—= E [ q
i LR \ < st ¢ 3 ac
v \‘\'{i 1.___ = ( 5 ; l‘luf‘ -I‘J q = {; _';'Z
¥ \'\\ Y ‘
' e s ab i 5
[ X und 2) p— — 5 Aus der Ahn:
Bt ;,---__ 7} —1C  lidyfeit ber D u‘mﬂ‘ DCEubDAB
] ; ot folgt w,:q = p:o, odber pg=—w,v
b
: S, = filhl E—w,), alfo 3) w?®
> N e AE — pg. Aus der \iiljllﬂ
= hd)fu per Dretedde A FEC und

ABD folgt AE ;b = c:w, ober
AEw, = be. Dies in 3) eingefebt giebt
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5 a‘be » (e
-3"':17.“—';_ et L = )
Wy JXE P [J'“ b _i_ (3:].2 b (i 'iuT.l' + C}j
(b 4+ ¢)— a® be ; Yo 3
= b L - R = ¢ 4 a) (it e — ).
£ (0= cr (b + ) —[_ S b .—i_ i
Kolalid) it
i Vbela —F_f}_—:— c)(—a+b+4¢ e Veala+b +0o(a—b + ¢
& b1+ e¢ ! E b4+ a /
Vabia -+ b 4 ¢) @+ b—o
T = ey
3 a _: b

Bemerfung. Aus

a’be . - i s b —
- folgt a= (b4 ¢) !.f .
g Ll (b = be

r"-'lj: be —

(b

fo paf ein Dreied aud w,, b und ¢ fonfivuiert werdben fann, lepieres
2. B. mittel3 der Proportion Ve : Vbe — w, = (b4 ¢):a

y & T ]
Aua bderfelben Gleidung folgt be = - —  fo bap ein

i (71 4l
=
Dreied aud) aud a, w, und der Seitenjumme (b ¢) bevechmet und
fonftviiert werben fann. Uud b 4 c=s und be =k, o & ver
eben bevechnete TWert ift, laffen fih b und ¢ beftimmnien.
Die Halbierende des Anfentvinfels bei A bevedynet fich in dbhn=
licher LWeife twie wy ald

- -lf'ﬁ{: (a — b+ ¢ (a -+ b — ¢)
ez PR
1 S

b ¢ 5

V. Allgemeine Semerkungen fiber fonfenktionsanfgaben,

94) Yus bden fritheven Ubungen und Bemerfungen ergiebt jid,
paf die gefordberten Konjtruftionen entweder auf rein geometrijdjem
9Beqge oder mit Hiilfe von Berednungen audgefiifrt twerden.
Bezeichnet man afjo dag AUujjuden des zur Qojung fithrenden Weges
ald die Analyiid der Aujgabe, jo fann man einterfeitd bon geo-
metrifcher nalyfis, andererieits von algebraijder Analphfis
fprechen. Bei der lepteren Hanbdelt es fid) ndmlich um die Aufldjung
pon Gileidungen niederen Grades, eine Kunft, die man ald Algebra
s bezeidynen bilegt.
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25) Die uuml trifdhe Unalyjid judt entweder Sdhe auf
aud denen fid) die Lojung ohne mweiteres uquh[ pber fjie twenbet ge-
wifle Methoden an, mit deren Hitlfe die Konftruttion exmiglicht wird.

Sm erfteven Falle Hanbelt es m[) e jelten um eine planmaRige
Unterjuchung, die mit 3wingender Notwendigfeit zum Hiele fiihrt,
fonberit in Der Fegel darum, aud der gropen Menge der borher be
avbeiteten Site mit gejchidtem Griffe diejenigen heraug; ufiu*\f‘n Die
jich im gegebenen Falle ald braudbarve Werfzeuge betwdlhren. Auf ven
weniger Geiibten macjen bdaber foldhe LWwfungen Haufg den Eindrud,
ald BHabe e5 {ih mehr um einen RKunjtgriff oder ein geijtreidyes
Qombinieren gehandelt, ald um dad Ergebnid einer planmdipigen
Uberlegung.

Man exfennt 3. B. leiht, bap bdie Wufgabe:  einen Nreis u
fonfteuieren, der durch aivet gegebeme Punfte geht und eime gegebene
Gerade berithrt”, mit Hiilfe bed Saped geldjt wird, ,dafy dag Quabdrat
ber Tamgente gleih dem Jechted aud der gangen Sefante und ihrem
dufieven Ubjchnitte 1ft". Dagegen ftount man bisweilen bdie von
Geometern ivie Steiner gegebemen Ljungen ald Leijtungen einesd
aufergetwdhnlichen Scdarfiinned an. Ein Beijpiel diefer Art fer an-
qegeben:

Anfgabe. Sn einem gegebenen Dreied den Punft
aufzujinden, fiix ben bie Summe der Verbindungslinien
mit den Eden “\L‘li fleinjten miglichen Wert Hat.

Analyfis. JIm gleidhjeitigen Dreted 1ft die Summe der von einem
beltebigen Lunfte ausd auj bdie

Nig. 14 prei @eitenn gefillten Lote fiets
c glet) ber Hohe, alfo p 4+ g
1N -+ r =k, wad rvein geometrijch
/ abgeleitet tverben fann, aber
/ aud) aud der Jnhaltdformel
%

3 ] § (i}

/ \ P e S [ T e
. Fe=bhs s o el B
3 folgt. Bieht man bagegen von

- . >

pem Punfte X aud beliebig
gerichtete Gerade nadh) ben bre

S ] Seiten, o it ithre Summe
ab—— 1N \p ylotw>pitgtr, alfo

audy grofer alg A

Die Lote aber bilben miteinander ftets *&51f1 bon je 120°
St nmun DEF ein befiebiged Dreied, und denft man fich, X
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ei Der Punft, bdejjen Geffransverjalen unter Winfeln von je 120"
sufammenitopen, fo erfennt man, paf die tn ben Edpuntten auj den
Frandverjalen m'idjwt'cu Qote ein

gleidhfeitiged Dreted ABC bilben.
Gt man von einem anderen Puntte A
X, aus auf die Seifen von ABC o

Lote vy, 9y, T1, 10 Eﬁ—i"l - _%_‘.'-1
— p + ¢ + r. Berbindet man
aber X, mit D, ¥ und F, fo ijt
X D+XE+XF>p+ 0+,
affo andy gedfer als p +q -+ 4
Da pied von jedem beliebigen Punite '
X, gilt, jo jolgt, ba B oer Punft X
in dem bie Gdtrandverfalen
fich unter 1207 treffen, ber: Tl
jenige ift, fiix den bie Summe
ver Berbindbungsdlinien mit den Gcden den fleinjten mog:
Lu{}nt Wert Hat.

Die Qonftruftion des gejuchten Punttes ijt einfacdh. Sdjlage
um D einen Bogen und trage auf

thm von DF aud peimal - Den B
Rabiud ab, was den Punft H giebt.

Grridhte in D auf HD und ebenfjo e

im Halbievungépunite J uuf DF Qote. Al R (-
lm den ©dnittpuntt M, der lepteren '_ <l ?‘ =
ihlage etnen durd) 7 Jnmr“ﬁf gehenden BT o/
Qreis. Wiederhole © ‘mu Qonfteuttion --'“""< Xy ¥
an der Seite D E, wad den Puntt M, N r’||" '
ale  Mittelpuntt eined Kreifes DE i lf =l
qiecht, Beide Kreife jhnetbent fid) in 2 \ |

vem gejuchten Punfie X \|{

Der Beweid fiir die NRidhtiglet
ber Qonjtruftion bleibe bem ESdjitler iiberlaffen, ebenfo bie lnter
fudhung, tvie e3 tpird, wenn X auperhalb des Dreieds fallt.

27) Un joldpen und dbnfiden Lojungen evfennt man, dap be:
anlagte und geiibte Geometer Briicfen zu jchlagen verjtehen, wo fneniger
geitbte bie Mdglicheit oiiter  Berbindbung gar mnicht erfennen. S
pielen Fallen jteht zu vermuten, oaf bie QWjung auch) nicht auj anaz
(htijchem Tege gefunden (ijt, jondbernm auj Grund Dded umgefehrien
Rerfafrens. Der Geometer fand auf iputhetifdhem Wege eirnen
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qewiffen Bujommenhang und erfannte, da duvd) demjelben eine ge
toifje Grruppe vor Uufgaben [63bar wicd. Gr fonnte 3 B. bie Kon:
seuftion vevdffentlidienn und e3 den Mathematifern diberlafien, die
Unalyfis und den Beweid jelber aufzufinden. Gteiner 3 B. hat
bied in dielen Fallen gethan und damit zu zahlveiden Forjdungen
Reranlafjung gegeben.

s giebt in der That fehr ergiebige Quellenjdbe fiiv grofere
Gruppen von Konftruftionen, und 3 ift eine niigliche Aujgabe,
bei einem foldhen ©ape zu unterjuchen, tweldpe Arvt von Problemen
man mit jeiner Hiilfe [dfen fann. Solde Sde jind 3 B. die von
pen merfiiivbigen Lunften bed Dreietd Hanbelnben, ferner der Saf
pes Bythagoras, der Sap, daf die Sefante ftetig geteilt ift, wenn bdie
sugehorige Tangente glei) dem Durchmefjer ded Kreifed ijt.  Uud
bie Beziehungen zwijden den Rabien der Hauptiveife bdes Dreiects
gebert zu zablreidhen KRonftrutiionen Anlap. Sdabe bon herborragender
Wichtigteit, wie der Saf vom volljtandigen Bieved, die Sipe von
Rascal und Briandjon werdben nod) jur Sprade fommen.

Qommt man mit Lebrjdben nidt zum Biele, jo verjudt man
bie Ljung der Wufgabe mit Hiilfe gewifjer Methoden. Einige
babon jollen burd) Beijpiele erliutert tverden, wobet auf jyjtematijche
Rollftandigleit von vorn Derein verzidhiet wird. Die Unalyfis fei
babet ftetd als Wuflbjung bezeidyet.

28) Methode der Sphmmetrie oder der Spiegelbilder
(UWmflappung).
Aufgobe. Gegeben jer eine Gerabe KL und zwei Puntte

@ auf derjelben

Fig. 17 tte bon K7L, Dex i
L jefte Weg bvon P zur
oo e Gevaden und nad) Q joll

o gefunden fwerden
| h NSRS T uflojung. Bildet man
5 - -'-'_-_—'*‘-5.___——-———"'_'-"'3- ba3 CGpiegelbild @, von @

2. y uno 1jt S ein beliebiger Puntt
R = ber Geraden, fo ift jededmal
PSS+ 8@ =P8 + S¢,.

; A Statt aljo zu unterfudyen,

R4 twann PS 4+ S ein Mini-
mum  (Heinjter Wert) it

famn man unterfuchen, wann PS + S@, ein jolched ift. Died n-.‘;'rl"]ir[_]l
aber, wenn PQ, al8 Gerabe gegogen ivird, wad den Sdhnitt X giebt
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Folglid) ift PX -+ X@ ber gefuchte fiivzejte Weg. (DVabet ijt ¢ = ;)
vergl. Meflegion der Lichtftrahlen. Die Aufgabe Fommt bet Dber
Gffipfe au widtiger Untwendung. Sie fann dahin verallgemeinert
jperden, daf man nad) dem FHirzejten Wege von einem Puntte P nad
eitter ®evadber KL, nadh einer weiten Gevaben K Iy, nad) einer
pritten K, L, und nad) einem Punite ¢ fudt.)

Qiegen P und @ auf verfdjiedenen Seiten der Geraben, jo hanvelt
e& fich um bie Aufjuchung der gropten miglidgen Diffeveny PS — SQ,

T

wobei ebenfall8 « = «, tird. (Die Uufgabe ift twidhtig fiiv die
Hyperbel)

An Stelle von @ faun man einen wm @ gejchlagenen Kreis
tretenn fojien und 3 B. den Weg eined Lichtitrahles juchent, der bon P
aur Geraden geht, dort unter demfelben Winkel suriidgervorfen oird
und den Kreid um ¢ beriihrt.

Haufig it an der Aufgabe obhne feiteres Ddie Shynumetrie der
fertigen Beidhmung gegen irgend eine Gevade zu evfennen, woraud fid)
fofort neue Glemente fiir die SKonjtruftion evgeben. @oll 3 B. ein
Qreis gejeichnet werben, der zivei Gerade berithrt und burd) einen
qegebenent Punkt geht, jo findet Symmetrie gegen die Halbierungslinie
ez Winfels ftatt, wad fofort eimen zwweiten Punit giebt. Darauf
beruht eine der verfdhicdenen Konjtruttionen.

28) Methode ber Parvallelverjdhiebungen.

Yufgabe. CEinen Kreis zu fonftruierem, der einen ge-
gebenen Kreid und
stoei gegebene Gevade Fig. 18.
berithrt.

Huflojung. Dian ot
perjdhiebt jede ber Geraden AR /
pavallel zu fich jelbit um r. N _,f---'—“\
Gelingt e8 Ddanmn, Dden L N\
Rreis u jeichnen, der bie o : S
piilfalinien berithrt und -
burd) B geht, jo Dat B ! el gt
mant den IPMittelbunkt ded ' _
wirflich qejuchten Kretjes
gefunden.

Berjchiebt man bede
@eraben in entgegenge:
jebter Richtung, wie in der Figur, jo erhilt man bie inmmnere Be-

vithrung an Stelle der duferen.
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Bisweilen fann man bdie Figur i:m'rfj parallele Berjdjebung

eimzelner @eraben in giinftiger Weife wmge) ltf‘l. Died qejchah 3. B.
bei der Ronjtruftion des Dreieds aus den orei Mittellinien. (Vergl.

Feil T M. 123.)

Wujgabe b) Gegeben jeien apei audeinanderlicgende
@reife. Bon der Peripherie ped einen joll zu ber Dde3
anderen eine Gevade von gegebener Ridhtung uno Qinge
gelegt werden.

Yuflojung. Man bverfdhiebe ben eimen Ddex Kreife um Ddie ent:
inrechende  Stvee”. Die beiben Sdnittpuntte find bie Ausgangs-
punfte der gefuchten Gevaven.

Auch Pavallelverjchiebung mehrever Punite fill hrt bisweilen zum
Biele, 3. B. bei folgender

’Jlufqabt ¢) Gegeben feiem zmwei Gevade und ein zwijden
ifnen liegenber Punft Duvd) dben Punit von ber etnen
Gevaben zur anberen eime Gervade zu legen, die durd pen
Punft in gegebenem Verhaltnisd geteilt ift.

Wufldfung. Ungenommen, eine dburcd) den Punft von Linte ju
Qinte gelegte Gerade fei in dem verfangten BVerhltnid geter ift. Regt man
dann durd) den Punft eine Parallele zu der einen der gegebenen Geraden
io it der Abjchnitt der amderven ebenfalls im gegebemen tbuﬁu(tm-e
getetlt. \mmmt e3 fih 3. B. um bad Verbhaltnid 3 : 5, fo ijt ber
Abjdhnitt in 8 gleidhe A‘.,L“LIL serfegt, und die Parallele jdhneidet 3 vou
vent Teilen ab) Aud diefer Bemerfung folgt die Konjtruttion.

29) Methode der fonzentrijden Vevjdiebung  Jeber
Tuntt eined Kreijed wird auf dem Rabius na d) etnem t';'.a'!.-',;‘111‘:‘&1';'1,1:-11
Qreife bin verjdoben. Diefe Metho _ ' ‘
Qreife der Uufgabe a) zur Unwendung gefommen. Jn allge meiner
orm evjdheint fie bei Der fpdter zu behandelnden Wnufgabe, einen
Qreis zu fonjtruievenm, ber drei gegebeme Rrveife beviihrt.
Mart 3ieht den Radiud » ded fleinjten Kreifed von demen der betben
anberen ab und exhalt fomgentrifche Hitlfstreife. Die Wufgabe ivird
bamit auf die zuviidgefiihrt, cimen Rreid zu fonjtruievem, dev zwei
gegebene Rreife bevithrt und durd) einen gegebenen Puntt geht. Ver:
quifert man die beiben NRabdienm um », fo erhilt man bdie inmnere
Berithrung am erjten Kreife jtatt dev dupeven.

30) Methodbe der Ahnlidhfeit. Man fonjtruiert jtatt Ddes
verfangten ®ebildbed sunddft ein thm ahulihed. So Taun 3 B. die
Qonjteuftion eines vegelmifigen Polygons iiber einer gegebemen Ge-
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yaben erfolgen, inbem man ein joldes aundchft in eimen Dbeliebigen
Rreid einzeihnet und Ddaun Ddie Figur auf Dden ridhtigenr Mapitab
bringt.

Hufgabe a) In ein gleidjdhentliges Dreted ein Quadrat

einjuzeidnen. Dian zeidhnet exft ein beliebiges luadrat (auf der

Grundlinie) mit der Hibe als Symmetrieachfe und projiziert die
Gden von A aus auf die Schentel. (Fig. 19.)
Hig. 19 Fig. 20
, 3 "\.
A VT A
| : | | B

I

ufgabe b) Ginen Rreis zu jeidhnen, der zwei gegebene
Gerade berithrt und durd) eimen gegebenen Puntt B geht.

Hufldjung. Man zeihne zuniacdit einen beliebigen Berithrungs=
freis. Die Gerade A DB giebt Shnittpunfte B, und B, und Rabien
B, M und B, Sept hat man die dev gefudyten dhnliche Jeidymung.
Die Parallefen BM, und BM, zu jenen beiden PRabien find bie
gefuchten Radien. (Un ~Dbiefer Aufgabe erfennt man bie Widhtigteit
ber perjpeftivijdien SLage.)

Aufgabe ¢) EGin gleidhfeitiges Dreied zu zeidnen, bejfen
Gden in drei geqebenen Pavallelen AB, A, B,, A, B, liegen.

Nuflojung. Man zeidyne ein gleichieitiges Dreied DEF (Fig. 22)
von beliehiger Grofe und teile DE im BVerhiltnid 7y 2 hy, W0 oy vnd
Die su den gegebenen Pavallelen gehbrigen Abftande find. Bieht man
ourdh D und E Pavallele zur Teilungdtvandverjale F'G, jo hat nan die
qur gejudhten dfnlicdhe Beidmmg. Cintragung bes Winteld a n die
gegeberre Figur 21 geniigt zur Bollenbung der Aufgabe. (Spiter
andere Sonjtruftion.)

Auf entfprechende Weife gelingt die Lofung der Anmjgabe, ein
gegebenes gleidhjeitiges Dreied mit den Cden in brei bon
einem Puntte audgehende Strahlen zu legem Es it mw
nitig, fiber zwei Seiten ded Dreieds Kreisbogen u jhlagen, die ben

von ben Strahlen gebildeten Winfeln entfprecdhen. Die in biefem Falle
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fongruente Figur ift bann in bie ridtige Lage su Dbringen. (Uudch
bafiir folgt jpdter eine anbere Lijung.)

wig. 22
Ll 2L \ j‘
A B i -
T :'
s o
F o d (7 . \
Atz - = —5
X I / ;
S i iir.'___, 72, =S S B S
| (r
B e o —— D
2 i} 2

Die ztwei lepten Aufgaben fjind eigentlich mit DHiilfe der wm-
gefehrten Aufgabe qeldft, wad ald8 befonbere Methode Dehanbdelt
terden Tann.

Aufgabe d) Durd) einen ber Sdnittpuntte zweier jid
idneidbenden Kreife eine Sefante zu legen, die in gegebenem
LVerhaltnig geteilt tit

uflojung. Jede Sefante A B, die durd) den Shnittpunit P
ber Rrueile geht, aiebt mit dem anbdeven RKreidjdhnitte @ ein Dreted.
Alle dieje Dreiece find dhnulich wegen der itbereinftinnmenden Peripherie-
winfel « und § iiber PQ. Man zeichne ein beliebiged Dreied 4, B, @,
mit den Winfeln « und B, teile A, B, in dem gegebenen LVerhaltnis,
was den Puntt P, giebt und ziehe P, Q,. Der Winkel P, @, A, ijt
at P angutvagen und giebt die Lofung.

31) Methode der Umtehrung der Aufgabe.

Hufjgobe a) Cin Duabdrat in ein gleidhjeitiged Dreied
bon derjelben Flade zu verwandeln.

uflojung, Man vertwandelt sundcdft ein gleidieitiqes Dretect
bon befiebiger Grofe in ein Rechted und biefes in ein Quadrat.
Sept Dat man ba3 Verhdltnis zwifden Quadrat- und Dretecsjeite
fiiv den Fall ber Fladengleihheit. Die Seite ded qgejuchten gleidh-
jettigen Dreieds fann daher als vierte Propovtionale fonftruiect werben.

Cntiprechend [aBt fidh jeded Quadrvat in ein Biefed verwandeln,
weldjed einem gegebenen dhnlich ift; alfo jedes Bielet in ein fldchen:
gleidyes, weldes einem beliebigen anberen Bieledt ahnlich ijt. '
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Aufgabe b) Cine gegebene Gerade jo su vexldangerm,

pafp eine ftetig geteilte Gerabde entiteht, wobei die erfteve
v fleinere (Dezw. grifeve) Teil fein joll.

Uufldfung. Man teile eine belicbige Gerade nac) bem golbernen
Sdnitt und fonftruiere dag fehlende Stiid ber gegebenen al3 vierte
SProportionale.

Die iungen mit Hitlfe der Umbehrung dev Aufgabe find in

Regel nicht ald elegant zu be; seichnen,

.—\"

32) Methode der Drehung
Die vorige Uufgabe, eine gegebene Gjevabe AB jo zu berldngern,
daf eine jtetig geteilte Gerade ents
fteht, toobei fie jelbjt ber gripere
Feil fein foll, famn folgendermaien .
qeldft werden: Man fdlage iiber a X
AB ald Durdymefjer einen RKreis, : sl
(ege an einen beliebigen Punit C - :
eine Tangente CD = AB, und Lsorten
ihlage um M mit M D einen Kreis, BX /|
der die Berlangerung von A B in s S
pem gefuchten Punfte X jchneidet. Xos ot
(Die ’?n'-lqvntc CD it dabei in 7
pie Yage e ¥ X LIL‘ Lﬁ.glt fpproen, was 3 : \ .
ber  friiheren Ronjtruftion  Des s aee S )
golbenen Scnittes entjpricht.)

Yufgabe a) Cin gleidhjeitiges Dreied zu fonjtruieren,
welched mit den Gden auj zwei gegebenen Barallelen A B
und CD und einem ge:

gebenen Punite £ [1egt. Fig. 2.

Anjlofung. Pean ziehe S
a3 Qot EF, drehe EF /
et e e Bl A= . e £
ervichte in I, auf EF) ein SHettag
Qot, tvelded AB in G j‘
idneidet. EG it Bafis bes
gejuchten Dreieds. G S f !

Dreht man ndmlid) die :
Gerabe C, D, um E in Hiess) : é el
urfprimngliche Cage zuvild, R P RERP  GE g

fo fallt G nady H, und
X GEH ijt gleidh 60°. Vi




30 Erfte Abteihung: Gepmtetrie Der Glevaben und Des Rrerjes.

Diefelbe Lojung gilt fiir zwei beliebige Gevade und einen
Runft £ ( 'lvrqfvir{r‘ Abjchnitt 30.)

‘Hl(iquhr )) Gin gleidieitiges Dreied zu zeidhnen, defjen
Eden auf einem gegebenen ﬂum einer qegebenen Gevaben
und einem gegebenen Punfte K liegen.

Wuflojung. Pan drehe die Gerade um £, und 3var um 60",

Die Shnittbuntte K und K, mit dem RKreife geben die Grundlinien
EK und EK, fiiv zvei verjdjiedene Dreiece der gefuchten Art. —

¢ 1 1 1 N r (ahavrk 2 araey 20
Man fann m tfi‘. pent freid um den Punit & drehen (ebenjalld um 60°).

Hufgabe ¢) Cin qlvirﬁfa‘iiimﬁ Dreied zu zeidhnen, defjen
Gfen auf zwei gegebenen Kreifen und einem Punitte liegemn.
(Ebenjalls el Lojungen nad) devjelben Art.)

Yufgabe d) Gin gleidfeitiges Dreied mit den Gden auf
bie Seiten eined anberen gleidieitigen Dreieds ober deven
BVervldangerungen 3u legem.

Wuflijung. Man lege beide Dreiece mit den Mittelpuntten auf-
einander und drefhe dad eine in entfprechender Weife um den Wittelpuntt.

(Nach Obigem lajfen fich unzihlige gleidhjeitige Dreiede mit den
Ecfen auf die Seiten eined gegebenen Dreiedd von beliebiger Gejtalt Legert.
Sebem Seitenpuntte entjpridht ein bejtimmies q[mhmttm Dretect.)

Nufgabe ) Durd) die Cden eined gleidhjeitigen Dreieds
bie Seiten eined gegebenen gleidgjeitigen Dreieds zu legen.

Wie vorber zu [bfem.

Nufgabe ) Von einem gegebenen Punfte ausd an einen
gegebenen ®reid und eine gegebene Gevade (oder an zwet
gegebene Rreije, ober an jzwet gegebene Gevade) jived
jfeihlange Gevabe 3u ziehen
3 B. von 30") einjdliepen

‘"" + T
Statt per L

g . Die einen ageqgebenen Winfel
|’

Drehung um 60" twird eine um 30" vorgenommen,
jonft it alled twie vorber.

33) Die Methobe ded geometrijden Drtes.

a) Der geometrijhe Ort eined Puntted, der bon einer gegebenen
Gevaden einte gegebene Enifernung Haben foll, iwirh burd) zivet
Bavallele in entfprechendem Wbftande beftimmi.

b) Der q:‘ﬂ-uu‘mu‘[u‘ ort eined SPuntted, der von zwei gegebenen
®eraden gleiche Abftande Haben foll, wird durdh die beiden \‘111[*15&"*':11151~f~:
linien t'l}.rv.s_ ._..ij'll[t“ﬂllliL].Ul'”ll]”][t Wie it e3 i Falle ded Parallelidmusd?

¢) Der geometrijhe Ort eined Punftes, der von einent gegebenen
Puntte euren gegebenen Ubjtand haben foll it ein mit entibredhendem
Radtud um den lebteren LRunft gejdhlagener Rreis.
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d) Der geometrifhe Ort eined Punites, ber von sivei gegebenen
Runtten gleihe Abjtinde haben jolf, ift bie Mitteljentrechte ihver
Lerbindbungslinte.

e) Der geometrifhe Ort eined Punites, Der bon emmem gegeberten
Qreife einen gegebenen Abjtand Haben foll, it burd) zwer fon
sentrifhe Kreife von entjprechendem Raviud bejtimmt.

f) Der qeometvifhe Ort fiir bdie Sdeitel gleidher Wintel,
beren ©djentel Tangenten eines qegeberten Rreifed find, ijt ein fon-
senfrijdjer RKreis.

o) Der geometrijdhe Ot fiir bie Scheitel gleicher Wintel iiber
eirer gegebenten Geraden it ein Qreigbogen durd) ihre Enopunite.

=

h) Der geometrifdhe Ort eined Punites, Fiir ben bie Differeny ber
Quabrate feiner Abftinde von jwei gegebenen Puntten eimen gegebenen
Wert Haben foll, ijt ein gewifje3 Lot auf ihre Rerbindungélinte.

(Denn e — g = (b, + 1) — (0" + #°) = bt — by*, tie
hod) audy ber “ij:l‘i' X liegen mag. Aljo ift dad Lot der g

i
metriidhe Ort) Der Fuppuntt ded Lotes bejtimmt fidy mit Hitlje dex
J )

i:f'ﬁﬂit{_}llﬂﬂvll f'J] |"3 = (, f'rl.': —_ F;‘_-‘,"J = r::jJ
alio blil'[f_] 'J‘l et 2 :l_ rs‘_ ?.1? 25.) \q 25,
O _1.__

) Der qeometrijge Orf eined
Puntted, bon dem ausd die Tangenten au i
et gegebene Rreife gleid) lang fein jollen,
ftelt fenfredht auf der Centrale. Sdhneiden .
fih die Kreife, jo Hanbelt e3 fich wm die \"\\
gemeinfdaitliche Sefante; fiegen fie aus: T Y R —,

einander, fo Hanbelt 3 fih um dad Lot,
welded vom Halbievungspuntte einer gemeinjhaftlichen Tangente aus
aitf die Centrale gefallt iff. Wwrd der eitte vom anderen umjdloffen, jo
Fudet man bad Lot folgendermafen.

Mar ieht von dem letneren freife B1g. 6.
aué eine Tangente, die iiber den

quiBeren hinausragt; eine gleich grofe

Tangente lege man an den griperen e
Kreis. Die  Endpunite Dbeiver ¢/ N

;:mlq;mvn brefe manr um  den
Mittelpunft bed zu jeber gehdrigen
Rreifes. Wo fih Ddie bewden M
Hiilfstreife fchueiden, dort 1t Dber
Punft, von dem aud dad Lot auf bie Centrale zu fallen ijt.

k) Der geometrifche Ovt eined Pumftes P, fiir ben bie Sunmme
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ber Quabrate feiner Abjtinde von e gegebenen Punften fonjrant it,
it ein Qreis um den DHalbierungdpunit igrer BVerbindbungslinie.

(In Fig. 26 it M Ddev Halbierungdpuntt von AB, aljo
el = 1* + b* 4 2pt und el = t*+ b* — 2pt, WO p pie *Pro-
jeftion von ¢ auf AB ijt. Solglidh ift ¢4 "= 2¢3 4 2b% und
e 'lf;"e;‘* +e*—20b*

- . D. . ¢ eine fonjtante Linge.)

Bemerfung. Jn der Glementargeometrie Hanvelt e5 fih nuxy
am Qonfteuftionen mit Bivfel und Lineal. Der geometrijde Ot filv
einent 3u fonjtvuievenben Puntt iit affo ftets eine Gevade ober ein
Qreiz. 9Bir terden noc) einige andere Fille fenmen fernen, o beide
als geometrijdher Ort anftveten. Die obigen Fdlle geniigen 3uv Lijung
sahlveicher Aufgaben.

34) Fitren die angegebenen geometrijchern Wege nicht zum Biele,
fo verfucht man e3 mit der oben befprochenen Methode Dder
algebraifchen Analyjis, o. h. man betrachtet ein geeigneies Stiid
al Unbefannte 2, verjucht eine Gleicdhung aufuitellen, weldhe Ddie
Unbefannte enthialt und (Bt die Gleicdhung auf. (Beifpiele zu diejem
Berfahren enthalt jhon der erfte Teil.) Gnthalt nun der Anusorud
fir die Unbefannte z 3 B. Subifouraeln, wad bei Gleihungen
Sritten ®raded gefdhieht, fo ift e8 im allgemeinen unmbglih), ibn mit
Birfel und Lineal u fonjtruieven, d. . bie Uufqabe ift nicht mit
Rirkel und Lineal (H8bar. Dagegen ift fie [68bay, wenn mur Duabrats
wurzeln oder Quabratiwurzeln aud Duabratiourzeln oder gar feine Wurzeln
porfommen. Die Gleichungen ditvfen allerdings nidt trandcendente
fein. 1lber e au fonftruicrenden Ausbriide iff da3 Ndtige it
exften Teil gejagt.

Der neueren Geometrie ift es gelungen, eine grofie Unzahl bon
Aufgaben, die man frither gar nicht ober mir mit Hiilfe fomplizievter
Rechmmgen e Lojung bringen fonnte, in jehr einfader LWeije 3u
{bfen. Dies ift dadurch moglich geworden, dafy es gelang, Beziehungen
aufzufinben, die projeftivijder RNatur jind (0. h. bei jeder Projeftion
exhalten bleiben), die alfo unabhingig von den Mafibesiehungen
find. Mian untericheidet daher wvijchen der Geometrie desd Mafed
ud der Geometrie der Lage. Dev Unterfhicd zwijchen beiben
ith fidh durdh die Folgenden Abjehmitte auffldrven, obiwohl vorldufig
nur von Geraden und RKreifen, nicht aber von ben Projeftionen ded
Rreifes gefprochen tverdben foll. —

Bemerfung., Hat man eine Aujgabe gqrundjablidh (im Pringip)

qeldft, jo gebe man fich nicht ohne teitered ufrieben, jonbern judpe
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)
W

et exft eine mbglichit furze (elegante) Lojung. In Ddiejem Sinne
unterjhied Stetner wijhen der Lofumg mit dem Weunde und ber
blung mit der Hand.

V. Wbergaug jur nemeven Geometrie.™)

35) ©at des Cevn. Die von den Eden eined Dreieds
aus durd) einen Puntt gezogenen Transverfalen™) teilen
bie Gegenfeifen jo, dbap bie
Produfte ausd je drei nidht zu-
jammenhdngenden Seitenab-
jdhnitten einander gleidh jind.

x
oy

1}

Beweisd, Jn Fig. 27 ver: £ [N
falten fich die Jnbalte ber auf ' K
perfelben Grundlinie A G ftehenden P o
Dreiede AGB und AGC ie die i .
sugehorigen Hohen. Die lehteren, < S B s
b. b. bie vont B und C ausd auf AG
gefillten Qote, verhalten fich aber wie » umd »,. (Warum?) Dem
nacd) beftehen im gangen folgenoe Beziehumngen:

\ AGEB & N BGC 9 ACGA z
RGO = ABGA W' ACGB _ w
Multipliziert man die linfen und ebenjo bie vechten Seiten biefer
®leichungen mit einander, fo entjteht eine Gleichung, auf deven [infer
Geite fid) alled bebt, alfo
ZYz
T, 5

— R
1= ,  ODer aye = X Y,E .

(Der Puntt G darf auch auperhald bed Dreieds [iegen.)

36) Umfehrung. Teilt man die Dretedsjeiten jo, Dap
pie Produfte ausd je drei nidht gujammenhdngenden Stitden
einander gleid) {ind, {o gehen die Verbinbungslinien ber
Feilpunfte mit den Gegeneden durd) einen Punit.

(Der Betveid wird inbiveft gefiibrt. Man nimmt an, die dritte
Trandverjale CF ginge nicht burd) G, obwobhl zyz = z,y,%, it

# Diefes Ubergangsfapitel ift aud Biftovijchen Griinden eingejdhaltet.
Die {pateren Betrachiungen jind unabhingig dabor.

) Gine Trandverjale ift eine Gerade, die willkiirlich quer durd) etn Shjtem
gegebener Geraben gelegt mwird.

Holiymiller, Mathematit. IL 2 Aufl 3
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7 L

Man zieht damn CG F, wobet wye = wyyy21 foirh.  Durd) Divijion

o = o

= ! = i e g 1 - ™ N HE
iolgt aus beiben Gleidungen — = —~ oder —- = —° Da aber bie

1 ®q q

und im Sinne der Fig. 27

,.1| %

innere Teilung von AB im Rerhalinisd
nue einen eingtgen Teilpuntt giebt, ‘o miiffen F uud F7 zufammen:
fallen, und aud) CF° mup durd) G geben.)

37) [Betveid auf Grund ber Shwerpu nttafefhre (barycentrifcher

<,
Beveis). Wan penfe fich in 4, B und C oillEiclihe Maffen my,

-
s

Iy m ¥ 'y il [ o4 Fi g *
me. St omun — ==, o it F der Sdywerpuntt der beiden
= 3 s 2 X

Jj;‘.—z_r ; a

Maffen. It :? — T' . fo ift D ber Sdywerpuntt diefer Mafjen

St i: = ?:J‘ . o ift E der Sdjwerpuntt ber lepteven Maffen. Dabei
|

g MM M A B Y e g E¥E e gben e

Ta m. my “ H 1y

nun F der Schwerpuntt von my, und m, ift, fo fiegt Der Schwerpuntt &
aller drei Maffen auf FC. Aud demjelben ®runde fieat er aud) auf
DA und auf EB. Da ed aber nur euen einzigen gemeinjdhaftlichen
Seherpuntt giedt, miifjen fid) bdie prei Gleraben in einem eingigen
Punfte [Hneiden. Aud 2,y 2, = Y2 folgt affo da3 Sdymeiden der
orel Gleraben in demijelben Punfte — CStait der Mafjen in 4, b
ad € fann man fich audy parallele Rrdfte denfen. it eine bavon
ﬁn ben Geiben anbeven entgegengefest gerichtet, fo erhalt man einen

ont dben Fdllen, wo G auperhalb desd Dretedsd liegt.
A AG n, = N
Bugleih it nad) dem Sdjwerpun nitdqejesie Te=—" o
g i ¥ M,

2, Yt ha

Sept man AG = u, DG = u, und entjprechend bie Abjd)nitte
Ser anberen Trandverjalen gleid », v, w, wy, jo Dhat man mit
Hitffe cotlifdher Vertaujdung die ®leidhungen:

w o Y# - Y % v EX BTy w zY + Y,
”| er,:'., Lm0 = Rt hp s zy !
Yus wye = w97 folgt y==""—""- Dies, in die etjte der
T . oo e W (x 4+ x,)% :
®leichungen eingefebt, veriwanvelt e in W = i L~ pber int

zyuz; = (z 2wz, ©p ergiebt fich fiir ba3 von “1\1 Zransverjale
FC gefdnittene Dreied 4 BD eine neue Vejiehung: ver nachjtehend

geometrijd) betviefene Gal Des Menelans.




V. Ubergang 3ur neweren Geometrie. 3D
38) Bemerfungen. Sind die Dreted3jeiten halbiert, jo erhalt
man aud dem Safe ded Ceva die Sape von den Wittellinien und
pem getwdhnlichen Dreteddidhwerpuntte. Die Verbindungslinien bder
Berithrungdpuntfte ded Jn-RKreifed mit den Gegeneden ded Dreteds
mitflen fid) ebenfalld nady Ceva in einem Punite jdhneiven, da je
swet Tangenten gleich find.  Entfprechended gilt von bden An-Kreifem.
Die Hohen des Dreiedsd (dneiden fich in einem Puntte, benn aud bder
A hnlichteit gewiffer Dreiece folgen i obiger Bezeidnung die Gleichungen
Y =y, 2y, Y2 =&, zo=2,y,, oud demen man durc) Multi-
plifation w. {. w. o,9,2, = ey e erhalt. —
Durch Parallelz oder Centralprojeftion geht die Fig. 27 1 eine

T

anbere iiber, von der wicderum der Sahy ded Ceva gilt Die durd
bent lesteren audgejprodene Cigenjdhaft ded Dretedd bletbt alfo bei
jeber Projeftion ded Dreieds erhalten. Wan nennt joldye
Eigenfdaften der Figuren projeftivifde Cigenjdhajten.

39) Saf bes Menelans. Werben die Seiten eined Dreis
ecd (oder ihre Werldngerungen) durd eine Trandverjale
gefdnitten, jo find bdie Produfte aud je drei nidht zu:
jammenfhingenden Seitenabfdnitten einander gleid. (BVgl.37.)

Beweisd. J[n Fig. 28 fet AL el
ie bad Dreied A BC [dyuneidende s
Trangverfale. Die Sdnittpunite
mit den Seiten feien D, E unbd F.
Die CEntfernungen der Eden von
per Trandverfale feien x, y, 2. Wusd R
ber Uhnlichfeit entjpredhender Drei- 7=
ece folgt ';;";-\-..‘.-"
AF T BD 9 CH 2 iy

BE 4' CD z' AE o' o

A

purd)y Multiplitation wird demnad g o N
AF BD-OE _wys _ Sl T
BF-CD. AR T = == S

DDer

AF-BD-CE=BF-CD-AEFE. L

1y

40) Wmfehrung. Wahlt man auf den Seiten einesd Dret
eds (bzw. dben BVerlangerungen der einen oder aller drei
©eiten) Teilpunfte jo, dak die Produfte ausd je drei nidt
sufommenhiangenden Seitenabidnitten einander gletd) jinbd,
fo liegen bie Teilpunfte auf einer Gervaden.

e —




36 Grite Abteilng: Geometrvie ber Geradert b oed Rretjed.
Der Betweis ift inbiveft in berjelben Weije zu geben, toie Dei
per Untfehrung de3 Sabes von Ceva.

41) Bemerfungen. Aus dem Sabe Ddes Peenelans folgt per
503 Gepa. Betradhtet man namlid) in Fig. 27 das Dreied ABD
ald von FC gejhnitten und das Dreted ACD ald von BE ge-
fdhnitten, o ergeben fich nady Menelaos zwei Gleidhungen, aus denen
purc) Divifion die ded Ceba folgt.

Yuch Der Sap des Menelans ift eine Gigenfdhaft, die bei be:
{iebigen Projeftionen der gugehvrigen Figur erhalten Dbleibt.

Unter vollftandigem Bierfeit verfteht man vier Gerade mit
ifren fechs Sdnittpuntten, jo bafy e3 BHier drei Diagonalen giebt.
(Unter volljtandigem Biered verjteht man pier Puntte mit ihren
fechd Verbinbungslinien, jo daf e3 hier brei Shnittpuntte von Gegen-
feiten giebt.) Aus den Siiben bdes Mienelaod und Cevba ergiebt fich
iiber bad volftindige BVierfeit der jolgende Mwidhtige (projeftivijde)
©ap, von dem fpdter ein von aller Redymung inabhdangiger Beived
gegeben toerden joll:

42) Saf pom vollftandigen Bierjeit. Die drei Diagonalen
pes vollftandigen Bierjeitd teilen einander hacrmonifd.

Beweis. A, B, €, D, E, F fjeien dic Cden des bolljtdandigen
Bierfeitd, X, Y, Z die
Sdnittpuntte der Dia-

t

g, 29.

A gonalen.  Nad) Ceva
ift im Dreied AEF
, ! (AB.-BX.FD __
B( "BE-XF-DA :
zy ) Nad) Deenelaos ift
\D it Demjelben duvch B Y

|7 gejchnittenen Dreied

: : y . == o b K'Y - FD

:r_‘-i = e Al .ir. e r);._....__ S B A

Durch Dibifion ex-
hlt man aus beiben Gleihungen eiite neue, in der jich alled weghebt,
bis auf
& EX EY
v X, F X

Demnach ift junddit die Diagonale EF in X und ¥ harmo
nifd geteiltt. (B und F, ebenjo X und ¥ find nady FTeil I Nr. 168
sugeordnete Punfte.)



Ubergang zur neueren Geometrie.

ird nun Fig. 29 in ivgend einer Weife auf eine anbere Ehene
projiziert, jo Dleiben nach 38 und 41 bie Gleidhungen 1. und 2. be:
fteben, folglih aud) Gleidung 3. Qft alfo eine erade Hormonijdh
geteilt, fo 1ft auch ihre TProjeftion durch bie projizierten Teilpuntte
harmonijd) geteilt. Die harmonijdhe Tetlung ijt bemnad) eine projeftivijche
Cigenjdhajt.. Jieht man nun in Fig. 29 AY, jo find die Punfte FEFXY
boit A aud auf BY projiztert, folglich find BDZ Y Hharmonifche LBunfte.
3ieht man nodh EZ, jo find die Punite BDZY pon E aud auf 4 X
projiziert, folglich jind aud) ACZX havmonifche Puntte.

ufgabe. Bu drei Punften E, F, X (oder F, F, ¥), von
penen E und F zugeordnet jind, mit dem Lineal allein den
bievten [}:‘1‘|'luntirﬁc1r i fonftruieren

Die Lojung erfolgt durch Wiederherjtellung der Fig. 29 aud K, F
und X unter ].'IL[N]HHL‘].' Annahme von A u, . .

Bemerfung, Gerade der Umitand, daf auch diefer Sab von
Magbesiehungen unabhangig ijt und die Konjtruftion des vierten
hax mnnm!‘fu Punfted ohne den Bivfel qeftattet, [dBt bermuten, dah
o) eine andere Wrt von Beweisdfithrung moglidh 1ft, die aud dem
Beveiche der (Cuflidijhen) Geometrie bded Mafes ganz herausdgeht.
Die widhtigen Folgerungen bdiejed Sabed bleiben baber bHid zum
fpdteven Betveije vorbehalten. (Vom vollftdnbigen BVieved gilt
iprechende Sah: BVerbindet man bie drei Sdnittbunite dex

™y +114
'DL.L g1t

Gjegenferten ded vollftandigen BVieredd mit einander, {o entitehen drei
Gruppen harmonijdher Strahlen. Died folgt jofort aud Fig.

WAud bem Sabe ded Menelaod [apt fidh) der nachftehenbe Pasdcaljche
Saly vom Sehnenjech3ed ableiten, der alg ein grunbdlegender Sap bder
neueren Geometrie u betvadhten ijt. ©pater joll er unabfhiangig von
den erfteren Sdben betwiejen iverden.

43) Sat ded Padeal, Die Gegenfeiten bes "“L[}IILII]'{.LU:LCfu
fhneiden Jidh) in drei Punkten, die auf einer Geraben lieger

Beweis. Jn Jig. 30 jei ABCDEF da3 Sehnenfechded, P, ;-‘;
und R jeien bdie Sdmnittpunite der Gegenjeiten, X, ¥ und Z bie
& f‘l]ELtFpll]E te ber nicht zujammenftofenden (alternievenden) Seiten
BC, DE unb £A4.

‘Et'it"; Dreied X Y7 wird von drei Trandverfalen AB, D und
EF gejdnitten. Nad) Menelaos gelten aljo fiir jede detfelben folgenbe
Glet '.1‘1:![[.'“]1_

VAR P I BB W A
CY .DZ - QX=0X -D¥.Q0Z
BZ+FX - RY =EY - FZ- RX;
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38 Grite Abteilung: Geometrie ber Geraben und ded Kretjesd.

burd) Multiplitation io[g’f

1, AX-BY-PZ-0Y-DZ-QX-EZ FX-RY
1/ BX PY-0UX-DY-QZ-EY-FZ-RX.

Anferbem ift tmcf} pem Sefantenjabe:
XA-XF=XB-._ YB-YOC=YD-YE, ZD-ZE —/ - ZF,
alfo burd ﬂ}éul'ripﬁfntiuu

2 XA-XF-YB:-Y0-ZD-ZE—XB-XC:YD -YE: ZA -ZF.

P L
=0 X

Aug 1. und 2. folgt durd) Divifion (und Hebung der unterftridenen
%E‘[ﬂ'[‘rt‘.u:‘ PZ - ";}_ B R T '('J/{ R X.
Dies entjpridht wiederum bdem Sabe bded

it Menelansd. Folglich fegen P, @ und R auf
A einer Gevadenn, der fogenannten Pasdcaljdhen
_f"/ e 2 - inte ded Sefunenfed)eds.
AN Gemerfung., Die Seiten ded Sehnenjed)3eds
V2 L /£ o oiirfen fidh aud) gegenfeitig fchneiden, wie in
\ F -/ Big. 30a, mur mup die Figur eine gejcdhlofiene fein.
N\ Uud) die mwidtigen Folgevungen diefes Sabes

werden auf jpiter verjdhobenr. Dasdjelbe foll mit
jolgendem ©abe fiber die Abnlichfeitspuntte von bdret RKretfen (vgl
Teil . Nr. 166) gejchehen.
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44) Snh. Die fedhs Uhnlidteitdpuntie dreier Kreife
[tegen tn Grubpen zu dreten auf bier geradben Linien.

Fig. 31

M
7
4 £
A g e
A %

= f'__ :

e I R A,

Beweis, ©3 ift nad) Teil I Nr. 166 und 168 (dupere Teilung
o M, M, w . . itm BVerhalinid ber Rabien)
M, A, r, M A e MA
A, M A v MA
folglich durd)y Multiplifation
M, A, - My A, - M, A, P
MyA, - M A, - M, A, ryryr
wad bem Sape ded Mienelaod entjpricht, jo bap 4,, 4,, A; auf
gevaber Linte ltegen miifjen.

Sn derfelben Weije twird beriefen, daB A,J,Jy, A, JyJ; und
AgJ, T, auf geradber Qinie liegen. Die vier Geraden Heifen Ahnlid-
feitdadhien.

Bemerfung. Nad) vt de3 Sabed ded Menelaod [apt fid) der
Beweis diveft folgendermaBen fithren:

Man fille von M, M, und MM, au3 Lote ¢, ¢, e auf bdie
@evade AgAds. TWeil A, A, durd) den Abnlichteitspuntt A, geht, jo

% M, A,

S LR g 7 e : s
folgt aug “t=-2o0, ba = 2. @Ebenjo jolgt, weil 4,4y durd)

&

s (i ; S i rALEN . 1 o A |'.‘_.._ e
4, geht, = = - Folglid erdalt man durd) Multiplifation = = :
: €,

Weil aber bie von M, und I, audgehenden Pavallelen e; und ¢, fid

toie die Radien der Kreife M, und M, alfo aud) wie Mz A, u M, A4,
verDalten, fo mup die Verbindbungdlinie der Enbpuntte bon e; und ¢




40 Grjte bteilung: Geometrie Der Geraben und ded RKreifes.

durd) ven ihnlichfeitspuntt A, geben. Dieje Rerbinbungslinie fallt aber
mit A, A, sujanumen, afjo liegen 4,, 4, und Ay auf etner Geraben.
Gbenjo ift der Beweid fiir dre anveren Lruppen.

VI. fjormonifdye Punkie und Strahlen.

45) Wird eine Gerabe A B im Berhdltnid m : n innerlid) und
4 BC 4D

daf die Gleichung 0B — BD exfitllt 1ft, jo nennt

man diefe Doppeltethung nad) Teil I, Nr. 168 eine harmonijde, die Puntte
ABCD Yeigen Darmonife Punfte, und war find 4 und B ju-
geordbmete, ebertjo C unbd D.
Bet der friiber angegebenen Konftruftion waxr m beliebig von A
aud gezogen, n pavallef
oig. 32, von B aud, jotoohl gleid)-,
alg aud) entgegengejebt-
geridhtet, worauf die Eno-
punfte bon m mit denen
e e ber beiben » bverbunben
: 2\ fourben, wad auf die
I \ : /r ~ Sdnittpuntte ¢ und D
: ithrte.
It m=mn, o iit
A B durd) € halbiert, und
Vi D fiegt in unendlicher
CEntfernung. it m > n,
o liegt D vedit3 von AB, ijt m < n, jo liegt D [infs von AB.
Wandert C von dem Halbierungspuntte der Geraden AB aug nad) B,
jo toandert der Punft D vedhtd von AB qud unendlicher Cntfernung
nach B. Wandert € pon der Mitte nadh A, {o wandert D [(infs
pont AB aus unendlider Entfernung nad)y 4. Fiir jebe Lage von
exijtiert aljo eime umd mur eine bejtimmie Lage von D.
B A I 3 D
Aud ;Lj e Li: folgt ;:3 == é';::, jo bafy die Tetlung aud

duperlich geteilt, fo

=t

.._.

bort vedhtd nach linfd gelefen etne DHarmonijdhe ijt, felbftverftdndlich
aber mit einem andeven Teilungdverhalinid der Lunie DC. Die 3u-
geordbuneten Punfte ¢ und D find aljo gleichbervechtigt mit 4 und B,

46) Qegt man in Figur 32 burdh emen Dbelicbigen Puntt B,
der Geraben PB  (ober ihrer bewberjeitigen Verlingerungen) eine

il

e
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Parallele E, Fy, fo find auf ihr aus Griinden der Afnlichfeit ebenfalls
gleiche Stiide F, B, und B, F, abgejdnitten. Jeder Strafhl dbureh B,
it burd) die Strahlen P(ABCD), b. §. burd) bie Strahlen von P
nach 4, B, C und D YHarmonijdh) geteilt, benn die neme Figur ent:
iridht gang ber Konjtruftionsfigur fiir den vierten Hharmonijden Puntt.
Durch Herumbrehen ded dburd) B, gehenben Strahled wm diefen Punit
fann man bie NReibenfolge Der meuwent Harmonifdhen Puntte beliebig
dndern, nur bleibt die Buorbnung erbalten.

47) Dad Gefagtes gilt aber nidht nur fiiv die von P aud nad
ben DHarmonijdhen Puntten 4, B, C, D gehenden Strablen, jonbern
audy fitx Strabhlen, die bon einem beliebigen Punfte P, der Ebene
nad) ABCD gegogen werben. Begeichnet man namlid) in der neuen
Figur PyA mit m, und zieht dazu eine Pavallele F,F, dburd) B,

jo mup E,B = BF,=n, jein. Wire died ndmhd) nidyt ber Fall,
fo Eounte man zu A, B und ¢ einen anberen bievten Harmonijdjen
Runft D, fonftruieven, indbem man B F, = », madt und P, F, jieht.
Dann wive aber D gar nidht ber vievte Harmonijde Punkt gewefen.

Strahlen, die von einem beliebigen Puntte aud nad) vbier havmo:
nijchen Puntten gezogen iwerben, nennt man Harmonijdhe Strahlen.
Bon ihnen gilt alfo, wie aud) dburd) Rechnung gegzeigt werben fann,
Solgended:

Rteht man zu einem von vier harmonijden Strahlen
eine Parallele, fo DHalbiert dejr zugeordmete Strabhl das
amifhen den Dbeiden andeven zugeordneten liegende Stiid
per Pavallelen.

(Uufgabe. Bu drei harmonijchen Strahlen den vievten zu fon-
jtruieven.  Die Wufldjung ergiebt fich dbuvch Halbievung Dbezw. Ver-
boppelung einer Parallelen.)

Xede Gerabe twird durd) Harmonijde Strahlen in har
monitfden Puntten gejdnitten

PVarallel= und Centralprojeftion Harmonijder Punktte
und Strahlen giebt ftets twieder harmonijde Puntte beyt.
Strahlen.

Dap durd) Palbierung eines Winfeld und feined Nebemvinfels
barmonijche Strafhlen entjtehen, folgt aud Nr. 169 in Feil L

48) ©ap vom volljtandigen Bierjeit: Die Diagonalen
bed vollftandiqen Vierfeitd {ind Harmonijd geteilt

Bweiter Beweis. ABCDEF fei bas vollftdndige Bierjeit mut
ben Diagonalen AC, BD, EF, deren Sdnitthuntte X, ¥, Z find.




42 Erjte Abteilung: Geometrie der Geraden und ded Kreifes.

Man denfe fidh in E den bvierten Harnonijden Strahl fonjteuiert,
der EF zugeordnet ift (3. B. durd) Halbievung der Pavallelen ju BF).
Ungenommen, diejer Strahl ginge nicht durd) Z, jondern er jdnitte
bie Diagonalen AC wnd BD in Z;, beyw. Z,, daun wiivven ACZ, X

i, 38,

q
.".
o £
i i Gl
/! i‘
i Ay
.'Jlr.l 2
7 {
i |
- |
v | sy
T = ey b z SN

harmonije Punfte und F(ACZ, X) harmonijde Strahlen fein, und
atvar wiltbe FZ, die Pavallele su EF halbieren. Uber audh) BDZ, Y
tiivden Harmonijche Luntte und F(BDZ,Y) harmonijde Strahlen
fein, und aud) FZ, iiivde die Pavallele zu EF Dalbieven. Dieje
Parvallele wiitde aljo in zwei getvennten SPunften Halbiert fein. Da
bied nidht moglich ijt, mitfien Z, und Z; zujammenfallen, b. h. ACZX
ud BDZY fjind Harmonije Puntte. Dasdfelbe gilt bon FFXY,
pertt diefe Puntte find afld Projettionen der Punfte BDZY von A
aus s betrachten.

%ig. 84, [49) Dritter Betweis., JIn Figur 34
4 it ABCDEF ein volljtindiged Bierjeit,

weldjes {hmmetrijch) gegen die Adhje 4 X iit.
BD ud EX find parvallel und durd) die
Symmetrieachje DHalbiert. Bejeichnet man
/ \p den unendlidh fernen Sdnittpunft der Pa-

7 5 " rvallefen mit Y, fo find BDZY und EFXY
/ < oy nad) Nr. 45 Harmonifhe Puntte, Dasjelbe
j gilt von XZCA, denn wenn EX = m,

e x 55 > BZ=17ZD =n gejet wird, jo ijt bie
Gerabe XZ in € und A innerlich und dufjer-

fichy im Berhltnid m : n geteilt.
Durd) Pavallel= ober Centvalprojeftion fann man bdiefe Figur
auf etne beliebige Ebene iibertragen, twobei die Symmetrie ded voll-



VI Harmontjde Punfte und Strahlen. 4:

e

ftandigen Bierfeitd im allgemeinen qufhort. Vet der lebteren Pro-
jeftiongdart Bort audy der Pavallelismus von BD und EF auf, fo
oaB Der Sdmittpuntt ¥ .ing Cnolide fallt. Daun entjteht eine Figur
nad) vt von Figur 33. Bei der Projektion find aber die pret harmo:
nifgent Punttgruppen Havmonijdhe Punfte geblieben. Demnad) teilen
fih die Diagonalen des vollftandigen Bievjeitd harmonijd.]

50) ©af. ©ehen von einem Panfte A zwei Gruppen
harmonijder Puntte ABCD und 4AB,C;D;, aus, und per:
bindet man bie gleidhnamigen, jo jduneiden jidh) die Ler:-
bindungslinien in eimem Punfte Y. BVerbindet man Ddie
sugeordneten Puntte fiber Kreug, o {dhneidben jid) diefe BVex-
bindungsdlinien mit der dritten ebenfalld in einem Punite X,
3t dbad Teilungsverhdltnid bet der erjten Gruppe m,: my,

bei ber zweiten Gruppe m :my, fo ift die Verbindungs-
linie BB, im BVerhaltnid my:my harmonifd geteilt.

wig- 49
J e B 9
7
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\ F faied
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Beweis, Jn Figur 35 find ABCD und AB,C, D, bdie beiden
pon A audgefenden Harmonifhen Punftgruppen. Die Verbindungs-
finten BB, und CC, {dneiden fih in ¥. Bieht man YD, fo muf
diefe Gerade durcdh D qgehen, weil jonft duvch Projeftion auf AD ein
anderer HarmonifGer Punft al8 D entjtehen tviivde, wad unmiglich
ift. Alfo geht DD, aud) dburdy Y.

Ebenjo wird der BVeweid mit CD,, BB, und C, D gefiibrt,

&8 Handelt fich aljo in Figur 35 um ein bolljtindiges BVierjeit
ACXC, DDy, defjen Diagonale C'C; durd) AX und 4 Y harmonifd
geteilt ift, fo dap audh BB, in X und Y harmonijd) geteilt jein muf.

Mm bad Verhaltnid der Teilung von BB, ju finden, fdalle man
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- e

Q { FDY. D ¢ = -y
won A, B unb B, Qote e¢;, ¢, und ¢; auf DY. Dann 1yt D ino
AD, €, i A T I L (O
5D — 50 ober ftad) obiger nnahme der Berhalinijje TR o

' o e : T m €, : .

M=%, Paraud folgt aber durd) Divifion = 2. Pa aber
My €, et M, €;
e ift, fo ift bad Teilungsverhiltnis von B B., tvie behaupiet
434 = g

0ar, 7, . Mmy.

[Bemerfung. Sdlagt man um 4, B und B, Rreije, deren
Rabien in folgenden Verhdaltniffen jtehen:
r g =AC:0B=AD:BD; ryiry=AC,:C; B, =AD,: B, D,

fo find C und D, X und Y, C; und D, bie Ahnlihteitspuntte fe
seter diefer Kreife. Der Sab, daf die Uhnlidfeitspuntte dreier Kreife
it Gruppen su dreien auf einer Gevaben [iegen, ift alfo eine unmittel=
bare Folge Ded8 Sabed vom vollftandigen BVierfeit. (Vgl. Fig. 31.)
Statt der Kreife fann man aud) dhnlide und dhnlid) liegende Roly-
gonte, 3. B. Dreiede nehnen und ihre Ahnlichfeitspuntie unterfuden.

(1]

il €
]
Sind bie Bielede reqelmapige, fo it die nalogie eine vollfontmene. |

Daben 3wet Gruppen Harmonijder Sitvahlen einen
gleihnamigen ©trahlgemein,jo fdneidben jich bieitbrigendrei
©trablen in Puniten
einer Geraden.

51) Gin dem vorigen entfprechender Sap ift folgenbder:

Tip. 36,

Nemaad. - Beweis. abed und
| \,:) = —D % be, dy | in Figur 36 feien
al o e pie  betben  [armonijden
,' e " = '_ S Straflengruppen, bei denen
| a und a; in diefelbe Gerabe
L s o e &, falfen, todhrend b und b,
e o fih in B, e und ¢, fidh in C
“ / jhnetden.  Bieht man BC
s tag bden Sdnitt A giebt,

o miiffen fid) bie vierten

Strahlen d und d, in einem Punite D diefer Gevaben jhneiben, denn

jonjt wiivbe der vierte Harmonifde Punft u A4, B und C doppelt
borhanbden fein. - :

Wie 1jt e3 mit dem Sdynitte von ¢ unb d, und mit dem von ¢, und 4?

52) Beide Sige find fpeziell
die it entjprechender Weife Hemwie

Halle von folgenden allgemetneren,

¢
et fverbernt:
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®ehen bei zwei Gruppen harmonijder Punfte die BVev-

bindbungglinien von drei gleidnamigen Paaren durd) einen

Punft, jo geht die vierte Verbinbungslinie burd) denjelben
Buntt

Sdineiden Jid) bei 3wei Gruppen harmonijdher Strafhlen
brei gleidhnamige Paare in Punften einer Gevaden, fo
fdhneiden Jidh die vierten Strahlen in eimem Puntfe der:
jelbent Geraden.

53) Aujgabe a) Cine gegebene Gerabe mit dem Lineal
alfein fiber ein Hindbernid hinausd zu verlangern.

uflojung. [n Figur 37 fet 4B bdie gegebene Gerade. Die
jchattierte Flade fei bdad uniiberjteiglidhe Hindernis. Man nehme
auf AB redts von
ber Mitte einen dig. 87a.
beliebigen Puntt C
an. Mit Hiilfe ded %
Qinealsd allein lakt e
jich itber und unter e
ber Qinie die Kon-
fteuftion ded bierten . e :
harmonijen Punf AL NB Y I
ted ausgfiihren, denn !
bie Geraden EF _
und K, F, jdhneiden S
jich in diefem. D ijt kg
pemmnach ein Puntt
ber gejudhten Ler-

{Gngerung. IWieberholt man bie Ronftruftion mit einem ziveiten
Runtte ¢, auf AR, fo finbet man einen zveiten Punft D, u. . w.
Die Ronftruftion (akt jih nod) vereinfachen. Jniviefern?

Hufgabe b) Gegeben feien zwei Geradbe a und b, deven
Sdnittpuntt jenfeitd eined uniiberjteigliden Hinbernijjesd
fiegt. Durd einen gegebenen Punit P joll eine Ge-
vabe gelegt erden, die durd) jenen unerreidhbaven Sdnitt
punft geht.

Nuflojung. Swei beliebige Strahlen durd) P, 3 B. AB und
A, B,, geben durd) die BVerbindbungslinien 4B, und 4, B einen bem
Runfte P entjprechenden Schnittpuntt Q. Die belicbige Gerave @4, By
qiebt mit Hiilfe der Geraben A, B, und A B, einen Schnittpuntt F.
et ift PR die gefuchte Gerade. Jft ndmlich S der unerveichbave
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Snittpuntt, fo ift su den Straflen SQ, S4;, SB ber pum erjt:

genannten jugeorbnete Stvahl SP fonjtruiert

und bed Kreifed.

508

o

- 7

(/AN

forden.

VIL. Abnlidgheitspunkte wd Pascalfder Lebhriad.

54) Werben jwei Kreife M, und I, von einem Ddritten gleid)-
actig beriihet (b. 5. beide duferfich oder beibe inmerlid)), jo gebt

Tig. 98.
/""_h“-x_.
fice o =
|| /.'. |
— Ao /
75
rd

bie  Berbinbungslinie
per Beriihrungdpunite
durd) den dufeven Uhn-
lichfeitspuntt boun 2,
und M,. Bei ungleid)-
avtiger Beriihrung da-
gegent geht die Ler-
bindungslinie durd) den
J{hnlidyFeita-
puntt. DieBeriihrungs-
puntte find namlich bet
auferlicher Berithrung
imtere, bei inneclidjer

Berithrung dupeve Yhn-

iftteren

fichteitspunitte, Dildert alfo jebesmal mit A4, besiw. J, einte gerade Linie,
Nufgabe. Einen Kreid zu fonjtruieven, der wei gegebene Kreife
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gleidhartig (besiv. ungleidhartig) beriihrt, und zwar einen bdavon in

ement gegebenen Punfte. (Uuflojung tn:mclj.'s

55) Sap. Werben ziwei Kreife von einem dritten redt:
winflig gejdnitten, fjo gL‘ jen bie BVerbinbungglinien ber
Sdnittpuntte desd erfien Rreifed mit denen bded zieiten
burd die YUbhnlidhteitspuntte beider Kreife.

Beweisd. Jn Figur 39 iwerden die Kreife M, und M, von dem
Rreife M, in B,, B,, ¢, C, vedhtivintlig gefchnitter, {o ‘!af; M, B,
und M, B, Tangenten an M, find, die fid) in M, fdhneiden, tobei
sugleich) M, B, und M, B, af3 Tangenten an M, einander gleidh find.
M, ift aljo Mittelpuntt eined Kreifed, ber M, und M, in B, und B,
gleidartig berithrt, {o bap B, B, dburd) ben duperen JihnlichEeitspuntt A
bon M, und M, gehen mub.

Fig. 39
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Ehenjo fdneiben fidh M, B, und M, C, in M., leptever Punft
ift Wittelpuntt eined RKreifed, dber M, und M, ungleidhartig beriihrt,
jo baf die Geradbe B, €, durd) J, den inneren Whnlichleitdpuntt von
M, und M, gehen muf.

@benjp geht C,C, durd) A und C, B, durd) J. — Die Be-
vithrungsfreife entjdeiden bdariiber, ob der Sdmittpuntt bder dufere
pber ber inmere Uhnlichfeitdpuntt ift.

56) Padealider Sa. Die Gegenjeiten des Sehnen-
fedhdedd fdhneiden fid) in drei ‘Punften, die aunf geraver
Linie liegemn.




48 Geite bteilima: Geometrie der Gevaben und bed freijes.
Bweiter Beweis.®) In Figur 40 jer U ber Rreid mit dem
Sehnenfechded I ITIII IV V VI. Die Tangenten tn oen Gegett-
punften I und IV, II und V, III und VI gebent bie PMittelpunite
pon Rveifen M,, M, und Mgy, die dent Kreid M rechtivinflig jdhneiden.

oyl 40
7
) o
= uilBee R 1/
Al SN
> .'.” \‘“\ —— N
L i ;" Vol i \
x f i [’
L f /.' \-'\ o
f s "
fei At W 2%
'./f < . | f
I/ 4 A ™ >
N /
\
\.\ = /"' I
\\ G
2 - -
s
= ;
e :
\

Weil M, und M, von M redptivinflig gejchmitten werben, fo
mitffen die Lerbindbungslinten der Schnittpunite I und 17, IV
und V fich in einem Uhnlichfeitspuntte P der Rveife M, und M,
jdneiden.

Weil M, und M, von M redhtivinilig gejdnitten twerden, miiffen
ebenio die Gevaden II IIT und VI V durch einen Gnlichfeitspuntt @
ber Rretfe M, und M, gelen.

Weil M, und M, von M rvedhtwintlig gejdhnitten twerden, nuifjen
ebenfo I VI und III IV durd) einen (fnlichfeitspuntt B der Kreife
M, und M, gehen. Unterjucht man die J(fhnlichteitspuntte P, @, B
nad) Wrt der Fig. 39 mit Hitlfe von Beviihrungstreifen, o ergiedt

fich, dafs e3 foldhe jind, die auf einer Geraden liegen.

57) Folgerung. Nennt man bdie Seiten ded Sehnenfiinfeds
I, II, ITI, IV, V, fo fann man e3 ald ein Sedhged mit unendlich
fleiner ©eite VI betvadhten, deven Werldngerung eine Tangente ded
Sreifed geben muf. Demnady huneiden fich die Finfedafeiten T und 1V,
*) Dex erfte Vemweid findet fidh auf S. 3

-t

i.



VIL Apnlidteitdpuntte und Pascalidher Lehriab.

-
I

IT und V und auperbem die Seite III7 und bdie Tangente VI in
Punften P, Q, R einter Gevaden. (Kigq, 41.)
L Ml

Hufgabe. Die Tangenten in den Ecden eined gegebenen Kreis:
fehnenfiinfectd mit dem Lineal allein zu fonfteuieren.

Tig. 41
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Die Wuflojung ergiebt fidh aud Figur 41. Bemerfendmwert ift,

pap ber Rreid gar nicht vorhanden zu fein braudt.

58) @olgerung. Jn dhnlicher Art [ERt jih dad Sehnen:
pieved im Kreife al8 Sedhsect betvachten, jedoch in mehrfacher Weife.

on Figur 42 jet ABCD bad Rreidjehuenviered. Betradhtet
man A und C ol Doppelpunite, jo ijt e3 ein Sedhded, und bdie
Setten AB und CD, BC und AD und die Tangenten in 4 und (
fdhretdert jich in Bunften P, @ und B einer Geraden.

Betradhtet man B und D ald Doppelpuntte, fo jdneiden fid
AB und CD, BC und AD und die Tangenten m B und D in
Puntten P, @ und S einer Gevaden.

Dentt man fich dad BVieved itberd Kreuz geseichuet, 3. B. ald
ACBD, und betvadtet man 4 und B als Doppelpuntte, fo {dhneiden
fich die in A und B gezogenen Tangenten, die Geraben AC und BD,
und die Geraden AD und BC in Punften EKQ einer Geraden.

Sn demjelben BVievet betrachte man € und D ald Dovpelpuntte,
pann findet man ebenjo, baf KGQ auj einer Geraden liege.

Diejelbe Betradhtung am gefreuzten BVieved A B D C Ffiihrt davauf,
ba die Punfte HEFP einer Geraden angehoven. Wlfo gilt fol:
gender Sab:

Holymuller, Mathematil. IL. 2. Aufl. 4




0 Grite Abteilung: Geometric der Gevaden unb ded Kretjes.

Sa. Dic qeqeniiberfiegenden Seiten des Selnenvieveds
im @reife und ded burd) jeine Eden gelegten Tangenten:
pievedd {dneiden jid) paariveife in bier Runften, die auy

fanl

einer Gervadben liegen. Die Diagonalen Dbeider Bierede

jdhneiden fich famtlid) in einem Bunfte, die ded Tangenten:
viereds gehen zugleidh) dbuvd) die Sdnittpunite ber Geger=

jeiten bed Sehnenviereds.

Bemerfung. DBetvadhtet man in Figur 42 EFGH als voll-
jtanbiged Bierfeit mit den Crginzungdeden B und S, jo ergeben jich
P, Q, R, S, ehenfo E, G, K, Q und H, F, K, P alg harmonijde
Punftgruppen. Durd) Projeftion von H bezw. F aud [iegen aud
aunf AQ und BQ DHarmonijhe Punftgruppen. Entjprechende Be:
tradjtungen fiir a3 Bievet ABCOD geben aud) auf DP und AP
parmonifche Puntte. Demnad) find aud) die Diagonalen beider Bierede
harmonijde Strahlen.

Steht AC fenfredit auf BD, jo ift das dupere Bieved ein
bicentrifched, . h. ein Tangentenjehnenvieved. Pievaus ergeben fid)
fitt bicentrijhe Bievede jzahlreihe interefjante Eigenfdhajten. Der
Xall der Symmetrie ift befonberd leiht zu Dehanbeln. |

59) ®olgerung. DBetvacdhtet man bdie Eden ded Sehnendreieds
(Fig. 43) ald Doppelpunite, fo jdneidet fidh nad) dem Sedhdeciabe
jebe Seite mit ber Tangente ded Gegenpunites jo, dap die Sdhnitt-
puntte P, @, R auf einer Geraben liegen.

Da aud) die Beriihrungstrandverjalen A4, BB, und CC; fi




VIL Afulichieitdpuntie und Pascaljher Lehriag. Hl

nady MNr. 38 in einem Punfte K jdneiden, fo erqiebt fich durch Pro
jeftion ber Figur unter Weglafjung ded Kreifes eine entjprechende, bei
ber jedbod) nidht mehr der Um-Rreid von ABC zugleidh der Jn-Kreid
bon 4, B,C ift. Uud der neuen Figur aber erfennt man den

©at: Bieht man in einem Dreied von den Eden aus
Gervade durd) eimen LPunft Hi8 3u den Gegenfeiten, und ver:
bindet man die Sdnittpunfte auf ven Gegenjeiten mit ein:
anver, jo jdneiden die Seiten ded neuen Dreiedsd die ent
fprechenden ded urfpriingliden in Punfien P @, B, die auf
einer Gevaden liegen.

wig. 43.

Bemerfung. Der Beweid ergiebt fich ohne Projeftion aus

Solgenbem: Betvadytet man AKBC, al8 vollftandiges Biexfeit, fo
jmmd By, 4,, €, R Hharmonijdhe Punfte. Ehenjo giebt das Bierjeit
A, CKB bie harmonijhen Puntte B,, C;, 4, Q. Bon B, gehen alfo
sivet Gruppen Harmonijcher Punfte ausd, jo daf die Gervaden CA
A, €, und RQ fid) in demjelben Punfte P jdhneiden miifjen.

[}

60) Vemerfung. BVejeichnet man jebe Parallel- und Central:
projeftion be3 SKreifes afg einen Kegelfdnitt, fo geht die Pascaljche
Figur am Kreije durd) die Projeftion in die entfprechende Pascaljdhe
Figur am Kegeljdynitte itber. Da die Geraden dabei Gerabe bleiben,
jo gilt der Pagcalie ©ab mit feinen Folgerungen von jedem
RKegel{chnitte.




b2 Gyfte Abteilung: Geometrie ber Gevaben und ded Hreijed.

VIIL fjacmonifde Punkte und Stvahlen am RKreife.

(Pol und Bolare.)

61) S Fig. 44 find von A aud Tangenten AP und A¢Q an
einert Kveis gezogen, jo daf die Berithrungsjehne P fenfved)t auj ver
burch ben Mittelpuntt gelegten

Fig. 44 Gefante AD fteht. Dabet

ift, wenn man nody PO

/ N und PD 3ieht, o=,

ey | e md <Cea, = < (farum
e ) ;-'~_.-=_ | ] ‘~, beided?), o daf y =<1 o
&) | B iit. Da auperbem << CPD

= 90" #ft, jo it << APB

= & o und fein Nebenwintel Halbiert,

g folglich find bdie bon P aus:

gehenden Strahlen Harmo:
nijdhe, und daher A BCD Hharmonifdhe Punfte. (BVgl. Teil I. Nr. 169.)
golglich gilt der Sah:

Saf. Die von einem Punfte auBerhalb desd RKreifes

purd) deffen Mittelpuntt gelegte Sefante ift durd Rreid
nnb Berithrungs:
febhne Harmonifdh ge:
Tdhnitten.

Hig. 45:

62) Berbinbet man
nun  einen  beliebigen
; Puntt Z bder Peripherie
it Den bejprodhenen
= o Runtten ABCD, o find

Z(ABCD) Harmonijdhe
Strahlen. Weil aber bdie zugeordneten Stralhlen CZ und DZ

auf einander fenfredt ftehen, fo ift << AZB Dalbiert, Folglich
TS A S _ SRR L ek R [ g Re
57— no. Do affo aud) ber Punft Z auf der Pervipherie liege,

ftetd it bas BVerhilinis BZ bagfelbe. Bezeidyuet man A7 jededmal

mit p, BZ mit ¢ und dad Tonftante Verhaltnis mit ¢, Jo fann man
abgetitrzt fagen:

Der freid ift vie KQurve fonjtanten Verhaltnijfes oder
bie Rurve £ = ¢
q

1
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VIII. Havmonijde Puntie und Strahlen am RKreife. 5

L

63) Aus y — y, folgt ferner BEC — CF (aleiche Peripherie-
toinfel, gleidhe Bogen), aljo ift aud Griinden der Shmmetrie gegen den
Durdymeffer <C CBF = <  CBE. Da ferner PQ L CD, fo find
bie von B audgehenden Strahlen harmonijde, aljo A G EZ Hharmonijde
Puntte. Folglich:

Saf. Jede durd) A gehende Sefante wird dburd die
u A gehorige Berithrungdfehne hmmmmtﬁ geteilt.

64) Bieht man von A aud beliebige Sefanten AF und
bie den Rreid in G und F jdhneiden, und verbinbet man die Schnitt
punfte auf alle Urten,
fo ‘r”rcﬁi' ein  bolljtan- f Sk
biges Bierjeit BCDEFG,
befien Diagonalen harmo- :
nijd) geteilt find. Demnach | J A&
finh AJGF unb AHEC e
havmonijdhe Punfte. Folge: A4—— :
fich mufy die Berithrungs- EX_ ==y
fi‘f]m‘. pont A dburdy) H und i

J gehen, b. §. BD ift su:
gleid) die Berithrungsdiehne
PQ. Demmnach gilt bdex

@an. Bieht man

bon einem ‘Punfte A4
auferhalb bved Krei- Vg
fed smwei Setanten, jo
fdyneiden fid) die BVerbinbungslinien der Rreisd{dnittbuntte
paarwetie auf ber Beriihrungsjehne von A.

65) Legt man beide Sefanten unendlid) nabe anetmanbder, fo
giebt dag eine LPaar von Verbindungslinien unendlid) furze Sehnen,
derent BVerlingerungen Tangenten find, WAnch diefe miifjen jih auf
per Berithrungsfehne fdneiven. Folglich:

"“"al; Bieht man von einem Punfte A auperhalb bes
Rretfed beliebig viele Sefanten, fo lirncn bie Sdnittpunite
nlin mqv‘wiuun FTangentenpaare auf einer geraden Linie,
per Berithrungsiehne von 4. (Fig. 47.)

Aujgabe. BVon einem Punfte 4 aupBerhalb ded Kreifes
an diefen mit bem Lineal allein Tangenten zu fon:
ftruieren.




H4 Erjte Abteilung: Geometrie der Geraben und desd Fretfes.

Fig. A7 Pean  ziehe
Jivel AGF uno

3 S AFEC (Fig 46). GC und EF
4 geben einen Sdnittpuntt D,

, GE und FC einen Sdnitt-

X _ |/ punft B. BD {dneidet den

Qreid in P und . AP und

AQ find bdie gefuchten Tan-

e genten.

66) Sind in Fig. 48

A BCD biefelben harmonijchen

Bunkte wie vorfer, und ijt KL

bas Lot tm Punite 4 auf AD,

jo fpielt KL in Bezug auf B

diefelbe Nolle, twie vorher PO

in Beyug auf 4. JFIndbejondbere wird jede durd)y B gelegte
Sefante durd) den Rreid und KL Harmonifd geteilt.

St 3 B. ZBFV in Fig. 49 die willfiivliche Sefante, und zieht

man von Z ausd nad) 4, ¢, D Gerabde, o ijt, wie vorher, der Peripherie-

wintel BZE Galbiert, folglih £C = CF, folghidh, wenn man AF

Tig. 4
vt
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gieht, < FAE ausd Symmetriegriinben Balbiert. Da  auferdem
KL _| AD, jo finb die bon A audgehenden Strahlen harmonijdhe,
folglid) aud) VBFZ Harmonifhe Puntte.



VIIL. Harmonijche Punife und Straflen am fretje. 1515

67) Biebt mai durch einen innerhalb de3 Kreifed liegenden Puntt B
sivei beliebige ©ehnen, und vecbindet man ihre Kreidjdhnittpuntte
auf alle Acten, jo ex:
halt man Sdynittpuntte
K und L auperhalb
beg  Rreifes. Sm
pollftandigen BVierfeit
CEGFEL ift bie o
Diagonale GC hHav- e
monifd) geteilt, eben= . -~ ;
o EF.  Weil aber
CGBP und EFBQ = <
harmonijdhe  Puntte P
find, jo mufp KL bdie e
Qinte Jein, bdie man e
erhialt, tenn man ~p
auf dem durd) B ge- '
fegtenn Durdymeffer im vierten harmonijden Punite 4 em Qot errichiet.

Qegt man die Sefanten durd) B unendlid) nabe aneinander, {0
erhilt man, ie oben, in den Gnbpunften Tangenten, die jich auj KL
jdhneiben.

68) Mennt man nun cinen Punft P, mag derjelbe inmerhalb
pdber auferhald des Rreifed liegen, einen Pol, und bezeidhner mran
pag auf dem durd) P gehenden Duvcdhmefjer im zugeorometen Harmo:=
nifchen Punfte ervichtete Qo ald Polave, jo fann man bie obigen
beiden Gruppen von Sipen und Aufgaben einbeitlich in folgende
sujammenfafjen:

Sede durch bem Pol gehende Sefante wivd durd) Kreis
ind Polave in harmonijden ‘Emit‘*ru gejchnitten.

Jieht man durch den Pol ziwei Sefanten, und verbindet
mai ihre Rreidjdnittpuntte auf alle Wrten, {o fdneiven
jid) pie BVerbinbungslinien paarweije auj ver Polare.

Darauf beruht die Lonjtvuttion der Polave zu einem gegebenen
Pol mit dem Lineal allein.

Bieht man durd) den Pol beliebige Sefanten, jo liegen
bie Sdnittpuntte zujammengehiriger Tangenten auj der

Bolave.
Nun ift aber der Schnittpuntt jeved Tangentenpaaves der *Pol
ae Beriihrungsfehne desjelben Baaves, die mun ald Polave u be:

tradhten ift. Folglidy:




06 Erite Wbteilung: Geometrie dber Geraden und bed Rreifel.

Dreht fidh die Polare um einen feften Punft, jo be:
tweqt fid) ber Pol auf einer Gervaden, der Polare des fejten
LPunttes.

Bewegt jid) ein Punft auj einer fejten Gerabden, {o
prebt fid) jeine Polare um einen fejten Punft, den Pol dber
Geraben.

Qiegen aljo dret Punifte auf einer Geraden, {o {dhneiden
jich ihre bdbrei Polaven in einem Punite. Gehen bdrei e:
rabe durd einen Punit, jo liegen ihre drei Pole auf einer
Geraben.

Der Sdnittpuntt B zweier Polaren p und ¢ ift dex
Lol der Verbindbungslinie » der zugehorigen Pole P und @,
und umgefehrt

69) Nufgabe. Den Pol einer Geraden mit dem Lineal allein
st fonjtruteren.

Auflojung. DMan fonftvuiere die Polaren p und ¢ it gtoet
beliebigen Punften P und @ der Geraben. Der Sdhnitt von p und ¢
1jt ber gejudyte Pol

Bu jebem aud Punften und Serabdett beftehenben Gebilde fann
man alfo mit Hiilfe eined Kreifed ein anbeves Gebilde fonftruieven,
indem man ju jedem Punfte die zugehivige Polare, zu jeber -
radben Den zugehvigen Pol beftimmt. Man nennt bdiefes neue Ge-
bilbe die Polarfigur bed gegebenen Gebildes (ober aud) bie
veciprofe Figur).

[Da jedem Punite auferhalb des Kreifes eine den Kre |'1']1w1‘u‘u‘w
Lolave entjpricht, jebem inmerhalb gelegenen -eine Hvt Rreid nidyt
jchueibende Polare, fo gilt al8 Btvifdenfall der eines auf dem RKreife
liegenben Punited, bdefjen Polave den RKveid tweder {dhneidet nodh) gar
nidt trifit, b. . die Tangente im Punfte felbft. Der Mittelpuntt
nes h1.J:L‘.1]L‘-:~ Dat feine Polare in uuendl Hf}tt Lnfﬁ‘munq (Gigentlich
mitfte man ihn al® unendlich feinen RKreis betvachten und iGm wunz
endlich viele Polaven zujdhreiben, die in muﬁhd er Entfernung liegen.)
Cbenjo Dat jeder Durchmeffer feinen Pol in unendlicher Entfermumg,
aber auf dem fjenfrecdht auf dem erfteren ftehenden Durdymefjer. |

Aus den Eigenfdjaften jeder Figur fann man Sdliffe auf die
Polarfigur ziehen. Ausd gewifjen Saben {iber Punfte auf einer Ge-
vaden fann man jolde itber Gevade durd) eimen Punft (und um-
gefehrt) ableiten.

70) [Eine merfwiivdige Bestehung ergiebt fich, wenn man jur
Sigur ded volljtdudigen Bierjeitd mit feinen Harmonifdhen Vuntten und
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Strahlen dierveciprote Figur &ig. 31.
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71) €at bes Briandon. Die Verbindungsdlinien bder
Gegeneden bes Tangentenfedsfeits fdhneiden fid) in einem
Tuntte.

Beweis. Die Polarfigur su I 1L III IV V VI in Bezug auf
ben einbejchricbenen Kreid (Fig. 53) ift das Sechdect ber Beriihrungs-
puntte mit den Seiten 1, 2, 3, 4, 5, 6. Die Gegenfeiten 1 und 4,
9 und 5, 3 und 6 bes lepteven jdhneiden fih nach Padcal i drei
Bunften P, Q@ und R, die auf einer Geraden liegen. Dem Sdmnitt-
punfte von 1 und 4 entfpricht aber ald Polare dbie Verbinbungslinie




H8 Erjte Abteilung: Geomeirie Der Gerabern und ded Kretjes.

port I und IV, dasjelbe gilt bon 2 und 5 beztv. II und V, basjelbe
port 3 und 6 beyw. IIT und VI Da aber P, ¢ und B auf emer
ervaden fiegen, fo miiffen ihre Polaven 11V, IL V, 111 VI fidy in
einem Punfte, dem Pole diefer Geraden, jdhneidern.
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72) Bemerfungen. Der Sab gilt aud) vom Tangentenjedsfeit
mit fid) jhneidenden Tangenten. Mit dem Briandjon-Sape [ajjen
fid) biejelben Spesialifierungen vornehmen, wie mit dem Pascaljdhen.

Betradtet man 3 B. in Fig. 54 am Fiinfjeit 7 17 IIT IV V
bie Gerade 7 V als Doppellinie, jo dap der Beviihrungdpuntt (VI)
der lebten Seite als Cdpuntt VI eined TangentenjechSeds betradhtet
ird, tweldhes dort emen Wintel von 180Y bat, fo jdneden fich I IV,
II V und III VI in eimem Punfte. Der barin liegende Sah likt

1

fig fleicht in Worlen ausdriiden.

73) Unfgabe. Bei einem gegebenen Kreidtangentenfiinfieit jollen
pie BVerithrungspuntte ded nicht gezeichneten Kreifed mit dem Lineal
alletn fonjtruiert fverden.

Bemerfung. Sieht man do3 Tangentenvievieit und ded Tan:
gentendbretfeit am Sfretfe ald3 Speztalifierungen ded Sechadfeitd an,
jo ergeben fich bdie fritheren Figuren und Sdbe, jedod) von einem
neuent Gejichtdpuntte aud betradytet.

Die aufievordentliche Bebeutung der Lehre von Dden reciprofen
Polaven und ded Pascalfden und Briandonfden Saped beruht
darin, dap beide bei ber Projeftion erhalten bleiben, obiwohl der Kreis
babei in einem Regeljdhnitt iibergeht. Davaud mwerben fid) fpiter
anberiveitige ©age und eine Fitlle von Ronftruftionen ergeber.
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74) Bemerfung. Aus der erften Figur diejed Kapitels ergiebt
fich nody eine merhviirdbige Veziehung. [ ber Proportion

AC:CB = AD:BD

AC— AM —r,
AD=AM —[— 7, \
0B —r— BH, S — |5
BD— BM + r, ' :

jo pap man erhalt:

Die Provufte der inmeren und auferen Glieder find gleid), uno
and ber entjprecdjenden Gleihung folgt AM - BM = 2, ober aud
MA-MB — re.

Nimmt man dent Nadbiud ded Kreijed ald Lingeneinbeit an, fo
bat man MA- MB =1, aljp

1 : 1
e — R :
MA 78 B A
Sebem Punfte A f‘:m"r]*e bed Rreifed entjpridt alfo
gin 111111.,[_1(11-;1 pesd R '[1' gelegener B, deffen ,Radiug”

pet umgefehrten ‘E':h:rz' lni_, und umgefehrt entipridht jedem
inneren Puntte ein duBerver nad demjelben Gejehe Der
siveite Buntt legt jededmal auf der Polave des erjten und auj dem
augehorigen Durchmefjer. Er ift aljo leicht zu Fonflruieren.
Diefed Abbildungsprimyip bezeichnet man ald die Abbilbung oder
Spiegelung mitteld reciprofer Radien. E3 trdgt auch) dben Namen
ber Snberfion. Den Mittelpuntt des fpiegelnden Kreijes nennt
man 'm*-.-i Gentrum der Suverjion. Einige Sipe bdariiber jollen
m Folgendem®) abgeleitet werdeitt

#) Rapitel IX und X und die fich anjchliefenden Berithrungdaufgaben
und fartographijden BVetradtungen Idnnen am Gymuafium jelbjtverftindlid)
itbericilaqen werben. G2 Bandelt fich aber dabei um einen Ubungdjtoff fo
anvegender Mrt, daf ber Werfud), durd) ihn eine NReihe veralteter und geijt-
totender Sonjtruftiondaufgaben zu erfehen, dringend anguraten iff, befonberd
audy im HindbliE auf die mathematijhe Geographic und Kartographie.
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IX. Mic Inverfion oder Spiegelung™) mitiels reciproker
Radien,

75) S Fig. 56 fet M ein Kreid mit Radud MC = 1, KL

(]
1
eine belichige @evade, 4, ihr Pol, alfo nad) 74) M4, = o0
T Die Polare b jeded Punftes B
Z ' auf der Gevaden geht durd) 4,.
= Dabei it b L BM, folglich

fiegt By, dad rveciprofe Bild
vont B, auf einem Rreife, ber
MA, zum Durdymeifer - hat.

£ : Der unendlid) ferne Bereidh
e \  Der Gevaben KL entjpricht bem

4 POJM N et 1 > :

Ap— - — ¢ Puntte M, beun -~ = 0. Wljo:
' Das veciprofe Bild jeder

' GervabeninBezugaufetnen
e Kreis ift ein Kreid, bder

| burd) den Mittelpuntt M
Kl beg fpiegeluden Rreifes

und den Pol 4, der Ge-

tadben geht und bdie Werbindungslinie 4, M jum Durds=
mefjjer hat.

Riegt bie Gerade gang auferhalb bded {piegeluden Kreifes, fo

~
&

fiegt Das JInverjiongbild gany innerhalb dedjelben. Sdhneidet jie den

Sreid, fo geht der entfprechende Rreid durch bdiefelben Sdnittpuntte.
Beriihrt bie Geradbe den fpiegelnden Kveid, jo beviihrt der Bildkreid
in bemjelben Punfte. Geht die Gerade durch I, fo entjpricht fie fidh
jelbft, fo Dafy ber inmere FTeil daz BVild ded duBeren ift.

76) Sdneiden fid) in A zwei Gerade KL und PQ unter einem
BWinfel «, {o entfpredhen ihmen Dbei bdiejer Abbildbung zwei SKreife
purd) A, und M, bie fich dort unter demjelben Winfel « jhneiden,

*) Der Name Spiegelung empfiehlt fich aud phyjfitaliihen Griinden.
Mean vergleidje die ijothermijdie Spiegelung und die NMethode der elefirijhen
Bilber. Mit der optijdien Spiegelung Hat allexrdingd die veciprofe Spiegelung
nmidytd su thum, jie entjpricht aber gang der optifdien Spiegelung gegen bdie
Gevadbe, wad fid) ofort zeigen wird. Man jagt ftatt Jnverfion audy wm-
gefehrte ALbilbung.
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toeil agd) ihre Durd)- tig. o
meffer bei M diejen L

Winfel bilben. Weil

bie Wintel ber Ge-

raden durchA und die : B

per  entfprechenden [ Z
Sreije durd) 4, gleidd " :
find, nennt man dieje A =y A
Art pon Abbilbung T e

eine winfeltrene i \
(ifogomnale).

Dem Stral
(enbiifhel durd
A entfpridht dad K
Kreigbiifdel purd
A, und M, Die fid) entjpredjenden Winfel ftimmen iiberemn

77) Nufgobe. Was entipridht bei der veciprofen Gpieges
fung einem beliebigen Rreife ber Ehene?

Wuflofung. Jn Fig. 58 jet M ber fpiegelnde Kreid mit Radius 1,
M, der gefpiegelte mit Rabdbiug r,. Man ziehe die Centrale MM,

big B, und duvd) I bdie belicbige Sefante MC,, worauf man C,
mit A4, und B, verbinde. Man bilde die veciprofen Bilver 4,, By, O,
vort 4,, B, und C; und verbinde C;, mit A, und B,. Da MA,-MA,
— MB,- MB, — MC, - MC, = 1 ift, fo find die Dreiede MA,C,




—
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unb MA,C,, ebenfo MB,C, und M B, C,, die jamtlich den TWintel
M enthalten, einanber dhnlich, fo dap bie Winfel 5, und B,, chenfo
bie Uupenvinfel ¢, und «, gleid) find. Demnad) ift aud) 180 —

(0 + B,) — 180" — (&, + ), b 5. X 4,0, B, — < 4,0, B,.
Da aber lebterer gleidh 90° ijt, fo ift 9 4,0, B, ein Rechter. it

= f

§
aljo der Rreid M, der geometrifdhe Ort von €, jo ijt der geometrijche

- pon
Ort pon C, ber Kreid mit dem Durchmeffer 4,B,.

1y
2

9113 MA, - MA, — MB, - MB,
jolgt fermer MA,: MB, = MB, : MA,,
ober (MM, 4 ry): (MM, — 7)) = (MM, + ) : (MM, — ),

eine Proportion, die aud MM, :r, = MM, :r, vber MM, : MM,
= r, : 7, abgeleitet ift. Der Luntt M teilt aljo die Gerabe M, M,
auerlidh im BVerhaltnid r, : 7y, M ift alfo der dufere Ahnlichfeits-
puntt der fidh entjprechentden RKreife M, und M,. Folglich:

seder Rreis geht dburd) JInverfion in einen anbderen
Kreig fiber, und jwar ift dbad JInverfionscentrum duferer
AhnlidhEeitspuntt ber jid entjpredhenden Rreife

Died folgt auch) ofne Rednung ausd der perfpeftivijchen Lage
per einander entjprechenden Punfte. :

78) Liegt der abzubildende Kreid gany aupBerhalb bed Jnverfions-
fretjes, jo fallt fein Bild gany innerhalb bdesfelben. Umidliept ex
ihn, jo toivd bas Bild vom Juverfionstreife umidloffen. Konzentrijdher
Rreis giebt fomgentrifdhen Rreis. Schneidet der Rreis den Jnuverfions:

freis, jo {dneidet ber Bildfreis diefen
in denjelben Punften und unter
e e A gleichen, aber entgegengefesten
: _ N Winfeln, tie aud bem Bilbe der
/| Tangenten im Sdmittpuntte folgt.
\ /  Beriihrt der erftere Kreid, jo be:
ard o 1‘1"11E11;'r un_r{} ber lebtere. (_‘évljlt ber
G — N\ erftere  durd) Ddad  Suverfions-
f ; centvum, jo wird dad Bilb eine
\ A Gerade.
N : Sdneibetderabzubildbende
- frei3 den Jnberfionsdfreisd
vedhtwinflig (orthogonal), jo
entipridt dev erfteve jid) felbft. Jn Fig. 59 ift ndmlid fiiv die
;IE-IE;-i" pa M Ay - M4 = M B*
= 1"=1 ift. Beibe Kreife finnen ihre Rolle vertaufden. Ieder

belicbige ©efante MA MA, =
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Durdmeijer des einen ift infolge ber Polavenbeziehung
purd) den anberen Harmonijd geteilt. — Wird ber Suverfions:
freid I von iwei andeven rechtwinflig gefchmitten, und fdneiden fich
biefe Deiden in einem Punfte X, jo fdmeiden fie fih) aud) in dem

s A reciprofen Puntte X,. Ule Kreife duvd) X und X, jdhneiden
den Snverfionsfreis recdhtwintlig. Die Tangenten von I an die Kreife
purd) X und X, find alfo jamtlichy von gleidher Lange.

79) Werben et fich jchneidende Kreife duvd) einen Jnverfions-
freid ﬁbgdh[b. t, fo [dneiden fich die Bildtreife unter demfelben Wintel,

Fig. 60
/
'y
/. ., iy b
s o "
o g / "y
' 4 \.‘ -“ \\ ; - i
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benn die Bilder der Tangenten im Schnittpuntte behalten Den Linkel
bei. Folghd):

$Hat man ein Qreisbiijdel durd zwei Puniie und nie
sigehdrige orthogonale Kreidjdar, und madt man irgend
einen ber Biifdhelfreife zum Jnuverfionsfreije, jo geht jeder
Bitjhelfreis in den Bitjdelfreis fiber, der den Jnverfionsd:
freid unter dem entgegengefepten Winfel jdneidet, uno
ieber Rreid der Sdar geht in Jich felbft iber. Jn drejem
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Sinne ift die Gefamtfigur su fid) jelbjt reciprol Madt
man einen Der Rreije der Sdhar jum Superfionscentrun,
fo entfpridt jedber Bitjdeltreis fid jelbft, und jedber Kreid
per Sdar geht in einen anderen ber Sdar jo i ber, da
ba8 Jnverjionscentrum Guferer Yphnlidhteitspunit fir je
ytoei Jid) entjpredenbde Rretfe iit.

(= >0

80) Madyt man einen der Bitfdelpuntte yjum JInverjions:

centrum, jo geht durd rveciprote Spiegelung vas Rreid-

bitfhel nebjt der zugehbrvigen Rreidjdar in ein Strahlen:

bitfdhel mit der zugehdrigen fongentrijen Kreidjdar iber.

Bwifdhen diefen beiden Figuven be-

ig. BL. jtefen intevefjante Bey stehungen®). Der

T Symmetrie (oberwirklihen Spiegelung)

gegent jeben Strahl bded GStrahlens

bitjcheld entipricht die veciprofe Spie:

gelung gegen ben entjprechenben der

Bitjhelfreife. Sindb fiir einen Dber

fonzentrijchen Rreife bie beiden benadh:

: | barten Rreije u einanber reciprof, jo

s findet Dadfelbe flix bdie Rreife Dbex

' ; Sdyar ftatt. Folgen die Strahlen des

e CStraflenbitjchels unter gleichen Win-

feln aufeinanber, fo findet basfelbe

fitr die eingelnen WBitjchelfreife ftatt.

Dem Mittelpuntte der fomgentrijchen RKreididhor entjpridht nidt der

&Tj‘utﬂ'nnu" eines der abgebildeten RKreife, jonbern der Sdnittpuntt
bes RKreishiifdeld, der fiir jeden ber Sdhar epcentrijch liegt.

81) Folgen bdie einmgelnen Individua Dbeider Kurvenjdhaven fjehr
bicht aufeinander, fo entjpricht jebem Hleinen

oiet JRedted” der eimen Figur ein dhnliches fleines
Ds=nt D, Nedted” in der anderen. Vetrachtet man nimbid)
A4S0 bie Begrengungen der fleinen Rechtede und ihre
el A S Diagonalen ald gerade Linien, jo jind wegen der

Winfeltreue die fleinen Dreiede, aljo aud) die

-
Redtede, dhnlide Figuren. Sind die fleinen Redtecde der Fig. 61

) Fig. 60 1jt aud) in Beaug auf phyjitalifdie Verhalinijie von Widhtigleit,

. B, lGft man in einem der Bitjcdpelpunite einen eleftrijdhen Strom w eine
_11.1.1] p Metallplatie einfretenr, tm anberent andfreten, jo geben bie Bitjdellreife
bie Gtromlinten an, wdfhrend jeber ber anberen Kreije die LPunfte gleicher
eleffrijdier Spannung angiebt.
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—

unter einander dfulidh, jo gilt e auch von Fig. 60. Darf man fie
2. B. in der einen ald fleine Duadrate™) betvachten, jo ijt dies aud)
in Der anberen der Fall. [Beide Jeidhnungen find aljo in den Heinjten
Teilen ahnlich, wihrend bei groferen Teilen die Ahnlichfeit aufhort.
Diefe , Konformitat” ijt eine Folge der Winkeltveue.

82) Aud) anberen Kreifen der Fig. 60 entjprechen Kreife der
Sig. 61. Beidhnet man 3 B. awijden el fomgentrifen Rreifen
per Fig. 63a eine Neihe von Berviihrungstreifen, fo liegen ihre gegen:
feitigen Berithrungspunfte auf einem RKreife, der ber Snverfionadfreid
fiiv die gefamte newe Figur ift. Madht man alfo dadfelbe bet Fwei
nidjtfongentrijhen Rreifen Dder Fig. 63b, fo Liegen audh jet Ddie
Berithrungdpuntte auf dem Jnverfionsfreije. Dem Tangentenbitjdel

wig. B8 b

o
wig. B3 a.
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i/. . — / g =
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| == Vsl \ \ ) R =1
\ . S \ E 3 N Py
\ St 1 : \
N x
\ \\_‘ N I < 4
-‘\ = S . S
N gy M
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in Fig. 63a entjpricht dag Dberithrenve Kreidbiijcdhel in Fig. 63D,
pen fonftanten Winfeln ded einen entfpredhen Ffonjtante Winfel beim
T A : o S 4 H ol e | Foye A Tk EpT 2w Eat wher T
¥) Nolgen die Strahlen in Fig. 61 unter dem Wmlel aufetnanoer, {0
J i L - 73 T2 -
barf man die Fleinen MNechtede ald Duabdrate betvadien, jobald die JRabdien be-
H e
nachbarter fongentrijdher Kreife im Verhdalinis 1:e™ ftehen, wo e = 2,7182818...
die Bajis der naticlidhen Logarithmen ift. Jjt diejed Verhilinis bevedynet
und ein einiged Wal fonftruiert, jo exgiebt jid) dad gejamte Nep vbon Vuadraten
durd) einfache Ahnlichfeitdfonfteuttion, denn jeder Nadiud it die mittlere
Proportionale zwijden zwei benadjbarten. Den elementaven Betweid fiir dieje

widhtige Beziehung, die den Jujammenhang zivijhen der Mercatorfarie und der

Rolarfarte nach Hibpard-Piolemdaud erqiebt, findet man anbangsweije am
A . T 3 ! L
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anberert.  (Uud) bie ga‘ntfttuidjnit[idjun Tangenten gefen durd) einen
Puntt, ofhne jedod gleiche Wintel zu bilben.) Sdfiet in Fig. 632
bie ge; L‘llf]l'lt Qreidreife nad) einemn Umgange, jo fchliefst fie jededmual,
et man auc) anders anfangt. R Dasdfelbe gilt and) von bder nidt-
fL‘-"lI}EiltlI'H.hL‘tI %ig. 63b, tvad auj an iherem TWege nur jdwer zu bes
weijen ift. Jeber mlmf Qreis per Sdar, der bie Kreidreibe jdneidet,
ichreidet jamtliche Beriihrungstreife unter fonjtantern Winfel. (Die
en 1Jr11u11um‘-1 Siipe iiber die Berithrungsireije awijcen ziwei Bitjdhel-
freifen toerben dem ©ditler itberlaffen.)

sy

83) Wufgabe. Bu swet Jid) nidt fhneidenden Kreifen
benjenigen Juverjiondfreis ju finben, ber bden eimen in
ven andeven vermwandelt.

ufldjung. Man juche zu den beiden Kreifen M, und M, den
duferen Jignlidhfeitapuntt B Durch M lege man eine h'_‘llk.l}ig]i.‘.
CSefante, die 3wei Sdynittpunite 4 und A4, giebt, welde nicht 3u ha:

rallefen Rabien ber
beiben  qeqebenen

Rreifegehbren. Dev
_ N\ Rabdiusd Dpes ge-
\  fudhten Jnverfiona:
i i | treifed M ijt mitt:
G | % B\ = | lere Proportionale

SR e / ywifden M4, und
sy o e ot < =4 MA,. (Dasjelbe

i | ' qilt bon den beiben
\ [

- ! anberen  Sdnitt:
j punfien der Ge-
Y : fanten.)

g =i Hemerfung.
Der  JInberjions:
pabiud ijt zugleih bie Ldange der ‘Tangente von M aqud an jeden
Qreid w, Der die beiben gegebenen gleihartig Devithrt; ebenfo an

jeben Qreis w,, dev bie beiden gegebenen vechtimintlig ichneidet.

84) Aufgabe. Bu zwei jidh jdueidenden Qreifen den
Snverfiongfreid zu fonftruieven, bder bem einen im Dden
anberen vermwanbdelt

ufldjung. Man fonftruieve Ddemjenigen bdurd) Die Dbetben
Sdnittpuntte gehenden Kreis, der den portigen duperen Sdnittiviniel
halbiext. Ober:
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Man {dhlage um den duferen Uhnlichteitspuntt beider den durch
pie ©dnittpunfte gehenden Kreis.

Bemerfung, Hat man einen Kreid in einen anderen vevmwandelt,
jo entfpridht bad Jnnere Ded einen entieder dem Sumeven oder dem
Yuferen Dde3 anderen. Macht man ihn felbft zu eimem nemen S
perfiondcentrum, fo vermanbelt fich jein Jnnered in ein Jupered, und
die vorigen Beztehungen wedjeln.

85) Uufgabe. Bu zwei jidh nidht {dhneidenden Kreifen
einen Jnberjiondfreid zu finben, dev beide in fongentrijde
fretfe verwandelt,

Nuflojung. Man ziehe durch den duferen Uhnlichteitspuntt eine
Sefante, die in Punften 4, und A, jdneidet, die nicht ju pavallelen
Rabdien gehiren. Die Tangenten in diefen Punften geben nady 55)
ben Rabiud einesd vedhtwinflig jhneidenden Kreifed. Diefer dhneidet
bie Centrale in den Bitjdjelpuniten X, und X, ded orthogonalen Kreid-
bitjchels. Macht man einen bdiefer Punfte zum JFnverfiondcentrum,
fo entftehen aud den beiben gegebenen Kreifen fongentrijdhe Kreife, denn
bad Rreisbitfhel durd) X, und X, geht in ein Strahlenbitjdel iiber.

86) Bemerfung. Die Dbefprodhene Jnverfion berubte auf bder
Besiehung AX, - AX, = 1. Man fann oud) 4X, - 4X, = — 1
feben, damn liegen X, und Xy auf ver{diedenen Seiten von A.
Darausd evgeben fich entjpredhende RKveidbeziehungen, tvie vorher,
jedod) tritt ftetd ber innere Ahnlicheitspuntt an Stelle des
Gueren. Wejentlich neuesd erqiebt jich dabet niht. €2 Hanbelt fid)
nur wm die fritheve JInverfion berbunden mit Umitlappungen um zivet
aufeinander jenfredite, durc) dad Jnverfiondcentrum gehende Achien,
jo dak man dbie Operation al3 bie negative Jnberfion bejeihnen
fann.  (QJede Strede der Jmberfiondzeichmung twird in die entgegen:
gefebte vertandelt.)

X. Potens und Potemslinien.

87) Qiegt ein Punft P auferhalb ded RKreifes, jo ijt fiir jede
pon ihm audgebende @efante PA- PB = ¢*, aljo eine fonjtante
pofitive Grife, ndamlich dad Quadrat der von P aud gezogenen Tans
gente (Fig. 65).

Liegt er dagegen innerhalb, o ift fiir jebe dbuvd) ihu gehende
Gefue PA - PB = — ¢® wo s die Halfte der fleinjten durdh P
gehenden Sehue ift (die durd) P Hhalbiert wird). Dad negative Feichen
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Ak LY

ijt deshalb gemommen, tweil P unh PB Gireden von euntgegens
gefebter Richtung firtd, todhrend beide im porigen Falle gleichgeridytet

Sig. 65, ig. 66
T . ' 'U B
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waren. Wlfo aud) jebt ijt P4 - PB tonftant, aber qleich einer ge-
wiffen negativen ®rife (Fig. 66).

Sn beiden Fillen begeichnet man bag genannte Prodult als bie
Rotenz des Puntftes P in Bejug auj pen Qreid. Die Punfte
mit pofitiver Poteny liegen alfo auBerhalh, Ddie mit negativer inner:

halb des Rreifes, die von

et per Poteny Null auf thm.
’Jl s Die Punfte gleider Poten
o it fiegen auf einem fomngen-
o e trifchent Sretje.
T
88) Qft PQ Ddie
> \ gemeinidaftlihe Setante
, -7, | aweter Rreijfe, fo qilt

| PX.PX,=¢ fiic beide
" Seife, 0. D. die qugehdrigen

= Tangenten find gleid), und
S P hat in Bezug auf beide

RQreife und da3  gejamte
Kreigbitichel durd) Xunbd X,

1

piefelbe Potenz t>. Dies gilt fiir jeben duperen Puntt der Sefante.

Sitr jeben inmeren Punft der Sefante ift PX - PX; = — 5
9. §. die tivzefte Sehne durd) einen inmeren Punit der Sefante
fat in beiden Rreifen undb in allen ded Witfdhels Ddiefelbe Léinge.
(Die Gnbpunfte der FHirzeften Sehuen durd) P, liegen aunf einem

Kreije.)

r

Man nennt daher die gemeinjdaftliche Sefante die Potenzlinie

0ed Kreisbitfdheld duveh X und X,
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89) @dneidben fich 3ivei RKreife nicht, fo Haben jamtlide RKreife,
bie beide zugleicdh) redytwintlig jchneiden, nach MNr. 79 anj der Centrale
bie fiir beide Kreife
veciprofen Bitjdel-
punfte X und X,. P
Da oie Mittelpunite
peg  Biifdeld auf el
pem Aittellote bon A _
X und X, liegen, {0 / i N
find bie Tangenten { | '
bon jebem Punite i
biejes Qoted aus ;
nach beiben RKreifen - L— —
gleid). Demmnad 1t s iy _' i
diefes Lot PQ bdie [P
Potenzlinie der bei-
ben fich nicht fchmei:
benben Rreife und o
fitr bie ganze Freis:

fthar, die bas Biijhel orthogonal fdjneidet.

 Die Potenglinien jiveier orthogonaler Kreidjchaven jtehen aljo

L

Fig. 68,

aufeinanber  fenfred,
ind bie Dber einen
©djar ijt die Centrale
Der anberen.
Berithren fic) pivei ==

RQreife, o ift die gemein- St /
{daftlide Tangente tm ) | /i "
Berithrungspuntte bdie "
Potemzlinie. JANGi ok

90) Sak. Die = R
Potenzlinien dreier e E iy IS B e
Qreife jdneiden jich & Fiotng
tn einem Punite. [

Betweid. Jn Fig. \
69 fei A B Potenslinie
fiir bie Kreife I und 17,

OB fiix die Qreife 7 und I11, alfo £, = 1, und {; = f;. Daraus folgt
t, = t,, folglid) ift B aud) ein Punft der Potenglinie von 1T und 117
Ehenfo ift Der Beweisd bei Kreifen, die fo legen, dah jener Sdnitt
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punft B ing Jnneve fillt (Fig. 70), nuv find damn ftatt ber gleiden
Tangenten gleidje fitrzejte Sehnen ju nefmen. Der Schnittpuntt Heiht
in beiden Fallen Potenzcentrum.

Hig. 70, 3
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91) Aufgabe. Die Votenzlinie ziveier jid) nicht {dhneidens=
ben Rreife zu fonjtruieven.

Aufljung. Man jdlage einen Kreis, der beide Kreife jdyueidet,
siehe die gemeinjaftlichen Sefanten und falle von ihrem Sdmitt:
puntte aus ein Sot auf die Centrale ber gegebenen Qreife (Fig. 71).

Bemerfung. Wird ein Kreisbiifhel oder eine Kreididar von
cinem Dbelicbigen Qreife gejchnitten, o gehen die gemeinjdjaftlichen
©ehuen svijden diefem und Dem gamgen SKreisipjteme burdy einen
Punkt der Potenzlinie ded lebteren. (Warum?)

92) It A, der dupere Afnlichleitspuntt der Kveife M, und M,,
fo find bie Beriihrungsiehnen B, 0, und B,Cy, die man ald Apnlid-
feit3polaren beseichnet, pavallel (Fig. 72).

Bieht man eine Sefante A, D, fo find die Schnittpuntte J, und
J, Berithrungspuntte eined gleihartigen Berithrungstreijes ;.

P, fei Pol der hnlichteitdacdiie A, J,J,. Weil ferner By bev
Pol der Tangente B, A, ijt, fo ift P, B; die Polave vom Sdyunitt:
punfte A,. Folglih: Der Pol P, der Ahnlichteitsadie 47,7,
liegt auf der dihnlidhfeitdpolare B, C,.

Ebenfo liegt ber Pol P, ber Geraden AgJ, I, auf dev Ahnlichfeits-
polave B,C,. Daf endlid) der Pol P; anf der Potenzlinie liegt, die
s ber dlhnlichteitépolave pavallel ift, tourbe jhon mehrfacd) bemertt.

Die gejamte Beihnung su M, ijt perjpeftivijd) zur Jeidhnung
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fiiv M, in Begug auf Ag; die gejamte Jeidnung zu M, it per-
ipeftivifd) su der fiiv B, in Besug auf J,; die gejamte Beidhuung

g, 72
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i M, it perfpettivijc) au der fitv M, in Bezug auf J,.  Aljo liegen
P J,P,, P,J,P; und P, P, 4, auf geraden Qinien, ebenjo C)J,CY,
B, J, By; Oy J,Cy und B,yJ, By. Folglih:

Rerbindet man die Gudpuntte einev AhnlidhTeitdpolare
aweier Kreife mit dem Berithrungdpunfte eined Beviihrungs:
freifes, jo exhdlt man auf diefem Rreije Puntte der Potens:
Yinie der beiben erjten Kreife.

Aufgabe. CStelle entfprechende Betvachiungen filr ben Fall un:
gleichartiger Beviihrung ai

93) Sn Fig. 78 twerden die Kreije My, My und MM, von einem
vierten Deritfrt. it mum B, €, dufere Hpnlichfeitspolare fiir I
wid M,, jo geben bie ®evaden B,J, B, uttd C,J,C, die Loleny:
finie B,C, ober p;. Ebenjo giebt die g(hulichieitspolare D, E, 3u
M, wnd M, durd) D,J, D, und FE,J, E, bie Potenglinie D L, oder py.
Da mun die Geraden B,C, und D, E, perjpeftivijd su ByC, und
D,E, it Begug auf den Punkt J, find, fo find aud) ihre Sdnitte
‘P, und P, perfpettioijd) in Bezug auf J,. Holglidy:

Teerden prei Kreife von eimem vierten gleidartig Dbe-
viihrt, fo liegt ihr Potengeentrum P, auf geraber finie
mit pem Berithrungspuntte J jedbed der brei Rreife und
dbem Sdnitte P jeiner beiden Guperen Yhnlidhfeitspolaven.
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Yujgabe. Stelle bie betreffenden Betrachtungen filt anbere

ilfe der BVerithrung auf, 3 B. lauter innerliche Beriihrungen, ober

fitr ungleichartige Berithrungen.
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Bemerfung. Da D E, und B, 0, dufeve Ahnlichfeitspolaven find,
fo ift P, ol ber duperen Uhnlichleitsachje der Rreije M, I, und I,
Sebe ‘H[ufitﬁfu.tnacfw hat in den bret Rreijen drei Pole, jo daB im
gamzent flir vier Ahnlichleitdadfen 2wolf Pole vorhanden find. Da
nmunt je dret Pole zu zivel WVerithrungen Weranlafjung geben, giebt
e3 adyt verjdyiebene Wrten der Beriihrung, d. §. adt Berithrungsireife
oreier Rreife.  Bedeutet o duerlide, ¢ innerlidhe Beriihrung, fo
hanbelt e3 fidh um folgende Fille: U n,r 43[1 .3]1_11 Mys M, M, My
M, M,y My M, My My 2, M, M s JI i, u\, _w,_-wE b

i i i i i t { i o :



XI. @inige Berithrungdaufgaben.

Qe

XI. Einige Berihrungsanfgaben,

94) Yufgabe. Cinen RKreid zu fonftruieren, der durd
swei gegebene ‘Punfte geht und eimen gegebenen Kreis
berithrt

Mujiojung. Jn Fig. 74 fei M der gegebene Kreid, P und @
feien die gegebenen
Punfte. Mit Hiilfe Mg L
per Mittelfentredhten M
von PQ {dhlage {
burd) beidbe Punfte

einen Rreid C, ber e SR ST

ben Rretd M in /_/”’J \
Punften 4 und B f ' N e T
jdhmeidet; A B und reged| 5 f:
PQ geben  Den ;' a8 e N
Sdnitt D. Aus ber =3 T ]‘; 7/ )
Fangente DE  er- : \ ._;-'!"-\\ .i;_.{‘_),// /
giebt fich ber Rabius \\ ; 15,;‘.,_-; % ‘;j—
ME, berbieMittel S~ N | AL

fenfrechte K C' in M, = i D

fchneibet. Ebenjo ex-

giebt fidh ausd ber Tangente DF der Radiug FM, der KC in I,

jmeidet. B, unb B, find bie Mittelpunite der gefuchten RKreife.
Der Beweis beruht darvauf, dbah die bdritte Potenzlinte, d. h). bie

Tangente DE bezv. DF mit AB und P¢ durd) benjelben Puntt

gehen muf.

95) Nufgabe. Ginen Kreid zu bejcdhreiben, der zivei ge-
gebene Rreife gleidhartig berfihrt und durd) cinen gegebenen
Puntt geht.

Auflofung. Su Fig. 75 feten M und M, bie gegebenen
Qreife und P der geqebene Punft. Man zeichne den Kreis 4, dber
den Kreiz M durd) veciprofe Shpiegelung in den Kreid M, verwanvelf.
(Sein Radiud ift mittlere Proportionale zwifden AB und AC, wo A
duferer Ypnlichteitspuntt ijt, wahrend B und C bie Guferen (oder
die inneren) Sdnittpunfte ber Centrale find.) Man {piegele gegen
biefenn Rreid den Puntt P rveciprof, wag @ giebt (AQ - AP =)
Jept find bdie beiben Rreife su bejdjreiben, bie durd) P und @ gehen
und ben Rreid M (oder M,) berithren. (Bgl. vorige Anufgabe.)
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96) Aufgabe. Cinen Kreid zu bejdreiben, ber zivei ge-
geberne Rreife ungleichartig beriihrt und bdburd einen ge:
gebenen Punktt geht

Nuflojung. Sun Fig. 76 feten M, und M, bdie gegebenen Rreife
und P der gegebene Puntt. Man ziehe durd) den inmeren hnlichfeits-

puntt J die beliebige

W0 Gefante AB und

7 jhlage wm J eittent

A freid mit der mitt:

feren *331'31_1',11'1:'uliﬂh"

- r bon JA und JB.

/./' e ;'\'\ _ Dann bilbe man JQ

R ey aug JP - JQ = .

;. o7 ,_ cootin Durch Pund @ ift ein

[/ = /\ o e fRreis zu legen, ber

. e S RN SR SR eirtert Der beiden ge-

\| \4r : gebenen freijeinner:

\ DAl S i) ober duperlidy
\\ Vi e e e Beriihrt.

NSt e Bemerfung. Sit

euter. der  beiden
RKreije eine Gerade (r = 00), fo treten die Schnittpuntte ded auf bex
Gervaden fenfrechten Duvchmefjers ald dupever und tmnerer Ahnlichleits-
puntt auf. Sonjt ijt nidhtd gedndert.
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97) Yufgabe. Cinen Kreis zu befdyreiben, ber bdrei

gegebene Rreife gleidartig berithrt. (Problem bes Apollonius.)

Nuflojung 1. Jn Fig. 77 feien M,, M,, M, bdie gegebernen

Streife, und zwoar M, der fleinfte. Die Rabdien feien »y, », und ry.
Man {dlage um M, und M,

Kreife mit den Radien (r; — ry) g 77

umd (7y — ry) und Ffonjtruiere S S

bie beiben Rretfe, die die Hiilfe- R e
freife gleidhartig berithren uno // ARG

burd) den Puntt M, gehen. /7 A

Die in Wicklidkeit gejudten J /.--=- “~\. i

S?tl:uiir find fongentrifd) su diefen [ ¢ i NN 5 _.._/.,;.._;-;_;i

beiden. ] NG g T A
Bemerfung. Sollen M, '_ ; -U.'

und M, gleiartig, aber My \ N~ N shaa el /

ungleifartig beriihrt werben, \ . N

jo fdhlage man bdie Hiilfsreije 3 ‘ i

mit den Rabien (r; 4 »,) und \ e e

(r, 4 7). Die iibrigen Felle Beealat 2

erledigen fich mit Hiilfe bes
inneren Shnlichfeitspunttes. Die adt miglichen Fdlle find in Nr. 93
angegeben.

Aujlojung 2. CSude dad Potenzcentrum P, der drei Kreife und
seidne in jeben die beiden duBeren Uhnlichleitdachien, beven Sdhnitte
in jebem ber Kreife P,, P, und P, feien. Die Gevaden P Py, B Py,
P, P, geben bie Berithrungspunfte J,, J, und Jy fitv den duperlich
beriirenden Rreis, unbd jugleid) die Berithrungdpuntte A,, 4, und
A, fitr den innerlidh) beviihrenden Kreid. (BVergl. Fig. 73.)

Bemerfung. Mit Hiilfe innever Ahnlichfeitspolaven gelangt man
au ben ungleicharvtigen Beriihrungen.

XII. Rartographifdie Ampendungen.

98) Bundadit joll die Weltfarte nad) Gerhard Kremer, genannt
Mercator, fury erldutert mwerben.

Da die Oberfladhe dber Kugel jih micht in die Ebene ausbreiten
(dfit, wie 3. B. die deg Cylinders und bes RKegeld, jo [aft fidh zu
bem ®radneh ihrer Meridiane und Pavallelfreife Fein vollfommen
trenes cbened Bild geben, jondern es treten beftimmte Lerzerrungen
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ein, je nachhem die Ravte diefe odev jene Vedingung erfitllen joll.
Im einen Ginblid in die Lehre von bden Grabnehen zu erhalten,
teile man bie Rugeloberflide 3 B. durd) 16 unter gleichen Winfeln
auf einander folgende Mevidiane in fongruente Flachenteile ein. Bei
pen Pavallelfretjen fehe man zunddjit von der ufeinanderfolge nadh
Graben ab, und denfe fich die exfteven fo gelegt, daf die Kugelflache
in ein Ghftem von ,Quadraten” eingefeilt wird. Diefe Duadrate™®)
werben nach den Polen bhin Fleiner und fleimer. Jhre Bahl it
unenblich qrof. Sn Fig. 78 ift die Quabdrateimteilung eined ebenen
Vavallelftreifend bargeftellt, und zwar befinden fid) itber ber Geraden
AA, ebenfalls 16 Duadrate. Diefe Geradbe joll dem Hquator des
Grbglobusd entjprechen, die gezeidhneten Senfrechien den Meridianen,
bie 1n - gleichen Abftanden aufeinanderfolgenden Horizontalen den

i A

Wy

obigen ‘Parvallelfreifen auf ber Rugelflade. (Jm Beifpiele n = 16
folgen bie Meridiane der Rugel umter 57 oder 227 ° aufeinander.)

otg. 78 entjpridht der ndrdlidhen Halbfugel der Erboberfldde.
Nad) oben erftvedt fidh die Beidhmung ded Streifend 6i8 in unendlide
Cntfernung, toeil die Quabdrate hier gleidh grof find, ihre AUnzahl
aber unendlich) grof ijt. Criveitert man die Feihnung nad) unten,
o erhdlt man aud) das Bild der fiidlichen Halbfugel.

Beidnet man in die entfprechenden Quadrate die Linberformen
ein, {o erhdlt man die Welttarte in Mercators Darftellunag.

) Vou Quadraten fann man eigentlid) erft reden, wenn bie Meridiane
und Parallelfreije jo yahlveid) genommen werden, daf die jehr feinen Flachen:
viume ald eben und gevadlinig betraditet wevben Tommen. Methoden, bdicje
€inteilung forveft durchzufithren, werben jpiter gegeben. '
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7
Diefe hat den BVorzug, daf ihre ,DOuabrate” demen der Kugel in wm
fo hoherem Grabe ahnlich find, je griofer man die Anzahl der Meridiane
genommen hat. Die Feidynungen inunerhalb fleiner Duadrate
find alfo &hnlidh, oder, wieman jich ausddbritdt, die Mercator:
farte ftellt fleine Fladenteile der Crbdoberflade dhnlid
par, obwofl dad Gejamtbild ber Erboberfliche nicht dhnlich ijt. Ab-
bilbungen jolcher Wt begeichnet man al@ fonforme Abbildungen.

Der ziveite BVorteil beruht darim, bdap die von Nord nad) Siid
geenben Qinten famtlid) fenfrecht, die von Wejt nad) Oft gehenden
famtlidh Horizontal find, fo daf man alfe Himmeldrichtungen an jeder
Stelle alg gerabe Qinien eintvagen fann, unbd bdaf den gletchen Himmels-
vicdhtungen pavallele Gerade entfprechen. So geben 3. B. alle Duadrat:
piagonalen bdie Ridhtungen Nordoft, Nordroeft, Siidiwejt, Sitbojt an.
Sept alfo 3 B. ein SHiff auf dem Dzean jeinen Weg jtets
in berfelben Himmelsridhtung fort, behalt e3 aljo penjelben
Rurd bei, jo ift die Abbildbung ded Wegs auf der Wercator:
Farte eine geradbe Qinie. Wil alfo ein Kapitdn 3 B. von Dder
Slivjpige Jrlandd ftetd mit demjelben Kurd nad) Capenne fafren,
und sieht er auf dber Mevcatorfarte die entfprecdjende Verbindungs:
(inie, fo erhalt er die Himmeldrichtung, in ber er zu fjteuern hat,
auf dad genauejte. Daber ift die Mercatorfarte als Sdjiffahridtarte
allgemein verbreitet. Jeben Tag bejtimmt der RKRapitdan den Ort ped
Shiffes®), erfennt dabei, wie weit er durd) Meeresjtromungen, Wind
ober ungenmues Stemern fid) von Dder gezeichneten Gerabden entfernt
hat und forvigiert ben furs des Sdiffes.

Ginen Nachteil aber Hat die Karte in folgender Hinfidt, Wiahrend
dbie obigen ,Quabrate” auf dem Globus nad) bem Polen hin zu un-
endficher Rleinfheit abnehmen, bleiben fie auj ber Mercatorfarte gleich
grof; wifhrend dort die Meridiane ben Deiden Polen sujtrebend fich
immer mebr nifhern, behalten fie hier ftetd benfelben Abjtand. Strmmen
alfo die Quabdratdimenfionen am Yquator des Globus und bder Meer-
catorfacte diberein, fo [t Dieje [1bereinftimmung nach Norben in
sunehmenbem rabe auf, und in den unendlich fern liegenden Polen
per Piercatorfarte ijt die Darjtellung derart pergriBert su benfen, daf
und die Ausdrudaweife geftattet ift, dovt jei der Mapjtab ber un-
endlichfache, wie auj dem Globus. Aljo, je weiter nad pet
Polen hin, um jo griper wird ver Mahitad der Mercator:

%) 9fus ber Hife ded Polarfternd oder ber Meittagdhhe dev Sonne findet
et 3. B. bie nbrdlicdhe Breite, ausd der Diffevens givifden ber Mittagdzeit ded
Orted und der bed AUudgangdorted, die am dem bort geftellten Chronometer
abaufefen ift 1d 4 Minuten auf den Grad betrdgt, beftimmt er die Ldnge.
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farte. ©o erfdeint 3 B. Grinland qlll,u: ald gany Ufrifa, obwolh!
e3 in Walheheit weit feiner ift. Die Nadybaridaft ber beiben Pole
fann auf der Mercatorfarte gar midyt davgeftellt werdem, da fonjt bie
Qarte nadh obent und unten ind Unenbdbliche gehen miigte. Man bridht
bie Darftellung gewdhnlich in der Nihe ded 80. Graded nidrdlicher
und fiiblicher Breite ab. Da die Lolargegenden nicht befannt find,
und da von regelmdfiger Sdiffahrt dort nicht die Rebe fein fann,
Bat diefer Umftand die Braudybarfeit der Kavte nidht beeintrddtigt. [Die
Qarten der phyfifalijdhen Geographie, 3. B. vie der magnetifhen Weri-
biane, Sioflinen, Yodynamen, Jjothermen, Jjanomalien, Jjovadien .. w.
find in der Regel nadh) Mercatorsd Projeftion dargeftellt.]

99) Jn Fig. 79 ift ein Kreid, deflen Umfang A BCD A gleidh
ber Linge desd Ylquatord der Mercatorfarte fein foll, durd) ein Strahlen-
bitfchel und bdie fomzentrijdhe Kreis-
jdarin ahnlide , Redtede” eingeteilt.
B Dies it ervetcht, jobald jeder Rabiusd
' ' i pie mittlere Proportionale zu ben
1_' betven benachbarten Rabdien ift, und
wenn  bie Strabhlen unter gleichen
w Winteln aufeinander folgen. Dad

eritere erzielt man bdurd) parallele

Diagonalen, twie fie bei CO bare

geftellt find.

©ind nun die fleinen Re ijrtm‘

Juadrate”, fo ift bad Quabratn
ganz dem der Mevcatorfarte und bed Globus entjpredyend. 0 {1d
% B. die Quadrate von 1 bid8 16 bdie Bilber ber gleidhzahligen
Duadrate der Mercatorfarte. So echdlt man die Polarfarte
bon Hippard)-Ptolemdus, die fih in der Steveometrie ald eine
bejtimmte Centralprojeftion bder RKugelfldche Herausjtellen wivd. Sie

*) 3 Ne. 81 ift bereitd gefagt, daf man die quadraitjde Teilung bei n Set:

b

toven erreidht, twenn bdie Mabien nad) aufen im Verhdlinid 1:¢™ auf einander

jolgen, mwo ¢ = 2,7182818 ., .. bie BVajfi& ber natiirlidien Logarithmen ift.
"_.“
Hier alfo Hanbelt ¢g fich wm dad BVerhdltnid 1 : e" =1 ; 1,480972. Nadh
2n 4m fi i
inuen folgen bie Madien einanbder nad) der Reihee®, e ", e ", e ™ w.imw.

Durdy diefe ‘{ni;.ut erfennt man gugleid) die Vergroferungsverhaltnifie ztvijden

jeber Stelle ded Sunern und der Mercatorfarte, deren Mafkftab qleich bem
S q

Ded Mandireifed genommnen tar,
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giebt eine fonforme Darftellung der Hhalben IMercatorfavte
und zugleid) der Nord: oder Siidhalbfugel ved Globus.

Der Shmmetrie der Mercatorfarte gegen den quator
entipricht bei der Polarfarte ded Hippard) die Reciprocitat
gegen den Grenzfreid. Man fann alfo die Polorfarte itber ven
Slquator Hinaus fortjepen. o ift 5 B. AWVX bad ju AZYX
veciprofe , Duadrat”. (BVgl. Fig. 79.) Dabei nehmen aber die Dimen:
fionen der Quadrate bald derart s (jogar im Berhiltnid zu demen
ver Mevcatorfarte), baf man fich gewdhnlich auf die Darjtellung der
eintenn Halbtugel bejdhrdntt und fiiv die andere eine bejonbdeve Feidming
madt. Fiic die mathematijche Betradhtung it e3 gut, dasd Luaoratned
nad) aupen fortzujepen.

in. 80.

100) Man fhlage jebt it Fig. 79 wm D einen Kreid, der burd
A (und €) gebt und bilbe bas rveciprofe Spiegelbild Ddev Betchnung

o/
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gegen biefen Rreis. Da lehterer bent Grengfreis und die Horizontale
unter 45° jdneidet, gebht der @renzfreid (Uquator) in bie Horizontale
i pen @renzfreid itber. B und der Norbpol vertaujden thre
Stellenr, A und € bleiben, der unendlich ferne Bereid viidt nad) D,
weldhes ded Siibpols wegen jept S heifse, und bas Strahlenbiijchel gebt
in bag Qreisbitjchel durd) N und S bie fomzentrijche Rreisjdhar in bie
Orthogonaliar des Biifdels iiber. Man erhalt fo in Fig. 80 bie
obere Halfte der Kavte bder bitfichen Halbfugel und ihre
reciprofe Fortfepung nad anpen, nuv mufy die Karte nod) wm die
fenfrechte Mittellinie geflappt werden, wm per De3 Mercator beiiglid)
ber Himmel3richtung genan ju entipredjen, wobuve) Fig. 81 entjteht.”)
®em Quabratnels der Polarfarte ent
fbricht wegen des Fonformen Chavafters dev
Abbildbung auch Gier ein Duabdratueh. Die
gleihmipige Cinteilung Ded Randed in
%ig. 79 ift auf den quator in Fig. 80
projisiert torben. Da aber DB:DO
= 1:2 war, fo ijt ber Mafftab in der
Mitte von Fig. 80 Halb fo grop, als
am Rande, wo ev bem Hquatorialmak-
ftabe der Mercatorfarte entfpricdht.
$Hat man umgefehrt auf der Karte der
DOfthalbtugel gleidge Ranbdteilung, wasd ber Grabeinteifung entjpridht,
fo erhdlt man duvd) biefelbe Projettton bie Grabteilung der Polar-
favte. Die Stereomefrie wird dieje Dinge nod) teiter aujtliven.

und dieje

g, Bl

101) Jeber grifte Kreis des Globus jdmeidet den Ylquator it
sei Gegenpuniten (Untipobenpuntten). Solde find Rig. 80 B
b jeder unendlich ferne Puntt B;. Jede Gevabde puxd) B ift aljo
ein qrifter Qreid ded Globus, jo 3. B. PL, ebenjo die bazu Sent:
recdhte KO. Sdlagt man um K einen Rreid mit KL, und bildet man

* 9Wie fenig die Halbfugelfarten ded Hippard) ald Sdiffahrisiavie:
tanglich find, ergiebt jidh) 3 B. aud bev Untexjudung der Luabratdiagonalen,
bie Der Michtung Siibiweft-Norboft und TNordivejt - @iibojt entjprechen. Anf
ber Mercatorfarte Handelt ed jich babei wm gerabe Linien von 45° Nfeigung,
in der Volarfarte aber wm Kurven, die man ald logarvithmijde Spivalen
beseichnet und die unziflige Windungen um den Pol machen; i Der farte
ber Oftfichen Halbfugel um die jogenaunten {ogarithmijdhen Doppel-
fpivalen oder Bicircularipivalen, die um jeden Pol unzdhlige Windungen
machen. Auj dem Globud entjpredjen ihunen bie jogenaniten Aprodromen
(Gdieflauilinien). Samtliche werden fitr den Schnittivinfel 45° ald Diagonal:
furben bed Duadratuebed bequem fHzziert. Hierzu vergleidhe man ded BVerfafjers
,Ginfithrung in die ijogonalen BVertwandtidaften”, Leipsig bei Teubner.
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durd) reciprofe Spiegelung gegen diefen dasd Jnverfionsbild zu Fig. 80,
fo verwandelt fih die Gerabe PBL oo in den Gremzfreis durd) K
und O, diefer in jene Gevabe, der Pol N fallt innerhald ded mnemen
®renafreifes, und zwar auf den Sdnitt von PL und KN, ebenjo
per Puntt S auf den Sdnitt von KS und PL in Fig. 80. Ehenfo

i i
Fig. B

fallen A und ¢ auf die Schnitte von PL und K4 beyo. KC. Das
Rreigbiifchel durd) N und § geht iiber in das Bitjhel duvd) die neuen
Puntte N und S, Fig. 82 ftellt die neue Karte dar. Sie entfpricyt
3. B. ben Rarvten bder gripten Land- und Wafjermajje, toenn der
Sdunittivinfel 8 bet B ridhtig gewdhit war.

102) Nufjgabe. Das Redtedsneh jelbftandbig zu voll:
enben, wenn die vier Grenzfreife eined ,Redteds” ge:
geben finbd.

Holzmitiler, Mathematif. IL 2. Aufl. 6
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¥ig. 8. Nuflojung.
M ABCD it Fig.

83 fei dasd ge-
gebene , NRechted”.
Die Tangente in
D giebt M auf
SN. Die Gerade
I, MA giebt Dbden
Sdnitt A,, bie
Tangente A4, M,
= giebt Den Mtittel
S ~ puntt  fiir  Dden
£ N . neuen Srei3 der
/ SR Sdyar. D M, und
e L e : A M, geben zivei
‘g neue  Teilpuntte
g | w. §. 0., fo baB
: man beliebig biele
1 . Kreije der Sdyar
SN _ seichnen fann. Ju
ANt S mbgen die Tan
G T — gentent SC; und
S D, bex gegebenen
Bitjchelfreife bden
Winfel o« ein=
jhlicgen. Man madge << D, SE = C, 5D, = «, erridjte auj SE das,
Lot Su big zur Hovizontalen, dann ift w der Mittelpunft fiir ben
folgenben Biijdelfreid u. §. w.

XML Aer Boordinatenbegriff.

a) Graphijdhe Darjtellungen.

103) Otatijtijdge Berhaltniffe pflegt man auf graphijdem (zeid):
nendem) Wege zu beranjdaulien. So fonuten 3. B. dburd) Fig. 84
bic Sdvanfungen in der Frequenmy eimer Sdule fiiv eimen Jeitvaum
o 5 Sfabren bargeftellt werden. Die gletdhen Wbjdmitte auf der
Horizontalen bedeuten die gleihen Beitviume (Jahre), die vegelmafige
Betwequng von O bid 5 ben VWerlauf der Jeit. Die Hihen verhalten
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fich toie die entfprechenden Frequenzzahlen. Bunahme im erjten, Gleidh:
bleiben im ziveiten, Abnahme im dritten, Bunabhme im bvierten, ver:
jtartte Bunabme 1im fiinften
Jahre finb ofne iveiteved zu dig. 84. :
erfenen. |

Ebenjo veranjdyaulicht man
bie Schwanfungen in der Bevil-

ferung bon Stidten und Staaten, ol e T

in Der Transportmenge bom ' |
Eifenbabnen und Hafenanlagen, : '
bie Sdhwanfungen in der Pro- 7| 7, 3 7, h, 2.
buftion der Lanbivirtidaft, der

Bergiverfe, der Jnbduftrie, ble j—F—— e

Preidjidhwantfungen ded  Ge:

treibed, ded Cifend u. §. w., die ©dwantungen der FTemperatur, desd
Lujtbrudd (Barometerjtandes), des Wafjerftandesd der Fliiffe, u. . .
Vet einer griBeren Anzahl gleicher Jeitrdume fann man die mittlere
Hihe ald bie Veranfdaulihung des mittleren Juftanded betradhten.

101) Aus einigen Beifpielen toird man den Nuben folder Dar-
ftellungen fiir dbie mathematifche Phyfif erfennen.

&ig. 85 veranjdaulidt die gqleid)formige Bunahme der Ge-
fdywindigteit eines im [ujtleeren Raume freifallenden (ober
eined von fonjtanter Triebfraft bLewegten) Kdrperd. Jjt g dbie Ge-
jdwinbigleitszunahme

fiix jede Sefunde, fo Fig. 85. |
hat der Kirper nad /'i( :
8 Sefunben die Ge- o ‘
{hiwvindigteit 8¢, nad /_/" !
Sefunben bdie Ge- S |
jdwindigkeit gt. Die £ _ Z e |
Enopuntte bder Ee- = ’“"
jdhioindigfeitdlote [lie- o pe i
gen in eimer Gevaden. | 7 L, ¥
Dad mittlere Lot giebt I o :
bie mittlere Gejdwin: 4 S 5 T T B
f b g im %

pigleit 'ff an. Diefe,
auf bie Beit ¢ audgedehnt, giebt bden Weg igirff, und  jivar  aud
filv die bejdleunigte Bewegung, der Jnhalt des Dreiedd von Bafis
und Hihe gt it ebenfalld ig!’!. Die Dreieddflache ftellt alfo

6
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9

[aet

ben vom Rorper uviidgelegten Weg dar. Die eingelnen Trapey-
fMadgen geben den Weg in den eingelnen Sefunden an. Das
Rechte der mittleven Gejhwindigteit A BG F' Hat natiiclich diefelbe
Fladye wie bad Dreied. — Begeidhnet man den verdnderlidjen Horvizontal
abftand von A mit =, jo ift die Hohe an jeder Stelle y = ga.

Sn dhnlider Weife faun man bdie Bewegung veranjdhaulichen,
die bei bem fenfrechten ©chuf nad) oben entjteht. Aud ber Figur
(bem , Diagramm™) fann man alle entfpredhenden Bewegungdverhaltnifie
ablejen.

it
)

105) ALB zweites Veifpiel diene die grapbhijhe Davitellung bdes
Mariottejhen Gefebed. Nady diejem ijt, wenn man fonjtante
Temperatur bovaudfebt, die Spannung einer Gadmenge um:
gefehrt proportional dem Bolumen.

St Fig. 86 ift nun Folgended dargejtellt. Die Puntte 0, 1, 2,
3, 4 per Grundlinie ftellen die Volumina O, 1, 2, 3, 4 bar. An
der Stelle 1 ijt die Spannung AD = 1 angenommen, 3 B. gleid
1 Utmofphdre (10334 kg pro qm bder Drudflide). Dann ijt an

P 7 A b 1 1 1 o B
Stelle 2, 3, 4, ... dte Spanmung <, &, o, . .- al3 Lot aujjujeen.

'
Dagegen iviirbe an Stelle ! pas Lot i
(2)

Das Diagramm fann nacdh) linfd big qur Stelle » =0, nach) redts
bid zum unendliden

Sig. 86 Bereidhe (z = o0)
audgedbehut twerben.

Die Endopunfte der

Lote bilben eine jpi-

ter zu Dbefprechende

Surve, die man als
; pie Mariottefdhe
: furve bezeiduen
| b fonn.  (Sie twird
Hp=c=tp D wegen Annahme fon-
z: jtanter Temperatur
Ay & aud) al3 Jjotherme
b L 2 7 beseidhnet.) Gemwifje
TN % 2 "B in ber Figur an:
gedeutete Redtede

= 2 zu jeiden fein.

jfind inbaltdgleid), 3 B. OFKEJ und OADH.
Da in der Wedjanif dasd Produft aud der Krafjt und dem Kraft:
wege Wrbeit bebeutet, jo jtellen die fleinen ald Rechtede aufzufaijenden
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jenfredyten  Flddjeniteeifen, iwie fie von 2 bis 3 angedentet jind,
UArbeiten bar, die 3 B. in Meterfilogrammen zu meflen find. Die
slide ABCD ftellt aljo die Crpanfiondarbeit par, telhe die Luft
Det ber Ausdehnung auf dad vierfade Volimen leiftet, tvenm bie
Temperatur dabei fonjtant gehalten wird. Dagegen ftellt die Flade
ADEF bie Urheit dar, die nbtig ift, um unter Konftanthaltung der
Lemperatur diefelbe [uft auf dbas Halbe Bolumen jujammenguprefien.
€8 Dandelt fi) alfo in Fig. 86 zugleih um bdas Arbeitddiagramm
fiilr  Crpanfion und Kompreffion unter bder Bebingung  fonjtanter
T

e
e

=

Lemperatur.  Bezeidhnet man den verdnberlichen Horizonfalabitand
bon O mit x, jo 1}t die jugehirige Hibe ftetd y = =

[106) Als brittes Beifpiel diene bdie graphijdhe Darftellung des
JNewtonjden Gravitationsgefesed. Nady diefem ift die gegen:
jeitige Anziehung sweier Himmeldforper umgefehrt proportional dem
Quadrat ihrer gegenfeitigen CEntfernung. Befindet fidh 3 B. bie
Sonne it O, die Grde in A (Fig. 87), und ftellt A B die Grife
der gegenfjeitigen An-

stebung fiir die Ent- Fig. S7.

fernung OA dar, fo

ift diefe fitx die halbe '.
Entfernung 0C vpiex-

mal jo grof, fiix bie

doppelte  Enifernung ,
OF ber vierte Teil. | &
Sept man alfo 0A |

= 1, und einen be:

{iebigen Horvizontalab-

jtand = x, o ijt bie

sugehdrige Anziehung

burd) das ‘i_"L"IIr,f=‘!'iJ S &
su peranfdauliden. o C A 2 =
Auch bhier ftellt bie

dliade swijdhen  Ddex

Surve und der Horizontalen eine Axbeit dar. Um 3 B. dent Erdball
aus der Enifernung OA in die Cntfernung OF zu verfeben, miifite
man eine Avbeit leijten, die dbuvd) die Flade A EFB dargeftellt wird.
[Die Arbeit, die notig fein tviivde, die Crde aud der Cntfernung 0.4

m unendlicge Entfernung zu bringen, wird durd) dad von A4 aqug
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6i3 ind lnendliche fortgejeste Diagramm Ddavgejtellt wnd al8 bad
Potential fitv den Punft A begeicynet.]

107) Man erfennt, dap fich durch foldhe Diagramme jchivterige
Dinge mif‘ eintfache et veranjdaulichen lafjen. Man begeidhnet den
Horigontalabjtand bom Unfangspuntte al8 Abjcifje, den Bertifal:
abftand ald Orbdinate. Beide tragen o) den gemeinjhaftlichen
Namen Koordinaten. Um jedod) den mathematijchen Berhaltnifjen
nod) allgemeiner zu entjprechen, lagt man aud) negative Abjcifjen
und Orbinaten ju, und zwar find die erfteven nad lints, die lebterven
nad) unten gerichtet.

b) Die Koordinaten von Punften.

4

108) Sn Fig. 88 hat der Puntt A die Koordinaten » = 3 und
=13 "'J.Bunf'r B hat @ = — 1, y = 2; fiir Den Punit C ijt
p=— — 2 g=— 1; fitr den Punit D ift 0 =2, y = — 2.

Diefe Puntte liegen

Fig. 85 ber Neihe nach tm 1.,

W 2, 3. und 4. Oua=

3 : branten ber Ebene.

o Den  lepteren ent-

: fprechen, toie in ber
Trigonometrie, Der

= e ' Reihe nad) die Bor-

K i N L e — =
== =T R 7 A ol Ry

= ; bont — oo nad) + oo

€= i S : gehende Gerade K L
S heifit die X-Udhfe,
| die ebenfalld bvon
o RS — oo nadj -+ oo
M gehende Gevabe M N

pie  Y-UAdhfe desd
Qoorbinatenfyftems. O Beigt Der Nullpuntt ded lepteven. Jedem
reellen Roordinatenpaare =, y entjpricht ein beftimmter Puntt ber
Ebene, deflen Duabrant fidh aus den BVorvseidhen ervgiebt. Umgefehrt
entfpricht jebem TPunfte der Gbene ein veelled Koordinatenpaar.

109) Die Koordinaten 2 und y beseichret man af3 die Cavteji-

ihen Koordinaten, nadh Dedcarted ober Cartefiusg, der fie juerft
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aufgejtellt Hat. Da man die Lage von A aud) durd) ben Rabdius
0A = r und den Winfel HO A = « darjtellen fann, ebenjo die Lage
pont B burd) den Radiud OB = » und den Winfel HOB = «, die
bed Punftes ¢ durd) ben Radiusg OC = r und den itberjtuntpfen
Winfel HOC = «, und endlid) die Lage von D durd) den Rabiud
0D = r und bden iiberfumpfen Winfel HOD, fo hat man aud) »
und « al8 Koordinaten eingefiihrt, die jogenannter Polarfoordinaten.
An fedem der gemanuten Puntte erfennt man, daf swifden den Cartefi:
jden unb ben Polarfoordinaten folgende Beziehungen ftattjinven:

1 i @€ i

S e f : e i
p =+ "+ y°, tanop= ~, CoSe== . Blneg= , .

+Vaty* i A

T =rcosa; Y=—7rsinou

Das Borzeiden von » wird ftetd pofitiv angenommen, der Wedjfel
per Borseichen ird den goniometrijchen Funftionen iiberlafjen, und
swar in derfelben Weife, wie in der Trigomometrie.

110) Yujgabe. Jwei Puntfte Z, und Z, haben die Roordi-
naten @, —a,, ¥ ="0;, Hy=ay, y,—0b,. Wie lauten bdie
Qoordinaten ded Halbierungdpunfted ihrer Verbindungs-
[inte?

o, - s b, + by
i 2

Aufgabe. Die Verbindungslinie derjelben Puntte joll
pon Z, aud im Verhaltnid 3:2 geteilt werden; wie lanten
bie Roordinaten ded Teilpunttes?

Aarum ?

Auflojung., o

|
I

i 3 . D¢
uflojung. »=a, + - (6, — ) =

: 3 3 0y

y=10b,+ 5 (bg— b) = —"2T—2.

LY B

Allgemeiner giebt die Teilung itm BVerhaltms =, : ny bie Qoordinaten

Mg @y + My s ne b, -+ m, by
he '?'!;.l_—-{:-i'a:_. i n, -+ ny
a i o v . % i —_— e L T, o
Die entjprechende dufere Teilung giebt & = ——————,
T 2
— g b, 7, Da : g 2= i
i = = '+;~; 172, (BVergl. harmonijche Punite.)
> n, — N s ’

I

111) Aufgabe. Drei Punite Z,, Z,, Z; Haben die Roordi-
naten a,b;, ayby, azbg. Weldes find dbie Koorbinaten ded
Halbierungspunttes H, der Geradben Z,Z;; und wie Heiffen
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bie Roordinaten desd Punftesd S, der die Geradbe Z, H, im

BVerhaltnigd 2 :1 tetlt?
T . RS as + a,
Nuflojung. Die Koorbinaten von H, in Fig. 89 find z = =——

3 g +— @
s bgy 12—
o0y - iy : _ G 2
uth g = 2= Pie Koordinaten von S nd x = S
2 2 1
1
B A o !
a, + a, + a, En 2 b, + b, 4+ b
— = —_ - . = - —————— F—— = =
3 foyss Ricla 3

Bemerfung. Dasfelbe Rejultat findbet man, wenn man 7, H,
und ebenfo Z,H, im BVerhiltnid 2:1 teilt. Die drei Mittellinien
jdhnetben fid) alfo in eimem SPunite, dem Puntte mittleren Abjtanbdes

port den (beliebig gewihlien)
&ig. 89. Koordinatenadhfen.
Nimmt man einen vierten
Z, Punft Z, dazu, und teilt
. man SZ, im Verhdltnis
i ISAE S BN 3:1, jo bhat der Teilpuntt
e s e\ bie Roordinaten

i alSE \ t, + a, + a, 4+ a,
| e ZI e 2 ;
| e \ 4 ¢

Bl TNz by s b S B B

| | i | = | Ti] ke ) = :

ﬁi = I ot RSN 4
| Der neue Teilpuntt ift
aljo ebenfalld3 ber Punft
mittleven Abjtanbed. JIn dhnlicher Weije fann man fortfahren. Die
Neihenfolge Der Ronjtruftion ift dabei bollftindiq gleidgiiltig. Man
echilt jo ben Sdywerpunit von 3, 4, 5 ... gleid) fdhwer zu
penfenven Puniten ber Ebhene, der alfo der Punft mittleren Abftandes
bon Deiden Acdhjen 1t

112) Aufgabe. Bwei Punfte Z, und Z, Haben bdie
foordinaten v, =a,, y, =20, v, =a,, y,=b,. BWie lang ijt
ihre Berbinbungdlinie, und welde Neigqung befiht jie?

Auflbjung. 2,72, =1 (a, — a,) + (b, — b,)>. Die Neigung
by — b,

beftimmt i) qus tane =
? dg — 0,

113) Uufgabe. Wie grof ift der Inhalt Hed Dveieds
£y ZyZg, tenn die Edpuntte bdie Wbjcifien a,, a,, a, und die Orbdi:
naten b, by, b, haben? (Fig. 90.)

e
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Nuflofung. gig. 90.
F'— A /A, Z 7,
o Z
+ Ay 4,72, 7,4 N
— A A 7.7,
T i . '
= 5 (45— @) (b, + bg) - e \
a0 B
- {i.f.f2 —_— .rrlj If(lr,r,_J —‘!—- ) :I I | . 7z
i ' | ?
= [((ty—a,) (by +b,)
+ (4 — ay) (b + by) - e L R A A 3
4 {”;‘. — &) {i"-l'.':_:_ ’!‘1] -

Bemerfung.  Fiiv
pent Fall, dap die drei Punfte in einer Gervaden liegen, ift die Fldde
gleich Null. Die Bedbingung bdafiiv, da die Punfte Z, 7,7, in einer
Geradben liegen, ift alfo dburch folgende Gleichung gegeben:

'-r,-_”i e "‘-’;-:I}'-I’J " "l-’-l} == (.‘f’:: = ”;'s,‘.:'[..“z +b;) -+ i:"‘r:] == ”!h}{.’i’;s + b)=0.

¢) Die Gleidung erften Graded und die gerade Linie.

114) Der geometrijhe Ort aller Puntte, fitr twelde die Gleihung
x=a gilt, ijt eme Parallele gur Y-Achje in der Entfernung 2 = + a.
Symmetrijd) dbazu liegt die evabe, fiir deven famtliche Punfte bie
Gleiung © = — a gilt. Der geometrijhe Ort aller Puntte, fiix
welde y = b ijt, ijt eine Parvallele zur X=Adfe in dber Enifernung
y = —+ b. ©Symmetrifd) dagegen liegt die Gerade, fiiv deren Puntte
pie Gleidung y = — b gilt.

Der geomefrijhe Ovt aller Punfte, fiir welde die Gleidhung
y = @ gilt, ijt die durd) den Nullpuntt gehende Gerade von bder
Jeigung 45% bdie alfo den 3. und 1. Duadranten durd)jdneidet.
Der geomefrijhe Ort aller Punfte, fiir welde bdie Gleidhung
y=—a gilt, ift die dburd) den Nullpunft gebende Gerade von
per MNeigung 135° ober — 45", Dbie alfo bdurd) den 2. und
4. Quabdranten gebt.

Der geomefrijhe Ort aller Punite, fiir welde bdie Gleidung

1 : ! ; & ;
;: = tane oder y = x tana qilt, ift die Gerabe durd) den FNull:

punft bon ber Neigung «.
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90 Grite Abteilung: Geometrie dex Geraden und Des fretjed.

SRan nennt die betveffende Gleihung ftetd die Gleidung dev
Geraden, und man foridt der Riivze Halber 3. B. von ber Geraben
r=ua, y="0b, y==u tan o

Sig. 91 i f. .

115) Hufgabe. Cine
®erade fdyneidbe auf der
X-Adhfe das Stiid

D ' ¥y 00C=—aua (L\bcr CO=-+a)

ab, auj ber Y:Ad)je das

Stitd 0D =b. Wie lautet

. ihre ®leidhung? (Fig.91.)

e = Nuflojung. Man fille

NS s R von etnem beliebigen Puntte B

! der Geraden €D bad Lot B A

auf dbie X:Ucdhle und fjese

0A =z unh AB=y; dann ift ACAB~ACOD, aljo AB: 0D
—=(CA:C0, 0. 8. y:b=(a+ 2):a Daraus folgt

5

Y = :: x4 b ober (: = B ;: = 1
als die Gleichung ber Gerabden, die beiderfeitig ind Endlofe verlingert
au Denfen ijt.

Bemerfung. Die Gerade, die von der X:=Udje 0C;, = + ¢,
port Der Y=UAchje OD = b abidneidet, liegt jhmmetrijd) gegen bdie
porige in Bezug auf die Y=Adfe. Jhre Gleichung ergiebt fih al3
o Y
a 6 b L

Mige nun a und ebenjo b pojitiv oder negativ fein, eine
®leichung der lepten Form ftellt jtetd eine Gevade dar, die bon den
Qoordinatenadhfen bie Stiide OC = a und 0D = b abjdneidet.

116) Nufgabe. Was ftellt die allgemeine Gleidung
erften ®rabed ax + by =c dar, wo a, b und ¢ veelle
®rigen jind?

Auflojung. Die Gleidung lapt fid) jchreiben

o P = 1=

c ' e s
(r}) ( b }
o - . = B n e . “§ . c o - g e e Tl
fie ftellt aljo ftet3 eime Gerade dar, die von ber X:=Ud)je bas Stiid =

y = g G - L » . v o
pont Der Y-Udpje baz Stitd — abjdneidet. Die einzige Vedinguug
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it daB « und b nidht gleichjeitig ver{hivinden diirfern, benn fjonit
foitvden  beide Abjdymitte umendlih grof fein und die Gerade ganj
in pen unenblichen Beveid) fallen.

117) Aufgabe. Wie lautet die Gleidung einer Geraden,
pie von der Y-2Acdhje das Stitd b abfdneidet und die Neigung
¢ hat?

el Ve N e A 2 1 ,
Auflojung. Jn FHig. 91 1yt 0 ,; = tan &, aljp - .:;_ - = fanea

ober y — wtan e -~ atane, alfo, da atane="0 ift, y =wtana 4 b.
Beseihnet man tan o ald Ridtungsfonjtante mit 4, fo lautet die
®leidhung y = Az 4 b.

Der Aufgabe, zivei Punfte durd) eine Gerade ju verbuden, ent
joricgt bie folgenoe:

118) Nufgabe. Wie lautet bie Gleidung einer Geraden,
welde durd bdie Puufte Z, und Z, mit den Koordinaten
by =y, Yy ==by, ¥ =10y,

Yy = b, geht? it

Nuflojung. InFig. 92

ift A Z,ED ~ A Z,GZ,

folglich D
ED __ GZ, | 7z 2
ZE Z G - =
ober 7 !“
; J’ = ?':e F)! ! L r; 1L
o — a, g e — Oy " l__,
ober | ! |
; e ik by — by - = e
e =Ll | s |

Mt Hitlfe andever dhn-
flicher Dretede findet man
gbenjo
¥y — b — b, — b, y — b, y—2u

- und ebenfo =
& — s — T — dy T o— a,

119) Der Aufgabe, durd) einen gegebenen Punft eine Gerade
bon gegebener MNeigung o zu legen, entjpricht jolgende

Nufgabe. Wie [autet die Gleidhung einer Gervaden durd
pen Punft Z7 mit den Roordinaten a und b, welde die
JMetgung « hat?
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Auflojung. Die entfprechende Figur ergiebt

= tane Dpber y— b= (r — a)tanec.

\

120) Yufgabe. Unter weldem Wintel dneiden fidh die

Gervaden y = A,z b, und y = A,x + b,¢

Nuflofung. Sie jdueiden fich unter einem Wintel y, der gleid

ver Differenz ihrer Neigungswintel ift, aljp unter y — o — o, WO
fih oy aué A, = tan ¢, und , aud A, = tane, beftimmt. Jun
; ; tan ¢, — tan ey 2y Lo
ift aber tany —tan (¢ — @) =+ * aljo Deftimmt fjid
T o el 2 1 - tan ez, tan o, ' ] 1 2
y aud der Gleidhung
; A, — A,
ANy — —————
A A A
Die Qnien jind parallel, jobald A, = 4, ift, wad tany = O giebt.
St dagegen der Nenner ded Bruches gleich Mmll, d. §. 1+ 4, 4;3=0
pber A,=— — —-, |0 WD tany = oo, p. ). y =90, und bDie
gt |
Gevaben ftehen aufeinander fenfvecht. OGlfeidhungen bon bder Form
y= Az b und y = — —- -+ by ftellen alfo ftets Gerade dar,

A
bie aufeinander fenfrecht ftehen.

121) Uufgabe. Gegeben eine Gerabe y = Az + b und
ein Puntt a,b,. Durd den lehteren eine Gerabe ju legen,
pie auf der erjteren jenfredt jteht. Wie lautet die Gleidung
ber gejudhten Geraden?

prM (! L 1 % -
Huflejung. = - —— ., ober y— =

122) Aufgabe. Wo [dneiden jidh dbie beiden Geraden
a,z + by = ¢ und agx + by = ¢3¢
Hufldjung. ©3 Handelt fih um dven gemeinjdaftlihen Punit
der beiben Geraden, d. §. um dad gemeinjdhaftliche « unbd y der beiden
Gleichungen odber, wad dasjelbe ift, mm bie Bejtimmung von « und y
and den beiden Gleihungen. Die Lofung ijt
by, — b0y G — 4 G,

e, Y ==

a; by —a,b,’ ay b, —a, b,

Gbenfo fdneiden fidh) die Gevaben y = A, 2 b; wd y= A,x 4 by
in bem Puntte
by —b; A b, — A, b,

r— A iy =

A — A0 Y A — A,
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e : " P " ; 4 5 g
Die Geraden — + -=1 und — + -~ =1 Jdneiden fi) ebenjo in
a, /5 a, by
II\I r';_J_-':.I;, — F,\ I’I'-l I'l-'., Iiff. — f{.,-’
- — — = 5 ,rJl S = = o
Ty ?J — @ 'rj-_' . I;f’:! L bi g

123) Bemerfung. Sind a,a 4 by =-¢c, md a4 byy =rc,
die Gleidungen weier Gevaben, multipliziert man die exfte beiderjeits
mit einem veellen Faftor me, und bdie iveite mit einem Faftor my,
und adbiert man bdie linfen und ebenjo die rechten Seiten, fo entjteht
etrie newe Gleichung von der Form

o(my g 4= moay) -+ y(myby + mydy) = mye;, + mye,.

Da diefe Gleichung duvd) blofe Umformung aud bden beiden erften
entftanden ijt, giebt {ie mit jeber berfelben ald Lojung dbasdfelbe = und 4,
wie jene beiden. Alle brei durd) die Gleidhungen dargeftellten Geraben
gehent alfo durd) eimen Punft. Folglich:

Hat man drei Gleidungen erjten Grades, und ift die
pritte Gleidhung eine biofeFolge der beiden anderen, jo gehen
dbie drei durd fie bargeftellten Geraden durd einen Bunft.

Gehen umgetehrt die dbret Geraden durd) einen Punft,
jo ijt die Gleidhung einer jeden eine blofe Folge der
Gletdhungen der beidben anberen.

124) ufgabe. 3u beweifen, dap die Hohen cined Dreieds

jid) in einem Punfte jdhneiden.
Auflojung. Die Koordinaten der Edpuntte feien a,, by, ay, by,
e y e ; S e =i
as, bg. Die Gleidung der Gevaden, die a, b, gegeniiberliegt, Hio=—-
ohs = Log

b, — b, G o AT . L :

= A, dad von a,b, auf dieje Gerade gefdllte ot bat
Rt 2 it ; 1 a, — a,
aljo die Richtungsfonjtante 4, = — B
*F T b g — Uq iy .l: > \ i 7 )
ift Demnad e e e oder w(ag — ag) + y(by — by)
= (03 — @ dy + by by — b by. Ebenfo find bie Gleidhungen bder

anbeven Yote, wie jdon bdbie Vertaujdung der Jnbiced zeigt,

(Y]

eine Gleichung

_. N ; .
.-"l._l'{I —= Og == fIJ] = ,'rl:jl = Qyly — @als T L;:Ll - '!rj';z'llr,._r

@t — a;) + y(by — by _\] = 30 ayay + byby — byb;.

Da man durd) Abddbition and den beiben erjten Gleidhungen die
britte erhdlt, jo geben bdie brei Geraden dburd) einen Puntt.




94 Grite Abteilung: Geomeirie der Geraben unv bes freifes.

Benerfung, Cbenfo fann man geigen, pafy die Mitteljenfrechen,
bie Mittellinien und gemwiffe Gdtrandverjalen ded Dreiedd fidh in
einem Punfte jdneiden.

125) Hufgabe. Durd) einen Puntt ab gehen bie Geraben

9y — b iy — b :
— = A =tano, und 4 — A,=—tanao, Wie lautel
r —a x— a 3 2

bie Gleidung der Wintelhalbicrendent

S o K P &, - 0 s B
Auflojung. Jhre Neigung ift entweder —— * (mittleve Jergung)

o, -+ o, e T i o, + o,
pber ———— + 90°. Die ®leichung aljo 1t i - U=tzm : z :
y — b o g e - ryicde i oL
obex ‘f o= cot — _i— :. [98ilf man bie Feigung mit Hiilfe
(44 (149
tan - -+ tan -2
o, ) w, + oy 9 %
oer A quabriiden, fo febe man tan — = -t und
J s oy G
1 —tan _tan =
:"('I
2 tan r 3
= - 2 e : €, —14+VY14tan® a,
{eite aug tan e, = - — pie Formel tan -~ = = '
1 tan? o 2 tan o
= Lk

€3

— 14+ ¥14 4,* =
== =L S BT v |

d) Die Gleifhung des Kreifes.

126) Jft der Rreiz mit Rabiug » = ¢ um pent Nullpuntt des
Qoordinatenfyjtems gejchlagen, fo gilt fiiv jeven Punft zy ded Kreifes
vie Gleidung o® + y*= . (Fig. 93.)

-\'\i‘g. Lk .\; [ b
R ;”
o 3
—— J.ﬂ’ \.\r.—;
-2 e
-// = & 4 / N\
7 :
/ ' = !
| N\ b |
~ N |
£~ 1\ ; |
'lf I‘: 4 IJ"\
----- i e e : Sl
\ [ i
W | ! | i
~ e K7 =




XIII. Der Koordinatenbeqriff. 95

127) Qit er dagegen um einen Punft mit den Koordinaten a, b
gefhlagen (Fig. 94), fo folgt fiir jeden Punft zy des Kreifes

MA?+4 AB?= ¢?,
Doer l\f = rg:;-'-’ -+ (y — b= ¢
Sdreibt man bdajiiv
o'+ oy — 2ax — 2by + (® 4 0*— ) =0,

fo bedbeutet der eingeflammerte fonftante Ausdruc, wenn ber MNull:
punft ded Roordinateniyjtems
auerhalb des freifes liegt, dad
uadrat der vom Nullpuntte
aug gezogenen Taungente, denn

£ ) Y - - g
Plem=e®— ¢*=q* 4+ b — ¢".

g, Ja.

(Fig. 94.) Liegt dagegen O S
innerhalb ded Rreifed, wie in '
Fig. 95, fo ift a® 4 b — &

g 8 \= ¢ .--_' '
;-1“) e —— {2-) - alfo \ I v b J

3

A i % [2i
gleich dem mnegativen uabrat N R

der Balben Hirzejten ©elfne Nt

ourd) 0. Jn betden Fillen ift

a® 4+ b* — ¢ bie frither er-

flarte Poteny ded Jcullpunites

in Bezug auf den RKreis. (BVgl. UL[hnitt 87.) Bezeidynet man fie
mit P,, jo fann man bie Rreidgleihung aund) jdreiben

s -~ IJ,{;: — 2qx — 2by - P, = U

128) Hufgabe. Gegeben ein Kreid um ben Punft a, b
mit bem Radind ¢ und eine Geradbe von der Gleidung
y= Ax + b,. Wo jdneiden jich beide?

Auflofjung. Beftimme = und y aud den Gleidhungen

9 (] & ~ 4 2 (s -
Bt —— AN — Z_)Jf'JIJ_f —|— a* + b — "= 0,

Y = Ax "'J" FiJl.

&3 ergeben fih stvei TWerte, die entiveber reell ober imagindr
find. Ausnahmsweife tonnen fie auch in einen zujammenfallen. Dem
entipreden bie Falle ded Schneidensd, ved Nidtichneidend und des
Beriihrens.
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129) Nufgnbe. Wie lautet die Gleidung der Tangente
in einem Punfte z,y, ded mit Radiud ¢ um den Nullpuntt
gefdlagenen Kreifes?

Wufldjung. Dev zugehorige Radiud hat bie Richtungsfonjtante
0

A =tana =

o
1

biec Tangente aljo bie Ridhtungdlonjtante

1 2

it B s
gig.. 36. Shre Gleichung lautet aljo
Y Yo T o
= T — X A i, !

= pher

d - L e |J”|' ”l_l
f Vi 2 : Da aber ,,-Jf -+ ¥ =
!'. = 9= | ~_ ift, fo lautet bie Qleidjng
i - einfacdher xx, + yy, = €.
S ; S Bemerfung.  Die
S Tangentengleidung  laft

fih demnad) unmittelbar

aud bder SKreidgleidhung

xx - yy = ¢ ableiten,
inbemt man einem der Faftoren x und emem Der y den Jnder 1
beilegt.

130) Aufgabe. Die vorige Aufgabe fiir einen um bden
Runft =a, y=1=0 gejdlagenen Kreis.
Die vorige Methobe ergiebt ald Tangentengleichung
(x—a)(#g,—a)+ (3 —10) (y — ) =,
wasd fich ebenfalle bequem mit ber Rreidgleidyung
(2 — a)(z — a) + ":.” — ."a;_: f\j;_a — .i‘.:_g. —ht
in Beztehung feben lakt.
131) Uufgabe. Wie lautet Die Gleidung der Polave eines

innerfhalb (ober auBerhalb) ded Kreifes 2° 4 o* = ¢ liegen-
pen Punttes xy,?




XIIL. Der Roordinatenbegriff.
Huflojung. Man bilde in Fig. 97 auf dem u 2, ¥, gehorigen Radiu g
ben veciprofen Puntt zyy,. Hat der erftere bon O bdie Entfernung e, jo

g : - 0 iy OV e e .
Dat Der andere die Entjernung - Demnad) it 00— 70 = 5 WD
J )

O 0 t
&)
g o @ e W 52 o z. o? T
ebenfo — =5, =t=-L  qlfo »,="1 yo— Lo . Der
s c* Uy o ' £ R L &
T < . an s 1 v ; " :
Rabdiug Hat die Ridtungsfonfante 4 = 7 die Bolave alfo bdie
: 3 i .
- e 1 il e Hsse Vi 5
Ridhtungsfonfjtante — i Jbhre Gleidhung ijt aljo
Y s iy = :
I Tt g
pber =
WYy — ¥ Vs \;
= — &I, ~J|— &, Ty |
oDEr e :
ry, -y Y S N "‘\
g | el | v ¥ |
| .-"l _JI)J e \
= Fy Ly ST Y ls- / | L~ \ \
= Ere = — ___A;’l/__'_ ___ll__—____\_\,_
Sept man fiir o, und i, D . .54 TN
¥, die oben bevechneten / A
T - 2 % f
Werte ein, o geht N ,
die rechte Seite itber S
i A= et s 5
in = {I':J—' ¢® oder

in ¢, und e ergiebt
fich iwie bei der Tangente, die Gleidhung

xx, + yy, = -

(Fitr denw Fall, dbaf der Punft auferhald liegt, gilt Ddiejelbe Ent:
widelung. Bur Ubung foll unten nod) eine andere gegeben iverden.)

132) ufgabe. Wo {Gneidben fid) die beidben Rreife (v —a,)*

- !'-_-:_,f — !'lrL).: =i und (z — [ :I'-’—f— |j"|;; — b, M st ¢
Huflojung. Die Gleidungen lafjen jid) jdhretben

E ¥ 4yt — 2,0 — 20y + Py =0,

A = = g - Qa,w — 2byy ~J- P, = 0,

o P == “,J.-r _;-__ J.-_;z = f,]: und I’:_, e "-.:3+ hf'_' =7 I"._.:1' {5 r-?-!li'l{l_]

Subtrattion exhialt man die Gleidung exjten Graded
5. 2x(a, — a,) + 2y(b, — b)) = P, — P,.

T -
o O

Solzmitller, Mathematil. IL. 2. Yujfl. i
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Dies ift die Gleichung einer Geraden. Da fie aber aud ben beiden
anderen Gleidungen abgeleitet ift, jo ift die Gleidjung eine burch bie
Sdnittpuntte der RKreife gehende Gerade, d. h. die Gleihung der ge-
meinj@aftlichen Sefante (Potenzlinie). Aus bdiefer Gleidhung und
einer Der Deiben exfteren find die Roorbinaten z und y der betdben
©dnittpuntte su berednen.

133) Was bedeutet aber Gleidhung 3., tenn die Kreife fid) nidt
ichneiden? BVermutlich wiederum die Potenglinie, d. h. bie Linie gleicjer
Tangenten. Die Gleichung ‘)15‘191 Linie qumni mf] Tnfqanhcrnmf)m

St Big. 98 it ti=e2—c¢i=(r— )+ (y— )" —
Hitr b “\m ,]mmiul Rreisd um“w
ks o ebenfo 1,2 = 1; — )’
Ak + (y —by)* — ;. ©oll
B nn #, = 4, fetn, jo ift
D ; o -
i \1\ i ) + I-_u -1, __5-"'
f M) j 1 A,
\ / Dber
| \ / g :
S hes 2 4y — 20,0 — 20y
\“‘H___ r_ - | 9 g
| i | + (a4 b2 — )
_""G'E T R T A T JI— la_;s -2 A% — 2 Fri if
P 2 2
| d= e+ b — )

ober mnad)y PHebung Dder
aleichenn Glieder und bet Cinfithrung der Bezeidhnungen P, und Fy
: ' e ) 1 2

e (e¢y — a3) SE T I.E.l1 — b)) = _:""] f’z.

Demunad) ift die Gleichung 3. audh im Falle ved MNichtichneidens bie vex
Potenslinie ober der Linie gleicher Tangenten. Alfo:

Durd) Subtraftion erhalt man aus ben Gleidungen
sweier Rreife ftets die Gleidung dber Potenzlinie.

184) Dap die Potenlinien bdreier Qretje ftetd bdurd) einen
Punft, dad Potemzcentrum, gehen, ergiebt fid) aus folgenber Be-
tradjtung: Sind a,b,, agby, a3bs die Kreidmittelpuntte und ¢, ¢, ¢
bie Rabien, o find die GSI'L‘icT;nnguu per Potenzlinien:

(u, — as) + 2y(by — b)) = P, — By,

elm i R
2a(ag — ay) + 2y(bg—b;) = Py — Py .
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Durd) Abdition erhalt man ausd den Deiden erjten Gleidungen bdie
oritte, folglid) geben die drei Geraben durd) einmen Punft.

135) Aufgnbe. Wie lautet die Gleihung der Beriihrungs:-
fehne (Bolave) zu einem auBerhalb ded Rreifed «* L o2 = ¢
liegenden Punite x,2,7 (BVgl. 131.)

QIuiln]ung Das Quadrat der Tangente ift, wie frither, 1* = e* —¢?
=" + 9" — & Der mit ¢ um z,y, gejdlogene Kreid hat alfo
vie Gleidhung (v — )2 + (v — 9)? = * = x> + 9,* — & ober,
wenn nan die Klammern audrediet wnd einiqed hebt:

] 1 «) - -~ 2
e e 21 R fl.',fl.f_,fi - — L.

(ot
2

Der gegebene Kreid twar aber

P S | s a
-y =,

purd) ©ubtraftion erhilt man bdie Gleihung der gemeinjcdhajtlichen
©ebhne beiber Rreife, d. h. die der gejuchten Beriihrungsjehne, alfo
202, + 29y, = 2¢* oder, tvie oben

e, _I_ Yy, = o2

36) Bemerfung. Samiliche Punfte der fenfrechten Geraden
@, = @ _mb:u, venn y, die verdnderliche Orbinate bebeutet, in Bezug
auf den unterjuchten Kreid Polaren von der Gleidhung

o €8 —i— YYp =— ¢
= : : ; o Ci 5
Sept man hier y =0, jo Wwixd xa = ¢* ober & = o Folglich:
Die Polaven famtlider Punfte der Geraden »;, = a gelhen
purd) pen reciprofen Punft v, = et (Was geometrijd) von diefer
Gevaden gilt, gilt von jamtliden Gerabden.)

37) ujgnbe. Wie lautet die Gleidung der Polave zu
gliem “u[ml‘h zyy, in Begug auf den Kreid (z —a)* 4 (y — b)*
— A 8

Die nac) obiger WMethode ans gufithrende Recdhnung fithrt auf bie

(é'aivitl,nmq
a)(@,—a) + (y—b) (3, — b) = &,

bie mieber in einjadjer Beziehung zur RKreidgleidhung

r_..J.' e I"E._‘.I '| — 1) --|— I"_.n’,f -— f;} I‘\.lj — b)) = =
r +
jtebt.




100 Eefte Ubteilung: Geomeirie der Geraben und bed RKreijes.

Dad Gegebene reiht hin, eine grope Jahl dev frither behandelten
Sie iiber Gerabe und Rreife mit Hiilfe ber Koordinatenlehre su be-

"

toeifen und entfprechende Aujgaben durch Rednung zur Xdjung zu

bringen, befonderd aud) folche ber neueven Geometrie.

XIV. Bufammenfiellung dev wefentlidhfien Relultate,

a) Rreislehre und neuere Geometrie.

1) Rtolemdausd: JIm Sehnenvieved 1)t

I
= -Ir"]-‘}' (8 rr'_\] '(~ r’fj (s—¢)
2) Jm Dreied Hot der Mittelpuntt des Um-Rreijes von demen
ber vier Bervithrungsfreije die Cntfernungen ¢ = Yr® — 29,
a=VrF 2re, o =Vr+2re, a=Vr+ 2r,.  Yufer
abe

bem ijt r = - =

3) 3m Dreied [iegen der Hobendurd)jdhnitt, der Wittelpuntt bes
Feuerbad)jhen RKreifes, bder Scdwerpunft und der Mittelpuntt bes
Um=Qreijed auf einer Geraden (Culerjdhe Gerade), und die vier Punfte
find Harmonijde.

4) Jm vollftandigen Bierfeit find bie drei Diagonalen Harmonijd
geteilt.

5) Pasdcal: Die Gegenjeiten des Sehnenjech3ects jhueiden fich
it brei Punften, die auj gerader Linte legen.

6) Die Uhnlichfeitspunfte dreier RKveife fiegen in Gruppen zu
breien auf vier Gevaben, den Hhnlichteitdachien.

7) Jede Sefante wird durd) Kreid und Polare in Harmonijden
Puntten gefchnitten.

8) Liegen drei Punfte auf einer Gervaden, fo gehen ihre Polaren
burdy einen ‘Punit.

9) Harmonijde Punfte haben zu Polaren Harmonijdhe Strafien.

10) Briandon: Jm Tangentenjechsed jdhneiden fjich die Ver-
binbungslinien der Gegenecen in einem Punfte.

11) Die Kurve & = ¢ ift ein Kreis.

o
‘|
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12) Das Jnverjionsdbild eines Kreifed ijt ein Kreis. Die Jn-
verfiondabbildbung it twinfeltreu.
13) Die Potenzlinien dreter Kreife jdhneiden jid) in etnwem Puntte.

.

bh) Soordinatenlehre.

1) Bufammenhang awijdhen den Cartefijfen und ben Polar-
Qoorbinaten:

-/ 9 a iy { =
P _]I_ V"'_ _%_ Y, tan ¢ = = L= rcose, Y = rsme.

~

Qoordinaten die avithmetijhen Mittel der Einzelfoordinaten

92) Der Sdhwerbuntt eined Homogenen Punitipftems bal alsd
) 9 s I~

3) Drei Puntite liegen auf einer Gerabden, wenn
e ey iy el B e B e e T Yl (ag—aYX(hod b =0
rr:_ — ""-_:__ I,\ .I_I = ";J,-' == t\m__, r,:: 1 |‘.-_-! [ Iy i I_.r 3 r..”_ L‘.'.:: i r-'] - :

4) Hauptaleichungen der Gerabden:

5) Sebe Gfleidhung exften Graded jwifhen x und y bebeutet

eine Gerabe.

6) Qft eine von drei Gleihungen exjten Graded eine Folge
ber beiben anbeven, fo geben die drei entfprechenden Geraben bdurd
einen Punit.

7) Rreidgleihungen:

W2 oyt = 2
ﬁ. —_— .r:.;}-'J + {/ﬂ —_— n'lj')‘ = =,

8) Gleidung der Polare des Puntted x .y, ijt

o
il

s B e

bezin.

(z — a)(z, - a) -+ (y — b) I,'?_.f__-'= — b)) = ¢~
Qiegt der Punft z,y, auj der Peripherie, jo Hanbdelt e5 fih um Ddie
Gleichung ber Tangente. Durd ©ubtraftion erhdlt man aud bden
Gleihungen zweier Kreife die Gleidhung threr Potenzlinie.




Sweite Abtetlung.
Arxitbmetihi.

[. Geometrifdhe Reilen.
a) Die geometrijhe Reihe mit endlider Gliederzafl.

1) Sn einer Bablenveihe fonnen die Glieder nad) einem be-
ftimmten Gefehe auf einander folgen. Hat man an den exften
®liedern dad Gejep exfannt, jo fann man jamtlidhe folgenden mit
Qeidhtigleit bilden. Jn der NReibe

S B B e S 1T

f F

ijt 3. B. jede3 Glied dad Doppelte ded vorhergehenden, dagegen in
ber Neibe

jebes Glied die Haljte ded vorhergehenden. Bilbe in dhnlicher Weife
vort 1 audgehende Reiben, in Denen jedes Glied dad dreifache, bier:
fache, u. §. . ober der dritte, vierte Teil u. {. . Ded vorbergehenden
ift. Bei ben fo gebildeten Reiben ijt der Qatotient je ziveier auf einander
folgenden Glieder eine fonjtante (unverdnbderlide) Grife.

Jeiben, bei denen der Duotient je zweier auf einanderx
folgenben Glieder eine fonftante Grife ift, werben geome:
trifdhe Reihen genannt.

2) Jit o va8 Anfangdglied und e dber unverinderliche Quotient
aud jedem Gliebe und dem vorbergehenden, fo ijt, wenn »n Glieder
borhanden find, die Form der geometrijhen NReihe die folgende:

3 { P
a, ae, ae e o aen e T

- 1
I ! 1 L



Jweite Abteilung.
Aritbmetili.

[. Geometrifhe Reilen.
a) Die geometrijhe Reihe mit eudlider Gliederzahl.

1) Sn einer Jabhlenreihe Eomnen die Glieder nad) einem be-
jftimmten Gefebe auf enander folgen. Hat man an den exften
Gliedern dag Gejes erfannt, fo fann man famtlidhe folgenben mit
Qeichtigfeit bilden. Jm der Reibe

1.2 4818

[ ]

ijt 3 B. jedes Glied pad Doppelte des vorhergehenden, bagegen in
ber Meibe
1,

jebed Glied bie Palfte ded vorhergehenden. Bilbe in dhnliher Weife
pont 1 ausgebende NReiben, in Ddenen jeded Glied das dreifache, vier-
fache, u. §. . oder der dritte, vievte Teil u. |. w. ded vborhergehenbden
ift. Bei dent fo gebilbeten Reihen ift bex Quotient je ptveier auf einanbdex
folgenden Glicder eine fonjtante (unverdnbderliche) Grife.

Reihen, bei venen ber Duotient fe yweier auf einander
folgenben Gliedber eine fonftante Grife ift, werden geome:-
trijhe Reihen genannt.

2) Jft @ dbag Anfangdglied und ¢ der unvevinderliche Duotient
aus jfebem Gliebe und dem vorbhergehenden, fo ift, wenn »n Glieder
vorhanden find, bie Form bder geometrijhen Neibe die folgende:

@, Ge, ae, ae

n—2a t—1
I « aeé 5 e -




. Geometrijde Rethen. 103

Qennt man die beiden erjten lieder einer geometrijhen Reibe, fo
fann man famtlide Glieder bilden und das n'* Gliecd (oa3 allgenteine
®lied) DHinjdhreiben, ohne den fpeziellen Wert ber gamgen Babhl »n 3u
fennent. ©eine Form it
1 t = ae* L.

3) Gine Hauptaufgabe befteht barint, Die Summe s der n

erften ®liedber su bilben, ohne dvie gange Bahl » zu fennen.
Bu diefem Bwede fept man*)

o+ aetal + a4 oo 4 ae—,

bilbet durch beiderfeitige Multipfifation mit e bie Gleidhung

R

e o S| e ] LR e S e St BT
es — (i T e i (L e i I (i o g

und findet durd) beiderjeitige Subtvaftion, bei ber redyts alle Glieber
bis auf zwei mwegjallen,
€5 — s = qe” — a,
pber
se— 1) =ua(er —1).
Demnad) it die Summe Dbder geontetrijdhen eihe bid gum
niet @liebe:

R Letim—— 1 = (I

Orbnet man beiderfeitd nad) fteigenben beyw. fallenden Potenzen
port ¢, jo gelten die Gletchungen

{ 1 — e
2 2B it —1 —
. : a-+ ae+ ae*+ +aer—l=a5_—,,
3) -
e —1

| aen—1t+aen—?*+-.-faeta=a

Dividiert man beiderfeitds durd) @, fo erhilt man Die einfadjeren
Formeln

! & T — -l_f}"
O e s
4)
/ | 7t
e —1 st —2 2 —-ﬁ —
e o S S e

4) Eine Probe fiiv die Ridtigleit diefer Summenfornen fann
man macjen, indem man vecdhtd umd linfd mit 1 — e bestw. ¢ — 1

#) Su der Megel wird die jo gejdyriebene Summe als die geometrijdye
Heihe bezeidhuet.




104 Bweite Abteilung: Arvithmetit.

multipliziert. Cine jweite Probe bejteht in der WAusfiihrung ber auf
per reden Seite angebeuteten Divifion, 3 B.

( et e S ST it L T e i S T Ay 2 B |
{\'f'_' .-""\I' '(,]_"'l_i—‘  Fr i LE ]-_._,'-{’f .T:'—r. —’—f_ *-1—{.—|—1 ;
i & —o |
e — ¢ 4 [ & —~ 1
2 : 2
=g & er
= —1
—_— -_fl —
o — o i
g — r"i 6 — 1

5) Jn ber Runjt, die Summe ber n erjten Glieder einer geo-
metrifdjen Reihe zu bilben, fieqt bei griferer Glicberzahl eine ganz
auperordentliche Crleichterung bed Rechnens.

Nufgabe. Die Summe der 17 erften durd) wiedberholte
Berdoppelung entjtehenden Jahlen zu bildben:

14+24+4-+8-4164+ 32464 ... 65536,

#uflofung. €3 hanbelt fih um

a9 L a2 (R 7 . S Bt s (O (¢ et My I e Wil
1 I a b=l = Vg | ey it =T (=] 1
a1 (e 1
181072 — 1 - o !
= 51 =131 Ok . !

[ Diexher gehbrt 3. B. die Aujgabe ded Sefja Ebn Daber, der als
Lohn fiir die Crfindbung des Sdadjpield vom Konig Shehram forderte,
auf die 64 Felber ved Sdacdhbretted der Reihe nad) 1, 2, 4, 8, u. . w.
Weizentorner zu fegen und fie ihm zu jdenfen. Man findet ald

oy g 8% —1 (Y \ : PRI ¥y ; A Eap
Refultat 5—- = 2™ — 1. Nad) vorigem Beifpiele ijt 2'° = 65 536,
alfo 2% = (65536 - 65536)°. Die Redynung ergiebt alg geforderte
Sumnte
18 446744 073709 551615 RKirner,

nit denen mian die gefjamte Erdoberflade etwad mehr als 1 ecm Hodh
bededen fomnte, fo baf auf der gamgen GErde nidht foviel Weizen

exiftiert, wie gefordert twurbe.]
A\ EiE ' g0 2 Yy "
6) et man in Gleidung 4) e = 5+ 10 erhdlt man
i) i
2 n—1 1= ” ; 3 ‘
¥op ¥ Yy " e
] _|_ A _I_ F + i —':L_ n—1 = ] == - 1 N
i ¥ &L Jri= o Y — i)
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ober, twenn man beiberfeitd mit 2" —! multipfiziext,

Hievin find zahlreiche Speztaljormeln enthalten, bdie Haufig als
Beijpiele fiir aufgehenbe Divifion Verwendung finden, 3. B.

i3 % .-.
R ) —E— i
- I;Jr = .
pt — yt : : \ 4
5 S e -!- ,r"lfj =1 _r'.','_) —i— I
=y e A :
Geft man in 5) — y ftatt y ein, fo bleibt der Babler der

recdhten Seite bet geradem » ungednbdert, dndbert fich aber bei un-
gerabem », anf der anberen aber entftehen abiwedyjelnde BVorseidhen, 3. B.

@£

E
il = T
=T = — r_f_,l’ e iy
&=y
zt — oy 3 9
i s —"4
o
By | &
1 ] == IJ,.I’ 4 5 2 % 8 a | 4
_— q" — il S e T ) e
T e e M o

Bemerfung., Jeded Glied ber geometvijhen Reibe ift mittlere
Proportionale zwifden den beiden MNadybargliedern. Durd) Cinjdal-
tung mittlever Proportionalen [dkt fid) aljo aud jeder joldhen NReibe
eine neue ableiten, aus biefer eine bdrifte u. f. w.

b) NAnwendung auj die Rentenveduung.

7) Nufgabe. JFemand legt am Sdluffe jeded Jahres
eine Griparnisd von » Marf 3insbar an und {Glagt jedesnal
pie Binfen zum Kapital. Wieviel befibt er nad) n Fahren?

uflojung. Wird der Brozentjas mit dem Beidhgen 9, bezeidhmet,
jo Hat ber erfte Pojten » nad) n Fahren den Wert » { 1 1Ii.'!;u}”_ 7
penn er fwar » — 1 Jahre lang jzindbar angelegt. (Vergl Teil I
Arithnetit Nr. 112.) Der zweite Pojten Hat nadh » Jahren den

r

Wert »(1 4+ L), u | w Die Summe der Schlufwerte der

etizelnen Poften 1t aljo nad) » Jahren:

’ 2 O N — 1 oL Y n—2 1 ; oL \n—3 i “_- | 0 ,
?I(] i J\l:] T ;-(\] = 'H:l -_F_ i‘(i o 1f|u.} e !{.1 + Ic:-U-] _E_ Y

ober nad)y Gleidung 3)




106 Broeite Abteilung: Arithmetit.

alfo, wenn man den Schlupwert mit & untd den Ausdrud 1 4 ;5
mit g bejeichnet und eune einfacdhe Umformung vornintmt:

1007/ . % \m 7 100
oy St 0 = nh ]
6) k= |2+ i) g (4 ].

Bezetchnet man 1|:‘1Lu Gingelpoften ald die jahrliche Rente (oder
Rate), fo hat man in 6) den Wert gefunbden, den eine aunf n Jahre
st 3aflende jahrliche Rente » nad) » Jahren hat. Gr heifst der
Sdlufwert der Rente. Die Formel ift widtig fitr die Beredyming
ver Qebendverfidherung. it » die aud ber Statiftif jolgende mittlere

Qebensdaner der fidh Heute verfichernden Perfon, und zahlt fie jahrlidh
y Mark fo ift & die nach) dem Tode zuviidzuzahlende Sumnte. Shnlich
ift es bei der Feuerverfijerung von Gebiuben, 3. B. Theatern, bei
berent eine mittfere Dauer des Beftehens auf Grund der Statitif
angeionmmen 1vird.

8) Yujgabe. Jemand will bei gegebenem Bingfup aunf
n Sahre eine an jedem Jahredjdlufy zu zahlende Hente »
faufen. Wie grof ift der Bahlungsdpreisd c?

Aufldjung. Der Raufpreis ¢ wiirde nad) » Jahren den Wert
k=¢ (1 -4 1:"9}”' Haben, die Rente bei gleichem Binsfup den Wert

1007 %\ A AP e it s St
k=5 |(1 + o) — 1| Beide Shlupwerte nuifien gleid) fein,

n LN : ’

aljo

& i oF 100 f o
7) st — o [t F 5 —1]

Demnady ift der Kaufpreid t’iuhvr Anfangdmert) der Rente

7 ) - lt:JIUJ"'1 Sis |_“. bao I_HH_:" iz ( “”'-.,} fJ'
04 |{]_—5 J n J I-.J'H | 100 - i Sl I
L 100
oDer
1007 r ﬂ[
¢ = [ .
[}U l._ "I.II |

Hierher gehort die WAblBjung von Renten durd) eine Barzahlung.

9) Nufgabe. Welde Rente » fann man bei gegebenem
Rindfuf auf » Jahre fiiv einen Kaufpreid ¢ tanjen?
Wufldjung. Aus der Shlupgleichung von 8) folgt

o) A ¢- Yo c- %

= e oo (A i 17
: L V100 - 9 ) : . = ]I

g



[. Geometrijche Retben. 107

10) Aujgabe. Auf wie viele Jahre fann man bei ge:-
gebenem Sindfup eine jahrliche Rente » fitv einen Kaufpreisd
¢ eriwerben?

Huflojung. Aus der Sdhlupgleihung von B) folgt

1 n 100 F=—C 100
{ T = ] —_ _ ;
| 0 r r

oder

Beiberjettiged Logarithmieren giebt

" IL:I {‘ "T_ Inn} o 1”" z. :‘)‘- (\J‘ o

alfo ijt die Unzahl der Jahre

1 ( ﬁ%)
o ‘11' | p— 5
! = = ! or —lo(r — 00Le 0)
9) R . oo =x 1)1} _l,.,? g : {,.ﬂ.”

/ oy ] "
: g4
1’?(1 i w”)
S allgemeinen evhilt man fein ganzzabliges », obwolhl der ndgangs-

punft der BVetradhtung ein foldhed angenommen Hat. Ulber den iiber:
jhiegenben Brudyteil ift dann befoudere Veveinbavung zu treffen.

11) Bemerfung. Die In‘rudllimrq“w:i%w entjages tinnte folgenbder-

mafen emgeleitet werben. Man jepe 1 4, =a, aljo ,'t'}'” x—1
bann geht Gleidhung 7) itber in
10). calt=— - A0t — 1) == plar SR et e R S

&a hmtm‘lt jich afjo um die Gleihung (n 4 1) Grades cx”(x — 1)

— r(a»— 1), ober um die Gleidung =" Gradesd co”= r[a" '
—]— gt—24 ...+ z -+ 1]. Sobald alfo n grofer ald 2 (bejw. 3
ober 4) ift, iibexfteigt bdie Aufgabe Dden Standpunft der Schule.
Renten auf fo geringe Wnzahl von Jabren zu bevedhnen, ift aber obhne
praftijhe Bedeutung.

1

12) Anjgabe. Jemand Hat ¢ Marf BVermogen, legt es
yindbar an und legt jahrlidh » Mart Crfparniffe dazu.
Wieviel bejiht er nadh n Jahren?
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e 5 / 2 0 vn 1007 B " o/ N |
Huflojung. 11) k=c (1 ;%) + o ()1

\

100 .r) 100y

= “ i+ ]:Jl;)_]” ('r =k [ %

Unfgabe. Bervedhne aud ber fehten Fovmel » beztv. # und Heive
diefe nemen Aufaaben in Worte ein.

Hufgabe. Jemand Hat ¢ Marf Vermigen, legt es zindbar an
und nimmt jahrlich » Marf davon. TWieviel Hat er nadh) » Jahren?

Huflojung. Vian Hat mur notig, in Formel 11) die Rente »
negativ einzujesen.

Bemerfung. ©ag
migen, {o bHanbelt e3
nebft Binfen und Binfedzinjen. Wian fann ben Schuldbenbejtand fiir
iebed beliebige Sahr Dberedmen. ©ebt man tn Formel 11) k= 0,

man in bdiefer Wufgabe Sdutlben ftatt Ver-
ih um bdie ratemveife Tilgung einer Scduld
I

fo fommt man auf die Formeln 7), 8), 9) und 10) zuriid und erhalt
die jogenannte Wmortijationdberedhnung.

13) Aufgabe. Cine Rente »r fei auj m Jahre zu be:
yiefhen. TWeldes ift der mittlere Bahlungstermin? (Der
Termin fiir die Bahlung ded Rapitald rm.)

uflojung. Sebe die Shlupwerte gleidh, alfo
12) im (l -+ T_»,—.-;.: ]“U"._{.l e Ye— 1|

100) | 0 1\ i 100
i 0 \ ¥y

und bervedhue darausd n.

Bemerfungen. Tbungdaufgaben befinden fih in den befannteren
Sammbimgen, 3 B. bet Bardey und Heid  Auj die Bedeutung
diefes Rapitels fiix dad gejamte Verfidherungd- und Rententvefen, fiir
die Waldbwirtjdaft, fiix das Sculbentvefen ber Staaten und Stibte,
fiir bas Gparfaffentvefen und fonftige volfswirtichaftliche Gebiete fei
nodh bejonders hingewiejen. — Die obigen Aufgaben lafjen fid) duvch
Ginfithrung vor falbjahrlidhen, vierteljahrlichen, monatlichen Renten:
saflungen nody vielfad) wmmwandeln.

¢) Die peometrijfen Reifen mit uncndlidy grofer Gliederzafhl.

14a) Jit in ber Reile

1 e e" 1
7 ere 2 = n — ==
= ¢ I —|_ z 1 (4 g — 1
e >1 ober e << — 1, fo fdjwellen dbie Glieder bei unendlidh gropem

n au unendliher Grofe an und aud) bie Summe wird unendlid
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quofy, toeil auf der vedhten Seite ¢* unendlid) grop ijt. Die Reihe
fantt dann nicht jummiert fverven.

it Hingegen — 1 < e << -+ 1, fo nehnen bet unenblid) grofyer
Gliederzahl die einzelnen Glicder allmdhlich bis zu unendlider Klein-
eit ab. o, §. man fann fie beliebig nahe an Null bringen, man darf
fogar ¢*—1 und ebenfo ¢* fiix n = oo gleid) Mull jepen. Damn er:
giebt fich bet Fortjeung ber Reihe bis ind Unendlice

. 1 >
R e o e e e i L Ieip ek

Qepteves [(aft fidh folgendermafen vevanjdaulichen: Man jdneide
pon ber Geraben von Qiinge 2 dad Stitd 1 ab, vom MRefte 1 oasd
e 1 e e | e e ] St o= e
Ctiid ; , bom Refte - dad Stitd -, vom Fejte - dad etiid 5 u. |. .
Da der NReft bei fortgefeptem Halbieren fih allmdhlich der Mull
niahert, jo ecfennt man die Ridhtigheit der lepten Gleichung auf geoz
metrijhem LWege.

Wollte man dagegen in Gleihung 13) ben Wert e = 2 ein-
fithren, der grofer ald 1 ijt, jo wiivde man gang Faljdesd erhalten,
namiicd

5

S o e LI e e pe A S e e L

1 | e 1 | : 1 =4 z ].'

(int3 alfo Hatte man Pofitives von unendlider Sripe, rechts etnen
negativen endlichen Wert,

14b) Den eigentlichen Grund fiiv bas Nichtgelten der Gleidyung n
rofchen Fallen evfennt man bei der Uusfithrung der auf ber vedjten
Geite vort 13) ftehenben Divifion. €3 ift 3. B.

b2 (1 e)=14 e+t 4+ - :
1 =
(
e D. §. bricht man Gei dem Rejte ¢* mit der
o2 Divifion ab, jo muf diefer NHeft nod
gt —g> burd) 1 — e Dividiert werben, und man
4
¢’ ~ erhalt bas Reftglied - _ =
b | G
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Die babei entftehende Gleidhung |
1 + -*'—E— r:“’—{— r"’.Jl_ R en—1 L : :r:: =
hat unbefdyrinfte Geltung, fie gilt alfo audy fiiv den Wert ¢ = 2.
Xft nun ¢ abfolut grofer als 1, o 1jt r_ = eine Grife, deren abjoluter

Betraq um fo grofer ift, je grdper man » nimmt. Sie dary alfo nidht
pernadlaffigt werden. Jit dagegen — 1 <Te< -+ 1, jo it
n

ber abiolute Betrag ded NRefted ¢ und ebenjo Ded8 Reftgliedes

b =
fiir unendli) groffed n veridvindend Elein, unbd ber Reft fann
vernadldfjigt toerden. Unendlihe Reifen, bdie fummiert werdben
fonnen, werben af8 Fonvergent begeichnet, womit gefagt werden
joll, dap die Summe einem Dbeftimmien Gremgwerte um fo ndber
fommt, je mehr Glieder man jummiert hat. De Ronvergens ift in
oen meiften Fdallen an beftimmtie BVedingungen gefniipit.

15) Unfgabe. €3 fei der abjolute Betrag bon b fletner
al3 der von o Weldes ift die Summe der mit ¢ und b be:
ginnenden geometrijden Reihe?

Huflojung. Die Summe ber Reibe ift

ji'. Ir..z b L :
ato i 4t =a(t gt

a*

b G—0,

&ig. 92, 16) Nufgabe. Der Kreid 1in
e Fig. 99 jei in Seftoren mit dem
e b2t s Eentrimwinfel 45° eingeteilt. Bon
/\ .. SR us ijt auf ben lmlqml')ﬂbarrmt
/ \ - B\ Rabius das Lot AP gefillt, von
\ -' \ B aué auf den folgenden Rabius
e e | bas Lot BC, von C aud auf den
¢ | nadften dad Lot CD wu. §. to. IWie
> : / lang ift dbie gebrodjene Sinie
\ /r"r / ABCDEFG ..., wenn man mit
< | > piefer Konftruftion b1d ms Un-
3 s endliche fortfahrt und der Ras
bing des Rreifes r =12 ift?
Huflojung. Die Lote bilden die geometrijdhe Reibe
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= = — == j ——“'_;‘(1 —:—]f’}

eyl Ykl g - 1

[Aufgaben bdiefer Art fanmn man zum Ausgangspuntt fiiv die
Berechnung gewifjer Spivalen, der fog. {ogarithmijchen Spivalen
madjen. Halbierung jeded Centriwinteld wund Einjdhaltung der mittleven
Proportionale je jtveier benacdybarter Radien fithrt bei mehriacher
Wiederholung allimihlid) auf diefe Rurven. |

[17) Uufgabe. Jn ein gleichjdentliged Dreied bvon
Grundlinie a« und Hohe b fei nad
vt von Figur 100 eine Reihe von Be:
viithrungsfretjen ginbejdhrieben, Die
fich nac) dber Spibe hin ind Unendlid:
fleine fortieht. a) Wie lautet bie
Reihe ber Rabdien? b) Wie grof ift die

&in. 100.

Summe jamtlider Kreidperipherieen? "-;:;»' %

¢) Wie grof ift die Summe jamtlidyer | \

Qreisfladent d) Wie grop ift bie ;'I Ak '._H

Summe des Inhalts jamtlider Kugeln, S s "\{\’

pie durd) Umbrehung ber Fiqur um / ' /

pie Hohe k entjtehen? i | A
Wufldjung. a) Jft o dev Rabiug dbes [\ | /f' \

qriften ber Berithrungstretie und u ber Umfang _15- et T ~—l"u_ff

9e8 Dreieds, o ift unddft ou = akh, alfo

b-r)’

i 7 4/ a* 9 sl ey 3
y=—=— W0 u=a-+ 2 l 4 + 1t =a+Va + 4F, jo da

al o — AT e »
: W g der Ahnlichfeit per Dretede ABC uno

h — 2p

A B,C folgt o:0=h — 2¢: h, alio g =90 —5° Die Reibe

=

ver Rabdien ift aljo

(Die poppelte Summie diefer Reibe qicbt natielidy h.)

b) Die Summe der Rreisperipherieen ijt
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T 7] +T By A -
t— o { it =0
ol ae cr e SR Ly

II‘lr \ it J )

1 ; f

— 2 on . = 2om_ - = T/
Y 1 h — 20 A

¢) Die Summe der Kreidflachen it
E e — 2p0\2 M — 20\4 1
) -1 ] = I 2 o= L L1 = A i | = r;::-['_
A t h ] | ( h ;} : | i (h — 20\2
| ==
h
mo®h? R0 T zh? 7 h? _ anh?
e T e Ly & T | S ol e g
e oy i s
0 \ @
anh? wh : i b
— — , oder Das fache des Dreieddinbalts.
4V a* - 4k 2V u* - 4h?

(Die Summe der Kugeloberflachen ijt vievmal jo grof.)
d) Die Summe der Inbalte jaimtlicher Kugeln 1ft

RNl (h — 2p)\3 th — 20\6 4 Wi n 1
7 L e =z ] Pl [ — el
507 __] ! ( h ) + ( h ) : _| g h — 20

= )

iy hé = 2oimh’
§5 TR — (h®— 6hie  12hp* — Bo%)  B(Bh'— 6ho -+ 407

2nh® 2w h®

= F:_J £ = Co (' “ o T RN
_‘_;I-;_; { t:} & Ul\{;) 1 4 i E;I_“(r:) — 6 [\i:) -4 I

2 a*nh®
3[3u” — bua 4 4a?

Sebt man hier v = a Va4 412 jo ergiebt fid) die Summe dev
a*mh® h* .

Ruaeln ald . - Der had = > s 9ed Reqeli 2

tugeln al 6 (a® & 317 pber da 3@+ 3h%) fadhe bes Kegelinbalis.

18) Nufgabe. Jn ein gleichieitiges Dreied von Seife a
Tei ber In-Rreis eingezeichnet. Nad) den drei Eden hin feien
nady Art der vorigen Wufgabe Reihen bvon Beriihrungs:
freifen eingetragen. Wie grof ift bie Summe dev jamt-
[ichen Rreidfladhen?

Aufldjung. MNach Art der vovigen Lofung evhilt man ald
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= ; e 11 ¢ i B Ll ;
Gumme der RKreidfladen s = r_'r’:r, oher  Das — =fache Ded
! 24 1/'3 ?

Dreiedsinhalts. (Der gqropte Qreid mur einmal eingurednen!)

19) Hujgabe. Wie grof ift die Summe ber JInhalte
jamtlicher Qugeln, die jid) in entfpredender Weife in dasd
reqelmafige Tetvaeder einbejdyreiben lafjen?

Huflofung. Auf dhnlichem Wege, wie vorber, erbhalt mar

11 o e
L — T s 7 lr.f {_—1 3

1512
20) Bemerfung. Hier (ift fid) eine gange Reihe geometrijdher
und freceometrijcher Mbungdaujgaben anjdliefen, 3. B. dbie Summe Dev
Snbalte jamtlicher Duadrate zu bevedynen, die fih n einem gleidh-
fcentligen Dreied von der Bajis aus fo iibeveinanber jetert lafjen,

2 e : o e R? \ ;
vaf ihre oberen Eden in die Schentel fallen. (s=a BT -
‘ . i --J,— 2 h

felbe Aufgabe fitv Rechtece, deven Hihe fih sur Grundlinie perhilt
toie 1 : 2. (a = ::ﬂ_;.h(a, ) ) Ein fentredhter Kreisfegel habe
als Durdymefier bes Grundireijes die Gerabe a und die Hohe k. Jn
thm (Bt fih eime Reihe bon Rreidcylindern quabdratijdhen PHaupt:
fohnitts itbereinanber fepen. Wie qeof ijt die Summe der JFnbalte?

alhlin g 5 : i i
D c j--;nruf‘-\ M Brat -[-!\"- ‘D\ E}‘
(u = L@ 8ah 55D } Eire jenfredte quabdratifche Pyramive habe
bie Hohe 7 und die Grundiante a. Sn ihr [aBt fidh eine NReibhe von

i
PBerithrungstugeln fibeveinander fepen. Wie grof ift die Summe ihrer
i a*mh?® = . R )
oy a9 i —— = ==, 1 3111 B ‘ﬁ A 3 A 9 ¢ }
Jnbalte? (5 6(a* + 359! ie in einer bder obigen Jnmnlt.u.f
Diefelbe ufqabe fiix die dretfeitige Pyramidbe von Grundfante @ und
= : a’mh® \ e e . oy
Hobe b (s = grag ”i_..\v} Diefelbe Aufgabe fiir bdie n=jeitige
! B/ e L R -
fenfrechte Pyramide mit rvegelmifiger Grundflacdhe. [Jn einen jent:
vecditen Rueisfegel eine entfprechende Reibe n-feitiger Pridmen mit
quabratifhen Seitenjlachen eingujdreiben. Mufgaben diejer vt
faben allerdings feinen grdferen praftijhen Wert, seidhnen fich aber
purd) einen veicheren Gedanfeninbalt aus, ald bie fonft iiblichen.
Urithmetifche Aufgaben findet man 3 B. . den Sammlungen bou

Bardey und Heis.|

Solymiiller, Mathematif. IL 2. Wl 3
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. Arithmetifdge Weiben.

a) Arithmetijhe Meihen erfter Ordnung.

21) Die Glicder einer Jahlenveife fonnen aud) jo aujeinander
fofgen, baf der Unterjdhied ziwifdhen je aivei aufeinander folgenben
Oliedern fonftant ift, wie 3. B. in

5Tt (st X [ KR [ 3 o
bann mennt man die NReibe eine arithmetijde Reibe.

St o a3 Unfangsdglied, » die Ungahl der Glieder und 4 bdie
fonftante Differens, jo lautet die Reibe folgendermafen:

a, at+d, ao+2d, ai+3d ... a-+ (n — 1)d.

Das ntt Glied Hat aljo, oud) wenn ed nidht SdhluBiglied ift,
pie Form

1)d.

t—a 4+ (n

finben, inbem man fie weimal in entgegengefebter Drbnung hin-
fdyreidbt, aljo 3. B.

292) Die Summe Dder arithmetijchen Reihe fann man

§=qa - {ci — ff;'l -+ (_’_,;__ |- 2“’) o i L —d) 4,
s =1t -+ l\.l‘ —d) + (f — fo.j] + -4 (a4 d) + a.
Durch beidexrjeitige Adbition erhilt man
s =(a4+D+(@+d+ @+t ---F@+t)+ (@t
pber

2s = n(a -+ 1),

pemnach it

nin— 1)

n 5 - / N 71
g= g\ -+ 1) = ';Zi”_i_ a + (n — 1)d] = na 4 2 i

Dasfelbe Rejultat finbet man durch folgenbe Uberfegung: Der
.ot

mittlere Wert desd erften und bed lepten Gliebed ift ——, Der deg

x : : T / P A g a b
aweitenr und ded vorlehten Glieded ebenfalls : + S bl L + ift
aljo {iberhaupt bas arvithmetifge Mittel famtliher OGlieder. Die

a4 -

Summe der Reihe muB demnad) x-

¥ -
1€111.

T
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23) Ubungsanfgaben. Wie grop ift dbie Summe Dder n
exften Bahlen der gemwihnliden Babhlenveihe?
g ) < )

. nin -4 1) ; - 199 . 200 L
TV 5B 142434199 ="2 :‘;s‘sfr(m}
Wie grof ift bie Summe der » exjten ungeraden Sahlen?
A ) e 14+ (2n—1 2n %
|_.,=1+.-3_r;)-1.-.--+!2;j.—_!.J:;r','r {\:! 2:_”‘""',3':””

aljo ftetd eine Duadratzahl, 3. B. 1 + 3454 - -+ 11 =36 = 6]
Wie grop ift die Summe der Bahlen von 101 bid 2007

s - : 2 n &
®liederzahl » =100, alfo s=  (a +t) =

= 50 - 301 = 15 050.]

Wie grop ift die Summe der gervaden Falhlen von 102
big 2007 [@Gliederzahl » = 50, alip s = ﬂu (102 4 200) = 25 - 302
— T5b0).]

Weitere 1Tbunggaufgaben fiehe 3. B. in ben Sammlungen bou
Barbeyh und Heisd.

100 iz o
— (101 ---200)

b) Ginige arithmetijhe Reihen hoherer Ordnung.*)

24) Nujgnbe. Weife nady, dap jede bder folgenben
Gleidungen eine identijde ift.

; z(x + 1) (g — 1) i
) 1-2 Eafe
b) e(w 4+ Dx+2) @—Da@E4+1) @4 1)
g, Rgnegy e = o e e RO
a(e-+1)(x-+2) (@13 (e—Nxe(@4-1){z4+2) z@41)(r 42
BIP 10 3.4 T T

Bemerfung. Fahrt man mit der Bilbung diefer Glerchungen
fort, fo fautet bie m'® folgendermafen:

an o A . % ¥ ) mn Y o ol ) o
a ele 1) (c+2)---(@-+m (22— 1)z 1)--- (& +m—1
' 1-2-8--«(m~ 1) 1.2-3-.-(m—+ 1)
ale+ DE+2) (x4 m—1)

#) Diefer Abjchnitt tonn dtberjchlagen mwerden, wenn man fid) beim Be-
jveife Ded binomijchen Lefrfaped mit dbem Scdluffe bon = auf (m == 1) be:
guiigen will.
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Diefe Gleichung twird als ibentifdh nadgewiefen, inbem man (inf3
bent gemeinjdhajtlichen Faftor abjonbdert. Dies giebt

ol 4 1) (@ 4+ 2) (& —— M 1) I ta .'-J-':] G 1)1
9.2 2, omilm 1) S %
1 -2-3 mm 1 1)

Hier it [z +m — (x — 1)] = (m 4+ 1), wad fich gegen ben

Fattor (m - 1) tm Nenner hebf, fo dap [inf3 basdjelbe wie redts

itehen bleibt.

Die redte Seite jeder biefer Gleidhungen ijt gleid) dem Anfangs-
gliebe auf der linfen Seite der vorhergehenden Gleidhung. Dasd Gefep
ijt aljo fleiht in Worten iviederzugeben.

Auz biefen Gfeichungen [afjent fidh gewifje Reibenfummicrungen
ableitenr, die al3 Vorbereitung fiiv den widhtigen binomijden Lehriak
qu betrachten find.

: e ; ; o z(x-41) (x—1)x &L

25 ) Sebt man in der itbentijdhen Gleichung e = =

fiic @ ber Meihe nad) bie ganzzahligen Werte 1, 2, 3, ..., = ein,

!

10 erhalt man folgended Shftem von Gleichungen:
1-2 0-1
B e o Gt
B B B e
1:-2 12 T
5 SO | 2.8 5
TR T e )
(n—1)n  (» 2) (n D e e
1.2 .2 =y -
nin -+ 1) (n 1yn
_ d == J3

1-2 Vs

Durd) Addition ber bdrei Kolonnen, bei ber fich jedoc) in je 3tvei auf-
einanber folgenden Gleidungen gleiche Glieder entgegengejebten Bor-
jeichend tvegheben, entfteht folgende beveitd befannte ®leichung

nin -4+ 1)

=142

26) Berfahrt man ebenfo mit den identijhen Gleihungen b), c)
und d), jo erhalt man die Formeln:

nin 4 1) (n :J}_ 1:2, 8.8 | 3.4 p mn 4 1)
1.2.3 S ok e SR T R

A
gr



[1. Urithinetijdye Reihen. 1 B

n(n--1) (n-+2) (n + 3) __ 188 o :E_-::--x_l_:_m'-_-:-;'»_l_ e _‘_”U{‘|‘ 1(n+2)
T e 1-2.8 1 1.2.3 1 1.3.8 | 1-2.3 :

nn+1)n+ 204 3) x4

18 8rd y $a8.d:5 § Bedbab |_'i".?f"i—1j"'.‘f F2)(n+3
Feggid I qemaged I 1ogesnd I 1:9. 3.4

Und fo fann man toeiter fortfahren.

97) Bertaufht man in diefen Gleidhungen die vechten und linfen
Seiten, und rechnet man die WAnfongdglieder aus, jo erhalt man, von
unten anfangend, folgende Gleidpmngen:

nin 4 1) (4 2) (n—4 3

[l B 3 ] i et 4 i e S
14 65—+ 19 -—i-- 30 + T0 + 120 i BT

nm -+ 1) (n -+ 2) (n + 3) (n + 4)
— - -

1-2-3-4-56

. - = =, e nin 4 1) (0 + 2)
1+ 44104 20 4 35 456 + - 4 Lt ,I -
n(n 4 1) (n -+ 2) (n 4+ 3)
i e e S '
g o . nn-4+1) nn -+ 1) (n 4 2)
o ] ; ¢ | I = (TS
l—}—.-1—{—L|—|—If_Jr+—1.L:—{—-.ZlT--—;— T o |
" win 4 1)
1 o= et Ry s el | n = =2 o \ ]
14e43+4at54+64 -+ ="""7,

n

14+141 4141414 F1=7-

Dic Summe jeder diefer Reihen ift gleid) dem '™ Gliede
per vorhergefenden Reife Die Differeny je zmweier auf:
cinander folgenden @lieder jeder ber NReihen giebt Ddie
®lieber ber folgenden NReibe, wad eine Folge der Jdentitaten
a), b), ¢) und d) ift.

Man bezeichiet naturgemif jede bdiefer Meiben al8 bie erjte
Differengenreihe der lepten (b. . unmittelbar dariiber ftehentben)
Reihe, al8 bdie weite Diffevengenveihe bder borleptern, al3 Ddie
pritte Differenzenreihe der drittlehten u. §. 1v.

Hat bdie erfte Diffevengenveibe einer gegebernen Reibe Tlauter
gleiche @lieder, jo nennt man Ddie leptere eine avithmetijche Reibhe
e Orbnung.  Hat die zweite Diffevenzenveihe eimer gegebenen
NReihe lauter gleiche Glieder, jo Heifit die leptere eine avithmetijche
Reihe 20 Drdonung. Ehenjo giebt es arvithmetifde Reiben
gtec  gter gter  Srdnyung, bei denen aljo die 3., 4, 5., ...
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Differenzenveihe lauter gleie @lieder hat. Ju Ddiejen NReihen ver
jchiedener Orbuung gehiren die joeben gefundenen.

28) Man begeichnet Ddiefe HReihen aud) al3 bdie Reihen ber
figurierten Bahlen. Sie laffen fih namlbd) in eigentiimlidher
MWeife in der Form eined fymmetrijden Bahlenbreieds
gruppieren, twobet jede ber gefunbdenen Reihen zweimal vorfommt, etnmal
it Der eirten, dann in der anderen @dyvdgrichtung:

~eve Horizontalveihe lautet viidwdrts ebenjo mwie vormirtd gelefen.
Man fann dad Jahlendreied, mit der oberften Horizontalreihe be-
ginnend, jdnell hinjdyreiben, indbem man unter je 3twei Nadbar-
sahlen jeder Horizontalveihe bie Summe Dbeider Babhlen
jdreibt. Daber ift eben jede Schriigreihe die erfte Differenzenveihe
ber einen benachbarten Sdrigreihe.

20) Nnfgabe. Wie lautet die »* Horizontalveihe Hes
Babhlendreieds?
Auflojung. Die Geiden erften Bahlen find 1 und n.

Das nt

n{n -
[
aber bieje ©drdgreihe ein Glied teniger Hat, ald bie voranftehende,
- gt g S (7 iin 3
10 hanpelt e3 fi) um dad (# — 1) Glied, d. h. um k—i- 5— Das

®lied der britten Sdrdagreihe wiirbe nad) 27) jeir. Da

)

nin -+ 1) (n 4+ 2)
15208
fein. Da ed fid) bier aber um dad (n — 2)' Glicd Handelt, fo
7 m—2)(n—1)n " 1 ST s ; x
exhalt nman o w— Wiw Die n'* Horizontalreihe lautet alfo

i1-2.8

n'* Glied der vierten Sdjrigreibe titrbe nacdh 27)

N n(n 1) n — 1) (h — 2) nin—1) (n — 2) (n — 8)

1 TR 19253 ' A T S
Die Kermtnid diefer mit dem (n -+ 1)*" Gliede abbrechenden Reibe ift
fitc bie Entwidelung der Mathematif von ganz ouBerordentlicher Be-
peutung getworben.
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(1. Mer binemifdye Lebhrfat fiiv samge pofitive Exponenten.

30a) Wbleitung mit Hiilfe der arithmetifden HReiben
hoherer Ordbnung. “Bildet man oer Reibe nad) die gangzahligen
Potenzen ded yweigliedrigen Ausdruds (be3 Binomd) a - b, fo erhilt
man (¢ + b)lr=a+0b, (a4 b2 =a® | 2ab + %, (a 4 by
a® 4+ 3a?b + 3abd® + v, (a4 by = a* 4 4a°b + 6a*0
L 4ab® 4 b*uw .. Jeder diefer Nuadriicde ift nad fallenden
Potenzen von a und nadh fteigenben ‘Potenzen bou b ge-
prdnet, die Bahlenfaftoven aber entipreden ben Hovizontal:
veifen bes im borigen Abjchnitt behanbdelien Bahlendreieds.
3 fragt fich zumdchit, ob died immer ber Fall it

Phultipliziert man Deifpiel3ivetje die Gleichung

(¢ + b)? =a® 4 3a'b | 34 b* + b’
beiderfeits mit @ - b, o entteht Linf3 (a 4 b), vedht3 aber entjtehen
bie i abbievenden Neiben
1.at+ 34°b + 3a%0* + lal’
— 1a°b + 3a*b? + 3abd —I— T 3
alfo (a+b)i=1-a"+4 a’b -+ 6 a’b® + 4ab® + 1 - 1*.

War aljo die Formel fiix (a 4 b)° nad falfenben und {teigenbden

Potengen von a bezw. b georbmet, o mup notivendig bei (a + b)Y
pasfelbe der Fall fein.

Bekitmmert man fich fermer bei ber Ydbpition mur um die Sablen-
faftoren, fo jind folgende Reihen glichevvetfe su adbieren:

]I :-\;J' %l 1F
1. 8.8, 1
AL e ke

Statt iebe Baphl mit der darunter ftehenben zu vereinigen, fann nian

aber aud) fe wei Nadybarzahlen der erften JMeihe jummieven.
DieReihen der Bahlenfattoren [;“Biunmia[-:hl' pefficienten)

in dem aufeinander folgenden Formeln werven alfo ebenjo

gebilbet, wie die Porvizontalreihen desd Bahlendreieds.

Die nft Neife desjelben war aber
n nn—1) mn—1)Hn—2) nn— ) (n —2)(n — 38)
R T W e 1.2-8 ’ 0 o8 o4

=

1,

folglich ift audy fitr jeded ganmge pofitive
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L .” — 1 D30
1) (a4 =ar - Lan—1p 4 2E=D) gnsps
— 1) n—2 e e Dt =) (=8 .
e = i ek e bt 1'J e }1'” lu”'*h‘-{—. s
LB 7 o ey el

Gebt man — b ftatt b ein, jo bleiben die Glieder mit geradjahligen
Grponenten von b ungedndert, die anderen aber nehmen negatives
Borzeidhen an.  Man erhdlt alfo folgende mit abwedjelnden Bor-
seichen behaftete NReibe:

7o (. —1 oy
_]|._. &_{__ } ant— -f;..’

: i
2) (a— f;)":r;"—Tr;“—'f: e

nn—1)(n—2) —853
gt — an b _[_..-.

Sall

Bon Widptigleit ift der bejoudere Fal
n nn—1) , 7 —1)(n—2) .
5) (far=14 2t 2E=Dp n=—DE_8

nn—1) (n—2) (n— 3)
- 1.;'.:;.?1( i

Da n als gang und pojitiv angenommen ift, fo bricht jede bdiefer
Jeihen mit bem (n 4 1) Gliede ab, denn von Sort ab fommt in
jebem folgenben @liede der Faftor (n — n) = 0 bor,

Der vorjtehende Beweid griindet fih auf bdie Eigenfdiaften ge-
wifjer Reiben Hoherer Ordbnung. It die Durdinalhme der lehteren
nidht vorhevgegangen, fo begniige man fich mit dem folgenden Bewete.

30b) Ableitung mit Hiilfe ded SHlujfes vonn aufn 4 1.
&3 1t
&) —I—'— .-";::3 — ._r."f B [P 5 ey et o
(@ 4+ b)° = a® 4 3a%b 4 3ab® 4+ B®
== F.fj'* = a* 4 4a’b + 64%H° - 4dab’ 4+ bt
. f. m
Die vecdhten Seiten diefer Fovmeln laffen fich, wie bie Ausredhnung
seigt, m folgender Form fchreiben:

9 2 : Y e
as =l il [ R 2
[ i 1 at 1 i FJ’ :
3 8 .9 3(8—1) .9 | 80B—1D@E—2 .3
« —f— ;@ !J-—|— —— ab’ 4 s A
4 1 4 - 1 4(4—1) 29 4 |':-1: — 1) (4 —2) 3 4 4—1){4—2) [4— 3 4
T Tebt+ et T A0 T TS R
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barand erfennt man die gemeinjdaftlidhe Form

: 3 7 e nin—1) 958
(et ‘Jl— o = —I— g at—%h --Tr-ﬂ S at—=b"
X 4 1 1.2
et g
=l Bt 1) o Z_’ an—353 L ...
' 1.2.8 sl '

bie aunadjt fiix » = 2, 3 und 4 al3 richtig erprobt ijt.

s lafgt fih mm zeigen, daf die Deiberfeitige Multi-
plifation mit @ -+ b auf eine Formel von derfelben Gejtalt
fithrt. Pan erhdlt namlid:

: . 7 s nin—1) 9 nin—1)(n—=2)
Irgﬂ_!— Ir,' :'1" "+' 1 r;'g_"? -i"] - .f.!‘"‘ ] - - ar= ].L- b - : o
ol B Ty BES P | 1.2-8

nin—1)

i 2 i p— 2713
b+ L= T e

pber, twenn man die gleidhnamigen Glieber abddiert,

. = ) 1 (- 1yn . By
Lf\l.’f- -J]—- f}}”‘+] = gtT1 + —l_ a*h _}_ ] 11. .). £ at—1p=
n-4+1nn—1) T
Sp el bt ) =28 L - - -
oA i '
alfo, wenn man n 4 1 = v {ebt:
- % il ; g e e
(a + b)) =a" + : a—'b 4 A 22
vify—a) (v — 2} . 3
‘+ 1.9 3 (1 L B .

wad mit ber obigen gemeinjdaftlichen Form itberernjtimmt.

&ilt aljo die binomifdhe Formel fitr irgend ein ganj:
aafliged =, jo gilt fie aud) fiir die nddfte ganze Jabhl
(n + 1). Gilt fie aljo fiiv den Crponenten 4, jo gilt fie aud fiir 5,
folglih aud) fiixr 6, 7, 8, 9 ...

[Dieje Betweigmethode nennt man den Shlu von » auf (n + 1),
ein bejonbers von dem Mathematifer Raftner angemwandted Ber-
fahren. €3 bat dem IMangel, bie innere Notwenbigleit der gemein-
jhaftlichen Formel nicht evfennen zu lafjen.]

[381) Auf einem Hiheren Standpunite wird gezeigt, bag bie
binomijde MReihe

nn—1) o , n(n—1)(n—2) 5 , n(n—1)n—2)n—38) ,
T /

e L ) 7 .
_l—}—i;af—i— 1.9 + 1.9 .38 b —-[-— i s 4 P {

o

- f-"'."_.ﬂf:f.‘ --}— e
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die fidh ind Wiendblidhe evftvedtt, weun » nidht jugleid) gany, pojitiv
und veell i5t, im allgemeinen nicht jummiert werben fann, daf bies
aber dod) moglch ift, jobald der abjolute Betrag von o feiner ald
1 ift. Sm lebteven Falle evgiebt fih ald@ Summe der unendlidjen
Reihe toieberum bder ugdbvud (1 + «)". Die Bedingung der Kon-
vergens (Summierbarfeit) ift aljo ganz bdiefelbe, tvie Dbei Der geo=
e e e e R e s R e geinere
Unterjudjungen iiber bdie Sonvergens iiberjdjreiten den Standpunit
ber Sdjule. |

£

—_
oy
it

32) Bemerfung. W

nin—1) , nn— Hn—2)
et e 123 2 :

=

(14+1)=1-+

wad fiiv ganged pofitives n richtig ift, folgt, daf die Summe jeder
Horizontalveihe ded Bafhlendreiedsd eine Potenz bon 2 1t
Aljo 3. B.

1-4+4-+-6-4+4-41=2"
Dagegen i)t
; A n n(n— 1) win—1)(n—2)
(1 — ]_l":1——l—|[— 1.5 -— T .3 _'_"'—“.

alfo ift 3 B.

1—4+46—44+1=0,

w. . w. Jebe Neihe ded [ahlendreieds giebt alfo ber ab-
wedfelnden BVBorzeiden die Summe Null

33) Nufgaben. Wie lautet die Formel fitv (a + )" + (@ — )" ?
Wie lautet die Formel fiiv (¢ + b)* — (@ — b)"? Wie lautet die
Sormel fiiv (22 + 3y%)°, fiir (2x - 51 (22 + 3y%)°
(22 4+ 39%)° — (22 — 3y%)° 7 Wie heift basd

4

(e i e et s o Y R
(2 SY° )% UL L

e
i

®fied der Formel fiix (34 -4 54%)72

34) Bemerfung. €35 ijt

(.l. —|— l\li'“mj'" = 1 4 0,0006 L 0,00000009 = 1,00060009,
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affo, twenn man mit weniger ald 8 Gtellen Genauigfeit vedyuet,
1,0008% = ~ 1,0006%). WNmgefehet it }/1,0006 = ~ 1,0008.

Allgemeiner: Jft o fein im Verhdltnid su 1, jo Fann man

(1 -+ e)=1-4 2« o den lepten Poften ftreihen und erhalt
- \ g 5 ; oy ! "
(1 4+« =~1-+2¢ Umgelehrt ift V1 +2e=~1 1+ ¢
e / : o
alfo Y1 +e=~1 E P

Ferner ift

| BN - 1 i T VOWOVOY s Tl | Y OO2T
(] - ln-:uu_) = 1 -4 0,0006 <+ 0,00000012 -+ 0,0000 0000 0027

= 1,000600120027,
aljo bei Redhnungen mit geringever Genauigteit (1 ,0002)® =~1,0008,
und umgefehrt 31,0006 = ~ 1,0002.

Allgemeiner ift ed bei fleinem « gejtattef, in der syormel

(14+e=1-4 3c-+ 3¢ + «

bie beiden lepten Glieder zu ftreichen, fo dak man bat

'l-_'} — 1?-.‘.‘:)' | -!-: e,
und umgefehrt:
3 e g ; W
V1-+3a=c~1-"1Tu« DDEY V1 -4+ o=~c> B 2

[35) Uniwendung finden biefe abgefitvzten Bevednungen vielfad)
in ber PhHyjif und Mechanif. Jjt 3 B. der lineave Ausdehmings-
foeffisient ecined feften Rorpers bet der Crivdrnumg um einert Grad

e s : B :
Gelfius gleid) —, 1o daf feine Lange [ in r'(.l. -+ ﬂ) iibergebt, {o

o’
wiivbe Der Qubifinhalt ded Wiirfels mit RKante 7 aud * iibergehen
: il 143 ol 3) e ’ e e
i P14 ) =~ -"'{l 4 ). Weil — bag Dreifadje von — Ut
\ /) "/ ! "

fagt man, der fubifhe Wusdehnungsfoeffizient eined feftenn Rorperd fet
bas Dreifache vom linearen Uusbehnungsloeffizienten ]

¥) ~o bebeutet Hier ,angendbert” oder ,abgerundet”.
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Iv. Ableitung sewiffer avithmefifyer Reien hohever
Ordiung mit Giilfe des binomifdyen Lehriabes.”)

36) ©ept man in  Dder iventifhen  Gleidung (z — 1)’ =
2% — 32° + 32z — 1 fiiv = ber Neihe nad) die ganzzabligen Werte
e R entjteht folgenbes Spftem von Gleichungen:

0?=1%—3-1243-1 —1

5—19% - 38.213.2—1
a2 1
93 — 3 —3-32 1+ 3.3 — 1

n—1P=n"—38-2°+ 3 -n—1.

Durd) Addition der fenfrechien Qolonnent erhdlt man eine neue
@leichung, in Der fid alle Glieder 3'* Potens bi3 auf das eimige
n® toegheben, fo Dafy ftehen Dbletbt:

0—=nP—3(124 2+ 32 .o Fnd)+ 31+ 2434+ ") — .

Demnad) ift die Summe der Duadbratzahlen von 1° big »*

q B 3 © '.H“ - P - n
12 4 2° + 52 —]—-'-—Jl—-;'g.')‘: 5 —.‘I—{._]—{—‘z-}— 3+ -o4n)— :
n? nin 4+ 1) 7
RE=8 25 9% g

5 % B 5 n? n® 7) nin-+ 1) (2n -+ 1)
1) 1®2-+ oz 1 a2 | ... |l p*= -l : _|_ Jr P A T e, Y s I8
; i 1 : :

=)

Aufgaben. Wie groP ijt bic Summe der Duadratzahlen
von 1% 6ig 10022 Wie grop ift die Summe ber Lnadrat:
jafhlen von 200% bis 300 %

37) Madt man bdasjelbe mit der ibentifchen Gleichung

(¢ — 1)F = a* — 40° + 62° — 420+ 1,

fp ift die durch Adbition ber fenfrechten Kolonnen entjtehende Gletchung

#) Diefer Abfdhnitt ift nur dann durdjzunehmen, wenn ed wiinjdjensivert
eridyeint, in der Stereometrie gelegentlich) der Simpjon- bHzw. Gummenforntel
iiber ben dritten Grab hHinausdzugehen.
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0=t — 4 (134 284 8% 4 - - n¥) -+ 6 (12 2°F 32 - 2?)

14+24+84---4n)+n,

1

S

put N 4 - : . . "
S o ) — S (A 23 )4

m s ey L 2 \
L &l 3 (| (! i ¥ " | n 1

R (3 5 T i e b o z} = 4!
ober enolich:

4 1 Ol 1 3 o M an {4 A=2

= w o : 3 nt L 2n° 4 n nin —+ 171%
(3] [ 7 i, IR R R e il e S BN S ‘ \ I 1
2) 1 -+ 2¢ 4 3% 4 0= 1 = = |

=(1+24+38+4 -4 n)7

Die Summe der n erften Kubifzahlen ift alfo fjtetd eine
Duabdratzahl und zwar dad Quadrat vom der Sumue dey
n erften Jablen,

Aufgaben. Wie grof ift die Summe der Kubifzahlen
pon 1% His 100° und das Quadrat von welder Fabhl ijt
bieje Summe? Wie grof it die Swmme der Kubifzahlen von
200° big 300°?

PBilbe in derfelben Weife, wie oben, die Formeln fir

ot gt o PB4t

38) Bemerfung., Aus

" !
8 E B P =
142484 -dn=%+3
folgt nac) beiderfeitiger Divifion duvdy »*
B S
_.l.l: = 2 i 2N

©ebt man n = oo, fo fillt 5~ foeg, wno man exhialt die Formel:
) e o i e i L n \
Q) filt n =00 Ut = = -
It
2 a2 02 5% " i '}’E-': T
DISTE il ol e S e &

folgt mach beiderjeitiger Divijion durd) »”

R e SR o

) . » 5
m" v 2n ' 6w
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Sept man n =00, 0 falfen redht3 bie beiben lepten ®lieber iveg,
and man Hat die Formel

e 12492184 ...-+m i
fir n = oo 1t = =<
Ehenjo ergiebt fich fiir » = oC
l:i _i_ -.3:: JF <J. _!:_ e 5 _!_._ _”;: {
) nt ==l :

Alfgemeiner gilt jitr ganzed pojitivesd p der Sab:

: > - 1..'1 _r ",3'” _|__ ".{"35 J,\,_ i _Il_ -H.-’” a1}
5) firm=0o00 if —— 31 ol

toofiiv man aud) jdreiben fann

n=7n
S o o 1 155 1
o™) fiir n = 00 1L 3 m- = | .
: - Pt - p 1
(S sy i 1
=1

[Die Formeln bdiefed Abfdmitts finben vielfacdje Untvendung it
oer Qurvenlehre, Stereometrie und Mecdpantt, 3. %B. bei ber Fladen:
beredynung von Parabeln 2% und pioherer Ordbuung, bei der Unter-
juchung der Rreisevolvente, bet dex Snfaltaberechnung von Paraboloiben
piherer Ordnung, aud) bei gewifjen Ableitungen ber Simpion-Neoton=
jchen Regel und ber Summenformel der Steveometrie, bet ber Unter-
fuchung johrig abgejchnittence Pridmen ynd Cylinder, bei dev Beredynig
von Trdgheitsmomentert, elaftifhen Linien und Trdger-Abbiegungen,
bei Hydroftatijchen Unterfudjungen u. i 1o. 8 Handelt fih dabei um
9ad Umgeben bder Jntegration ganzer vationaler Funttionen. Anj
piherem Standpunite wird bewiejen, paf die Formel aud) fiiv ge-

brodenes p gift, nur mup pann p > — 1 fein.]
m=n
39) Die Reihen 1° A 2° 4 324 ... 4 n° ober E m,
m=1
m=mn m=n
X g 5 | =
3 3 R et | 340 el L 3 48 R R i
1?4 27 4 -+ n® obex ‘> m® itberhaupt die Reihen 3,m
m=1 me1

find arvithmetijhe Reihen gter gter ... pi® Hydnung.
Bei der erften 3. B. folgen auf einander pie Glieder
n?,  (n—4 1), (n 4 27, (n+ J)E e

peren Differengen find

(2n<+ 1), (2mn-+38), (2n 4 5)

I L ! f
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wad eine arithmetijhe Reihe 1'** Orbnung ift, jo dak die urfpriing
fiche 2'* Drbnung iar.

Bei der folgenden NReibe Handelt e3 fich um

n® (n4 1), (0 22 (n+ 8P, (n-+4 =
alio um bdie Differenzen

(372 4 3n41), (8n° 4+ 9n-41T7), (37" 15n+ 19),
(8n* 4+ 21n + 37),
Dazu find die Differenzen
(6n -+ 6), (67— 12), (6n - 18),

Qepteres ift eine avithmetijde Rethe 1 Ordbnung, die urjpriingliche
alfo von Der dritten Orbnung. o Tann man fortfabren.

40) Dagfelbe ergiebt fid) in jwingender Weije bei folgender

Ableitung der Reihen :S m? die unabhingig vom binomijden Lehr-

e )

fabe ift.

I P9 i R iy @(r1) (x—1)z
Nus der in Ab{dynitt 25 behanbelten Jventitdt ——o— — 5
I i B e =D o 2x(xz 1) 2
folgt e A le g B pDeL R 24
— 4% — 2, fo baf aud) folgende Jdentitat gilt:
x(m 1)
e st e ]
L
Cest man fiir « der NReihe nad) die Jahlen 1, 2, 3, - -+, 7
. [} ] r !

wid addiert man die Kofonmen der unter einander gefdricbenen Jalhlen
gleichungen, jo erhalt man

12_}_22_{__3?_'_..«—1—-3?-?

T { | A1
[1-2. , 2:8 ; 8-4 n(n -+ 1)7 : 5 i
oLty 2ttty 2RI (142434 0]
- nin 4+ 1) (n -+ 2) n(n+1) w4 1) 2n 41

P~ 1.9 8 2 o 6 :

Rechts jteht wurfpriinglich bdie Differeny jtveier arithmetijder
Reihen, von demen die eime 27F, bie anbere 1 Orbnung ijt.

Gine fehr ecinfade Betvadhtung zeigt num, baf die Summe
ober Differeny zweier arithmetifdher Reihen hohever Orbnung
tetd mwieder eine joldye Meibe ift, Deren Drvdnung tm all:
gemeinen mit ber Reihe von devr hdheven Drbnung iiber-
cinftimmt Folglich fteht Dier vedhtsd, tvie audy (inf3 eine arith-
metifde RNeibe 2t Ordnung.
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X dhnlider Weife folgt aus der qleichfallz unter 24) behandelten

Spentitat
w(e - 1) (& 4+ 2) (@ — 1Dz + 1) a@ -+ 1)
e 1-2.3 T
w(e -+ 1) (x -+ 2) o [’_.-'c_;!— 1) = (0 — 1) z(z 4 1) — 1 —
e 1 3 1-2-3 1o S

und davaud ergiebt fich die Joentitdt

Lale 4 1) (@ 4 2)
12 -3

Gebt man wiederum fitv Sie MWerte 1, 2, 3, - -+ n und addiert,

fo entjtebt

Auf der rechten Geite Hamdelt ed fih um BVereinigung orefer
avithmetijder Jeiben, von Ddenen die hodyfte von der britten Orduung
ift. Afjo ift audh bie Heihe ber Qubifsaflen eine arithmetijdhe Reibe
ber britten Lronung.

Sn gleicher Weife fann man geigen, bafy 124 22 4« -+ 0P

o

fiiv gamzed pofitived p eine arithmetijhe Reihe pt* Orbuung ift.

V. Mic Grponentialreile nud die natiivlidyen Logarithmen.®)

41) Mad) dem binomijhen Sabe ift fitr ganges pojitives »

nm —1) 1 nin—1n—2) 1

| 1y» L = 1 1 = JRLEL
(-.I I P) e + 1 ‘' _| !_-'::' “wt _!_ 1.3 3
n(n 1} (n 2Nin— 3) 1
He e e

2.8

) Diefer Abjchnitt tann auf dem Gymunajium itberjchlagen werden, obivohl
pidagogijthe Swierigleiten feine Durdmalne nicht Hinbern. Er giebt der
elementaren Sefre von ben Logarithmen eine porfiufige Abvundung. Der
binomifche Qehrjap toitd dabei a8 uur fitv gange pofitive Crponenten
betviefen boraudgejebt.
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So ift 3. B
(1+5)=1+1-1=2
(143 =14+t s+ 5=1=2
(J. 4 ) =1 -} I : .-:; ¥ Tf; : fd 1 _ ot l = 21

e groper man 2 nimmt, um fo grifer wird bder Wert bon

e __H} ; DaB ev aber micht iiber emen gewifjen Wert hinausd wadhit,

ergiebt fich, wenn man » unendlich qrof werden lagt. Die urfpriina-
{iche Meihe lagt fich namlich folgendermagen Jchreiben:

1 1y 24
Pk 1\.'*! e L g oo ! _| (] " ) ‘-1 __ n/
{ . =sa) B I R 1-2.3
= (1 T 1 ) (,i L M _,-’ (,l l Je’) =t o,
! L. 2.8 .4 v 4

Jft nun » unendlich groB, fo darf man in den eingelnen Gliedbern die
SO : e 5 = "
Nusbriicde = o W 10 gleich MNull jeben, vorausgejebt, dap e3
(] T b &
fih nidht wum unendlich viele Faftoren bdiejer Art Hanbdelt. (Demn
unendlid) viele unendlid) fleine Grogen Ionnen unter Umitanden fehr

groBen Ginfluf Haben.) Demnad) erhalt man
[ 1yn 1 1 1 1 1
—_ | l I I
1\1+ ) e g 1Tl-:é_i_]rz-:‘—l_]."-3-;;._'.i—[—:.-?.--‘.r._'_.+"';

ey i L =& = ahivdh

ober, twenn man dad3 Probuft 1-2.3-..m mit dem JBeidhen m!
bezeichmet:
f\n

(.I e ) =1 T ].: _._ A1 0 g ol

Da die beiden erften Glieder die Sumume 2 geben, jo ift die Summe
per Reibe grofer ald 2. Jeded Gilied diejer MNeibe ift vom 4** ab
tleinter, ald basd entjprecdhende Glied ber geometrijden Meihe

| P - I | 1 1 '_ I 1 sk | oy A
[ml[ ‘l_i_g—l_,i_!—n,—l_"' __tl |_'!_.:_'-,_"_.

folglich fann die ©Summe bder unterjuchten Reihe nidht groper jein,
al8 3, jie muf awifdhen 2 und 3 liegen. Man fann die Summe vijcdhen
teit engere Grenzen einjdniiven. So geben 3. B. bie vier erjten
®lieder bdie Summe 2,66666 ---; der Neft ift aber fleiner, ald bie
Summe der geometrijchen Reibe

DPolymialler, Mathematil. IL L Unjl 9
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O P
ot Bl og 42 | 94 .4
. L 1 j - A DEERERE
= 2 SRR iR MYodaunt v
4

Demnad) liegt die Summe zwifden 2,6666 - - und 2,722
@eht man toeit gemug, fo ergiebt fih afs Grengwert die Fahl

9 7182818 - - .-, dbie man mit ¢ Degeidnet. ©s ijt alfo

2 ‘

bo

)

[ 1\# R oty Lo O
fir n = o (1 - n\: — o= 2 T1IB2R1B - --
! S-S

o~

(YUuf der linfen Seite diefer Gleidhung iviirde 3 nicdt erfanbt getwejen
1

o L 2 - - L f 1

feit, — =— O zu jeben, weil die Anzahl der Fattoven (1 -+ _?} unend-
L | n

lich grofy ift. ©3 Hanmbelt fid) alfo durdhaus nmichfum 1-1-1-1--- =1,

ondern um ettwad gany anderes.)

42) Wufgabe. Den Anusdrud (1 4 ) fiir unendlich

4 \ "/

I

qrofes, gans und pofitiv zu denfendes » zu bevednen
Ynflojung. Man erhdlt zunadyjt auf demjelben Wege wie vorher

/ xA\n fi e ey e e 't 15
B 1 — OO vt Sy — s = B ~iE 2 o =
i e (\1 ) i B e o b e L B ] I Bl

Wuch bdieje NReihe mup fiiv jedes endlidhe » eine endliche Summe

44 =
{1, und jomdert man
dbiefes von jamtlichen vedhtd vom 4"" jtehenden Gliedern ab, fo hat
matt ald Rejt der NReibe

haben. St 3. B. # =4, Jo ift bag 5% Glied

Dabei ift jedbes Glied ber Nlammer (vom erjten abgefehen) fleiner
ald bag entjprecdjende der geometrijdhen Reihe

-

alfo ift jener Reft der Reibe fleiner als €8 Danbdelt fich

alfo wm eine fonvergente MReibpe.

Mun ift fiiv ganges, pofitived, wnendlid) grofed m

! L

- - T v ANE] Loy - s 1 v

jebt man aljo fiiv m bdie pofitive, unenblich grofe Bahl —, die man
HH

sur unendlid) grofen Babl »

fih ald gany denfen fann [teil man
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eine beliebig grofe endliche Fahl hinguaddieren fann, ohue baf jid) etivas
dndert], jo bhat man

Erhebt man vedhtd und lnfd jur 2" Potenz, jo folat

/ a\n 7 i s g
Fir _— & = ¥ = Sl o | 1 e o] EH 5 [
e (] Tl FREERVEES Ve A
eine Formel, pie fiiv jeoed beliebige « gilt. Da aber ¢ — =it

jo veicht die Berednung fiiv pojitived o vorldiufig aus.

43) ufgabe. Die 10 Wurzel aus ¢ 3u berednen.
Nuflojung. ©3 ift

1 1 1 1 1
IO il 10 4 100 4 1000 1 10 000 [
: —— G | T = |,-£_|_ -I,:,;'._l_ | G S T

Durdy Abdbition ber i Dezimalbriiche verwvandelten Gliedexr

1,000 0000 000
0,100 0000 000
0,005 0000 000
00001666 666
00000041 666 - .-
0,000 0000 833

10
erhdlt man e = 1,1051709 - - - - .
mit einer Genauigieit auf 8 Stellen.

~ » { oo i n -
Je groper ber Wurzelepponent ift, um fo leidhter [aBt fidh }f’w auj
100

sablveiche Stellen bevechnen. Man bevedne 3 B. Ve auf 20 Stellen.

44) Wihrend man aud anderent Bahlen (von 1 abgefehen) mnur
bie 2tem gtem glen gten gien . ... MWyrzeln ausziehen fann, aber auf

r

Das “‘iuuguhmr per pfen 7ren ... Wurzeln verzidten mup, hat man

in e eine Babl gefunben, aud bder fich jebe beliebige Wurzel mit

Hiilfe ber obigen Neihe bilden [dft, ober bdie man in beliebiger
Weife potenzieren fanun. Dedhalb eignet fie fih auperordentlidh) qut

-]

e Bafig eined Logarvithmeniyjtems, weldes man al8 das
natiivliche bejeichnet Hat.
¥t ¢ = @, fo nennt man « dben natiirlichen Logarithmus
g
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bont a, gejdrieben: o« =‘°lga. (S0 war 3z B. vorher beredhuet
1

10 = 1,105 1709 - - -, folglidh ift 0,1 = g 1,105 1709.)

(a1

Dieje Logavithmen Habern biefelben Grunbeigenidaften, iwie bdie
frither Dehandelten (vergl. Teil T Nv. 109).

it p.=flog. 0 folgt e =

it B="igh, jo folgt ef =10

©ind beive Bedingungen erfitllt, jo jolgt duvd) beiderfeitige Multipli-
fation Der abgeleiteten Gleichungen e% - of = ab, ober ¢ +7F — ab,
iop dapp &« 4 f = ‘Ig {:fre';_'] over ‘lga + ‘lgb = ‘lg (ab) ift.

&3 gelten aljo, wie frither, die Gleidhungen

¢ lt_l 'l.fr EJ:: — ]~_{ a —.::-- ]_LL{ ) :
a

flg ( > J = ‘lga ‘lged ,

Ig (@*) = n(lga),

1g Va — = (1ga)

45a) Der Bujammenhang der natirlichen Logarithmen mit den
genteinett (Briggijhen) Logavithmen ergiebt jich folgendermapern. &3 jei

«a="lga, alfo e*=gq

Logarithmiert man betdbe Seiten der lepten Gleichung unter Annahme
per logarithmifchen Bafid 10, fo hat man

Vg (e*) ="1ga, ober «(lge)="lga, oder Yga-(Clge)="gq
Solglich ift

o illl: a

I:'-);"'-' = g el

oder fvemn man "’lg e mit m begeidmet (Miodul der Brigaifdhen oder
gemeinen Logarithmen),

I"'I.LL'U- : !
Gga = ——_ unb “loa m- (e a).
_ = 8 e
: 1
us m = "lge folgt 10" =¢, alfo e =10, b. § — = g 10.
U s

&3 ift aljo sugleich

o= ]“._:-'_J)'f —— 1
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Demmad) fann m fowohl mit Hiilfe der Briggijhen, als auch mit

Diilfe ber natiirlidhen Logarithmen berechnet twerben.

Die Beredymung ergiebt m — 0,434294 5. (Vergl. 3. B. bie
Beredynungdmethode Teil T, Nr. 108.)
Bur Ableitung der natiirliden Logarithmen aus b

Zabelle der Hinftlidhen benuht man die Formel

.
I Wl i
]
l

oe m

jur Ableitung der Briggijden Logarithmen ausd der Tabelle

per natiivlidgen benuft man die Formel

Die Wifjenfdhaft hat den lepteren Weg eingejchlagen, da ¢ bdie am
leichteften 3u potenzierende Bafiz ift, fobald ed fih um gebrodene
Crponenten hanbelt. Allerbingd Hat man aud dér Erbonentialreihe
andere Reihen abgeleitef, mit deren Hiilfe die [ogarithmifchen Tabellen
bequemer angefertiqt twerben fonnten.

45b) Uufgabe. Cine Reibe fitr 10® zu bilden

Ty : i 5 (5 i
uflojung. Aug “lga = mlga — « folgt - — ‘dga boey

a=¢". Bugleid ift a

10% folglich

@ (H) ( (Vs )~
(e gm o o p ':H i m/ y \m/

21 B

46) Bu den geometrijd) intereflanten Univendungen der Formel
(1 4+ J_] = ¢ gehbrt die Fladenberednung der gleichjeitigen und
\ e
anderer Hhperbeln. Audy in der Medhanif findet vielfache Untvendung
oer Gleidung jtatt. Bon Jntereffe ift nod) folgenbe Aufgabe der
Ainjegzindrecdhniny.

Nufgabe. In welder Weife vermehrt jidh ein Qabpital,
foenn die Jinjen in jedbem Womente zum Kapital gefdhlagen
loerpen?

uflojung. Bei jahelich einmaligem Bindzuidhlag verwandelt fich
FaTs 1= y

bag Kapital 1 1 einemn Jahre n '-f._f - U) in »n Jahren in (1 - ]\}
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Bei m-maligem Bindzujdlage wahrend jedes Jahres geht e iiber in
of  Nm 1/ \ T

[ e (ST
(1 + 1c;t)-ﬁ?-’ bejtehungsiveife {1 Foron J}

Xft nun g unendlich grofy, jo Handelt e fih um
0,01 %/, \m o i 0,01 9 \mn 0010
( e [ L ] — A.01%  peafp. [-.L = - ) = gt 0,01%

Das Kapital e geht alfo nadh » :'\\-'I[J‘L‘L‘]l bet etmem in jebem
Momente erfolgenden Bindzujchlage itber in

T st 0,01 %,
1 o .

Handelt e3 fih 3 B. um 5%, fo it der Vevmehrungsfattor jtatt
b 1

(l + ni jegt e =¢20. Nan Dberechie Bl,l Ig ¢ = ,_,r“ 0,434 294 5
—= 0021714 7. Numerud dabon ift 1,051271. Hier wird aljo
pas RKapital um‘i} n Jahren fein k= ¢ - 1,0561271". Hierbet braudt
n feine gange Bahl zu fein, joudern jede beliebige bojitive veelle Sahl
fann eingejeht werden. Wahrend aljo bei einfachem Bindzujdlag bdie
Beredhung der Anzahl der Jahre auf ungenaue Rejultate fithrie,
jobald nicht eine gange Bahl Hevaudtam, {jodbafy iiber ben lbexichufs
befortdere Vereinbarung getrojfen twerden mufte, ift dad Rejultat hier
in jedem Falle abjolut geman. — Der ununterbrodene Jindzujdhlag
founte ettva mit dem Wadhstum eined vegelmdpig zunehmenden LWalbesd
verglichen verden.

14 1
o
nd

VI. Mer Moiveefdye Lehrfol uud einige aus ihm
nbgeleitete Reibhen.

£7) Jm erften Teile, Abjhnitt 101, twar i = 4 V—1 ge-
jept, affo @ = —1, #=—4 =41, P =iunim NMan

1 ? :
netke and) — =5 =— = — .

Sn Folgendem twerdben mebrfad) fomplexe Grigen a 4+ bi und
ay + byi gleihzufeben fein. Sind fie gleid), jo mup a = @, und
b=", fein, benn aud a 4 bi=a, + b,i folgt (a — a,) =i(b, — b).
Wenn alfo midt « = ¢, und zugleich b = b, twdre, jo wiirbe die
veelle Babhl [int8 gleidh der tmagindrven Jahl vedtd fein, wad un=
miglich 1ft. Stimmen alio fomplere Bahlen itberein, jo jtimmen jotwohl
ibre reellen Feile, al8 aud) ihre imagindven Teile fiiv fid) dberein.
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48) Auf Grund befannter gontometvijher Fovmeln ijt

(cos w - ¢ sin«) (cos B - i sin )

— cosacos — sine sinf —+ i (sin @ cos § - cos « sin 3)
' 1 i . P Fa 1 \
= co8 (& T _J'\. - #8in\a B)-
Ebentjo it
[cos (e = ) + i sin (e + )] (cosy + i siny
—cos(e+4 B+ 9) 4 isin(e+ 8+ p)

Daber qilt fitr beliebig viele Faftoven diefer vt ber Sal

a) (cose 4 isina) (cosf + isinf) (cosy 4 i siny)
e g e e B el i o b
—= (COS U"*' 5= IJ _Ji_ e winie )= i 91n (\If e Ay g i o R

Set man hier e=pF=y---, fo folgt amdadjt fiiv ganged pofitives

% bie Forutel

g . - W 1 - *
(coso - ¢ sine)® = cos M —— ¢ SR,

b)
Darausd folgt

i 5 £ S a
coso - i sine = Yeosne -+ i sinne,

afio. fwent ne = B und daher ¢« = = gejeht wird,
o (!
] 8 n
cos — -+ ¢ sin & = JeosP | isinf.
. (]

Sdreibt man wieber « ftatt §, fo Hat man bdie Gleidung

1
¢) Veosa - isine = (cose - ¢sina)™ = cos -+ i sin =
/ LS v

Damit ift aber mur einer ber Wurzeliverte gefunben. Spater wird

)
A

geseigt, DaB e2 im Gangen » Wurzeln giebt.

=608 ,,_:, ¢ 81N @& I B = [-‘_—u:‘s : —I- i 81n
\ : "

1 ¥t
fi M 8 e rz}

d) (cosme |+ isinme)’

Die Jormel b) gilt aljo aud) fiiv gebrodyene Erponenten.

Rach a) ift

(cos o - isine) (cos (— &) - isin(— ) = cos (e —a)--isin(e —a
—cos0 4 isin0=140=1.
Pa cos -._'_ o) = cos e, Sin . - o) =— — sine 1t 1o folgt
(cos o - i sin u:} (cose —tsine) =1,
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\ 1 -
e) ST = CO8 o 81N e,
/ c08 @ -+ 7 8In « '
pder aud
(Cos e 4 t8In &) " = €oS (— «) -+ ¢ sin(— ).
TN Adert s
Daraus folgt
‘\I (Cos e ¢ 8in )~ " = [coS (— @) | i sin (— &)]"
= ¢08 (— nw) | ¢ SN ——0 )i
b Y b s

Demnacd) gilt ber jogenannte Moivrejdhe Sah

Iy o BV
LCO8S o —I— 8l )" =— COS ¢ = ¢ 8In No

aud) fiir negative und gebrodene Crponenten.

Sowohl bdie Formel a) ald aud) dbie Formel b) erinmern an
oie Cigenjdaften bder Potengen. Bei a) rourde (infs multipliztert,
vagegen Datte man vechtd Adbition, gany ebenfo, wie in ber Formel

e“ of ¢ = ¢*TF#T7 . Belb) wird linf3 potengiert, vechtd multipfiziert,

ahulich twie in ber Formel (¢*)® = . Bei ¢) wird [infs radiciext,
A - . ‘ . . _'?,r ]

rechts pibidiert, gany wie bei Pe® — e

19) Fiiv ganzes pofitives » war der binomijhe Lehriab Hewiefen,
fitr jolched 1jt alfo
(cos ¢ + 4 sin a)®

1 ) = n :".“ 13 . < Al
= COS™ & Jl— cog®*—1 ¢/ sin o “ll —~/ cos"—2 i .‘-’-:ti";g -—I'
L 1.2 :
DDer
: 51 3 " e Rl s nin—1) =SS
(cos« ~+ isin &) =Co8 o -+ 1 CO8™ ~asing— .1 = —eoy—Aun n” o
mn—1)m—2) . g
: 1.9.3 cos® Y @ gin” @ - - - -
.2.8

Bugleid) ijt
(cos @ - isin )" = cos ne -+ i sin ne.
Die rvedhten Seiten muiffen dibeveinftimmen, alfo Find Jowohl Bie
veellen, af aud) die imagindven Teile einander aleidh.
Davausd ergiebt fidh fiix ganzes, vofitivez »

) : n(n 1) e T 9
¥ e e R T o i N i SR SO
£) COs Mo COB" 1.9 CO8s €& SIn” ¢
| — 1) (n 2) (n 3) ; L
| 1 9.3 { COS O Sl o " Ly

e ——,
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VI Ter Moivrejdhe Lehrjap und einige aud ifm abgeleitete Reifen.
s 2 " o =Lt win—1) (n— 2 a i e
1) Bln e = - COS™ ™ - @ 811 ¢ — cos™—* o BIn”

; 1 1+2:3

, nn—1)(n—2)(n—3) (n—4) B0 e
T 1:2:3-4:B ~¢0s" % @ sin” @ — - -
Nufgabe. Bilde Hieraud Formeln fiir cos e, cos

¢os 5o ..., fiir 8in 3«, sin 4, sin He,

50).%) SnFig. 101 1ft A B =sin . Je Heiner der Bogen « ift, um

—_—

jo mehr witd AB = CB, b. §). bet unendlid) fleinem « fann man «

und sin ¢ mit einanber bvertaujden, ebenjn o

und sin® @, & und sin® e«  Nur bei unendlich St
grofem Grponenten twiirdbe Vorficht nitig fein.
¥

Ferner ift
1 f

i - -, . o y
cos o= /1 — s8in" « = (1 — sin“a)?,

folglich =

fl=—"_
cos” o = (1 — sin® a}* .

Sit rnun # unendlid) grof, jo fann man ed ald gerave Zahl an-

. o o e " . o . BT
nehmen, {o dbap aud) - ald gang und unendlid) grof betradytet wwerben

Fan.  Dann qilt fiir und die binomifde Formel, b, b.

i)
cos” o« = (1 — gin® u'\] o
nofn A n{n )
(5—1) = S S an)

Mo SASNIERY el 2N\2 J\2 £
=1 2 sin® o 4 o SIN- o — T3 sin” «
und ebenfo e 1)

B Wl 2 (3 = _
cos® — =1 sin gint
el " 2 7" —'_ 1-2
" \ /n A
s GG e
212 4 2 S P |
Tenh Lt R0
folglidh, ba » = oo ift, aljo der Bogen fitr ben Sinug gejept werden
n (n A nfn N \
) 1 a (c) o= ) 34 & l i l) (-‘; Pt -"J} q6
o 5] T n p . 2\2 P s N J\a /P e
7 2 nt 1.2 n 1-2-3 FbE
1 1 1 ) 1 ( 1 1 ) (1 2 }
i /A2 gihe =l g Tk (; ) R
: 1 P t\ n, g \ S\ n/, p
o " "!_ o R 1 .9 .9 3 _1_
z N y I N 1-2-3 7

barf,

*) Abjdmitt 50 bid 52 fommen auj dem Gymnajium iiberjchlagen werden.

Die Uusfithrlichieit der Darftellung ift eine abfichtliche.
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Lo ; ot il By ¥lat1pa ’ sl y 18
Dieje Methe fonbergrert Tur gropes n UMD rleutes ,I. jebr jchnell. XBird
n

aber n = oo gefeht, Jo fallen rvechts alle Glieder mit udnahme des

erften e, und man bat bie durdjaus nidt felbitverftandliche Fovmel:

iy n — oo 1t

51) Nady diefen Vorbereitungen jebe man in Fovmel 49¢g) § fiiv
ne, alfjo = fiiv ¢, o dap jte m folgenoe ubergeht:

¥l

g n(n — 1) s By aed)

cos f§ = cog”® — e eos™ —* sin” -
d (7! R "N %
nin—1)(n—2)(n—3) ]
-+ = e cog? —4 = gint P
¢ 1 2.8 4 n
Xiir # = oo bereinfadt fich diefe Formel gang auperordentlid), da dann
=)
o |:J“ COB" =
oy LT T e e o L s s
COs rlige 1 1)L, €DEN|D CoOB8 S il 1, ebenjo
[ i)
cos"—?% = =1, und da ferner fiir jeben Sinud ber Bogen gejebt
i
twerben darf. Wan erhalt
: 7 (n e [ nn—1)n—2)n—3) g*
cogh = 1 — SIS - =
120 B s n
n(n— 1) (n—2) (n Nn—4Y(n—5H) Y .
¥ J iR IRE, 3] 1 ) b e
1 2 3 -4 -5H-6 e |
1 ) (1 -
foo N i .
1 - 3*
1 I
b f 0\
(1 b ) ‘1 2
7 L (! @b _|
= g8
= Y : S 1 2 3 s ;
ooer endlich, da man Ddie Gridgen , = 1. ). . jtreichen fatnr,
- H T T

CO8 of = 1 - —-!- - ” : - —

Gang cbenjo lettet man aud der Formel h) ab die Formel
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Diefe Reihen fonvergieren um o jdneller, je feiner o ift, Tomuen
alfo dann jur Berehnung bder Fumftiomen benubt werden. (Man
achte aud) davauf, daf die Cofinudveihe nuv gerade Crponenten, bdie
Sinudreihe aber nur ungerade zeigh Died ftimmt damit ujanumen,

AL
\ o
J

)

baf cos (— a) = cos e und sin (— «

— — sin e ijt.

Nufgabe. Beredyne den Sinud und Cofinud eines Bogens von
per Lange ]ij am Rreife mit Radiud 1 unter Venubung der 5 exften
®lieder der Reiben.

i e Ga)® [ (e)?
| e T a1 | 31

|
—
I

f TR . -
Bugleich ijt nadh) bder Formel fiir (1 4 -;) bei ganzemt, pojttibem,

unendlidhy gropem »

b om ) 3 11 21 3!

BDa die vedhten Seiten iibereinftinumen, ftummen aud) die [infen itber-
e, und man hat

A A

¢ - & 81N« L e

Die gelegentlich ded Woivrejchen Sabhes befprodhenen Potenzeigenjdafien
oes Ausdruds cos e - i sin e erfdheinen jebt al8 gany felbjtverftindlid,
pennt er ijt eine einfache Poteny von e, Da

1 =i
- = C0S o — 1 8ln &
cos @ —+ 191N o
tit, 10 yolgt aud
CoS e — 1§ Sinw = ¢

#8 qgilt aljo folgended ©Spjtem von Gleicungen:

{ 1 At 2 1o
| COS ¢ =T R«
1
| < L e A e 124
| COS & — 4. 81N & = ¢ 3
|
| e
\ g £ | )

o | COB o= 5 1
| -
[
1 i
pas e et
| 51N =
\
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i

Die betben lehten folgen aud den betben erften durd) Adbdbition bestw.

ubtvaftion. Durd) Divijion folgt aud den Dberben erften nod

alfo, twenn auf der rvechten Seite oben wnd unten durdy cos « Divi:

ptert oird,

1 — ¢ tan o
- vid g 2l o =5 )
Da  tan , = tan 45" = 1 1jt, jo folgt BHieraus
T ——
= " 1 T % 1 =T} I = 2¢ 1
i = —— i

n) S b w= —lo
Daraus folgt nod) lgi = -, aljo
ler | ) €) ].r, E—
. o r
ober endlid
0l Jf_f A= = ,T»'.,

fvad fidh audy aus

— 1 = cosm + isinm = ¢”
ergiebt. Demnady ift allgemein
& {) | L) -~ I_ |— 1) =— ol =~

wornit die Angelegenbeit der Logarithmen negativer Jahlen exledigt ijt.+)
Man fann von hier aus nod sur Entwidelung ber Logarithmen in
Reihen iibergehen. Died joll aber fiir eine Hohere Stufe veripart
erden. .
Mit Hiilfe der Formel ™ — — 1
afire 1882 betiefen, ba® = etne trandcenbente
5
b

aud ver Gtrede 1 mit Birfel und Lineal Fonftvuiert werben Famn,

hat Prof. Lindemann im

iit, alio nidt

L —
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VII. Die geonetrifye Darfiellung dev kompleren Bahlen wnd
per st Wnrgeln aus der Einlyeit und aus andecen Bahlenw®)

)

53) Jn Teil T (Abjdnitt 75) war gezeigt, tvie man die Reibe
per pofttiven unbd negativen ganzen Bablen auf einer Geraden bdar-
jtellen faun. ©piter wurde gezeigt, tie aud) die Werte ber ge-
brocdjenen Bablen jur Wnjdauung gebradyt twerden finnen, enbdlid
turde davauf hingewiejen, daf dburdh die Cinfithrung der ivrationalen
Hablen die Gervade ftetig mit Sahlenwerten bededt twerden fanm. Jn
Wbjchnitt 101 tourdbe darauf hHingedeutet, daf fiir die tmagindren und
fompleren Bablen auf der Geraben fein Rawm mebhr itbrig ift, dap
man alfo zu ihrer Darjtellung die zweite Di

D Dimenfion zu
Hitlfe nehmen mup. Man Hat aljo verjudt, die fompleren
Fahlen in ber Ebene jur Darjtellung zu bringen

Die Argand-Gaupide Darjtellung berubt auf Folgenbem:

Jebe fomplere Babhl # 4 »i lapt fidh) in der jogenannten rebu-
cierten Form » (cosp + ¢ sin ) darjtellen. Sept man ndamlich beide
usdriicke gleich, jo muiffen die veellen und die imagindren Teile
beider itbereinjtimmen, o daf

&£ =17 cosSep uub i = r sin ¢

ift. Durd) Quadrieren und Adbbieren erhalt man

T ] T 2
&° 1 Yy =1 (cos” @ s @) = r°,

: eIy oy o) : 4 &
burd) Divifion entjteht °° = tan @, aljo ¢ = arctan - (lied arcus

Y : iy o ' Y e
tangens ©, a3 den Bogen bedeuten joll, defjen Tangente gleid) = it).
ol .
WNean bezeichnet » ald den abjoluten Betrag der fombleren
Bahl, @ ald die Abweidhung, die Grofe (cosp -+ ising) fann

L

) &2 empfitehlt fidh nidht, den Abjdhnitt VIL fiixr dagd Gymnajium grund
jiglich zu jtveichen. Die Lehre von den n Werten der n™" Wurzeln und ben
n LWiungen ber Gleidung »'*" Graded bleibt ofne die Hier gegebenen BVer-
anjdhanlichungen ein abjtrafted und jdhwer zu verftehended Gebiet. Jn dem
Wmjtanbe, dap die »*" Wurgeln aud jeder Jahl mit den Eden eined vegel
mifiigen n-Ed3 zujammenjallen, liegt eime nidht mur Jnterejje erivedende,
jondern aucd) Dequem zu bertwenbdenbe Dandhabe. Die vier erjten Kapitel
thrung in die Theorie ber ifogonalen Verwandtidajten”™

i Ded BVerfafferd ,, Einfi i
(Qeipzig, B. ®. Teubner) geben weitered Ubungdmaterial nebjt phyjifalijden
und fartograpbhijden Unwendungen.
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man, tie fich jofort zeigen iwird, zwedmadpig als ihren Ridytungs
foeffizienten Degeichnen.
Das Gejagte fJHmmt bdevartig mit den nfangdgriinden der
Qoorbinatenlehre fibereinn, daf ed nabe fliegt, die veellen Fahlen
auf ber PHorizontaladie
Bl 105 (veellen Achfe) des RKoox-
Y] binatenjpjtems, bdie n‘-i'-t
' imagindren Sabhlen yi auf
: per fenfrechten (imagindren
“K s Achie) darzujtellen, jebe
3 e tomplere Bahl # - yi
[Tl ey aber durd) dben Punit,
N oX e . deffen Roordinaten z
i e e —X : 22 S
4 . - & & und y find. o 1jt in
A\ Figur 102 bdie fenfredhte
e v Ad)je tn ebenjolche Teile
=) eingeteilt, tvie die Hori:
S sontale, Ddenn e3  ijt
Pop e i=1 (cos90°+ i sin90°),

jo dap der abjolute Betrag
vont ¢ al8 1 angufehen ift. Die Bahl 2 4 7 wird durrch den Punkt 4, die
Bahl — 1 - 24 durdy B, bie Bahl — 2 — 24 durdy C, dbie 3ahl 1 — 3¢
ourd) D darvgejtellt. Bugleih ift fiir 4, den obigen Formeln ent:
jprechend, r, = /22 -+ 12, tan ¢, = 1, r, co8p, =2, r;sing, = 1.
Japt nan mun 0A ald Strede auf, dasd heifit ald8 Geradbe von dex
Qénge », und der Ridhtung ¢, fo fann man and jagen, die Jahl 2 44
werde durd) die Strede 04 dargejtellt Ahnliche Betvadtungen
laffen fich Fiix Die Punfte B, C und D anftellen. Der Winlel o
ird, toie in der Roorbdinatenlehre
(analptifchenn Geomefrie), jtetd von

xig. 108,

! ber pojitiven veellen Adje O X aud
oy = gemefien. Jeber miglidhen fom
e pleren ;%1_ entfpridht jeit ein
¥ 7% Wyunft per Ebhene.
A F
by 54) Die Addition i'mim[c;'ua;
(b — — & : y _x Bablen (xy + 1) + (@ + Ygi)
5 "“'; s : aieht  baz  Rejultat -'.J_, —:— %)

¢ i o Ty o g LERR, o
—+ (9 + uo)i. It aljo mn Fg. 103

r =g, + xy und y = y; + u,, fo ftellt der Punit € mit den

1 =5 B |
Qoorbinaten x und y die Summe der durd) A4 und £ vertretenen




VII. Die geometrijche Darftellung der fomplegxen Bablen 2c. 145

flen bar. Dabei ift aber AE = 0D =2, unb EC =DB =y,,

alfo AC 4 OB, b §. OACRB ijt ein Pavallelogramm. Da nun

bie Summe (v, + ) + (v, + 95)i aud) burd) die Strede O C bar-
geftellt wird, fo erfennt man, daf die Summe Fweier fomplerer

)
Ha
]
|

L
%

Jahlen durd) die Diagonale i1hred Parallelogramms ver:
anjdaulidht wird. Mit anbeven Worten: Die Udbdition ber
Streden gejdyieht ebenjo, wie die Wddition der Rrdfte in
vper Mechanif (Parallefogramm bder Krdafte), ober: Man findbet
¢ Gumme jiweier Streden, indem man f{ie hintereinanbder
seidhnet. ©oijt3B. 04+ 0B=04A+4+ AC=0B-+ BC=0C,
(3t nur bdie finge ber Strede O0A gemeint, fo beutet man Ddies

=r

swedmipig durd) 04 an.)

55) Ebenjo ift 0C — 04 = 0C — BC= 004 (CB =08
unh 0C — OB = O0C — AC = 0C 4+ CA = 0A. Demnad
gefchieht aud) die Subtraftion ber Streden ebenjo, wie in
ber PMedanit die Subtraftion der Krdfte. Dabet ift

. ' - Fs '\I N e .
2+ yi— (@ +mi) = (e —2) + & — 9,)i — 7 + wi,

15 ] T

und ebenfo

| i | g S . b YIS ;
=k (Zy 1= Wat) = (& — ,r_u...] - Y — Y )2t — T “!—- Y

ol SN - | lfl‘
Man jubtrahiert eine Sirede von einer anderen, indem
man die entgegengejepte (oder negative) Stvede ur lepteren
abdiert

56) ©ollen fomplere Gropen mit einander multipliziert werden,
jo betrachte man ftatt Des Ausdrucds
(%, + ¥ ':l_‘-' (% + 2 ’] = 2,2, — W ¥ + (@20h + 2,95)7
Peffer den in Der rvebucierten Form bdargejtellten
ry(cos @, + ising ) - r3(cos @y - ¢ sin ®s)
— r;1y[cos (@, + @;) + ¢ sin (¢, + @5)] = r(cosp + ising),

Wo @ = @ @y wd r=ryry ift. WMan erfennt jofort Folgenbes:
Der nene abjolute Betrag r = r,ry Wird fonjtruiert mit

$Hiilfe der Proportion 1:7, = ry:r, womit gefagt ift, dap »

[}
aud », ebenfo entfteht, twie »; aus 1; die neme Abweidjung
¢ = @, + @, bagegen ift die Summe ber betden gegebenen

Abweidhungen.
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Dies fommt geometrijd) auf Folgenbesd Hinaud. Sollen Ddie
Gtreden 04, und OA4; mit einander mulfipliziert werden,
> | & b

jo verbinbe man 1 mit A4, a3

i7

&40 104 dag Dreied O0BA, giebt. Madt

, = man nun A 04,4 ~ /\ OBA,, jo ift

; % 1l :ry =1, 27, alfo r = ti¥s, UAD
} . K BOA =9 =g, Py -

Man merfe alfo: Bet der Multi-

plifation fomplerer Bahlen mit

(3 A einander twerden die abjoluten Be:-

_ oo, trage mif einanber multipliziert, die

7 _',,f.' j Abweichungen dagegen 3u einander

= A X abdiert,

Wird bdemnac) eine fomplere Babl
mit einer veellen multipliziert, fo wird nur der abjolute Betrag, nidt
aber bie JRidtung beeinflufpt. Wird dagegen eine fomplege Bahl nux
mit einem Auddrude (cos p - i sin ) multipliziert, jo wird nidt
ver abjolute Betvag, fondern nur die Ridhtung gedndert. Der Name
Ridhtungstoefficient ift alfo fehr bezeichuend.

57) uch bei ber Divifion benubt man die veducierten Fornen,
penn dabei ift

7(cos @ |- ¢ sin @) T ; o i
. == COs — ik 2 81n (@ — @, )
blcongy Fang]).r LR ) » — @]

/ O
= 7y (COS @, - ¢ sin @,

00 7] — un o = @ — @, ift. Aljo: Bei der Divijion
. 5 2 Y

etner fompleren Bahl dburd) eine andere with der abjolute

Betrag der erfteven durd) den der lehteren Dibidiert, von

per Wbweidung bder erfteren aber wird die der anderen

abgezogen.

©oll alfo die Strede 04 durd) die Strede OA4,
ptert werben, fo bildet man dad Dreied 04 A und yeidinet

Dibiz

iiber OB =1 bas dhnlide Dreied OBA,. Dann ijt 04, bdie
- - - o - 7

gejudte Strecfe, denn ed it 1 vty =", aljp r, = = und -

gleid) ift @, = (g Ps)

53) Vet ber Potenzierung mit gangen pojitiven Ep-

e

ponenten hanbdelt e8 fidh um lauter gfeiche Faftoven. Bilbet man
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von » (cos @ 4 ¢ sin @) puerft bie 2%, danun bie 3% 4¥ . . 1o

Rotenz, o findb die neuen abjoluten Betrige 7, »°, »* - - -, die neuen
Abweidhungen 2, 3o, 4o 1. |. 1. Dem
ird geniigt, fvenn man ie in Fig. 105 Fig. 105
ant dag Dreied OB A dasd ahnlihe 0A A4,
T = : : 2 it A
an diejed dag dhnlihe 04,4, u. | w. 2| :
anfeqt. .
Sept man die Dreiedsreibe nad
viidtodrtd fort, jo evhilt man erit
i
e S ke T S A,
iy ‘{,OS Nie= c,v;lI BN | — ®)| |
— 1 (cosp + ising)—?
pann r—2(cosp 4 ising)~?wfw,fo |/
baf audh dad Potenzieren mit nega= 0% Lo X

tiven ganzen Erponentengeometrijd * P
veranjdgaulidt ift

it » =1, hanbdelt e {idh) alfo nur um die Potenzrerung
bon (cosg - ising), o werben die Dreiede gleidjdentlig
und fongruent, die Puntte 4, 4,, 4,--- liegen dann auf der
Peripherie ded mit Radiud 1 um O gejdlagenen freifed
e b LI ol o 2 ‘ =
(Ginheitdtreis). Jjt babei g = %, won eine gange, pojitive
Bapl ift, jo giebt die m-malige Potenzierung ein vegel:
miafiges n-Gd  Bei fortgefebter Potensierung wicderholen fid) die
Gent, fo daf eine Art von PVeriodicitdt ftattfindet.

(Wahrend jeht die Punfte A auf einem Kreife liegen, liegen
fie bei bem obigen allgemeinen Falle auf einer Kurve, die man al3
fogarithmijhe Spivale begeichnet. Bergl. Mr. 16 und Fig. 99.)

59) Beim Wurzelaudziehen Dbehanbele man aunad)jt die
PWurzel aud ber Einbeit, wobei » gany und pojitiv fein foll. Die

Ginfeit [aft jich in beliebig vielen vebucierten Fovmen jdjretben, denn

o2 1kt
1 = cos0 - isin0 = cos 2w - i sin 2w = cos 4m 4 isindxm

= cos 67 - isin 6 . . 1.

Bilbet man fiir jede Schreibieife die »'* Wurzel, jo erhalt man nad

A8¢c) fiir 1 der Reihe nad) die Werte:

Bolamitllier, Matbematif. IL 2. Aufl 10
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0 e 2n S
COR— -+ 18iIm— =1, co8 — 4 Sin
n n i
o A R 2 — 1= |, . . Bm=—1l=x
COoS — o s s1n - R i Cos = -1 % 8l .
/() 7 : n : 7"

©ebt man bdie Reihe weiter fort, fo decen fich die Vunfte mit
oent jo eben beftimmien. Folglich: Jijt » eine pojitive ganze Bahl,

TN

jo hat Y1 im Ganzen » verfdicdene Werte. Die Bunite, bie
penjelben entipreden, liegen auf

Fig. 106. vem Ginhettdfreije und Hilden ein
e e regelmaBiged n=Cd, 3u dejfen Eden
| e aidh der Punft -~ 1 gehiort.
e it » eine gevadbe Babl, fo gehort
A \aud) — 1 zu den Wurzeliverten.
;I Rt | 73 ©o hat 3 B. die Quabdrativurzel
T | aud der Einheit die Werte
\-\_ B ¢os 0 4 48in0 =1,
\
X ¥ cosm - i sinmw = — 1.
L e S i = oy

Dagegen hat /' 1 die Werte (vgl. Fig. 106)

cos0 -} isin0 =1,

cos 120° |- ¢8in 120° = — ; + - '8,
08 2407 - 4§ gin 2400 — A AT
cos 240" - 4 sin 240 g 5 V3.

: Die drei Wurzeltverte bilben ein gleidhfeitiqed Dreied A,
i . ey e ;
1 bat bie Werte + 1, +4¢ — 1, i,

Aufgnbe. '

Bilve vie 5 Wertefiir /1 und ftelle fie geometrifd) dar.
I r H rr ] 1‘; 1 ' 1, " I
10,

' rr ]U I L]

¥l

" I " i

o

Die Wuflojung 3. B. der erften ufgabe giebt (mit Hiilfe bes
golbenen Sdnitted und der BVervednung bHes regelmaBigen Fiinfeds)
bie Yerte

l:—— 1+ ¥6) V1o 4 215

: | :

z=1, {]= - :
%y (—1 Vo) i 10—2y5
Y= ; .
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= ~ “‘ A " - . -

60) 3t Vr (cos @ - isin @) 3u bilben, fo ift ju beachten, daf
mnter ﬁvr A urel aluumqm ftehen Tonnte ;-['cnq (¢ + 2x) 4 i sin
(p + 2o :\J !, r [cos (@ —,— Lgr—l- ¢ sin (@ 4 lT\JI r[cos (@ -+ 6m)
-+ i .:-i]] (@ + 6x)] 1 §. . Demnad nu‘l]:r e aud) hier » ver-

[twerte, mt.nm'h

n @) n o +2x | . . @+ 2x)
i {: 08 —,— ] '-;H] ] ? ]/ ((u-- - 1 ¢8I ] :
o= @+ 4m . . @+ 4dx .
Vor (ws : -} ¢ sin '? } j. m.
" ¥

e

Die entjpredhenden Punfte liegen fJamtlidh ouf einem Kreife mit
Radiugd /r und bilden ein regelmiRiges n-Ge. Hat man aljo einen
per Werte geometrijch Dejtimmt, jo evgeben fich bdie andberen bon jelbit.

- feai ) S A i/ p | L e o

Da Vr(cosp + ising) = }/r (cos -4 sin __,} ift, {0 findet
man oie uadrvatwurzel aug einmer fompleren Bahl geo:
metrifd), indem man bdie Abweidung ¢ bhalbiert und als
abjoluten Betrag bdie mittlere Proportionale zwifdhen 1

-y o / s
und » bejtimmt, benn e3 i 1:Vr =Vr:r.
e o P :
Vr(cosg 1+ ising) = (:_ncs 5 —+ isin }] fann 1m allge:

meintennt nicht genan nit ;J*h[ und Lineal fonjtruiert werden, {don
eil bie allgememe Dreitetlung ded Winkeld mit diefen Hiilfdmitteln
nicht moqlich 1ft.

Dagegen lafjen fich die 4fer gten 1gten ...  (97)fen Fyrzeln
genan fonjtruteren, folglich aud) ihre ganzzahligen Potengen, 3. B.

3 L 3
(z + i), (e+»9)8%, (@E+»)® wiw (Daher fann man
atc) beliebig biele Puntte der in Figur 98 angedeuteten logarithmijdhen
©pirale genau fonftruieren.)
Auj das Potenjieren mit trrationalen und fompleren Erponenten
joll bier nicht elitgegangen iverdemn.

61) Die Gleihungen bvon der Form (cosg - ising)* = 1
pber aud) 2" = r(cos @ -+ @ sing) twerden al8 Dinomijde

@leidhungen »'* Grades bezeichnet.
Danbdelt ed fidh um

= r=1r(cos0 4 isin0) = »(cos 2z - i sin 2x)

= y(cosdm | isindm) =-..-

wo » reell ijt, {o liegt bad #-Ed€ ber Wurzelpuntte mit den Ecken

auf bem Kreije, der mit Radbind Yr wm den Jullpuntt gejdlagen
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ift, und zwar liegt e3 pmmetrijd) gegen bie veelle WAdhje. JFijt alfo
eine Der Wurzeln von der Form a + bi, fo epiftiert nod) eine
jpmmetrifhe vbon der Form a — bi.  Sowohl die Summe, ald auch
bag Produtt der |ymmefrijdhen Wuvzeln ift veell, nambid) gleidh 2a
bezi. a® -+ 5. Je zwer jo zufammen gehbvende Wurzeln iverden
ald fonjugierte Wurzeln bejeichnet.

(Die hohere Mathematif zeigt, dap jebe Gleidhung »*" Grabes
mit einer Unbefannten und mit veellen Roeffictenten » Wurzeln Hat,
bon Demen Die fompleren (und vein imagindren) paavweife fon:
jugierf borhanden find. Wm fpeziellen Falle der binomijdhen
Gleidungen fjieht man, wie died zu verftehen ijt.)

VIIL. Reciproke Gleidmitgen und Amwendung derfelben
auf reducierhare Gleidpmgen hiheren Grades,
62) &8 Handelt fich hier um Gleichungen »e" Grabesd (n qam
und pofitiv) mit eimer Unbefanunten 2. Sebt man in einer joldjen

®lerchung den reciprofen LWert = ftatt 2 etn, jo entjteht in der Fegel

eine gany andere Gleichung, die man iwieber al8 foldhe mit gamzen
Potenzen von x umformen fann. Bisweilen erhalt man aber dabei
bie urjpritngliche Gleicdhung unverindert wieber. Gleichungen, die

: oty TR Gl el e
bet per Cinfithrung von — ftatt z ihre JForm nidht anbern,

heipen reciprofe Gleidhungen.
©o ift 3 B. 32 — 424+ 3 =0 -eine recibrofe Gleidhung,

oenn ber ber Dejprodjenen Umivanbelung entjteht s—— +3=0

ober 3 —4de 432" =0, 0. §. 32* — 4o 4 5 0, toie vorher
Wan evfennt died Dequemer, wenn man beibe Seiten der erften
Oleidung burd) « dividiert, fie alfo in folgender Form fdhreidt:

3z — 4 -+ : = 0.

Diefe ijt {hpmmetrifd) in Besug auf 2 und -+ 10 dap bdie Bertaujhung

diejer beiben Grifen niuf_}t.\:% anverf. Die Gleichung (aft jid) aud)

o ; i ' 1 ~ o & e 1
jdjreiben: 3 [ - a} — 4 = vap fie jid), wenn man fitr 2 4~ -
G ) H
bie Unbefaunte « einfiihet, 4‘.':lf 3u — 4 = 0 vedbuciert, ‘tooraud
4 ‘ : i 4 :
W = - allo o - —— rolat

gt Al I R 1L
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63) &2 wird jidh) zeigen, dap die Einfithrung neuer Unbefannten
T S 1

fitr dbie veciprofen usdriide = 2+ =, -+ = ui . bie

o f ' " pd

Lofung gewiffer Gleihungen Hioheren Graded ermiglicht. Diefe Uns:
oritcfe Bangen aber folgendermafen zujammnten. AUus
4 1
1) Y+ :
folgt Duvch beiderfeitiged Quabdrieren y* -+ 2 —|— =7, 0DeY
1

.')"] e o O =

g i/} e iy

Durd) PMultiplifation erhalt man aus 1) und 2) (¥* + =)y + - )

; A ; 45
e B ey i - o e T, e T TR R

{‘_x; -1 J) = (_y; - y ) ¢ 2w, aljo mit Hilje von 1)
3 3 ] 1 8! iy yLan o’
o) _.E'IF'J St g = U Y — gU= U U - Dl

) " ;

N RN - - Y. (31 10 “ . Fafs L} 1 1)
Aug 1) und 3) folgt durd) WMultiplifation (y” A J) (,‘-’_I -
= (y* ”_..} F (o2 ”,_,J — w* — 34% alfo mit Hiilfe von 2)

- ; 1 ;
4) ) -:- L=yt — 4 72 _i_ 9
J y*
; 5 10 FoY e St S L g SEa ns b 5 g =
Mus 1) und 4) folgt ebenjo (y° 4 = ] + (¥° + - J=u®—4u’+ 24,
\ \'.‘ J \ ! )
aljp mit Hiilfe von 3)
E | 1 i a s 1) E e F I \
d) R y:' = U QM 1= O = A — 9w 9],
u. .

64) UG veciprofe Gleihungen laffent fid) zunddift die folgenden
mit fymmetrijden Koefficienten behafteten betradyen:

o 4 ax —' ax -—|— IE =

I —{—.re‘s , bt L+ ar - 1 —--I\‘r

7 —!-—H;;r" ...:, b =t hyt - an _: 1 =10
i f. 1

&3 uzl“% fich seigen, dap jede Jolde Gleidhung vom 22" beziv.
(2n - 1) @rade durd)y die obigen Subjtitutionen (Ein-
ii‘mlumu* anf den »n'*® Grad juriidgefiihrt twerden tani.

65) Hufgabe. Die Gleidung 2° -+ az® + az 1 =0
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0

uflojung, Sebt man »° fitr # ein, fo exhdlt man die Gleidhung
6t (alfo gevaben) Grades

."I; —:— "r."-'; =T : = U,
affo bet Divifion durd) »°
a 1
oF b =1 i Al S - — == )
4 | | Y e
Doer
1 =
| / ‘—f-' - ) ===l | —+ ! —— !'F_
y°/ i
= e e e | TR
©eBt man y + =, aljp nad) 68) ¥+ sz =u" — o, 10
3 i o [
hat man
w — Ju 4+ au=0
DDey
wl ot 3 —I- rr} = ()
= % : i ——
Demuad) tit entiveder w=0, . h. v+ —=—=0, 0. h 4= I
alfo , =— 1, ober e§ ijt w* — 34+ a=0, 0. ). w* =3 — ¢,
: S y 2 1 1
offp P —2=1—4q, 9+ ;=1—@a, 0+ - =1—gq,
Yy x
i ]
. % Ty l—a , 3//1 — a\* s
il —— g% ——2l; f} i = !r' == ) s T
Lo - % - /

af

die bret Lijungen der gegebenen Gleicdhung 3'" Graded gefunden find.

66) Die veciprofe Gleihung 4 Grabesd
2 ——]'- e’ -i- b _. (aa JI—- | = ()
geht Det Deiberfeitiger Divifion duvd) 2= {iber in

G g e h S =g

DDer i

s 1 : 1 3 s
Die Einjepung von « - 5 = %MD 2 -+ s =—u"—2 (bgl. 63) giebt
w — 24+ au-+b=0.

Die ujlbjung qiebt die beiden Werte
uy | -a+ Va*— 4b + 8
A 2
el =
Hievanf jmd die Gleidhungen =+ — =, und z -4 R
@ : & i

Dehanbeln, deven jeve zwet Lojungen giebt:
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1 L Va? 41 3 - 1-/{' e 1'rr'-'-— 1h - 8)2 — 1¢
i a -+ Va* — &b+ 81+ VI(— a - ! 4h - & ;
L JI 4
-‘-':15 a— Va* — 4b + 8 "!--. -’,'Jf; = ‘a* — 4b + g)® — 16 -

67) Sn
.'a_'_' -—}— rI.?'i —f—- h,a'a + fff;?_f"; + @ | 1 =10

febe man »* fiix = ein, aljo

I}Jil_l _:__ !-’_Hh _!_ ’-f‘.f',‘lll —I_ "’.-”1 _]I_ -f-',"-": —i— -[ = {)

ober bet Divijion durd)

Prat+ ottt =0
L‘bk‘ll : - :
{f.f'" -+ j )+ a (s + ?}.L::_-} +o(y+ ;, )=0.
Sept man
Y —-i— if = U, alfo .”;I' -—f—- “I =’ — 3 i, T -|- ;17 = U bu’ <+ H i,
fo entftebt
H|-”\1 — a2 JI_ 5 _I |':l-:.,:.'_f = ‘-_;j.l _ii_ .’;'_ = 0,
aljo ift entweber
it ) 0. h ¥ -;:— Il — {) 33‘" == 1. = B
DOEr _ :
w'— (b —a)=3a—0b—35,

=
—,
o
I
&
21
o~
=
1681
—
1
—
ot
1
e2) |
b=
Sk
b
1
S
i
=
o |
-
iy |

(&)

r

ie vechte Seite ift gleidh »® -+ -5 + 2 ju feben, fo dap man hot

tooraud fich die itbrigen vier ¥bjungen ergeben.

68) Die Glerchungen
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find atwar feine veciprofen, wiivde man aber in Der erften und britten

— , {tatt = einfepen, in der jiveiten a, V/— 1 ftatt z, o toiicben
fie in foldhe iibergehen. Bei dber erften und britten fithrt man bivef
y® fiir « ein und dividiert dann durd) »® bezw. y° Jn der iveiter
bividiert man diteft durd) 2% Die nun anjuwendenden Subjtitutionen
ergeben fich aud der Gleidhungsfjolge

1 | T 2 . i -
g W Sl R e B 2y T ot
1 8 _- 1 e S
. e N | Uiy D [ i} pei 1 oy e | | =
s e il gl e ) W A oty B, i ot A UL
die ebenfo ivie die in 63) angegebene abjuleiten ift.
©o fann man 3 B. ftatt 2* — 1 = 0 {dretben »°* — 1 =0
ober 78 . —0, 5.9 w*+ 8u=0, u(u?4 3)=0, fo daf
y® . )
. - = 1 " - 9 o ¢ | / B
entivener u=10 0.0 ¥ — = 0, odex w'=—23 0.0 u=—+—J}—35,
1 i / ..I 'l -~ o s o — O Ty
0. by ~=-+VY—3 it ©o findet man ebenjo, wie friiher,

ald dritte Wurzeln aud der Einbeit dre Werte

e e 2 — 1 —4}/B

[} iy 5] r Tk L
ral

Hier ijt zu beadhten, dafy 292, = 1, aljo aud) 2, - 2, - 2, = 1 ift, Wahrend

E 1 i
=g, = z.% unb — =my =1y ift.

Ebenfo fann man bie Gleidung z° — 1 = 0 behanbdeln und bie
5 finften TWurzeln ausd der Einbeit ableiten.

69) Jn Ubjdnitt 63 war y 4 I und daber y° - 7°
= u’ — 3u. Folglih geht die Haufig vorfommende Gleihung 3ien
Grabes

e S = fff.f_,

A b ST . 1 oS 3
wo «a reell ift, durdy die Subjtitution » =y 4+ — iiber in

- 1 :

Uk _l o Da.

! y°
Betradjtet man hier »° al8 Unbefannte, jo ergiebt jich ald Lofung
ver fiiv »° quabrvatijhen Gleidung »° — 2ay® = — 1 ber Wert
¥ =oa-+ VYa* — 1. Des reciprofen CEharatterd BHhalber ift aud
1 i 1/.8 G o s
s=a71 Ja  — 1. Da aber y° + -5 = 2a jein mufp, {o gehirven

?f ==p . y*

el



—
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aufammen die Lojungen »* =a - Ya* —1 und 5
weldges lebtere in ber Tat gleid) - —— it Bet o 4+
a-+ Ya*— 1 Y

N
\

- - e . = — e =y s I 5
fommt e8 aljo nur auf den einen Wert (a4 a”— I\J 4+t — VYa"—1)
an, denn die YUnderung oved Wrvzelzeichens wiirde bagfelbe wiedergebern.

=a— Ja*—1,

: 1t

Die endgitltige Lofung der Gleichung &® — 3z = 2a tamn Jepl
amddft gefdrieben werben als

1 P 1
=g+, =VatVi—1+y
' Va+ Va*—1
Sind nun w,, w, und w, die Wurzelverie ver Gleichung w = V1,

fo erhilt man alle dret miglidyen Cofungen in der Fornt

-Zi;. - l
w=wla i Va* — 1 +

LU
wla-+ Vat— 1

1/ g 1 :Ilfx 5
—wla -+ Va*— 1+ = |/ 4 — !fr."' — 1,
(LF

e - P -1 +iV3
top fiir w der Meihe nad) zu feben W wy, =1, Wy = 2 r
. —1— V3
Wy = 9 X

70) Tber bad Refultat find einige Vemertungen notiq.

a) Jjt @ veell und > 1, jo fieht umier beiden Rubifourzeln
Reelles, demnad) Hat jede der Subifrourzeln unter ihren LWerten
eiten veellen ert & begw &. Die dret Lojungen find danmn:

1
A e Ry St ol A B
&y _"’1:~+H. T K e
S 11 1y3s . | o :
dig = We s - = S 9 5 7l T T
Wy e — 1 "i— fk.'l
— 14 iyY8, [ —1—iV3, - (EHE) +iVBE—§&)
—_ — = Fa AT ; |
9 e 9 =] a9 ¥
: = g 2
2 ket ] BB o £
&) T e e a9 C i |
Wy o —1—)3
—1—3ys, , —1-E0¥8, —@3 &) thOk Sy,
= 2 o il 9 =1 o

Die erfte Lofung ift aljo veell, dbie ziveite und dritte jinbd
ynjugiert fompler.

fr
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b) Jit bagegen @ veell und < 1, o jteht unter beidben Fubit:

wurzeln Rompleres, dennt man fann jdhreiben Va - i V1 — o® bexw.

Va —iY1 — o®. Man ehilt in veducierter Sdreibiveife als

Yijung

1 ::,J o > 0
) I = 1/ COs —— 381 = ey 2
S A I 2 3 | 3 [ o] o
: Vo | CO8 — —-18Iln—
| o ¥ _|
g = : V1 —a?
o r=Ja" -4 (1 —a’)= )1 =1 und ¢ = arctan
. ) : 5
(in2 ! & =N n n i r T
(1e3 arcus tangens , a8 ben Bogen bedeuten foll, defjen
" o
= ; = Vi —a® .. et e 7
Langente qleich ijt |, oder nod) emnfacher cos ¢ — S
{ glei) & : .

aljo @ = arccos a ijt. ljo ift die eine Lfung vbon der Form

i P e o ] 1
T = l CO8 == Em - | —|—
8 ! o _] == 4}
co8 — =~ 2 81n

3 ;

e {7 e P = i
=—'G08 — — § R8I ¢ 81N - | = 4 CO8 _ -

L o - ) 3 | o _| 5

Sdmtliche 3 Lojungen aber find gegeben durd die veellen usdriide

- q
x, — 2008 5
o ¥

g -+ 27 T — q o o aud der Gleichung
%, — 2cos : = — 2¢08 - S
s 3 3 { cos @ = a beftimmt ivird,
o -4z : - g
2y = 208 > - = — 208 —;
) o 3 J
oder aud
e I e 9 nnelanb %" . 9nnalen0 L 2
;= 2cos g 1 -'__,———-,-_.tm:xkhfﬁ === '), g =—— 2 €08 {I..EﬁU & }
LBevjude fiiv Dbeide Fiille nadguweifen, daf », + 2, + 7, = 0,
&y &y - B2y -} 232, = — B3 und x,x,2, = 2a ijt.

71) Gbenjo ift die Gleihung 2* 4 32 = 24 durd) die Sub-
e e 3 : =5
oo x =y — — auj ent)predjende Form 3u bringen, aund der
fih als Wurzeln die in

-:3! = : ! _-'-1_.: -
s=wVVed+1+ao—-VVF L1 —a
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enthaltenen drei Werte ergeben, iiber die fid) dhnlidhe Betradytungen
anftellen {afjen.
Auch die Gleihungen 2° — 52° 4 52 =24 und a2’ 5a® -+ 5a

5 e e S 1
— 2a laffen fih ourd) bie ©Subjhitutionen z =y -+ v bezto.
e .
= 1 — Lpjen.
2 Yy
72) Durd) Obiges ift auch die allgemeine fubijde Gletchung
erledigt. ©3 laft fich namlich jratt

S > 57 __E_ ."I;u ._i y = ()
fhreiben:
[IEJ.' —:* (f\}:l’ — Sty — a° | ~—| ) .-; | —'— y = 0.
Set man hier 2 + « =y, alfo e =y — ¢, fo entfteht die fubijde

ii‘r'léic{juuﬁ ohite quadratifdhes Glied
gy — 3y (o — rﬂ = [ eopgi— 2a” — ,,] :
alfo eine Gfeidhung von der Form
y® — Bhy = 2b.
Vet pofitivemt & jebe man y = ul %, bei negativem % bdagegen
i = L/- _ 7 ein. Dann entjtehen Dbejiehungsweife die Gleidungen

2b s 2b

l _;I“_. & L [ 3 L llll._.'. .
= . anH

Beide Formen find fhon in Abjdmitt 69 big 71 behanbelt. Dre
Wurzeln der erfteren 3. B. find in

5 3
/ 14/ ——=
=" ]r (1 "" VHE — 1 '+' w 1’[1‘! : l-"irr" — 1

2b 3uf — 2" — 9y ..
enithalten, wo a = —— = ﬁ, - — .
Vic® Ve — B)°
Nus w Gerechuet man y = u ) k, daraud = =y — a.
78) Beiipiel. SJn 2°— 92* 4 260 —24=0 i}t a=—3,
ag - g . = 26 1 o - - a
Y=oy — 24, aljp & o —f=9—5=%, Sap— 2at—y
S S . o 2b . A
— — 78 -} 54 4 24 =0 = 25h, aljo -=0. Da kb pojtv
ift, hanbelt ed fid) um den exjten der betden ille 0. h. um #® — Bu=20
ober w(w? — 8) = 0, wovaus folgt w, = 0, uy = + V3,

g = — V}‘ L‘.[]‘U ;.n'_n’l = () i, f\' = 1..'“ .'?"l'_{ = !, ] ]./l{ ,'r,‘ — i,;l; 1”‘ ::'. =1 g




——] IJ Lo = {fg — @Of =

rechten ©eite der Hiilfsaleidhuna.

10 ; 1
& = oy ] = ¥ =
T 5 0o 15 7
’L‘.!.f_l.l"l_l C 3 = - = e
L 58 | 2000 ; 81
AT R e S M g Py et
97
e 7] 9.10 3 10
aLn = = —
1" } V8438
3N T dandrdity 244 Ty vyt . ST dedn L
-.l',ll K ;-l".t:'\‘- 1, ,I--,’.:l:"L'H ea !llh U
2 )
W' — o =
’
J 348 °
10 » S
o = = (¢ Al JeBen .
¥ 84 :

Die eine Lofung ijt enthalten in

85

K./ 10 /100 - /1
W — [.f V545 _l— -['f 345 = ! + lf V :':-;_]

3;":’ 10 Lo '::_f’ ’
Sy ]’ '!’ :J:.I:: + 4 [! 33 —1_ l/ ir; ;Ij-r::l.', = 1

1] b

ich bie Mednung durd

o dafg 2, =9y, —«

2 *
B 10 e
i
fi 3
1]

€3 1yt der Fall mit dret veellen Lifungen, der auf o,

o fid) @ aus cosgp =

i beftinumt. €8 ergiebt jidh ¢

-3 =2 ijt

Wegfallen bder

2 ¢08
i

fithrt,

=57°19"1174,

==l

T e

.']'f‘: e

i . (1)
e al e’ o' a 1 . il [ < a0 oA < - sl o) ey P
3 —1976 25 8, lgcos e lg 2=0,276 4215, alfo u, = 1,889 825,
_ Wabaire 1,880825 1/ 7 5 vy
:a’llrl i V}I-.;.'ir_l - 3 -l'f/l — 5 e s l‘][hhl{}

5 10 =
=4 — =),

3 ;

©udje die beiden anberen Wurzeln jelbft nach den

I ; f R (i 1]
Formeln w = — 2 cos (ii”" -
\, ]

ober tvende bie folgendbe Uberlequng an.
75) Wean fonn die Gleichung 3ter

¥y, @y und a4 fein follen, jofort hinjdreiben

)
i

I3

), a8 auf r, = 3 und a,

Grabes,

Deren

fritheren

2 fiihrt,

TWurzeln
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penn Ddiefer Gleihung ijt jowohl fiix 2 = », ald aud) fiwx @ =7,
und fiir @ = , geniigt. Dies [apt fih jdretben ald
Bergleidht man died mit

e — it ‘.')'.J—.;-_—u
fo erqiebt fid), dap
L& 1 —E—- =1
aleih ber Summe der Wurgeln ijt,
i!j — ,.‘].I':f e g S

gletd) Der Summe bder Produffe ausd je zwer Wurgeln,

_— ¥

Ar { gy
¥ CETATh

qleid) dem SProdufte der drei Wurzeln. So ijt im porigen Beilpiele,
o @, = 5 bereits berechnet war,

:—f—r——{x—.dn'—'fli' S
T ir E— _"'_U =— h
2 ¥ 5 :
Die uflofung bdiefer beiden Gleichungen giebt x, = 3 und @y = 2.

76) Man fann aber aud) folgenbermaBen verjahren: Die
linfe Seite i
i — (’:-:l] - Iy + r. )i + ("r‘]r,—,F— Ty Ta -i— i I]: — Tyl T3
nup, da fie mit
(& — x;) (2 — %) (& — 73)
ibentiidh ijt, durdh (z — o) ofhne Neft teilbar fein, und purdy die
Feilung auf den 2¥*" Grad uriidgefithrt erbem.
©po ift im obigen Beifpiele, wo xz, = 5 gefunbden ivar,
s 1042 —I— 31lr — 30 : k: — H) = 22 — 5% '— 6
n’l. - .'u} 'L}
ol 4 =5 c “
B iz it Mg 22 — 52 1 6 = 0 folgen al3
— B 5 "'"]'_r' : 1 3
= Eabaty fecnere Lojungen x, = 3 und x; = 2.
6 — 20
6a 30
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Man fann die obige Gleiung 2° — 3az = b aud) ohne Hiilfe
ber veciprofen Gleichungen [(dfen, jedoch joll die3 und die Lehre von
ven Gleichungen 4" Grabed vorlaufig aufgejchobent bleiben.

Beijpiele fiiv die Gleidhungen dritten Graded bietet bie Steveometrie
it Menge. Die Formel fiir dad Kugelfeqment 3. B. ift

Demnad) fithrt die Uujgabe, bie Hobe ~ zu finden, durd) die ein
Sugeljegment bon gegebenem » (bezw. gegebenem a) einen bovgejdhriebernen
v

snhalt J erbalt, auf eine Gleichung dritten Grabed, 3. B. auf

'

g 6 . 5 : 3J

x” == 3atx = 5 DDRL: Ky 2 Jrat = —

: ar b

Chenjo folgenbe Unufgabe: Wie tief taudt eine gegebene Kugel
von gegebenem (pecififgem Gewidit p’ (p'< 1) ind Waffer ein?

Diejelbe Aufgabe (apt fidh aud) auf die Halbfugel, dad RKRugel-
jegnient, bie Rugelhicht und den KRugeljeftor auzdehuen. Bei bdex
Halbtugel 3 B. fann man noc) die Falle unterjdGeiden, ob fie mit dex
Grundebene voran oder mit der Wolbung voran eintauden {oll.

IX. Einiges diber Gleidumgen mit mehreren Wnbekannten.

77) Dte allgemeine Form bder Gleichungen 21 Graded mit
3ivet Unbefannten ift die folgenbe:

a e —;— f'f..;'ln'_.l‘ + r!la',nf:j "E' dx —|_ ey "'_ — A

.'Flr_'.'Z;'l - }Jl.i:'la'__lr - "-'l.“"':: = '--l‘}'l e + el -+ fi = 0.

Tabei find die Glieder mit #*, mit zy und mit 22 jolche, die dasd
Unbefannte in der 2'" Poteny enthalten. Die iibrvigen enthalten o3
i der 1" Potenz oder gar nidht.

Bevednet man y aud der einen Gleicdhung, und jeht man den
Wert in bdie andeve ein, fo entfteht cine Gleihung 4" Grabes
fiiv « allein. Da die Lojung folher Gleidungen nod) nicht gelehrt
twerden joll, ift audy die BVeftimmung der Unbefaunten aus den obigen
Glethungen vorlinfig nicht moglih. Bu jedem Werte von 2 gehort
et Dejftimmter von %, fo daf man ftetd vier Wertehaare erhilt, bie
niht durcheinander gemifdht werben ditrfen.
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&2 qiebt aber Hiaufig vorfommende Shezialformen, bei denen die
Gleidhungen fidh auf einfadbere zuriicfiihren lafjen. Abgejehen bon
pent auf der Hand liegenden BVereinfadungen mogen einige Methoden

der Rebuftion behandelt werben.
]' zt =+ xy — a,
1) ;

| 2y =,

Uddition giedt «° 4 ° + 2ay =a 4 b, aljo v+ y = Va~+b.
Dasd Weitere ift einfad).

Ober: man {dhreibe

u (x4 »)

Divifion giebt ! = — 1.} m

[. oo + :”:3 — q,
| d
|l A==

Y

Man bilde 22y — 2b, vereinige dbied durd) Adbition bezt. Subtraltion

mit 2% -+ .H‘E =, wad &° + 9 2vy=20 -+ 25 beziv. a* Y —2uy
= g — 2b giebt. Aud beiden Gleichungen folgt

L y=Va+ 20

— g = '1.-’3; — 20,
A= TRt
(2 4 oy + o =a,
o) g i P

: !;3}3 —— ,J'_.r,n' —i— I.'_,f" =
S ; 5 i i S = | :

Adbition giebt =* 4 y* = g'_ . ©Subtraftion giebt 22y =a — b,
Fortjepung dhnlidy, wie bei 2).

i | {1 i
5 [ Sy =14,

|.‘til"’ — 2y '_i_ _ = h

5 4 o ift zerlegbar in (« + y) (2* — 2y + y*), o bap (z 4 »)b
= ¢ ift u. §. m.

> — y° it gexlegbar mn (¢ —yp) (& +— 2y T+ ¥ )
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( 2°+ =
6) :
l Y Ly =10
Nadh) ber lehteren Gleihung ift 82"y - 3ay® = 3b, wad jidh it
per erjten ju
.r'::' —:—‘ I;I i _I[_ :‘i;,‘_".r'_,-'z —— .'f.J.':i = (1 __:_._ 25 L"IE:HJI' '.‘ ..I[._ _”'-}'-i — _|_, “-;.!‘,
pereinigen [dBt, jo dap « + y = Va -+ 30 ijt.
J, T f’.#':: — g,
i) .

l_ iy (a — :rj) — i

fnlich, wie vorher, exhilt man z® — 3a%y 4+ 8zy* — y® = a — 30,

ﬂ[ii‘ Xi— Y= 1/ a— 3b.

l 72 _|_ ) _i'_ ‘#L’- =— .

Die erfte Gleichung lapt fid jdreiben ald (2° 4 y°)° 2y* =
ober duve) Prodbuftzerlequng afd (»® + 32 + 2y) (2 +¥° — 2y) = a.
Durd) Divifion erhalt man dad Weitere.
(x® - 2y + o
== (]
9) BT =R

2% 4+ 9P = b.

r

Das leptere zerlegt fidh in (2 + y) (2* — 2y 4 »*) =10, o dbap man

durd) Multiplifation ausd beiben Gleidhungen (» + ) (2° + xy + ¥*)
= g -+ 22%y + 229+ y® = ab erbalt, wovon fih 2> =10

abziehen [apt, u. {. mw.

[-‘Z{‘ i —-:— by — 2 \t'j === _-‘J'E.) '

10) ‘ b 7] x* -+ o
x—y

z+y Y

Betradhtet man Hier zunddit « und b ald Unbefannte, jo giebt die

8 )

Yy o Y

L rE e g LY i ) 4 i
Multiplifationsmethode a = —= D b=

Y 11'1 a L
HLD = ==
r b i

jo bap einfacheve Gleichungen, 3. B. die beiven lebteven, zur Werfiigung
ftefen.

." il 5
P r - I

11)
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Man Tann lr =, l'IETU 7 = E_."Lf Vy = w, aljo _;Jr'“' — gt 7_'\‘1,_5&‘11
und die Gleihungen v 4+ w = a, o* 4 w* =10 behandeln, 1o w

Teicht a1 eliminteren ift.

MWeitere Wufgaben findet man in bden aebrandlidhen Samm:
{ungen. Bisweilen fithren nur Kunjtgriffe jur Lojung, die permieden
werden Fonnten, wenn die Gleidungen 4*" Grades jdyon jebt ur
Lerfitgung ftanben.

78) Gleidhungen, wie 11), bei benen die Unbefannten unter irgend
weldhen Wurzelzeihen fiehen, werden ald irrationale ®leichungen
beseichnet und fommen Bier nuv jowet in Betradht, ald fie fich auf
vationale @leihungen niedeven Graded juviidfiihren lajjen.

Gbenfo with auf ein Duvchuehmen ber trandcendenten
®leichungen, bei demen die Unbefannte af8 Potengepponent vor
fommt, 3. B. als a%, b* u. | . (wobin nad) Rapitel VI aud) cos «,
sin @ 1. {. . gehoren) verzichtet. MNur auf joldhe fann Dingewiefen
werden, die fidh in einfacher Weife auf vationale algebraifde HitlFs:
gleichungen suviidfithren lafjen.

Handelt ¢ fih 3 B. um 10°F + 410* =b, jo jebe man

ot 1

)
o e : 9 - = a\“
10 = ¥, died giebt * - ay =20, aljp y=— - ]/ (2 )=t

fnmﬁm e lll]j__f e L'..']g L = ‘; -+ l’( j)* _|_ b—[ :

= Lo, & 1

@benjo fithrt 2% +ae*="0 auf v ="Ig t— r: i |/" C)A - !;J ;

Bon hier aud fann man zu Gleidungen itbergehen, die fich duvd)
entjprechende Subjtitution in reducierbare von Hoherem Grade vers
wanbdeln.

Bei cos & 4+ asinz=1> feht man cosx — 2 und findet
s aV1l—#=10b, a*(1 — 2°) = (b — 2)°, bejtimmt 2 und be:
rechnet & mit Diilfe der trigonometrijden Tabellen.

Dagegen jind Gleidhungen wie # + a cosz = b mit elementaren
Hitlfamitteln nicht 1d3bat.

Wntenr twerden mter Nr. 24 der Trigonometrie nod) einige
goniometrijche Gleicdhungen behandelt.

olzmitiler, Mathematif. II, 2. Mufl. 11
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Bioeite Abteilung: Arithmetit.

|

X. Bufnmmenfiellung der wefentlidgfien Ergebuiffe.

T
! ] 2 3 I L
1) i fet ettt
1 €
. Mo g
oy r'_|~-]!- gn—= 1 pgh— i T+ ¢4 1= = "
aY G — —35 2 ORI [y T | "'*{";:_'."-'
F) Lpp il gmemdiyil. g St L e g S e
4) Hauptgleihung der Rentenvedhnung:
: 100+ [ s j” 1009 =
= —; (1 o el e
T 100/ _ T e
5) Raufpreid ber Rente:
1004 [ 1
ga==i— | —‘
|_ r;»"" I
6) Fir 1 <e< 41 gilt bie unendliche Reibe
I | AN £ | 1
F i o e A T .
] b £ ] | ] ;12 e
7) Die avithmetijche Reibe
-+ 'r ——:« u"‘_‘l —-|- l,r.‘ff -+ 24d) —|-— s - 1. = (n — 1’} ]
hat, twenn man dad Enbglied glewd ¢ jebt, die Summe
@t
g =g —

wad dad n-fade des  mittleren Glieded” 1it.

8) Die Summe der » erften gangen Bablen it

n(n -} 1)

8§ = =
9) Das PBablendreied fiir ven binomijden Lehriab it

1 1

1 3 3 ]



X. ber wefentlichften Ergebuiffe.

Aujammenftellung

10) Binomijdher Lehriab:

{_f!‘ _IL' ?:)"?

13) Fiir n = oo und p gony und pojitiv 1t

— 1

] 1
‘e}l nt’ ==

n? T - A—nfl

14) Erponentialveihe. Fir »
( 1\» i L
| g ] Kt | X
[. 1 -“}“ " ) e 1—1 91 | _-1'! )G !

- () il B oA Sl s ol IO S
19) \14 ) ot T e Sy g

h P/

16) Moivrejder Lehriab:

(cosa 4 isine) (cos§ -+ isin B)

17) (cos e + isin o)™ = cos Mme - isin mae = ¢

5 et _!'_ B 1 o I ot ol .
8) 08 o = — - .l L <~ —
1 COB 9 51 T &l ol i
- € o o v o’
1.9 gin ¢ — - == _ s ——
I 4 z 24 1! } ' B [

peln = — alfo

20 £ COS 1T 'I'

yi =1 (cos@ - ising), o folgt

i

. /i - ran o= =
= —-:— l.’ F P B :'__.' ¥ tan F.I. = - "

Qp =

22) FWerte von J/1 find

170

cos (@ 4+ ) + isin (e 4 B

Y

arcian =

163

S by

2y |

lg (— 1) ==t
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23) Die Gleidhung 3*" Grades

— ox — 2a
hat bie Sojungen
et aig =Tt — &)
s e 9 '
(& & 1 )3 (& — &)
f 4 1
] '_.f r
i, [ W i 7 9 ' = .
lp & = Va +Va—1, §= Va —]/r{.” — 1 ift. it dabei a
reell und <1, 10 jeBe man a = cosq, alfo @ = arccosa. Damnn
find die Lijungen
@ z b ( w -}
&, = 2 cos A 2 cos— P 1 &g =— — 2 cos _'; id

24) Bei ver Gleidhung 3'*" Gradbes

24+ 3r = %a

handelt es fidh entfprechend um », =& — & . §. w., wo

. e o ! £ 5
e=VVeti4+a, s=VVeFi—a.

25) Die Gleidung

geht durd) die Subftitution x = y — « iiber in

a
3

¥ — 3y 1:_.-.(‘{"} — ‘3‘] = [Ja Bi= 2 o® ¥]
Dber
:?J':: — 3 |I.'I.'I.l'_lf =— L’f,

i

iwas nad) 23) oder 24) zu behanbdeln ift.



Dritte Abteilung.

P

grigonometrie.

I Perallgemeinerung dexr Grundbegriffe.

1) Bufammenhang gwijden Bogen und Winfel
Nach Teil I, Geometrie, 147, gilt fiir einen Winfel " und den
aigehbrigen, am Einbeitsfreife su mefjennen Bogen a die Proportion

T
e’ 180Y —=a:m

]

wo 7 = 3,141 592 65 - - - - ift. Darvaud folgt

0 a g
g = —180".
Qum Bogen a — 1 gehirt 3. B. der Winkel 2 1800 0
A ogen a — 1 gehort 3 B. dexr Wintel — 1807 = g5
— 579 17° 44781 - -+ = 206264781 : --
@benfo ift
c?
= T
180"
s Wintel o — 1° gehirt alfo der Boge By Fam TR
r_,ll BIMEIEL " = (e ort 0 1|g DET -Jugln T 1800 180 = 180

= 0,017 453 - -

3 14 rr . " -
(Sn dem Brudje - Hebt fich die Grabdbenenming genau ehenjo

\

weq, ivie e8 mit gleichen avithmetijhen Faltovenw un Babler. uno

Renmer qgejhieht. WVean evfennt, daB « und = aunidhft unbenannte

Babhlen find, ebenjo tvie die Jahl » = 1.
Seft man jedod) » = 1 Meter, jo ift aud) dex Bogen in Wetern

bargeftellt. Dasfelbe qift von anberen Ldngeneinbeiten, ie Weile,
Rifometer, Centimeter u. . v.)
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Jiad) Dbigem fann man Tabellen anfertigen, in denen zu jedem
Winfel der zugehirige Bogen, zu jedem Bogen bder sugehirige Winfel
bervechuet ift.

Am Rreife mit Radius r gehort jum Wintel 180° der Bogen

e " rrzd® b s
sum Wintel 1° der Vogen — - = —— 2um Winfel «° der Bogern
- ; 180 180" ;
oo’ s : ! & e S ey n
g0 — Te@. it r eme unbenannte Jabhl, fo ijt aud) diefer Bogen
eite unbenamnte Jahl. Jft » in einer beftimmien Pafeinbeit 3 B.
it Metern gegeben, o ift auc) der Bogen in diefem Mage gegeben.

HAufgabe. Syeder “lquatnmuﬁ per Erbe Habe, gejtredt gedadt,
15 Meilen Linge*) Wie grop ift der Rabdiugd der Erde?

Huflojung. Bum Winfel 19 gehirt am RKreife mit Radiusd 2
ber Bogen z - 0,017453 ---, Geht man bies gleich 15, fo erhalt
man = 5o ; —— = ? Meilen.

Hufgabe. Der {dheinbare Sonnendurdhmefier betrigt im Mittel
32 Winuten. Wie grof ift der wirflihe Durdhmefier, wenn die Ent:
fernung bon der Grde zu 20 000 000 Mieilen angenommen wird?

uflojung. Bum Wintel 32" — > gehiset bei gegebenem

B0
Radiud » der Bogen » m 0017453 ---. BWird »r =
Meilen gefept, fo evhalt man 2 Meilen.

Bemerfung. TWern hier ber gerablinige Durdymefier als Bogen
beredyet twird, fo Handelt e3 fih um einen verfdhwindend Fleinen
gehler, denn der Winfel betrdgt nur etwa bie Hilfte eines Grades.
— Man [bje diejelbe Aufgabe fiir den Mond mit dem [Heinbaren
Durdymefjer 31" und nehme 50 000 Meilen ober ettva 60 Grdradien
Cntfernung an.

20 000 000

2) Die goniometri ]“djmt Sunttionen werden bistveilen vom Wintfel,
bistvetlen bom Bogen (gemeffen am Cinbeitstreife) abhingig gemacht.

=5 oy 2 o T T . e
So jpridt man von sin 45° und sugleich von sin y + 10ad Ddasjelbe

ift. Sdyreibt nan aljo sin e, jo ift €2 ein qruf;vr Unterjdhied, ob bie
3abl « ecirten Bogen in Langeneinbeiten, vder einen Wintel i Graden
oarftellt.  Wirb unter o ein Bogen berftanden, jo foll in ber HRegel
einfod) e gefdricben twerden; foll dagegen o ein Winfel feirr, fo foll
gefdhrieben werben o

Bei gemwiffen allgemeinen Betvadtungen i)t e3 nidyt notig, einen
Unteridjied in ber Sdjreibiveife ju madjen, twohl aber, twenn ed fidh

e

) Dte Redhnungen find aud) in Kilometern purchufithren.
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pm beftimmte Beredhmungen Handelt. Die Umvednung ift in jeder

~ . ;. wp ; : ke G 2 S i

Xalle einfac), denn ¢2 ift 3 B. sin n’ = sin (qu-]; bagegen sin m
oy

/180 ;}1)“

—'gin (

3) Figur 107 ftellt einen Rreid mit dem Rabius »r = 1 Dday,
oer burch bem toageredhten und den fenfrechten Durdmefjer m jeine
pier Quabdranten geteilt
it Wanbdert ein Punkt
ang der Unfangsdlage A 5
auf der Rreislinie iibev :

B, ¢ und D nad) A, |

und iviederholt evr Dden ;;-r Bl 1
felben Weg Deliebig oft, &, '
fjo befinbet er fidh Dder '
Reife nac) im erjten,

aweiten, Dritferr, bierten,

fiinften, fedften w. §. w. — ¢ £
Duadrantenr. Dex fiinfte \

bectt fich dabei mit Dem

erjtenr, der fechfte mit dem el
stoeiten . f. . Lt '
man den Rabiusd O A4 unter
Umbrehung wm O Ddie

Wanderung mitmadjen, jo
bilbet er ntit ber Wnfangs- 2

fage Winfel, die der Meihe

nad) den genannten Quadranten angehiven. Die bejdyriebene Art ber
Drehung nennt man die pofitive, bie im entgegengejebten @inne

&g, 107.

/J.

erfolqenbe Die negative.

G2 Handelt fich zunddit darum, die goniometrijdjen Funitionen
Fir alle miglichen Bogen und Winfel zu ecflaven, nadhdem un exften
Feife nur von fpiken und fumpfen Winteln die HRebe gemejen toar.
Die Radien 04, 0B, OC und 0D follen ber Neibe nady ald ber
erite, atweite, dritte, vierte Nabiud bejeidnet werben. Der fich dbrehende
Radiuz OF beifie der bewegliche Radius. Der lebtere ift in Fig. 107
in bier Qagen OE, OFE,, OE, und OFE, gegeidnet, bie fymmetrijd)
gegen ben fenfrechten Dbegiv, wagevechten Durchmefier Liegen. Wird
ver MWinfel 4 0F mit «° Degeichnet, fo ift der umpfe Winfel A O E,
, 0

ober o0 = 180" — &°, Der iiberftumpfe Winfel AOE, oder e,

r

_ 180" - «°, ber gleichfalls itberftumpfe Wintel AOE; = «o
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= 360" — o”. Degeidnet man dagegen den jum Winfel gehbrigen
= : 5 i (..-——..: .-T-I _,—-‘.__\_

Bogen mit ¢, jo ift AE=¢, AE,=n—wa, AE, —nx 34 ¢
AE; = 2m — o. Diefe lehteren Begeihnungen jollen in der Regel

Antwendung finden.

gitr  jamtlidhe Quabdranten jollen nun folgenbde Erflarungen
gelten, bei denen 3 B. die Sinuslinie fury ald Sinug, die Cofinus:
linte fury alé Cofinug w. . w. begeidhnet werben bdarf:

Der Cojinusd eines Winfeld (oder Bogensd) ijt die
Projeftion ded bewegliden Radius auf den erften Radius
ober feine Verldngerung. Die Linge der projizierenden
Gevaden (ober aud) die Projettion des beweglidhen Radius
auf ven ztweiten Radiugd) wird ald Sinusd ded Winfeld be

geidnet. Die Tangente eines Winfeld ijt die Kreistangente
im Eudpuntte dbes erften Radiusd, von bdiefem qus bHig zum
Sdnittpunfte mit dbem beweglihen Radiug gemeffen. Die
Cotangente eined Winteld ift die RKreidtangente im End-
punite ded zweiten Rabiug, von dort ausd bid jum Sdnitt-
punfte mit dem beweglihen Radiusd gemefjen.

¥

4) Demnad) it cose = OF, cose, = cos
cos oy = cos (w + «) = OF;, cosey = cos (27 — o) = OF'

m— &) = OF,,

Ebentjo fann man jdreiben cos(— «) = OF.
Begeidnet man ferner die Ridhtung 04 af3 pofitiv, die Ridtung
OC aljo als negativ, Jo gelten fiir den Cofinusd in den aufeinander-

folgenden Duabranten bder Reihe nad) die Vorzeihen 4, —, —, 4.
Aus der Kongruenz ver Dreiede evgeben fidh) fermer die Formeln
cos (?15 T = COS o, cos (m —|— H::’ = LR B
CoS (2w — o) = cos i o) = Cosi

Wean fann aljo furg fdreiben

€08 (— ¢) = cos @, cos(m - ¢)=— cose
Selbitverftandlid) ijt aud
cos (2nmw 4 ) = cosa und cos((2n 4 L)z - @) = — cos &,

venn bie Hingufiigung odber Wegnahme eined qanzen Biel:
fadjen bon 2x zum Bogen dnbert an bdber Jeidhnung nidts.

5) Gbenjo it sine = FE, sine, = sin(r — o) — FE,
sin ¢, = sin (7 + &) = F| B, sin¢; = sin (27 — &) = sin (— o)
— FE,.

iy
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Bezeichnet man nun die nad) oben gehenden Senfredten FE
und ¥, F, ald pojitiv, aljo die nady unten gehenden F,E, und FE,
alé negativ, fo Hat man fiir den Sinug in ben einzelnen Quabranten
pie Borzeiden 4, 4+, —, —.
Demnad) it

sin(# — o) =sine, sin(x 4 )= sin e,
. z B - i “ -
sin (2w — o) = sin(— o ) = — sine.

Man fann aljo fdhreiben

sin (— &) = — sinw, sin(w + «) = - singe,

wobet die oberen und cbenjo die unteren Borzeidhen ujammengehiven
Der Bogen fann bier ebenfalld um 2nx vergrofert ober verfleinert
fecrden, ohne dap fidh efwasd dnbert.

6) Jiir die Tangente ift der Reihe nad)

tane = A@, tane; =tan(r—e)=AG,, tane,=tan(x+a)=AG,
tan e, = tan (2w — @) = tan (— ) = A G,.
Die Vorzeidpenreibe ift alfo 4+, —, 4+, —-
Daraus folgt
tan (7 @) =— —tane, tan(w -+ @¢)=tanc,
ban (2w — |-.'._:l — tan (— «) = tan o

e

7) Fiir die Cotangente ijt
cota=PBH, cote,—cot(n—a)=DBH,, coteg—rcot(n+a)=D5H,

cot (2m - rc} — gob (--- ('cjf' = BH,.

Aud) bier ift die BVorzetchenreihe —-, .+,
Ferner ijt

eot(m — «) = — cote, cot(m «) = cot a,
cot (2m — ﬁ:_l = cot ( rc:_:l = — (0t «.

8) Demnad) gilt allgemein Folgendes:

Diegleidhnamigen goniometrijden Funttionen der Bogen
(bezw. Wintel) ¢, # — ¢, w4+ e und 27w — « beven jeder nod
um 2nx vergrifert oder verfleinert werben fann, jtimmen
pem abjoluten Werte nad) fiberein, ihre LVorzeiden aber
beftimmen i) ausd der nadjjtehenden Quabrantentabelle:




e
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shamaorant: - LI I, III. IV
Sinus: i e e

Eofinus: + — — 4+
FTangente:
Cotangente: -

9) @amtlihe in Teil I Fiix fpibe Winfel bewiefene
gormeln gelten, wie {icd) leicht eigen [aft, fiir gang beliebige
Wintel. ©So it 3. B, wenn « der Bogen einesd jpien Winfels

5 : e

iff, sin? (v + o) - cos? (n e @) = sin® ¢ - (— cos c}')": = gine
~+cos’e =1, fo daB bdie Formel sin®w 4 cos’e — 1 aud) fiir
fumpfe und itberftumpfe Wintel gilt. Geometrifd) folgt bdied jofort
aug #Fg. 107, wo 3. B. OFF° 4 F\E* = (— OFy + (— FPE)?
= 0F 4+ FE? = 0B — 1 ift

gerner ijt 3. B.

s &? = = fine - = tan ¢ = tan (x 4 «).

cos (mw -+ «) — CO0B & COS &

Die Formel “:f—hn e gilt aljo anch fiiv iberftumpfe Winfel.
giir die eingelnen Luabdranten [affen fih daher die BVorzeidhen bder
Zangente und Cotangente aud denen fiir Sinud und Cofinusd ohne
foeiteves Durd) Divifion ableiten. Ebenjo leidht ift 3u beweifen, daf
aud) nach ber memen Definition die Funftionen eined Winfeld gleidh
oent Cofunttionen bed Complementivinteld find.

Jn der Formel cose = Y1 — sin & ift Das Borzeiden zunddit
stoetfelhaft. ©3 ift pofitiv oder negativ ju nehmen, je nacdhbem der Winkel
pem erjten unbd vievten, oder bem zweiten und dritten Quabranten angehirt.

[10) Will man auc) die entbehrlicherer Funttionen Sefante oder

1

Cofefante einfilhren, die fih durd) bie Gleidungen seco = e
. J ; ( o

und cosec o = in g Crildren lafjen, jo ergeben fid) bavaud die Bor-

3

geidgen 4+, —, —, 4 undb -, 4, —, —, Ddie mit denen fiir

Cojinud und Ginud iibereinflimmen. Jn Fig. 107 ift ferner secw

= - = {“f::. L U == f).", = (G und cosec ¢ = . = o
oI OF 04 1 A IryE E
OH OH ;-

=g — 1 — OH. Die Sefante ijt alfo ba3 Stiik bed beweg-

ligen Madiud vom Mittelpuntte bis jum Sdhnitt mit der Tangente,
pie Cojefante da3 Stild desjelben vom Mittelpunfte bi3 zum Shnitt
mit der Cotangente. Jn der Figur ift ferner nach diefer Crildvung
sec (x — o) = 0G,, was al3 Riidwartsverldngerung des beweglichen
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Radiud und daher ald negativ aufufafien ijt; ebenfo sec(w + «)
— 0G aud demfelben Grunde ald negativ aufpufafien, sec (27 — )
— sec(mw — ) = 0G;, Wwad ald pojitiv zu gelten Hat, toeil e3 in
ber Richtung mit dem Dbeweglichen Radiug ibeveinfrimmt.

S entfprechender Weife it cosec (r — «) = OH,, aljo pojitiy,
cosec (w + «) = OH, alfo negativ, cosec (2 — o) = OH,, aljo
negativ. Die weitere Behandlung bdiefer Funttionen fann jedod) alf
itberflitfiiq unteclafjen tverden.|

)

11) Wiyt der Bogen von O big -, fo wachjt der Sinusd von

L2

i1z
0 bi3 1, die Tangente von O big co, dagegen nimmt Dder Cofinus
ab von 1 6ig O, die Gotangente voun co big 0. (Vgl. Fig. 107.)

e o = T - . L o~ .
Wacdhit der Bogen von - 08 =, jo numn per &inud ab bon

1 bis 0, der Cofinus von 0 big 1, bagegen wddijt bie Tangente
pon — oo big 0, und die Cotangente nimmt ab von O bis o0.

Widhjt der Bogen von x bis , 7, jo nimmt ber Sinud ab von
0 b8 — 1, ver Cofinng wadit von — 1 bid 0, bie Tangente
widft vor O bis 4 oo, die Cotangente nimmt ab von -4 oo big 0.

Wadhjt der Bogen von J w bi38 27, fo wadft der Sinus von

1 big 0, der Gofinud von O bis 1, die ‘Tangente LOu 00

bizg 0, bie Cotangente aber nimmt ab von O b8 — oo,

Der Wert der Tangente madt einen Sprung von -+ co nad
— o0, jobald ber bewegliche Radiud die Lage ": pber “j x pajfiert.
Fir die Cotangente erfolgt der Sprung von — o° nady -+ oo bei
pem Pajfieren ber Qagen = und 2z beziv. 0. Filv bie fritijdjen
Stelfen felbft bleibt der Wert sweifelhaft. Died ftimmt fiberein mit
der Unbeftimmifeit ded Borzeidhend bei dem Brudje =, der 4 oo
1mb oo beventerr famn, da man O af@ + O auffaffen Darf*).

[Da der Qreid bei A fentvecht auf dem erjten Radiug jteht, falt
Ser Sinug port jo mahe mit dem jugehirigen Bogen zujamurer, baf
man Jagen darf, fiir fehr feined e fei sine = e. Ebenfo ijt fitx
Tebr fleined o au jeben tan ¢ = «.]

12) Bur Grgdnzung der frither abgeleiteten Formeln jollen nody
folgende ufgaben fiir die Fumftiomen eines Winteld bejiv. Bogens
qeldft twerden.

+) Die Sdhreibiveije {]L — + oo ift mur al@ eine auf Ubereinfunit be:
ritfende zu betrachien, ba wohl durch linenblidhileined, nidht aber durd) Null,
ictlid) divibiert terden famm.
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a) Den Sinusd eines Winfeld durd) die Tangente audzudriicten.

sin « gin o

Huflojung. ©3 ift tanae = —— = — : . alfo burd
COS/0 Y1 — sin® o
A = ¥
L L s pin? o S Bt e 3
Luadrierung tan® ¢ = T it pbet tan® o — tan® o sin® ¢ — sin® e,
z | — S11" &
e . 5 o z e tan «
sin® ¢ (1 + tan® &) == tan® o, folglid) sin @ = - =
1 -+ tan® o

b) Den CEojinusd bureh bie Tangente andzudriicken.

e sine JY1—ecos®a . . ., 8 1—cos*
Huflojung. tane=——= — folglichtan® o=
¥ COS ¢ c08 o q s CO8 ot
T o BT 2 N v 1
cos® & (1 ~ tan* «) = 1, folglid) cos & = - —
) V14 tan® «
R i 2 1 cot o
c) deite ebenjo ab: sin @ = ; COS &= s
1 cot® w F1d-cot? e
|2Anvere Ablettungen der Formeln a) und b) erqeben fid) fo:
1 cos® @ - sin? @ cos® e , sin? « :
o G e == [ == ] == an” o,
(&3] o CO8" [y COB” ¢ cos*~
folglich ,
Cos &6 — — :
V1 4 tan* «
: 1 : tan o
SI0 @ = CO8 ¢ - 1Al & = —— * gl o =

V1 < tan? o Y1 4 tan® o {

~

1. Mie Funktionen von Winkelmmmen und die Sunmen
von Funhtionen.

Stg. 108. 13) Uufgabe. Den Sinus bHes
” Winfeld (« + f) dburdydieFunttionen
[t der EGingelwinfel ¢ und g audzudritden.
; N Auflojung. Jn Fig. 108fei<c AO0B

R = o« -+ pos B 10 BO 0C,
' CD1 0D, EC.1 AB. Dabei ift

L EBC= ¢ = o. (Varum?) Ferner ift

7iibs AB AE -} EB
! sin (@ ) = 0B~ OB

S b0 SEE,
a OB VOB
i = A D Bu DC gehiet die Hypotenuje OC, 3u EB
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bie Hypotenuje BC. Multipliziert man den Jahler und Nenner des
erften diefer Briihe mit OC, die Ded veiten mit BC, jo exhilt man
et D¢ 00 . BE-BC : Yo .

sin (¢ + p) = 0C.0B BO-0B — gin « cos § - cos « sin B.
E2 ift aljo

sin (& - ) = sin & cos f + cos e sin 5.

Bemerfung. An der Figur find nur geringfiigige Anderumngen
nitig, wenn (o - B) ein fhumpfer Winkel, oder twenm « oder f, oder
beibe Wintel ftumpf find. Die Formel bat Mberhoupt allgeneine
Geltung.

14) Der Wintel g faun aud) abgezogen werden. Dann hanbelt
e fich, tvemm man die Formel vorliufig weiter gelten (ift, um
sin (¢ — ) =sinecos(— ) + cosesin(: ) =sinecosf —cosesinfi.

Xiiv diefen Fall ift die entjprechende Beidnung in Fig. 109
bargeftellt, wo Winfel AOB = (e« — (3), alled anbere wie borher

ift.

¥3 foird

: _ AB AF —BE 3ig. 109.
sin (¢ — ) = 0B = 0B s 5
Y heo BE L
OB OB ¥
1B
Greitert man die Briiche wieder mit
dent 3u DC und BE gehirigen Hypo-
tenujen, jo folgt :
: j DC-0¢ -8B -BC
sin(¢ —f)=pp. 0B B0 . 0B /- \wr .
0 LT T

= sin « cos f — €os « Sin 3,

womit das Weiteraelten der exjten Formel beviefen ift. Beide Formeln
pereinigen fich zu folgenber:
|

3 TEEEgh S R g R e . and
1) gin (o —+ f) = sin & ¢o08

*] | v woan B
3 1 CO5 o 811 b,

in der die oberert und ebenfo die unteren Vovzeiden atjammengehoven.
Ofme @eometrie ergeben fich die Griweiterungen der Giiltigr
feit fiiv Wintel der itbrigen Luadramien auf folgenbem Wege. Gind

2 B. ¢ und B jpiy, jo ijt fiiv die Summe der Winkel (= — «) i
B, vom benen Der erjtere jhumpf ijt,
sin [(x — &) 4 p] = sin [ — (& — B)] = sin (¢ — B)

. i - e . ra B . % fa vl | * o D
— sin « cos B — cos e sin f = sin (= — «) cos f - cos (w—«)sin p.

/
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Ebenjo ift fiiv wei ftumpfe Winkel (x — «) und (x — )
sin [(w —a) 4 (x — B)] =sin [2 7 — (¢ + )]

— — sin (¢ -+ f) = — [sin @ cos f - cos « sin f]

[ e Wt £ a i H Vi v e o
= - 8in(7% — &) cos (w — B) - cos (7 o) s (/e — 7).

4

Died geniigt zum Beweije ded Weitergeltend der Formel 1).

15) Nufgabe. Den Cofinus ved Wintelsd (¢ 4+ B) durd
diec Funtiionen ber Eingelwinfel darzujtellen.

" S e o 04 0OD-
Nuflojung. Jn Figur 108 ift cos (« 4 ) = 0B— OB

0D g 0D o EC BC
" OB OB  OC OB BC OB
Demnad) ift

{

A D
- 3 - f 3 - o
= CO8 ¢ COS |'? — 8in & 81in l'J J

iy & | N B ) = o
cos (o — f#) = €08 « cos f — sin « sin g.

Cbenjo ergiebt fid) aud ver Figur 109 die Formel

cos (¢ — f8) = cos « cos § - sin « sin B,
pie aud ber vorvigen aud) folgt, wenn man — B ftatt B einfest.

Beide lafjen fich zujammenfaffen in

fa R

e gl I f 1 = ;
2) ¢os (o = ) = cos « cos § - sin « sin B,

o die oberen und cbenjo die unteven Vorzeiden zujammengehoren.
Aud) diefe Formel gilt gang allgemein.

Fig. 110 [16) Die Formeln fiir die Funt-
tionen bon (e 4+ B) lafjen fidh
aud) mit Hiilfe des Ptolemdaifdhen
Sabes (vergl Seite 1) ableiten. Dazu
ift folgendbe Worbemerfung nitig.
I Fig. 110 ift ein Rreid mit
Rabdius 1, eine Sehne B C = o uid der
sugehorige Peripheriewinfel o« mit
vent Durdymefier A B ald Schentel dar

! g o el ¢ G ST
gejtellt. Dabei ijt sin o’=— W T
alfo Sehnte BO = 2 sin . Bum Peri-

pheviewinfel o° gehort aber ber Centriwinfel 2¢° und zu bdiefem er

" -~
Bogen BC, der mit 2 « begeicdhnet toerden foll. G3 it alfo Sehne
BC = 2 sin — -, fobald ber Kreidradiusg gleidh 1 gefest wird. Dies
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qift sugleich auch von dem grifeven der beiden Rreisbogen, Ddie jur

Sehie BC gehren, d. §. bon 2 v — 2 ¢ =2 (# — «), Denn €3 ift

. 2 (m — ) 7y : JT' : G e _
sin ——— = sin @ = sin - Yud) fann man jeben der beiden
Bogen wm 2w ober ein beliebiged WBieljodes von 2 = bergroferi.
Madht man dagegen den Radius bdes Kreifed — ~, {o gehirt
- — =, ]' = X
aum Pevivheriewinfel o der Bogen BC =1 -2a = 5 -2 a=u«
Y, . 2 !

. o el BC e e e ;

und e ift sin e = - = BC. Holghdy: Jm Kreije mit dem
Durdmefjer 1 ift Sehne BC = sin BC = bem &inus bHes

sugehorigen Peripheriewinlels.
Hiervon twird Antvendung auf Fig. 111 qemacht. Jm Kreife M mit

Durdmeffer BD = 1 (und Radius Sig. 111,
HE ” =
y = ) find an den Durdhmeffer die

Winfel BDA=a undb BDC =

) _|'
nad) verfdhicdenten Seiten amngelegt, _
; = e g e
o baf BA = « und BC = f bie fi3A = ~
" » = o 1 [ 1 » J‘l_’ 1
augehbrigen @reidbogen jind. Dabei ~ M 8
ift ScCAD = 90°— 3, ebenjo Bogen
ey T = e =2
CD=—- —p. (Barum?) \
e : & - Fe %
Nach Piolemausd ift nun 4 : N

AC-BD=AB-CD + AD - BC,
aljo nad) der vorigen Cntwideling®)
sin (¢ 4+ B) - 1

/ LR

sin ¢ sin (- — B) + sin (¢ + B - ( - fﬂ]) gin f
L a 3 . a1 y e s 0
s1n (e —|— p) = Bln @« COB P -~ 81N tq - h s1n P,
folglidh

5 . / 1 3 - ! g a1 2
a) gin (¢ - ) = sin e cos § 4 cos e sin f3.

Qegt man die Winfel « und f auf derfelben Seite ded Durdhmefjers

il

ant und iff ¢« > B, o findet man ebenjo

h) sinfe— B)=—sm o cos p — cos o8N P,
.

Die Bogen find von febt ab einfad) mit e und f bejerchuet.

e e e e




o

176 Dritte Abtetlung: Trigonometrie.

Sept man in b) ftatt « den Bogen , — e« ein, jo exhalt man
e 2 .. (= ‘ g (7T L1Eg
sin | e ) e r':') = 81n {., i |"fl] COS p — co8 { " &') s o,

ober

c) cos (¢ + B) = cos « cos f sin e sin 3 .

+ o an Stelle von «, jo entjtel

o e 5\ TE
Set man dbagegen m Formel b) t

¢os (¢ — f§) = cos @ cos § — sin & sin f§.

Die Ableitung fitr « und B gilt allerdbingd zunddit nur fir den Fall,
baff « und B jpige Winfel find. Durd) bdie in 14) angewandien
Subftitutionen  [aft fich aber audy Hier die Allgemeingiiltigleit Fiir

beliebig grope Wintel nadweifen.]

> Hauptiormeln fiiv die Addition der Funftionen.

17) Die
Obigem qgelfen bdie Formeln

Y
l"JLL'[Li}
. rd - .
sin (# -+ y) = sinx cosy -} cosx siny,
. Vi N = s
SIn\L — Y) = 8InY% COSY — COS 2 81N :F-J",

aljo durd) beiderjeitige Abdbition bezw. Subtraftion:
sin (& 4 ») - sin (z — y) =2 sin 2z cos y,

sin (¢ 4 y) — sin(z — y) =2 cosz siny.

©Gept man willkiclih 2 +y =« wd  — y =B, o Mmup man,
" o . = Zlle e lr.'—.]r';
toie fich burch Wbbition und Subtraftion erqiebt, = — o
- ,f i : s

| = ———" feben. o entftehen die Formeln
5 . i A Pihimmis!
sin e < sin f = 2sin " o8 P

i .3 2 [

. % e+ f . 3

4) sine—sinff = 2¢0s — £ sin 5 E.

Gang ebenjo folgen aud den Formeln fiir cos (z 4 ») und cos (x — p)
pie folgenben:

P | A fa
EN Tal~] ; 1 - (3] _..r:-:.f'J ’ L _!J
) COS ¢ == CO0B p = 2 CO8 - CORB
I ._) ) r
o = 2] n JJ
. y x X =r= i1} - (04 ]
6) cose — cos B — — 2 sin " sin .
2 2

Die Formeln 3) bis 6) erleichtern die Berechnungen mit Hiilfe dex
Logarithmen. Sniviefern ?
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1. Goniometrifche Ubnungen,

18) Sm Folgendert twerden Formeln abgeleitet, von denen nur
bie widtigen nummeriert find, die iibrigen find blofes lbungdmaterial.
Un ifmen foll gezeigt twerden, daf fich jcheinbar fomplicierte Ansvriide
bisweilen dburd) nabeliegende Umfornmungen veveinfachen und nament:
i fitr Den [ogavithmijdhen Redhmunganjas geeigneter machen lajjen.
Bunddft werden Formeln itber die Winfel 2¢ und LJ abgeleitet.

Gept man in der Formel fiiv sin (@ 4- ) den Winkel « ftatt p
eint, fo. entfteht

gin (¢ 4+ «) = sine« cos ¢ -} cos e sin &,
folglich it
) - meny . - oy (O [
i) gin2¢ — 2sinw cos e, sineg = 280 CO8 5

-

Macht man dasfelbe mit der Formel fiix cos (e -+ ), fo erhdlt man

= 5 Ve 5 O e e
8) C0S 2 — Cos'e —= 8In"(, COS@ == €O8" — — BIN"—-

Man fann aud) johreiben (mit Hiilfe von cos’ e + sin*e = 1)

cos20¢ — 1 — 2sine = 2c08°a — 1,

und darausd folgt:

: 7 /1 —cos 2¢ ol 1 /1 COs o
9 gin o = l.,r 5 - sl = Vi 5 :
: /’L --{:--::4}5 2o (13 7 /"j1 -} cos &
10 COsS & = l 9 ' cos > = l, 2 .
Durd) Divijfion entjteht hieraus
: 1 cos 2o C /1 — co8
tan o = i P Gt tan v if T oo
&3 ijt
v4 0 9 o ) L 4- oot g
[‘ g sin -,) = (crs.-‘.a' — sin*® ‘)) = AR TS 1 s,
folglid)
! B f
cos - - sin> = J1 + sine,
. ¥, -
cos — sin— =— |/ 1 sin o,
plgmitller l I I1 1 12
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alfo duvdh) Adbition bezw. Subtrattion

o : :
2c08 5 = V1 4 sine 4+ }/1 — sine,
e ¢ 1/ | s / .
2sin— = /1 + sine — )1 —sine,
und durd) Divifion
Sl V14 sine — 1 — sine
tan — = — : i
2 V14 sing + Y1 — sine
112 . g0 p ey oo yvachte Seite durd
Yus cos @« = cos® - — sin® - folgt, wenn man bie redyte Seite durdy

g PO T 4 £ N . ; ke '
I ober cos® - sin® Ddividiert, wodurd) nidhts gednbert wirp:

r s

. O R 15
cos*® - §in®
2 2
cos o = - .
L R s 1
2 2

und toenn mai jedes Glied desd Bihlers und Nenners durd) cos®  dibibiert:

o X
1 — tan”—
Cos ¢ = =i
o 0f
1 tan?
_|_ o 5

¥’ X i S g = 5 = e (12
Auf demjelben TWege ergiebt fih aud sin ¢ = 2sin - cos

o

ote Formel

o
2 tan

sin ¢ —

B
l -} tan*

19) Formeln fiir ben ©inug bezw. Cojinusd von 3«, 4e, 5.

sin 3o = sin (2« ~+ &) = sin 2« cos « -+ cos 2e sin e
&t ) Sl 8 o A e oy 8
=— Z8INn ¢ CO8 ¢ COS & -1 1\‘_'-(]?‘. o — Bl Qf),' 81N (¢ = o SlN ¢ COS™ & — BIN™ &.

Sebt man hier 1 — sin®« ftatt cos® ¢, fo folgt

sin3o = 3sne 4 sin® e,

2

b

i — f-i]'n-‘J tz/JP

Serner iftsinde=— 2s8in2c¢cos 20 =2-2sinacos & |'\'_'.,r;.
wag jich nodh) auf sin e allein veducteven [(aft.
Bilbe ferner

sinbhe — 5 sin«

20 sin® & -} 16 sin” «,
cos 3u = 4 cos’e — 3 €GOS ¢,

4 e 9 . A
cos 4o = cos' @ — 6 sin® « cos” @ 4 sin* e,
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-]
w

was nod) auf louter Cofinusd vedbuciert werben fann,

COS D@ —

5 co8 a 20 cos”a + 16 cos® «.

Einige Tangentenformeln.
- 3 |

v sin (@ -+ B) 8in o cos f§ + cos o w,n )
tan (e« + ) = - {.,; o o= }
Tk cos (e 1 f) cos o cos f °F sin « sin p

Dividiert man den Jdbler und Nenner der vediten Seite durdh

cos @ cos 8, fo entfteht

ta7 = +q 2
: tan ¢ + tan g
11) tan (¢ - B) = — .
' S -+ tan « tan g
Sefpt man = «, fo geben bie oberen Borzeidjen
B fam i
5 ; < tan o
12) tan 200 = e
’ 1 — tan* @
Da tan45° = 1 ift, jo folgt aus H'j]
: j A lm
tan (45" + ) = -
=X L= e B e T T

on gang entfpredjender Weife fonnen aud) Formeln Fiir bdie
Cotangente entivicdelt verbden.

21) Nad 3) ift

)
. A s . . | o x s o
~+ sin ¢ = sin 90° -} sine = 2 sin (45° ) cos (-J;:” et

o

It T g ey :lr =0 —
= 2 min (_10 - ,?:)

2 L’.‘(}s{.’! (I ',-}n ; o J .

2)
Ebenfo ift
o 0 &y . T )
1 — smoe=— 2 ma(l 3 - 3) sin (-J.r : 3]

e o) : 9 2 o
= 2 sin® (45° — 5 .’ = 2 cos” (-L.‘)" -t ‘,)-

]

Durd) Divifion und Wurzelausdszichung folgt

/ ¥ 4 /1 1+ sin «
; ot I (IO 7 it
a0 E 0 *_’J /' 1 — sine’

ooz bie Sdjlupformel von Abjdnitt 20) verglihen twerben Fami.
Lon geringerer Vebeutung find die Formeln

J e c ginee . sinf sin & cos f§ - cos & sin §§ sin (o )
e 1T lanp =— e e ——— rT
= : cosa —— COBp COS & CO8 5 COB ez CoR [

gin (e 4 f)

. =
ot o - cot f =— — - .
P sin & sin B
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Dagegen jindet man Formeln von hervorvagender Widhtigheit im

avithmetijchen Teile (Ubjchnitt VI), wo fie mit Hiilfe des binomijden
Qehriaged entividelt find.

[22) Berednung Dder Funftiomen einiger bejonderer
Wintel.
St Teil I Seite 189 ourbden bdie Werte einiger Wintelfunttionen
Goniometrijdh erveidht man das-

e

auf geometvijchem Wege Deredynet.
jelbe folgendermaRen:

; i 7 /1 <+ cosa ¢ =5
Nus cos '_: — '/ ' l ¢ folgt 3. B.
1 1 cos>
o ]/ ety A
COos -} ———] 5 —— l 5
e e il
Ebenjo it sin = V=:

s cos 3e — 4 cos® « — 3 cos e folgt 3. B.

cos 90° = 4 cos® 30° — 3 cos 30

ober, da die linfe Seite gleih Null ift, nadh) Divifion burd) cos 30":

4 cos?30° = 3, alfo cos30" = l 1 — sin 60".
Folalich ;
sin 30" = -l-/i.— r — l;; e l — cos 60°,
Nua der Formel fiir cos Ha folgt fiir o= ]rl':. — 18° aljo fiix
So = : und cosbhe =0, 0 = 5 cos :} — ‘_’Hi;:_]?_'\:":i —+ 16 cos® :Tur

afio nady Divifion durd) 16 cos -

10

oulk T b R e 5

i ST R e T e T

R 5 el A T 9 T %o gty Qar - 5+ V.5

Darvaud ivitrden jid) fiir cos 0 bie beiden Liojungen —— er=
gebert. Mun fann aber nmuv einer diejer Werte richhig jen. Bedventt
- g all - R | 1 b (1] - . ~ o
man 3 B. daf cos® 18° > cos*30°% b.h. > - ober - jeur mup, |0

erfermt moan, daf das negative Beichen u veviverfen ift. Demnad) ift
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Das andere Wurzelzeihen fommt in Folgendbem zum LVorjdein.

Die Formel fiiv sinSe geht fiiv e« = 0. h He = = iiber in

e . T o a i TE
0= J5sin— — 208n"— —+ 16 sin" —
{3 14 2 o

; v g T,
oder nad) Divifion durd) 16 sin— in
o

v 5] R g A i}
sin™ — D e =
: o R 5+V5 = e e pr A S
Aud) hievaus tiirde fitr sin® - folgen == Da aber sin® 36” < sin®45",
S | o o - v Vb o o
2. b <5 fein muB, fo ift —;— 3u grop, und ed fjolgt
s apl ,-"':'J—l 5 v EAD
sin ob” = l,r- = = C¢0S o4d".
= g O - o T
Nusd cose = 2c08°= — 1 folgt filr « = —:
- 2 : b
T . 5 T | o | e |
cos — = 2 cos’ 10 2° ',I - — 1 =-""""=1co0s 36"=sin 54°.
27 : g 7 e )P P =
s cos— = 2cos®—- — 1 =2/—"—[ —1 folgt cos72°
o o |- E e

b —1 w 1
— — 81n 18",

it Hiilfe der obigen Formeln lafjen fich nod) viele anbere beredynen,

b =7 . 800 11/ e P b :

3 B, sin 15" = sin>- = 3-1 2— )38, cosld® = Vo + V3,

P, / (=l 'S " JJ- £ . - E L 4 L

tan16? = 2 — Y3, cotld" =24} 3. Daraud jolgt 3 B.

s . 150 1 [/ 7 e e R

gin 7=? = sin — = ; | Vﬂ- + Y2 — Ve —3 ],-fLJ | . gserner

: i . 459 11/, 2/ ST 17/, 1
sin 2259 = sin - = Va—y2,-e=22 S = Vo32,
1 ¢ 1/ e LB 1 1/ ¢ e

tan22;°=)2—1, cot22;°=)241 u | ]

[23) Handelt 8 fich) wm die Wintel eined Dreieds, ¢ fund g,

fo ift vor allem zu beachten, dah e« 4 p = 180" ¢ UID & j P
= 90" — ’, ift. Daraus folgt

sin(e - ) =siny, cos (¢ + B)=—-cosy, tan(a— B)=—tany,
sin S _..';_ P — (08 IJ . GOS8 i _J_ r} — gIn 'J. - tan = J': A —(elair :._: .
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tan (@ 4 f) = — tany,
tane - tanf ¢
: — — fany

1—tanc tanf rr

pDey
tan ¢ -} tan f - tany = tan o tan g tan y.

D113 | e | 1200 vt {an0 o | anbd P‘ | f.-}-— 0 ¥
Aud « + B+ y= 180° jolgt L._.H._l =y (900 i e JOt—

2

h

_—arn0 o Jl_ ﬁ _.‘!" P ano o .I L ach Hir Hiele S
— 270% — .3 = 180". Polghd) gilf aud) Hir dieje neuen

Dreiedsiviniel die Forme!

] = i > i =
tan (90° — 2) -+ tan (il(:@ . ] -+ tan (9&:" —7 )
/ @\ =% g P
paae ¢ [é ) I A (‘ 0O b fa Oy ] ety [ |
tan (_‘.j(_} 5 ) fan (‘JU }} fan E'“" 5 J
aljo ift filv Dreiedsiwinfel fiberhaupt
o B ¥ o . B ]
5 T cot g 1 0t 5 = COL ) cot B) COT 2
Aus
sine -+ sinf -+ siny = gine - sin § -} sin (e 4 B)
.+ f o« — f e e+ B
e A S oy
= 28in-——— 00k o ~+ 2 sin 5o
o et o ¢ — f§
— 2 sin — | cos - P - cos 5 {—‘
= | - -
o+ p } o —f o -+ f o — i~
TEiE o T 9 g a9
. g1l . 2 2 2
7 ! 9 ana e
— & 811 2 | cOs = Cos B
’ 1 fa ] ol
® -1 p ]
= 2 81D 2 2 cos 5 COS '3
folat
: S B ’ o i v
sin ¢ - sin § - siny = 4 cos 5 oS ij cos - -

bhnliche Formeln laffen fid nod) in gqroBerer Bahl ableiten. Rerfuche
3 B. folgende zu beweifen:

. I = n . b & B ¥

o1l & —— SIn | — 81N Y = 4 8B 2N NS

S1n ¢ —— Sin 811 1 Sln — SIn - COS -,

3

T e @ S 1. e IR
COSs _I COS D — COS e ] —I- t 511N = 511 =
TR T P T o L IR M gl
COSB e —|— COB P BB Yi— 4 cos 5 CO0S - BIN - — i -
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: P (e A = ] ey gl
cos & - cos f - sin y = 4 sin (ri.-) - -_J] sin (4-;1-' - L) sin 1-;

3 1 1 i 1 - . o
8INn & —— 81N - Bln ¥y i 4 . P
i & ¥ — cot— cott -
gsine + smff — siny 2 2
3 al f
: o Bt g ity ¥ o
tan o tan 5 - tan o tan o - tan > tan - — | 49
o g oy o B ¥
St + L i L e e et o T L Wi
cot o tan o cob 5 tan 5 cot 5 fan - [
o : B ’ o g /i |
AT — Ty S = cob — tan F 2
cot tan 3 tan 5 cot 5 tan 5 tan o |

[24) Goniometrijde Gleidungen. (Vergl Seite 161.)
Gine befondere rt von frandcendenten Gleidungen erhalt man,
jpenint  die Unbefanunte al3 Bogen ober Winfel von goniometrijden
Junttionen vorfommt Nur einige Beijpiele jeien angegebern.
Aufgabe. Fiir welde Winfel bezw. Bogen ijt

asiny — b eosx?

T sin & 1 S b b lj :
Huflojung. —— = _, tanz = _, aljo » = arctan {: i

b

x ift der Bogen, bdefjen Tangente g ift. Der Bogen Dbeztv. Wintel

ijt mit Hiilfe der trigonometrijhen Tafeln zu beftimmen.
Nufgabe. Fiiv weldhe Winfel Leztv. Bogen ift

1N 7 —]— cosayr =— a4

Hufldfung. sinz 4+ Y1 — sin®z — q,

et ALt . a3 a : .. Wik

V1 — sin®c = a — sinag, 1 — sin’z =— a® — 2qa sinz + sin’z,
e : 1 —a? : a-+t+y2—at
sinez — asing = ———, sing = = ;

(Wie qrof darf der abjolute Betrag von a hodjtensd fein?)
Nufgabe. Fiir weldhen Wintel beztv. Bogen ift

asin2x — b sin x:
Nuflofung. 2asinzcosz =">bsiny, cosy=g—, &=arccos; -

Hufgabe. Fiiv welden Wintel ift a sinz = b cota?

Auflbjung. » — arccos— — —— J




e

184 Dritte Wbteilung: Trigonometrie.

V. Sihe filer die Seitew und Winkel des Dreieiks,
25) Der Tangentenjab.
Xiir die Dreiedsvinfel gilt der Sinudjah sin o :sin f:siny
= q:0b:c. Uusd der Proportion

sing:sinf=a:b
folgt nad) Teil I, Geomefric Nr. 152
(sine -+ sin B) : (sine sin8) = (a 4+ b) : (& — b).
©dreibt man died in Brudform, fo ergiebt fich durd) Umfornung
ver Slammern
e ol a—p
2 8In - | COs : l :
2 2 e
Y] . T 7
2 cos =i 1N o i
2 2
DDey
] ]
tan — - i
5 .] i} -!— I?J
1) S
¢ ¥ — 0 —
Tar : > EJ ; .

Diejer Sab Heifit ber Tangentenfoh. Driide ihn in Worten qus. it
feier Hiilfe fann man ein Dreied aud @, b und p berechen, da dann

l
0
)

o = | = IS e o
5 P — 90° ; ift. Mtan bervednet
L e— a b «—+ f
tan = AR
A a -+ b 2
ey i . S o« -+ B y — B
und finbet durch Adbition und Subtraftion ang — — und ———
el die Werte fitr o und S.
i518. 11s, Sy e - . o
o (Gine leichte Probe ev=
1= qiebt {ich daraus, bap
R e jein muB.)
: i NSEIESS I [ Geometrijche Ab-
4 : (eitung des ‘Tangenten-
1 . ; jages: Um Dreiecd
B ebE e p ABCin §ig 112 fei
o = C E = b und die Ber-

langerung CD = b,
alfo BE=a — b und BD=a-}b. Die BVerbindbungslinie DA ijt
bi3 zum Sdnitte mit dbem Lote BF verlingert. Dabei ift I CDA

—
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T Pt Ay e ¥ o+ f J .

=+ folglith sSCBHD=90"— - = D D ferner BEAF
.2 I o , 7 9 j L4

ein Sehunenvieved ift, benn feine Wintel bet 4 und B find rechte,
fo ift <€ AFE = < § al8 Peripheriewintel iiber AE. Folghd) ijt
¢+f BD a+bd

e e B s = . %
I .[!IJiIl } = 9 —— ]} = 3 s Jh[ﬂ 1)1 tan -_3 - B 1!1_-.- —‘H }‘,‘ p
B BB e T e
o tan — == BT B Duech betderjeitige Divifton folgt
Z A A I ‘ R,

aud den lepten Gleidhungen

e
tan -
2 a == b
o |'J1 /) b
an .
2

Diefe Cntiwidelung ift bon den gomiometrijden Summenformeln un:
abhingig und fann auch vor denjelben durdhgenommen tverven. |

95a) Folgerungen ded Cojinusdjabes.
Nad) dem Cofinusiape it

cOs y =— —
GO 3

folglich, wenn man auf beiden Geiten 1 addiert,

a4 b2 — ¢* (a 4+ b)* — c¢*

1 -} cosy = 1 - . —
—l L ' = _f ab 9 _-"J. r

=

pber, fwenm man im Bahler bdie Differeny der Uuadrate in ein

Produft zerlegt,

1 -L cosy = -Ij'r{- u ..b + ©) f_(;“_“{_ i "::i -
1 { Zab
T 1§t aber
a ¥V
1. "-':-" GOSs .‘,r = % cos” :’, :
folglich) ift
3 o Y a -+ b -+ ¢ (@b )
208” e= -
: 2 2ab '
1o
1 — 7 !__a"f":_f[. —I-- b :_ ) (& :_ hi— ) e -l/"ff.“-_.“ —g). z ;"'JIJ < Pe
J LUS — =y =
> o . ¢ab ab ab !

too in fritherer Bezeidnungsdweife (bgl. Teil I Geont. Nr. 119 unod 1 20)
1 i) y T e

i —'—E S 'H (e} S f; —C = An - A
v __ ., 20 g gefet ift, und eine einfade Deutung
(7] J|l L (7] )‘.s . & r

per p ald Tangenten ded Ju-Rreifes miglich iit.
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Su abnlicher Weije folgt aud der Unjangsgleidhung
1— cosy =1 s @R c’—(a—0)? (e+a—b)(c—a+th)
. 2ab 2ab 2ab '

aljp, ba 1 — cosy =2 sin 5 Ut

s ) /(—a-t+bte)la—dt o) /(p—a)(p—D) £
f]r ) sin [ . | ."- | ):—l'f )II J? ."_ { HJ .E

Sy i 4ab ab ab

Aus 2) und 3) jolgt durd) Multiplifation und Bujepung des

D@ 2 sin 9 o8 o == S8In j i,
4) siny =

burd) Divijion

dagegen folgt

Lan 9 _]

jaf giebt,

= f{j.jf —

n

}) L Jr: - C\

Der Jnhalts ie in Teil I:

6) F'= jabsiny = V,u(_‘;: —a)(p
Damit find die i Teil I auf geometrifcdhem

tm tefentlichen goniometrijd) enttoicelt.

freije o, o,, 0, und o5 evgeben Jich, ivie
e PR Wil PR (2
B s

/Dy Pa Ps
0 = I/jlf_.. 8
P

bie Tangenten der Halben Winfel ergeben
o 0 g 0
fan - = —, tan; = 7
] l”l b l”-.;
ed 1t aber aud
; of 04 ; g o
Lanl D .,. ¢ Tan = e
7 9 2 ]

Die Radien der

& V’me:; =] /PPy
it d

Gaftors 2,

"j-] == r;uf, 1/..'.’-’.3’1.:{"2?9-'1':

l /D1 Ps
— .
7

b) (p — ¢) = VP05 .
LWege abgeleiteten Formeln
Beriijrungs-
pe

9

~— - - —

in Teil I, qug F =

. — |/ B EE
1. LT 4

jig in Bezug auf o ald
1 0
tan e Py
¥ 0;
1n =
2 p
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e i S gin o b sin
25b) MNad) dbem Sinusdjahe ift — = = und — = -.--ﬁ,
: 2 ' - c 81n y ¢ sin y

alfo aud

a - 0 gin o - sin f

¢ sin y
. - Fd b T
pder, Da siny = sin (e 4 B) ijt,

(a + fJ':] sin Li(-—: 4+ 8) = c("sin o — sinf3),

C- 1 | ¥4
alfo
o PR L e | s ;
N o o -+ . -+ f e — P
(@ + b) 2sin—; £ cos 5 P — 92¢sin " cos =,
T_L" L'DL‘L“;
¢ 4- B o —f
r | e | o t
{) (@ =+ ©)cos &5 = ¢ CO8 3 .
Ebenjo folgt aud dem Sinudjape
& -—Db sin ¢ — sin f§
g 2 sin §
poexY
LB LB
e . A et B o -t Jj ¥ : o= |J e ——— F'j
(@ —b) 2s8mm—— E cos —— == 2( 08 - g Bl oy
folglich
L& ” 3
; ; e —t .o —p
) (@ — b) sin L Y — ¢sin - £

Durdy Divifion fann man aud 7) und 8) dben Tangentenjab ableiten.
Durdh beiderfeitige Duadrierung und Abbition erhalt man ferner
(a 4 b)? sin® ; + (@ — b)* cos® ; i

St von einem Dreied «, b und p gegeben, fo erhalt man durcdh
4

Beredhnung der Logarithmen der linfen Seiten von 7) und 8) zu-
gleic) bie Logarithmen bder vechten Seiten und  burd) Subtraftion

e r . e—f F o« — B . a—8 ]
perfelben 1g ! LI = d == lg|c eos—— +J:= lg fan -_-)---P, forausd
| B - = = = r
]

i e o— 0 i ¢ . —
jig der Winfel — - ergiebt. Durd) Addition bezin., Subtrattion zu

o -+ : e & i s
= ‘ gelangt man auf « und B, o daf man jamtlide Dreteds-
infel hat, deren Summe twieder auf 180° fithren mup, wenn man

ridhtig gevecdnet Hat. (Probe.)
Die Sibe T) und 8) iverden bidweilen ald der Gaupide
N

oppeljal bejeichnet.

<
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V. Dreiechsberedynmnger.

26) Bet den Dreiedsberedhnungen fommt e3 wefentlih darvauf
ait, ob Ty nad) einem eingigen Stiid gefragt ift, ober ob jdmiliche
noch) nicht befannten Seiten begztv. Winfel und ugleid) der Fuhall
pber auch bie NRabien ber Hauptireife bevechnet werden follen.

Sind 3 B. @, b und ¢ gegeben und wird nur nad) einem Wintel,
2. B. v, gefragt, fo benufht man 3 B. dbie Formeln
(—a-Fb4c)(a—b-+c)

' fa-b :!— c)lat+b—¢c) o 1/
:1;’ bt Ll - per tani = l_,r'

dab 2 (fa+b-+ e (o

] Y P
| D=1

bie im allgemeinen bequemer find, a3 dbie aug dem Cofinudiabe ent:
e B gt P e : s
jpringende kormel cosy = S ab «  (Aeptere 1t nur Dber
& O L
fleineren Bablentverten vorzuziehen, bei denen Logavithmen nur gegen
ven ©dlup notig find.)
Wird dagegen nach allen Wintelir und ugleich nad) dem Jnbalt
gefragt, jo berechnet man die Hillfdqrife
1 //f—a-LbLeyig—bl-e)lagtb—ic {o. 1. n
e R S | / L | L By i T /P Pa Py
0= V 5= /
P

A(a + b - c)

i (04 p 3 1] f ar a s I
unb Dilbet tan - = —, tan }) = (,-mr Brobe tan L — = ) b
2 i h 2 I & Py s
enblit) F—p" o
St @, b und p gegeben, und wirb nur nad) F gefragt, fo

' 3 W o~ . g 1 . 3
nimmt man die Formel F = - absiny. Wird dagegen nad) « unbd
& a P s ok v
- . 5 . (o B L
B gefragt, jo benubt man zur Beredhnung von £ den Tangenten:
jab, twie e3 fritfer erldutect wurde, oder aud) den Gaugiden Doppeliab.

=]

= ? o] 7 ¥ e — g o : 2
Aug _l_!’ = 90" — £ undb —— finbet man o« und § und mit
Hiilfe des Sinusjobes c. Den Cofinusjah ¢ = Va® + > — 2ab cos y

wird man nur antvenden, wenn lediglidh nad) ¢ gefragt toird.
] y % : 1
Bei Umwenbung von Logarithmen oird man im allgemeinen bie
Produftformeln vorziehen.

27) Sm allgemeinen entjpricht jeber ufgabe ausd bem Gebiete
ver Dreiectsfonftrutionen eine Beredynungdaufgabe trigonometrijdper
Art. Jft bie erjtere geldft, jo fann man in der Jegel daraud bden
Beredynungdweg fiiv die anbeve gbleiten. Bistweilen fommt man aber
auf rein frigonometrijhem Wege noch jdhneller zum Jiele.
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Bei jdieriger erjdeinenden Aufgaben Delfen bisteilen Be-
riehungen, die aug der Geomefvie befannt find oder jich leicht auf
trigqonometrifem Wege ableiten loffen. Namentlich giotidyen », o, oy,
Fund den Winteln «, f und ¢ finden zaflrveiche Bejyiehungen
Art ftatt. Ginige mbgen im Folgenden entiwidelt weroen.

98] Soll die Dreiedsiladhe aud », o« und f bevednet twerden,
o > iy T 1 : : ; L=
o Handelt ¢2 fih um F'= 5 absiny, W0 a= 9rgineg, b= 2rsinfp

ijt, aljp um

1) le—x2 y= sin ¢ SN f sin g o
e = g . : : S g G et a—+b 4 ¢
Soll auferdem o berechiet werden, jo exhilt man ausd F= = 0
purd) Ginfeung bon a = 27 sin ¢ u. §. W.

F=r L';:_'m o - sin - siny)o,

P S T ? o b ¥
pher, da nad) Wbjchnitt 23 fiir die Klammer 4 cos - €08 '} cos
qefchrieben twerben famn,
fy o ]'ﬂ' ¥
) "= 4rpcos 3 oS 5 COS >
= e Sy RN : e o
Tiihrt man in Formel 1) -, - und - eut, 3. B sine= 28105 €08 -,
fo erqiebt Jich aus der BVergleidung von 1) und 2)

) i o V=
3) ¢ = 47 sin 5 sin § 8ing
Duveh Divifion Folgt noch aus 2) und 3)
\ . o g
4 ) I = g* cot—= cot F cot =,
¥ 2 2 2
o baB F aud) aud ¢, e und f bevechnet toerpen fait.
&z it fermer
a—+b—ec . Sy ST
F'— 5 —— 0 = r(sine -+ ginf§ — siny)o;,
. kA Y LI Fr T < S g . gt ot !)1 Y
ober, da nad Ubjdmitt 23 fiix die Klammer 4 s 5 S COS5)

gefchrieben twerben fanu,

. : o pe e B ¥
) F = 4rp, 5in — sin -~ cos L
¥ i 2 2 Z

Durch Veraleich mit dex auf diehalben intel vedbucievten Formel 1) jolgt
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, o sy
6) @3 = 47 €08 COS - SIn_,

=
-
T
-
=
—
e

fo baf aud) o, aud r, « und §, und ebenfo o, und gy
fwerben fonnen.
Durd) Divifion folgt aus 3) und 6)

b o > o ; p
i) = tan an
0s = 2 S

wodburch der Bujammenbang zwijdhen den Radien der jamtliden Be
viifrungsfreife gegeben ift. (Cyflifdhe BVertaujdung der Jnbiced und
Winftel.)

Durd) Bergleid) mit 4) folgt nodh

h/ ey g; cot ;
Aug den Formeln 3) und 6) und aus Ubjdnitt 23 folgen bdie nady:
jtehenden:
y 5 0
— 1 - cos e -+ cosfl -+ cos =
s i | : ¢4
1 — cose | cosf - cosy = e
9)
4 1 | g T | S &3
- C0S & — COSf5 - CoSp = =,
s> 0g
1 4 cose - cosf Caspi=—1
Duvd) Wddition der drei lepten erhdlt man
> i T 0, + 03 1 0
3 -+ cosee - cosf§ -+ cosy = = 2

ober nach Abjdnitt 23
e o e E
4 r[sm o Sin i sin < ']J =0, + 0 + 0s-

us 3) folgt ebenjo

sins 1 (=9 -4 4r,

i s £
4| sin o S o

aljo qilt bie geometrifche Formel

k) 0, + 0, -+ o4 o=4dr.
(Bergl. Geometrie Rr. 10.)

&3 giebt nody eine veidje Fiille ahnlicher Formeln, aud denen
fidd ganze Gruppen von Beredmnungdaufgaben ableiten laffen.
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29)  Nufgabe. Gig. 118.
Diesfeits eined Stromes
ijt eine Standlinie A B )
— ¢ gemteffen. U eine X ho
Gtrede CC, jenfeitd
vesjelben au bejtmmen,
mift man bei A bie
Winfel « und o, bei _ >
B bie Winfel g und ;. —— T,
Wie ift CC, = x 3u be- W
vecdinen? (Figur 11 3.)
Huflojung. Die
Winfel y und p; und
E=p,— p find be
fannt. Aus dem Sinusdjabe folgt BC = c_fm' ﬂ, 30 = f:_%ln “‘, alfo
BIIL : sin §,
and dem Cofinusdfabe die Beredhnungsdformel

W

e r"lf,f"(silur:‘-) i (ﬁm_ul)’_ 9 ainac : ‘(j:.i_n”l o
s y/ 810 ¥, smy  Bin Yy

30) Bet der lepten Aufgabe mufte mif ben FeldbmeBapparaten
bei A und B gearbeitet
werden. Widhtiger ift es
fiiv ben Qandmeffer, den
Ort eined Standpunites ‘
ju beftimmten, inbem man L /
it von dort aud nacd) den 3 / e
Gefen  eined bereitds feft: m=— e = —E>
gelegten Dreieds vifiert. ' / '
Died ift bdie jogenannte .
Pothenotjdhe Aufgabe '
ober Das jogenanite Ritc-
wartseinjdneiden Die
Aifgabe fommt auf fol:
qende hinaus:

Nufgabe. Die Seiten
@ unb b eined Dreieds,
pon bem man auch den
Wintel p fennt, erjdeinen
von einemn Standpunfte D aud unter den Winfeln « und f. Lie
toeit ijt D von den Gden A, B und C entfernt?

wig. 114,
P

D
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R
T e ; oy f s & Tl Ta L)
Huflojung. Sn Figur 114 ijt > — = 180
: 7 sin & ay sin 7 : o gi1
Aus A = unb = = —— folgt durd) Divijion
b sin f (1] Sin o :
: sin £ - sin 7 asin f -+ b sin w s S
und baber aud) —— — = Fr o —, oper unter -
? ? gin § — 8In 7 @ 8in f — b s1n o

fpendbung der Suwmmierungsformelt und einer einfachen Umforntung

b sin a
tan - I ——
2 ¢t BIn 3
o Bt b sin «!
tan d~— S
2 @ 810 i
aljo
b sin «
. I 5
& = @ BN s T 7
tan > L ————tan ——
2 b sin « 2
1 4 —
@ s1n p
. RNE =
. AT AN A e | T g E+q
Davausd beftimmt fih =——, jo dbap man mit Hiilfe von >—— aud
E und n findet.
PNad) dem Sinusjape erhilt man jdhlieplid)
in (n == o) in 7 gin E sin (E - B8)
gin (7 o) sin 7 8in & sin (§ 3)
i '_J y ) Y = d —= i _ |"_,: - = A—— ||IJ . 1 F -
8N o ¥ 81T @ gin f sin f§

Beijpiel. €3 fei @ = 9800 m, b=12500 m, y = 11020,
= th" B f=—al ol

Auflojung. »=29920m, y — 28435 m, ¢ = 17392 m.

Jm Gegenfab jum RitdwdartSeinjdneiden begeidhnet man bdie
uiiter 29) davgeftellte Mefjungsd= und Berednungsmethode als das
Borwdariseinfdneiden. Bei qriferen Cntfernungen darf man
pie Mejultate nicht obne toeitered benupen, da die Kelimmung der
Erde bevitckjichtigt toerben muf. Jjt ein Land voljtandig mit einem
Mepe jolder Dreiede bedectt, {o fontrollieren fie fich gewifjermaien
gegenjeitig. Die Genautgleit wird grop gemug, um 3. B. 3u gejtatten,
aud einem iiber ganze Weltteile ausgevehuten Dreiedsnehe Sdliiffe
auj bie Erdgeftalt zu ziehen, wie e3 bei der groBen europdijdhen
Gradmefjung gejchal.
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VI. Bufaomemenfiellung der widptigfhen Sovmelu,

o 1 /1 . T T 1 . T T 1 4/
- e et — 11 P i a1~ P 1 —_— e pp— s
Bin = Gos - — V 5 Bl Z=='00 ===, BN o = CcoS s mm g V3.
R | o2 . (T y s T f
sin® & - cos®* ¢ =1, sin (_) — .re) = cos ¢, tan (- — aJ = cotiex.

sin @« 1

= fan « = .
COS cot e

Beveutet 7 (e) eine goniometrijhe Funftion von o, fo ift, abs
gefehen vom Borzeiden,

fle)=f(nx—a)=f (# 4 o) =f(27 — @) = f(- @) .

Dad Vovzeidjen beftimmt fidh aus der Duadrantentabelle:

Sinus 4+ 4+ ——
Sofinug 4+ — — 4+
Tangente + — - -

Cotangente + — ~+ —

sin (¢ -+ ) == sin @ cos § - cos & sin 8.

cos (@ -+ f8) = cos & cos § -} sin a sin B.

: : . w--p a—fi
% = oy | A #
sin@ 4 sin § = 2 sin —5— cos —5
v : at+p . o—
sine —sinf=2cos 80— ;
e B
COS @ —- COB p — Z €08 5 CO8 —o
, e+ f . a—p
cos @ — cos f = — 2 sin Blfl ===
sin 2e¢= 2 siln ¢ COS &, GOS8 2e=—Cos" o — SN,

sin o = — cos o =

&) I

7/1 — cos 2« 1/1 +
/ %

cos 2o
2

&

tan e - tan §

tan (¢ -+ ) = - ==

e P 1 - tan « tan '
2 tan «

tan 20— —

1 —tan® @

Holzmiller, Mathematil, IL 2. Wijl o
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Sinugjah:

atb:c=gine:sinf:siny.
Cofinudjay:

¢ =a®> -4 b2 — 2 ab cos y.
Tangentenjab:

. 3 L adg & =il
(a4 10): (e —b) = tan — Eefan ——
Subaltsjaly:
- f iy o
I'=— absiny

= 1 }f}(u .. fjr e)(—a+b+c)la—b-tc)latb—c)= ]/_;j_plp.j;n‘.; :

T A V:e +b+9l@—bv+0_ 1/mp

9 2

2 ab ab
¥ 1 /(a4 b4 c¢) (a4 b—c) ,r"‘a,-- 3

008 = = 5 [;'"- + e e ]; Ps
9 g ab ab

a+b-+¢(a—b-+o)

i /( e /JJ“[ Ps . et 2 e
tan i —l,r' g {':_-{; &) (a1t b—e) — -I, P, ! Sy == ab V.f’_f’l.f’:z Fg+

1 (—a-t+ b4 c)(a—1 +¢) (a4+b—c) /Py Py s
0= 3 ]/ : L o 1/ b

a-+t+b-4c P

iyt . /; | / Pe
b PPe Py x g PP, P —— P01 Py
EJI Tl V j]; L 92 == -V ?}2 : Q:i V p-l‘

¥

PO s=hey =2ty — V05
.
b 0 e T & ¢ e ¥ o 03
fan — == tan - = > =, tan - = —
2 i p 2 Py D 2 Py




Vierte Abteilung.
Siereometrie.

Die im erften Teile aud bder Anjdhauung entwidelten Begriffe
und Grundlagen der Raumgeometrie perben in Folgenbem auj mebhr
mathematijhem Wege unterfucht, tobei fich Wieberholungen nidt
permeiben laffen. @3 empfiehlt fich fitr den Untervicht, beibe Weethoben
vergleichend zu behandeln.

I Segriff der Drehung und Entfiehung vou
Drehmngsgebilden.

1) Drehung um einen feften Punft. Denlt man fich Ddie
Beweglichfeit eines (favren) Raumgebildes paburd) befchrantt, dap
man eimen feimer Tuntte feft madyt, jo fanm e3 um diefen beliebig
betwegt, 0. 0. gedbreht werden. Der geometrijhe Orvt fitv alle denfbaren
Qagen jebed feirer Puntte ift babei eine Flache, die man ald Kugel:
fladhe begeihnet. [Sugelforper, oder RQugel, Mittelpuntt oder Centrunt,
Durdmefier (Diameter), Halbmefier  (Radius), Regelmipigeit der
Xiadge u. §. w. fiehe in Tal I, Geometrie, von Nr. 37 ab.]

2) Drehung um eine fefte Achie. Dentt man fid) die Be:
weglicheit eined Noumgebildes papurd) bejchrdntt, daf man zlvel
jeiner Punfte feft madht, fo ijt eine Drefhung miglich, bei ber jeder
jeitter Punkte einen Q@reid befdreibt. Eine getifje Reihe von Puntten
bejchreibt unendlich Heine RKreije, bleibt alfo an der ©telle. Diefe
Runfte bilben Die (geradlinige) Drehungsadfe des Kibrpers, die
man fidh bi3 ind Endlofe verldngert denfen tomi. (Bergl. Zeil I,
@eometrie, Nr. 11.) Sie geht durd) die Mittelpuntte jamtlider Kreife,
bie von ben Pumften des Gebildes bHefdhrieben werden.

13%
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Sede  Linte ded Naumgebilded
i:c-]'-‘j"'uihf eine Hldade, die man ald
Drehungailade (ober NRotations:
flade) begeichet.

Jebe Gerabde, weldye die Drehungs
adje unter einem unverdnbderlidhen
Wintel jchneibet, Dbejdhreibt eine be-
jonbere Art von KRegelfladye (Rreis-
fegel). Der Sdynittpunft BHeift bie
©bpike ded fegels. J[n thr treffen bie
beiben Teile desd Keqeld zufammen.
Jit der Sdynittwintel ein vedjter,
jo gebt bie Regelflache in eine Flade
itber, pie man al8 Gbene bezeidynet.

LQiegt der Sdmitthuntt wnendlid
fern, ijt aljo die Gerabe parallel zur
Drehungdadyie, jo entfteht eine bejonbdere
Art von Cylinderflidhe (Kreis-
cplinder).

Sebe iunbegrenste Gerade, die tweber
parallel sur Drehungadyje ift, nod jie
trqv]:biu o jchneidet (telde jie alfotreust,
vergl. Teil I, Geom. Ne. 13), bejdyreibt
beim T "{‘IJL"[ eine etgentiimliche Fldche,
bie den Yamen Drehungshyper:
boloid®) fithrt. Jm bejonderen Falle
per jpater zu erlauternben fenfredhten
Qreugung twird dieje Fldache ur Ehene.

[ Shr Modell fann man ohne IMiihe
anfectigen. et freidfirmige Papyp-
jhetben tverden am Ranbe it rvegel:
mapigen Wbftanden durdhlochert, und
oureh dbie Lodher werder Rr’ibm‘- gezogen,
10 baf ein Eylindermodell (Fig. 115h)
entjteht. BVerbreht man bdie pavallel
bletbenben Pappideiben gegen einanbder,
jo entjteht dbag Miodell etner nad) dber
Mitte bin eingejdynitcten Fldche, der

*) Die Cntjtehung ded Namensd Faun
litex um[__n nicht evflict twerden.
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befprochenen Hyperboloidflache (Fig. 115¢). Man tann burd fortgejelstes
Berdrehen die Einjdniivung fo tweit treiben, dap dev (boppelte) Kegel
entfteht. Fig. 115a beutet an, wie die Beidynung fovvelt Hevzujtellen ijt.

Seper  Halbfreis, deffen Durchmeffer mit Dder Drehungsachie
sufammenfallt, bejdreibt eine Kugel, denn bie Radien des Halbfreifed
bleiben auch Dei Der Drehung einanber gleid) und twerden joldhe
ber Kugel.

3) Unbemweglichieit. Madt man drei nidt in einer Gevaden
fiegende TPunite eines ftarren Raumgebilbes feft, jo ift etne Drehung
und idiberhaupt eine BVewegqung nicht mebhr miglid). An Stelle der
drei Buntte fommen eine Gevade und ein Puntt auBerhalb derjelben
treten.  Yud stwei Gerave leiften basielbe.

I @Gbenen nnd Gerade im Rawme,

4) Gerabe und NRovmalebene. RNach 2) entfteht eine Cbene
burd) Drehung einer Geraden um eie fie fenfrecht jchmeidende Adhie.
Auz diefer Enijtehungsart laffen fich bdie Eigenjchaften ber Ebene
ableiten.

Markiert man auf der Drehungdachje ywei Puntte, die gleidhveit
vort Der Glevabeht entfernt find, fo ijt jeder Bunft der lepteren bon
bert Deiden marfierten Puniten gleichiveit entfernt. Died bleibt aud
bei Der Drehung der Fall, fo Ddap jeber Buntt der entftehenden
©bene gleicheit von den beiden marfievten
Runften entfernt ift. Folglid):

Die Ghene it ber geometrifde L
Ort alfer Raumpuntte, die bon dem
eimen von zwei feften Punfien die:
felbe Gntfernung DHaben, ipie bon
bem anberver.

Rerbindet man zwei belicbige Punite
A4 und B der entftandenen Ehene (Fig. 116)
purd) eine ®erade, fo liegt biefe ganj
in der Ghene. Berbindet man ndmlid) A
und B und auferdem einen Deliebigen
Punft C der Gevaben mit den martierten
Runften P und P, fo ift zundidit
A APB~ /A AP,B, weil [beveinftimmumg in allen brei Seiten
ftattfindet, folglich << BAP = X BAP. Daraud folgt, Ddaf

7 —

Fig. 116.
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ACAP= A\ CAP, i, folglidh ift CP = CP,. Demnach liegt C
und cbenfo jeder andere Pun¥t der Geraden AB und ihrer Ber-
fingerung i ber entjtandenen Chene. Aljo:

Die Ebene ift biejenige Flade, die jede Gerade, bdre
atoet Punfte mit ihr gemein Hat, gang in fidh aufnimmt.

Da bei ber Drehung ded rvedhten Winfels (POD in Fig. 116)
um den einen Sdentel (PO) feine Grofe fidh nidht dandert, fo fteht
ebe durd) C gelegte ®evade der entjtandenen Ebene auf der Drehuigs-
achfe PP, fenfredit. Daher jagt man, bie Chene jtehe fenfredt
auf der Drehungsadyie, jie fei eine Novmalebeneder Udyje PP,.
Umgefehrt fagt man, die Drehungdad)je ftehe jenfredht auf der
Ebene, Jet cine Normale dexjelben. (Qot anf der Ehene.)

Man fann aud) jagen: Der geometrijde Ort aller Geraden,
die auf einer andberen Geraden in einem gegebenen Punfte
jenfredit ftehen, ijt eine Normalebene der lefteren Geraden.

Die Gerade AB in Fig. 116 liegt in einer Ebene, die fenfrecht
st PP, ift und {dhneidet dabei PP, niht. Da die Parallele ju AB,
bie fi) in Dder Gbene durch O Yegen [aft, fenfredpt zu PP, ift, fo
jagt man, AB freuje die Gevade PP, fenfredit. Bei ber Drehung
um PP, bewegt {ich die Cbene in fid) jelbft, folglich befchreibt A B
pabei diefelbe Gbeme. Died ift der unter 2) bei dem Drehungs:
Dyperboloid bemerfte Spezialjall.

5) Feftlequng einer Cbhene. WMadt man zwer SPunite einer
unbegremzten Cbhene fejt, o ijt eine Drehung miglih). Nimmt man
auperhalb der gevaden LVerbindungslinte einen feften Punft tm Rawme
at, o fann man die Ebene jo tweit drehen, Dafy fie audy durd) diefen
Puntt geht. Folglich:

Durd) dvei Puntte, die nidht in einer Geraben liegen,
(aft Jich ftets eine Ebene legen.

Es lapt fidh aber nur eine einzige Ebeme duvd) bdrei folde
Puntte legen, denn madt man diefe Puntte der Ehene feft, fo ift fie
nach) 3) unbemweglich, und eine zieite Lage fitr fie ift unmiglid.
Ebenen, die brei nidt in einer Gervaden liegende Punite
getein Haben, fallen in allen Punften zujammen. Demnad
ift eine Cherte aud) durd) eine Gerade und einen Punft aufer-
halb derjelben einbeutig beftimmt.

Sn ber o Deftimmten Gbene [apt fidh zur gegebenen Gerabden
eine Porallele legen. Alfo ift eine Chene aud) durd zivei ge:
gebene Parallele volljtandig beftimmt

Ebenfo ift eine Ebene durd) zwei jid Jdhneibende Gerabe
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eindentig beftimmi, denn biefe lajfen fich ald Berbinbungslinien dreier
gegebener Punkte betrachten.

©o ift 3 B. die Normalebene u einer @evaden in jebem Puntte
per lefsteren vollftindig beftimmt, jobald man auf der Gevaden in
vem Detveffenden ‘Punite zivet Qote errichtet. Man jchliefst Daraus:

Tirp eine Ghene vonm einer Geraben gefdhnitten, und
teht die lepteve jenfredht auf zwei purd ihren FuBpuntt in
der Ghene gejogenen Gerabden, fo ift pie Gerade ein Lot auf
Ser Ghene, und die Ehene ift eine Ntormalebene der Gevaben.

Durd) viev Punfte dpt fich im allgemeinen feime Ebene legen,
oentt ber vierte Punft braudt nidht in dev burd) Die Drei anberen bes
fimmten Gbene su liegen.

Ghenjo [aft jich durd) zvel Gerade im allgemeinen feine Ebene
fegent, Da ifhve vier Endpunite nidht in einer jofchen zu liegen braudjen.
®erade, duv) die fich feine Cbene fegen [ifgt, find Dic bejprodjenen
jid) freuzenden Geraben.

6) Bmwet i) fdhneidende Ehemen. Die Sdnittlinte
siweier Gbhenen fanm nur eine Gerade jein, demm Datten fte
eimert Puntt anferhalb derfelben gemein, fo mwiivben Ddie Ehernent gan
aufammenfallen. Gine frmme Qinte al8 Sdnittlinie ijt alfo unnioglich.

[Halt man jiel Runtte einer Ghene feft, fo ijt eine Drehung
miglidg. Die anperdnbderlie Drehungdachie 1jt die Sdnittlinie fix
je smwei Qagen ber Ebene. @ie mup alfo eine Gerabe jein,
Qepstered 1jt aud) bei jebem Rbrper der Fall, von Dem ywei ‘Bunite
feftgehalten erden, denn purd) biefe figt fid ftetd eine @beme

fegen. ©o beftitigt fid) die entiprechende Bemerfung in 2.]

7) ©dnittwinfel jiweier Ghenen. Sn Fig 117 ijt ein
Redyted A BCD bavgejtellt, weldpes burd) Drehung um Ddie Mittel:
finie PQ in verjdicdene Lagen A, B, C,D,, 43B,C, Dy, Ay B3Cs Dy
gebradht toorden ift. Dabei Haben fich die Geraben AD und BC auf
einem Rreidchlinber bevegt, bie Gjeraden AB und CD Dbagegen
;1 Normalebenen zu P@Q, die man als die Grumdjladen (Grund
freife) Des Cplinderd Dbepeidhnet. Folgen mun bie verjhicdenen Lagen
pon AR bey. €D 3 B. unter Winkeln von 45° aufeinander, fo
jagt man aud) bon Ddem Scnittintel je jwweier benachbarter biefer
Ghenent, Daf ev 45° betrage. (Fiiv bie Figur ijt abjichtlich) eine bon
ber getwdhnlichen etwad abweidjende Lage gewdhlt tpprden, damit An-
leitung aur Behandlung fchwierigerer Fille gegeben werbe.)

Afo: Man mijgt den Sdnittwinfel zweier Cbenen,
inpemt man auf der Sdunittlinie in eitem PBunft Lote er-




200 Bierte Abteilung: Stereometric.

Fig. 117

vidjtet, bdie in bden Ebhenen

PR liegen, und in bex Chene diefer
“1.—'/ f ‘\\ 4 F
N N Ypte ben bon ibnen ein:
/ N / \ 4 gejchlojjenen Winfel mikt
§ \ / ’-\ H o o I ~ [ 'y
,"t N / N Sn Fig. 117  ftehen 3 B.
A \ f - \ ") Y J Fil
=Rk R By e c\ jamtlidhe burcd) PQ gelegte Ghenen
! e e |

auf beiben Grunbebenen fenfredht
3 benn die Ebene ABCD 3 B. fhat
| | mit der unteren Gbene die Sdynitt-

7 gl BT linte CD, auf ber in @ bdie Qote
e d QP und QC, ervidhtet find. Nun
.fi ;;"_ : -\H"" :,TJ /_'_’._ _'___,_.—o—'-'_'_""-- : ij iy J

it aber PQC, ein rvedhter Wintel,
alfo fteht die Ghene A BOD fent:
vecht auf der Grunbebene. Folglich:

©damtlidhe Cbenen, die fidh
purd) eine Gerabde legen Laffen,
fteben jenfredit auf jeder Nor:-
e | ' malebene dber Gerabden.

: ! [E ; SnuFig. 1171t A B C D Normal-
' ' ebene zu CyD,. Gie fteht auf ber

b

e = -

;"{}L_-l-—‘- : :“ : Grunbebene ftn’fyurf;t, weil < C, QP
L"J _!” = 90° ijt. Folglid:
1?‘¢J. J/JHU\__ b : ~Sede Normalebene zu ei-
E{ i \-\\_:,_7 C ner Geraden einer Ehene fteht
% fz Sl anf dber fepteven fenfredt.

Gtehen zwet {id) fdnei-
venbe Cbenen jentredt auf einer dritten, Jo fteht and ithre
©dnittlinie jenfredit auf der dritten. Hanbelt e3 jidh 3. B. um
bie Ebenen ABCOD und 4, B,C, D,, die fidh in PQ jdneiden und auf
ber Grunbebene (Fig. 117) fenfredht ftehen, o muB dag auf der
lepteren in @ ervichtete Qot beiden Gbenen gemeinfam fein, affo mit
ibrer ©dnittlinte ujammeniallen.

8) Parallele Ehenen. Die um P gedrehten Geradben 4B
und DC in Fig. 117 haben an allen Stellen denjelben Abftand von
einander.  Durd) bie Drehung der durd) AB und DC gelegten
Ebene um P wird died nicht gedndert, die entftehenden Grunbebenen
aben alfo dtberall benfelben Abjtand von einander, der durd) das ge-
meinfchaftliche Lot PQ gemefien tverden fann. Folglih: Die Normal:
ebenen bevjelben Geraden jind unter einandber parallel,

Bieht man in einer von jtwei pavallelen Ghenen eine Gerade
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fjo Bat fie von bder anderen Ghene iiberall denjelben Abjtand, man
fagt affo, die Gevade fei jur anberen Ebene parallel.

Qegt man durd) die Gerabdbe eine die pavallele Ebene
ithneidende Ghene, foiftdie Shnittlintezur Geraden parallel,
pennt fomweit man qud) beide Gerade verldngert, giebt e3 dod) fenen
Schnittpuntt, obwohl fie derfelben Ebene angehoren.

Sind eine Ghene und eine Gerade parallel, fo lajfen
fich Demnad) in der Ehene unzafhlige Pavallelen jur @eraden
ziehen.

Gine Ghene ift ju einer Geraben parallel, wenn fid) in
ber Ghene eine Parallele zur Gevaden jiehen LB

Bwei Gbenen {ind parallel, wenn zivel fidy {chneidbende
Geraden im der eimen jur anbderen Cbene parallel jind.
Denn fdnitten jich die Cbenen, fo miigte die Sdnittlinie zu jeder
ber fidh johneidendben Geraben parallel fjein, tas unmiglich ift.

Bieht man in ztei pavallelen Ehenen et nicht parallele Geraven,
fo fchmeidven fie fich nicht, obroohl fie nicht parallel finb, fie Freugen
fih affo. Qegt man durd) die jidh freuzenden Geraden Ebenen, Ddie
auf den beiben gegebenen Gbenen fenfredht ftegen, fo jchneiden fjie
jich in einer Geraden, bie fenfrecdht auf Deiben Ebenen, alfo auch
fenfrecht auf ben jich Freugenden Geraden fteht. ©o0 findet man das
gemeinjchaftlidge Lot und sugleich den fleinjten Wbftand
ber fich fremzenden Geradem Die beiben Hiilfsebenen haben
citerr Sdnittivintel, den man zugleid) den Rrenzungswinfel der
beibent Geraden mnennt.

Fig. 118,

9) Parallele
Gerade tm Raume. \
S Fig. 118 find et
Gexade AB und CD (& el
dargeftell, bie auf einer B Y,
@bene KL M N jentredit VT T /
jteben. €8 fragt jidy, ob i =]
dieje Qote als parallel be- i
trachtet werben diirfen. i
Bur Unterfudiung ziehe / ! /
man ACund dbuedy Ain X B
ber Gbene EF 1 AC, |
wobei BA = FA qe:
mad)t werbe. BVerbindet man K und F mit B, ¢ und D, jo finbet
man and der Kongrueny entfprecjender Dreiede, daf aud) BB = FEB
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EC=Tr(0, ED= FD it jolglid) liegen B, 4, C und D al3 Puntte,
bie gleihweit von F und F entfernt find, in einer Gbene. Jn diefer
Gbene ift 4B | €D, benn beide ftehen fenfrecht auf AC. Folglidh:

Qote auf derfelben Ebene Jind ju einanber pavallel

Bugleid) bejtiitigt fich die Moglichteit, durch ztvet pavallele Gevabe
etne Ebene ju legen.

Steht von zwei pavallelen Geraden bdie eine fenfrecht auf eimer
Chene, jo jteht aud) die andere jenfrecht auf ber Ebemne.

Sind ziwet Ge:

£11fe iLLD. rabe 3u einer drit-

ten pavallel, jo

/\\ jind fie unter jid
"‘I'I \.\13 pavallel, benn legt
| |
| |
I
|

man jur dritten eine

Jormalebene, fo it

f diefe gugleid) Nornal-
sl = el R S T dic beiben
kv i e / anberett.

] | 7
| L | / Qegt man durd
[ g o T ) wei ({ele
: : y el Dar e (Me-
fin g N
/ A rade Ebenen, Dbdie

xL 4 fich f{dneidben, fo
iird die Sdnitt:
Tinie zu beiden Gervaben parallel, Demn legt man zu A A,
it §ig. 119 eine Normalebene KL M N, fo ift diefe aud) normal zur
Parallefen BB,. Die
St Ebenen A 4, C, C und
A BB, C,C ftehen aber
s jenfrecht auf ber
/ Ebhene K L. M N, folg:
|
|

N > gy Ld) ift ihr Sdnitt O,
0 o 7 ein Qot auf derjelben

.rr}{ _[L?Ki‘_ I ’ i
v 7 \ / und ald joldhes pa
> s . :

NS vallel zu AA;, und
e B3B,.
KL SRR B

R 10) Sdnitt-
\ B winfel zwijden
einer Geraben unbd

einer Chene. Cine Gerade A B (Fig. 120) jdneide eine Ehene KL M N

m . Denft man fid in C die Normalebene zu A B, jo jdhneidet
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otefe dic gegebene Ebene in einer Geraden DB fenfredht su AC. Gr-
ridgtet man in diefer Grundebene auj D E b3 Qot CF, jo it ACKF
oie Jtormalebene zu DE, fie jteht aljo fenfrecht zur Grundebene.
Die purd) AC gelegte Gbene, bie fenfrecdht sur Grundebene jtebt,
feifit die projizievende EGbene vom AC. Qnu ihr Dbefinbdet fich
bie burdh) bad Lot AG Degrenjte Projeftion GC von AC. Jn
ber projizierenden Gbene ipird bder vom der Geraden und
ber Ghene gebilbete Winkel gemefjem. Gr it ber Romplement:
winfel bea Winfeld, ben das in C auf ber Ebene evvidete Lot mit
AC bilbet.

Suche 21 beweifen, dap jebe in ber Grundebene purdh) C gelegte
Gserade mit AC einen groferen Wintel bilbet ald FC. LWintel
ACG ift ugleidh der Sdhnittwintel, den pie Grunbdebeme mit ber
durd) A und DE Dbeftimmien Ehene pifbet. Dabei ift 4 C die fteiljte
Qnie, die fih von A4 aqus auf vem idjrdgen Dadje jichen It
(Warnm?) Sn diefer Beziehung ijt aljo A CG ein gripter Winkel,
wibrend er vorher als fleinfter aujtvat.

11) Winfel tm HRaume, veren Sdentel gleidhgeridytet
find, find einanber gleid. S Fig. 121 mogen Ddie Wintel ABC
und A, B,C, gleidgerichiete Schentel BHaben.

Se swei gleidgeridhtete macje man gleich lang SRy
und fege durch fie Chenerr. Dieje Ehenen A
ABB,A, und BCC, B, find dann Parallelo-: /
gramne, fo daf A4, 4 BB, und CC, ¥ B B, B 5
alfo aud) A A, 3 00, ift. Durd) leptere Jinien ; R“Hx
[aft fid aljo eine Gbene ACC, A, legen, bie ' . Y
ein Parallelogramm ift, fo bafg AC 4 A, C; | : i
wird. Jebtift A ABC =~ A A,B,C, wegen er i
Nebereinftimmung in den bdrei Seiten, affo it | i:._[r :
X ABC — <4, B,Cy. / Nl
B &, g
12) fibungsaufgaben. a) Werben ivet AR “SIL ;
pacallefe Gbenen pon einer dritten gejdnitten, g

fo fiud die Schnittlinien pavallel, und aivijdhen
pert Shnittivintfeln finden biejelben Bezichungen ftatt, wie bei pavallelen
Geraden, die von einer Dritten gefdmitier werben. Stelle dieje Be-
stebungen auf und betweife dad Entjpredhende.

b) Unterfuche die Beziehungen Hir den Fall, Daf swei parallele
Gbenert von einer Geraden gefdnitten twerden.

¢) Weldhe Proportionen finden ftatt, wenn drei pavallele Ehenen




204 Bierte Abteilung: Stereometrie.

bon jwet ]"ir;f freugenden Gervaden gefdnitten twerden? Was finbdel
ftatt, wenn bdie {dneidenden Gevaden parvallel find?

d) Btvei Cbenent migen mit einander dben Sdnittintel « bilben.
Snnechalb bded Winteld liege ein Punft, von dem ausd Lote nad)
beiben Ebenen gejillt twerben. IWeldjer ili:mfu{ bilben diefe mit ein=
anber? Weldpen Winfel Dilben aber die Lote, wenn ihr Audgangdpunt
auperhalb ded dburdh den Wintel und feinen ,, Sdyeitelwintel” beftinumten
Foaumed liegt? (Bilben bdie Lote den Winfel «, jo follen fie Lote
gleichen Sinned hHeien, bilden jie den Winfel 180" — ¢, jo follen
jie al8 Yote entgegengejebten ©innesd bejeidhnet werben. Soldye
jind 3. B. die beiderjeitd nad) auBen gehenben Lote.)

e) Werben bdie Seitenfanten eines n-feitigen Pridmas durd)
pavallefe Gbenen gefdnitten, jo finb bie Scdjmitte fongruente Flachen.

f) Der Pavalleljdmnitt zur Grun i'IEid'lv einer n=feitigen SPyramibe
ift der @rundfldche dhnlich. (BVgl. Teil 1. Seite 208.)

13) Mefhreve Ebhenen. Jn Fig. 122 {ind sivet Chenen A BB, 4,
und L(_.(_.’L B, bdargejtellt, bie fih in h Jal jchneiben. Bringt 1.mn
eine britte Cbene Hingu, die 3. B. durd

igentas. ; A, €, gelegt wird, jo find 3wei Falle moglid).
___—A" Cnitvedber fchneidet Ddie bdritte Ehene bdie

e | A~ v iie oy # . y ) ¥
B i ©dmttlinie BB, wn emem Punfte D, dann

jmd A, D und €, D ihre Sdnitte mit den
gegebentert Cbenen; oder fie ift pavallel zur

[
|
oL . ! Sdnittlinte BB, dann find nad) bdem

Sritheren bie Sdynitte CC, und A A, pavallel
_ u BB,. Folglih: D l& prei ©dnitt-
74, finien dreier Jidh {hneidenden Ghenen

s e ol idhneiben Jidy entweber in einem

S e Puntte, oder fie {ind barallel J[m
= Slavin s il g = rr - J

Ves mfmlr Falle jagt man, fie bilden eine

pretjeitige fdrperlide Cde. (So hat
man 3. B. jede Cde einex ﬁliI]L‘IE;ﬂL‘!I Byramide ald eine bdreifeitige
torperfiche Cde zu betradjten.) Jm anderen Falle exhilt man die
fanten eined dreifeitigen Prizdmas.

*) Abjdynitt T tann auf dem Gymnafium volljtandig iiberichlagen wexden.
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14) Gee. Bieht man durd) eumten “3-5tmfi bes Raumed n be-
liebige Gserade und legt man durd) ie awei aufeinanderjolgende Dder
felben eine Gbeme, jo entjtehen »n Ebenen, bie famtlich burd) den
qegebenen Punkt gehen.  Bon ihnen jagt man, iiu bilben eine

n-{eitige torperliche Cde. ©o ift 3. B. die Spige ] jeber n-feitigen
Ryramide cine n=jeitige Ede. ;

Der Audgangdpunft der » Geraden feifit der Sdyeitel ber
Ede (bie ©Spibe), die Gevabdert heifen die Ranten der Ede, die bon
ven Qanten eingejdlojjenen Wintel eifien bie Kantentvintel, Die
vont Dent Rantent begrenzten Ehenen (ind Enblofe audgedehut zu denfen)
feifen bie Seiten (Seitenflachen) bder Cee, Dbie Sdynittrointel be
nachbacter Seiten DHeifgen bie Winfel (Seitentoinfel ober Fla idjen
winfel) der Gde. Gden, Det benen itberftumypfe Wintel nicht vors
fommen, erden fonvere Gden genannt. Jhur bon folchen joll Diex
bie Nede fein.

[15) Polavede. Grricdhtet man im Sdeitel ein Yot auf jeber
Seite der Gee, jo bilden die » Lote eirte nene e, bie Polavede
ber gegebenen. Sn Fig. 123 it

& “" bie dreifeitige Ede f;f ABC) Fig. 123.

dargeftellt. ujf BCD ijt dag Lot 7

DE, auf CAD 0as Lot hf, auf /’\

ABD dad Qot DG errvidhtet. Die {;{’_/_; S {H

Gde D (EFG) ijt die Polavede ber “‘ﬁ’

borigen. Weil tum BD jowohl auf /.\

DE, ald aud) auf DG jentredht ift, i

fo IPI BD cin Qot auf der Fldde f,./ ';I \'\\
DEG, CD ein Lot auf D EF ud i | e
D A ein Qot auf D PG, Folglic) gilt /;__, PEaSt _/.,/-;;ﬁ—"f'
alfgemein ber Safy: Jit eine Ede 4 ‘i_ —cgE S

oie Bolarede eimer auberen, — Sinlet

Fo ift bie lepteve zugleid dte B

Polavede der erfteren.

®ic auf den zwei Nadbarflidyen jeber e evrichteten SLote
gefien beide mnach aupen, jind aljo nad 12) jolde entgegengejebien
Sinnes.  Bilben aljo Ddie Nadbarflachen den Wintel e, fo Dbilben
oic Qote pen Winfel 180° — . Folgl id): Die Geitentwintel
jeber Ede jind Die Supplementmintel ju pen Qantenwinfeln
ber Polarvede (unud umgefehrt).|

16) Sdeitelede. Berldngert man bdie Santen einer  bret-
jeitigenn  Ede iiber oen Seheitel Hinaud, fo entjteht bdie Sdeitel-
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i 124, ede ber Gde. Obwohl
/ £ / Ddiefe Ddiefelben Seiten-
; e == / winfel und Ranterwintel
Bl e / hat, tie Die gegebene,
i < RN S ift fie ihr im allgemei-
nen bod) nidht fongruent,
! benn die eimgelnen Teile
N folgen in entgegengefehter
YD Reifhenfolge  aufeinanbder.
/ Sedodh) laffen fid) Deide
N Eden tn jymmetrijde
sk Qage bringen. So [kt
P e \— fich 3. B.bie pbere der beiben
o ,3 / Oreifeitigen Eden in ig.
_ : \/ " 124 fo unter die Grumbd-
P . e flache tellen, daf fie al8 dasd
©pregelbild ber unteren
Gde gegen die Grundildche erjeint. Gany allgemein ecfennt man in
ahnlicher Weife den Safh: Die Sdyeitelede jeder n-feitigen Ede
ift ein fymmetrijdjed Gebilde (Spiegelbild) ber lehteren.

\

17) Um iiber dreijeitige Ccden Sabe audfprechen zu tonnen, be-
seichne man den @djeitel mit D, bie Ede jelbft mit D (A BC). 3
empfiehlt Jich, die Kanten ald gleid
lang angunehmen, alfo 1, =1, — 1.
Sm @rundbreied ABC  Dbezeidne
man bdie Gegenjeiten der Dreieds:

Gig. 185

Vs ) puntte gleichnamig mit a, b, c¢. Die
i;""" B\ { Kantentvinfel bei D ober die Seiten
7/ X jeien «, § und y, und war jo be:
/ 4 NN seidnet, dap fie der Jeibe nad) den

/
/Pi*l:'j;'-'- N Dretecsfeiten a, b, ¢ gegeniiberliegen.
% Die ju L, I, und I, gehorigen Seiten=
tinfel ober Winfel feten ¢, 7, .

Nad) 16) fann man von Eden
mit iibereinftinumenben Stiiden nid)t
ofne toeifered bdie Songrueny be-
foeifen, jondern ed bletbt unentjdieden, ob es {ih um Shmmetrie
ober Rongrueny bhandelt. JIm Falle der Symmetrie aber
ift dann die Sdeitelede der einen Ede der anderen fon:
grient.
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18) Die Hauptfille der Kongruens besw. Symmetrie dreijeitiger
Geen evgeben fidh aus der Mbereinftimmung in 1) @, §und », 2) e, 1
und p, 8) e, B, 9, 4) @, 1, ¥ Alfo:

Bwei dreifeitige Eden find enttvedber fomgruent oner
jpmmetrijd), wenn fie fibereinjtimmen

1) in jwet Seiten und dem eingejdhlofjenen Wintel,

2) in einer Seite und den beiben anliegenden WinTeln,

3) in Den drei Seiten,

4) in den drei Winfeln.

Sm Falle bes gleidhartigen Aufeinanderfolgens der Stiide
fann man die Kongrueny gany ahnlicy beweifen, wie bei den Dreis
ecfent, 3 B. im Falle 1) folgenbermagen:

Man Tege die Seite o’ Fig. 126b fo auf « in Xig. 126a, dap bas
qleichichentlige Dreied B C' D" auf BCD el Weil nun die Seitens
toinfel w’ und @ dbeveinftimmen, jo fallt bie Flache D'C’A" in bie
Richtung von DCA. Da aber B" und § gleidy find, jo fallt Deeied
D'C’A’ genan auf DCA. @ang von felbjt muf min Dreted D' B4
auf DA B fallen, bemuad) dect fig alled, und aud) die itbrigen Seiten
ud Wintel ver Gden D (ABC) und D' (A'B'C7) jtummen itberein.

Fig. 136a. Fig. 126D,

D

\

/Y ""..: N
v .. A

e

Beiweis fiir Fall 2, wenn {Ibereinftimmumg in Den e, g und P
ftattiindet. Wan legt DB’ C auf DBC, bann fillt wegen W o=
Dreied D" A'C” in die Ridtung von DAC und wegen y = 3 Dreied
D'B’A" in die Ridhtung von DBA. Da aber die fo tieinander
fallenden Fldchenpaare nur eine eingige Schnittlinie haben Tonnen, io
muf Rante D'A" auf DA fallen, womit bie Kongrueny und die
[bereinjtimmung ber iibrigen Stiide nadygemiejen ift.

Beweis fiir Fall 3. Weil e =¢, p=p", y =7y wd =13,
I, = I3, I, =15 ift, jo finD die gleichjchentligen Seitendreiede fongruent,
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! ; , . . die Grundfladen ftimmen dfiberein.
Aber auch die Hohen Dbeider Pyramiden ftummen in der Lage und
Linge bolljftandig itberein. Sie liegen
namlic) im gemeinjchaftlichen Durch:

vy ’ r r
alio. a = g ; h=b', p="7¢

Fig. 127.

/‘2\ fchnitt ber drei Jtormalebenen in ben

8 \ Halbiexungdpunften von a, b und ¢

A SR beg. a,, by, ¢;, 0. 5. 1) FuBpunkt

// B\ ff X ift ber Mittelpuntt M Hed umbe-

7 L1\ N\ Tdriebenen Rreifes ver Grund-

1 ] __-I.yg_-_:-_.-__;__{"-\ / fladye. ©ebt man alfo die Grundfladye

e s A'B'C" auf ABC, jo fallen bie
H’“'“H-..__?}"' Hishen beider ,Lal]mmﬁm i einander,

und ba in beiven h =P h* - e
umd b= Y rE + r';z pasdfelbe ift, jo fallt D" mit D zujammen.
Bolglich fallen die Ranfen ujammen und die Rongrueny ift nad-
geviefen.

Weil endlich) zu Tongruenten Ecen fongruente Polaveden gehiven,
fo jind Cden aud) fongruent bejt. fhmmetrijd), tvenn die drei Wintel
1Eb£’!t‘11'[1+1!11]IlL‘Il Fall 4) bedarf alfo feined neuen Beweifes.

BVon anderven Fdllen mbgl r.f]u Songrueny und Spymmetrie ioird
hier abgefeben, da vielfach Mebhrbeutigleit eintritt.

Jedem Longruen= bezv. Symmetriejabe entjpridt eine Kon:
ftruttionsaufgabe.  Auch biefe (ARt fich zum Wusgangspunite der Be-
tradtung maden.

19) Sind ber einer n-{eitigen Gde die Seiten «, §, v, d

und ebenjo die ¢, 4, ¥, @, ... einander gleich, fo Handelt 3 fid), toie

PR

4

Teicht 3u zeigen ift, um bie Seitenfladhen einer vegelmdaBigen n:
jeitigen Pyramide. Solde Eden
heiBen vegelmdpige Ccden. Hierher
gehoren 3. B. die Ccen der in Teil 1
Ew.n.‘.-mcfwm.n regelmdBigen fbrper.

20) Die Summe ver Fan:
N tenwintel einer Ede ift ftets
" fleiner al8 360°%. Bei Fig. 128
ift Died an ber breifeitigen Ece (mit
gleich) langen RKanten) leiht nad:
sutweifen. Projiziert man namlidy D
auf die Cbene 4 B C, fo entjtehen gleidhidentlige Dreiede _r'fr'.i-,‘ CAE,
ABE, veren Wintel an der Spibe «, B,, y, griper find ald e bejw.
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B, v, dennt ¢2 find 3. B. die Schentel bed gleidyjhentligen Dreiedd BOE
fleiner ald die Ded fiber derfelben Grundlinie jtehenden Dreieds BCD.
Da nun o, + B; 4+ y, = 360° ijt, fo ift « 4 B -4 y < 860"
Hievauf beruht 3 B. der Nachweid, dap mur fiin regelmiBige
Rolyeder moglich find. (BVergl. Teil I, Stereometrie Nv. 1 4)

Iv. Die Fundamentalkonfivukiionen wnd eimige
Anwendungen derfelben.

21) Die in Folgendem gegebenen Qonjtruftionen find undadit
nue in ber BVorftellung duvdhzufiihren.

a) Auf eimer gegebenen Geraben in einem gegebenen
Bunfte die Novmalebene zu erridten.

Aufldjung. Dean bdenfe fid) durd bie Gerade 3tvei Ebemen
gelegt und in biefen bom Sdnittpuntte aus Lote auf der Geraden ge-
seichnet. Durdh diefe beiden Lote ift die Normalebere vollftandig bejtimmt.

b) Auf einer gegebenen Ebene und jwar iiber einey
gegebenen Geraden bderfelben Ddie fenfredite Gbene 3u ex-
ridgten.

Yuflbfung. Man ervidie anf dev gegebenen Gevaden in etnen
Deliehigen ifrer SPunfte dad i der gegebenen Ebene liegende Yot
Die Jormalebene ju leptevem im Fuppunite des Lotes ift die gejuchte
Ebene.

¢) Aufeiner gegebenen Ehene in einem gegebenen Punite
ein Qot zu erviditen.

Hufldjung. Dan lege durd) den Punft in der gegebenen Cbhene
cine belichige Gerade, ervichte dfiber ihr bie fenfvedyte Ehbene unb in
biefer auf ber Geraben im gegebenen Puntte ein Lot. — PHievauj be-
rubt bie Konjtruttion fenfrechter Pridmen iiber gegebenen Grundfladen.

d) Bon einem gegebenen Raumpunfte aus auf eime
gegebene Ebene ein X¥ot ju fallen.

Yuflofung. Wan ziehe in ber Ebene eine belicbige Gerade
BC (Fig. 129). Sn der durd) ben gegebenen Puntt A und Ddieje
Gerade Defimmien Gbene falle man ein Lot AD auf die Gerave.
Xn D ervidhte man auf BC Ddad in dev gegebenen Ebene liegende
Qot DB Sn ber durd) AD und DE beftimmten Ebene falle man
pont A aud dad Qot AF auf DE. (Cine Bariante ergiebt jich aus
Nr. 10.) Hievauf beruht bdie Lehre bon per fenfredhten Lro-
ieftion pon Punften und Gevaden auf Ehenen; 3. °b.

Solzmiller, Mathematit. IL 2. Anjl 14
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Big. 129. o) Eine gegebene Gerabe
A auf eine gegebene €bene ju

(| projizieren.
l,-) Fiix den Fall ded Schueivens

!
!’ ! \\ ift die Anfldfung Leveitd durch 10)
e / \ 5 ﬂt‘ﬁtl‘[u‘t_t. Jm Falle bes ‘LlinmIEvl.ié-:
/ et ] mud bhat man von eiment Der
P Sl ;{f) Lunfte der Geraden aud ein Lot
auf bie Gbene zu fallen. Durd
e e biefed und die gegebene Gevade
| N\ ift iibrigens fitr alle Fille die
projizierende Ebene bejtimmt.
f) Durd) dbie eine bon jhei jicdh freuzenben Geraden
ginne Gbene 3u legen, die jur anbderen pavalfel ift.
ufldjung. Man lege durch bdie ziveite Gerabe eine die exfte
fchuneidende Gbene. S diefer Gbene jiehe man burd) den Sdnitt=
mmft eine Pavallele jur sveiten Gevaden. Die Parallele und bie exfie
Gerade bejtimmen bie gejuchte Ehene.

g) Das gemeinfdhaftliche Lot (unbd den Eiivzejten Ab ftand)
aweter {idh fremzenden Gevaden ju finden.

uflojung. Lege duvdh jede der gegebenen Gevaden eirne sur anveren
parallele Ghene und durd) jede der Geraden die auf beiben Hitlfsebenen jent:
vechte Ghene. Die beidert lepteren Ehenen fchneiden jich indem gejudhtenLote.

h) Den Sdnittwintel zweier Ehenen zu Halbierven

Nuflojung. Man fonjteuiere in ecinem belicbigen Punite bev
Sdynittlinie die Normalebene, fo daf durd die Schnitte der lepteven mit
ben gegebenen Ghenen der Scnittivintel fichtbar wird. Die Halbierungs-
finte diefes Winfels (in der Normalebene) und die erfigenannte Schnitt-
linie beftimmen die Halbievende Ebhene.

Aud) die Konjtruttion vorgejdricbener Fladenwintel, Dad Antragen
gegebener Fladenivintel, basd Berdoppeln gegebener Flachentvintel gejchieht
mit Hiilfe einer Novmalebene zur gegebenen Sdnittlinie. Wean famm
alfo itbex beliebigen Grunbflachen aud) jdhrige Pridmen Fonjtruteren, deven
Seitenfanten gegebene Projeftionsrichtung und gegebene Neigung Haben.

22) Einige Ubungdaujgaben, bei denen die Sonjtvuftionen
sundchft nur in der BVorftellung durdhzufithren find. Die Jeihnungen
befinbent fich) teiltveife in Teil I, Stereometrie.

a) Ginen Wiivfel von gegebener Kantenldnge £ zu fonjtvuieren
und an ihm die in Teil I, Steveometrie Nr. 3 angegebenen Beredjnungen
purdyzufithren.
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b) Gin fjenfrechted vegelmdhiged Pridma von 3, 5, 6 u. {. w.
quabratijhen Seitenflachen mit Rante & zu fonftruteren, die Dber:
flache, den Jnhalt, ben Radiud der umbejdhriebenen Kugel zu beftimmen,
pen fepteren aud) zu fonftruieren, ctiwaige Diagonalen und Diagonal:
flachen nad) Grife und Neigung zu unterfuchen.

¢) Diefelben Aufgaben fiiv ein regelmipiged Rridma von Grund:
fante & und Hihe A

d) Diefelben Aufgaben fiir ein vegelmdhiged Pridma mit ber
Grunbdfante &, dejjen Hibe jo zu beftimmen ift, dag jidh ihm eine
fugel cinbejcdhreiben [dpt.

e) {ber ecinem Rreife von gegebenem Radiug einen fenfrechten
Cylinder von quabdratifhem PHauptichnitt zu fonftruieren, den Jnbali,
ben Mantel, die Oberfliche, bie Rabien der um= und einbejdhriebenen
Qugel su bejtimmen.

f) Diefelbe Wufgabe filr eimen Eylinder derjelben Art, jedod)
vort Hibhe & durchzujihren. (Cine einbejdhricbene Kugel ift dabei nicht
porhanben.)

g) Gntfprechende ufgaben fiiv jdhrige Pridmen, deven Seiten:
fanten Die Qinge I und bdie Neigung « (3. B. 45%) bhaben, wahrend
ibre Projeftionen in bdie Ridhtung vorgefdriebener Kanten beiw.
Diagonalen der rvegelmapigen Grundildde fallen. (Die Kugelanfgaben
find babei ebenfalld audzujchlieken.)

h) @Eine fenfredite Phramide®) bon gegebener Hiohe 7~ itber
5, 6 1} . Seiten bont ge:

¥

einem rvegelmdpigen LBieled von 3, 4, &
geberter Qante zu fonjtvuieren, bdie Seitenfanten, bdie Winfel bder
Geitenflidhen, die Netqunadivinfel der Seitenfanten und Seitenjlidjen
gegen die Grundfliche, die Schnittivinfel benadhbarter Seitenfldchen,
bie Radien der um:z und einbejdricbenen Kugel, die Dberflide und
pent Subalt desd Korpers zu bevedmen.

i) Gntfprechende Aufgaben fiiv den fenfrechten Kreisfegel mit
Grunbdbradiud r und Hohe A.

k) Die Konjivuttion bded rvegelmdpigen Oltaepers und
Tetracders, Des Pyramibdenmwiirfels und deg Rhomben:
pobefaecbers find tm Anjhlup an Teil I, Stereometrie durdjzufithren

und geeignete Bevedhnungen an den Rorpern vorzunehmen.

Mnter fenfrechten Pyramiden jollen joldje verftanden iverden, bei benen
bie Gpige jenfrecht iiber dem GSdjwerpuntte der Gnumdflade legt. Ein
Spezialfall find dann bdie jenfrediten Poramiben mit regelmifiger Griunbd:

flache. Ale anberen Pyramiden Heifien fdhiefe Pyramiden.

14 i
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V. Anleitung jum korvektenw [tereomefrifthen Beidynen.

a) Die {drage Parallelprojefiion.

23) Jn Feil I, Stereometrie 2) ift ber Vegriff der {dhrigen
Parallelprojeftion am Beifpiele des Wiirfels beveits evirtert worben.
Bei den dortigen Beichnungen war bie Ridtung der Projettionsitrahlen
(3. B. Sonnenftrahler) willkiclidh) jo gerwdhlt worben, daf der AWiirfel
it Frontftellung nach) Axt der Fig. 130 erfdhien, twobei die nacdh) hinten
gehenben Kanten unter 30° Neigung und i Verkiivgung  gegeichnet
twaren.

Fig. 130.

L—e — — - ==

24) Fiiv getviffe Seichnungen, 3. B. bdie des Cylinders, eignet
i) mehr eine anbere ©dyrigprojeftion, bei bder bie nac) Hinten
gehenben Geraben unter 90° Neiqung und Deliebig zu tvdhlender
Berbiivsung erjcdheinen. Jn biejer Projeftion twiirde die Wiirfelzeichming
nach vt der Fig. 131 erjcheinen.

S dbiefem Sinne wird man 3 verjtehen, wenn von der Parallel:
perfpeftive mit Neigungdwinfel o’ und der Wertiivzung f qe:
{prochen wird.

Gine ganze Reife von Konjtvuftionen ift jdon im ervjten Zeile
mit Hiilfe diefer geringen VWorfenntnifie fjtreng durdhgefithrt tworoen.
Dabei erfdhienen Rarallelogramme aud) in der Projeftion fjtetd ald
Barvallelogramme. €3 foll unterfucht twerden, ob died allgemeine
®eltung Hat.

25) Jn Fig. 132 find ziwei gleidhe und parallele Gerade A B

und CD {dhrag auf cine Chene projiziert worden. Die Projeftionen
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A, B, und O, D, jind nad) bem Sate iiber parallefe Ebenen, die bon
eimer britten gefdhnitten tverden, pavallel, und aud der Kongrieny der
Dretedte A EB und CFD, _
fiir die AE | A, B, und
JF | €, D; gezeichnet 1jt,
folgt, baf 4,B, = C; D,
ijt. Folglich gilt der Sab:
Sdrage Parvallel:
projeftiongleidjer und
pavalleler Geraden
giebt gletdye unb pa:
rallele Gerabde.
Folglidh werden aud
Parallelogramme ftets
in  Pavallelogramme
permwandelt.

26) Ferner: Sind auf
einer Geraben gleiche Stitde
abgetragen, jo find aud in der Projettion die entfprechenden Stitde gleic.
Dasfelbe ift der Fall, wenn die gleidhen Stiide auf pavallelen Graden
abgeteagen find.  Folglich: Jit eine Gerade im BVerhiltnid m i n ges
teilt, jo ift auch ihre Projeftion in Ddiejem BVerhdlinis geteilt. o ift
in g 132 AG:GB = 4,G,: G, B,=CH:HD=C,H:H, D,

Bei der jhragen Pavallelprojeftion bleiben bie
Teilungsdverhalinijje auj bderfelben Gerabden, pber auf
parallelen Geradben erhalten. So bleibt 3 B. Halbievung in
per Projeftion Palbierung, ftetige Teilung bleibt ftetige Teilung,
harmonijde ,}_utﬁh bleiben Harmonijde Punkte.

Mit Hiilfe diefer BVemerfung fann man zahlreiche Sonjtruftions:
aufgaben [ofen, 3. 2 F

27) Aufgabe. Gin Duadrat mit dem einbefdyriebenen
ﬁi'rufh in horizontaler Frontlage befindlid), joll erftend in
ver Parallelperfpettive mit 90" und ] LVerfiivzung, zweitensd
in ber Parallelperfpeftive mit 45° und ], Bertitvzung ge:
seidhnet werben

Nuflofung. Jn Fig. 133 ift in den RKreid cin Syjtem paralleler
Sehnen eingejeichnet, die in gleichen Ubjtinden aufeinander folgen.
Simtlidge find auf - verliigt worden. 4, B, 0, D, mit der ein:
befchricberen GMipfe ift bie eine Der verflangten Beidynungen.
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Gl Sn Fig. 134 ift 4, B,C, Dy

D (__‘.___f?'__%‘___ c b-ﬁ:".f_\;]lLLT‘fil'i“.‘:' i:j. If-s:r-;*-.nbgfu:l*‘frn‘n"ﬁrsf:
L B perjpeftive. Wiederum iftdasd Syjtem

i ' paralleler, in gleiden Abjtanbden

I,f’“ = aufeinanber jolgender Sehnen  ge:
U‘;f ,,—— S = V& seichnet, jebod) mit Neigung 45°
;{ ) et .| A K/;g 1 _ RVerfiivsung. Vet ber Kon:
\“5 . _..---f'/.-":;-- fteuftion gebt man am Dbejten bon
J S TR [ /77 ber Mittellinie E, F, aus. Die Be-
: ' I/ | rithrung8puntte fallen in die Mittel:
el linien. ©pater twird Deiviejen, daf

= '."_-—-.._{f-}—-.-""""( 7 e3 fih um eine Clipje BHanbdelt,

pevent Hauptadfen ein wenig jhrdg

lieqert.,

28) Daraus iviirde
3 B, Ddie mnebenjtehende
Beidhnung ded fenfrechten
freideylinderd in jdrdger
Parallelperibettive von 45°

¥ig. 135. und [ LBertitvzung folgen.
= o Dan beadhte, daf dabei

; ' per fjenfrechte Frontjchnitt

L L 4T EFF, E, fid bdurdaus

nicht mit ben Sidhtbarieits
grenzen bed Mantels dedt,
bie durd) die gemeinjdyaft:
lichen Tangenten KK, und
L L, bargeftellt find. Biebt
man von M aus Tan:
genten an dre unteve Ellipie,
jo erhalt man zugleicd) bie
Darjtellung bded Kegels

; SRR mit  bem  Hauptjchnitte
AN i E, F, M.
U | T Aufgabe. Den Wiir-

fel in ber Parallelperjpet:
tive 30° mit .'"_ LBertivzung zu gerchnen und in dben fichtbaven Flachen
pie CEllipfen zu zeidhnen, durd) tweldhe die einbejdhricbenen freife dar:
geftellt werden.
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Nufgabe. Den liegenden Cylinder in derfelben Perjpettive mit
ber Achie in JFrontlage zu eichnen.

29) ‘qufqnf]r. Drei Rreife gleidhen Duvchmefjers zu zeichnen,
oie anfeinander fenfrecht ftehen und mit den Mittelpuntten ujammens
fallen, wobet der eine fich in Front-
ftellung  befinbet (aljo ald Rreid
r1‘1'rh1'11"‘| Die Auflbjung jt v 2 =l
Sig. 186 burchgefithrt. Dabei handelt i b
e3 fih um bdie Darftellung bdex
Hauptichnitte einer Kugel, die dem:
nad) nicht ald Kreid erjdeinen fami.
[uch fie exjheint al3 leicht su Fon-
firuievende Cllipje, obwohl fie in
bent Qehrbitchen conventionell alg
Rreis bargeftellt zu werben pflegt.]

Diefe Unbeutungen migen ge = :
niigen. 3 bed Berfafjers , Ein- '
fiihrung in bas fteveometrijde Betdhuen” ) find bungdaufgaben

fonfteuftiver Art in groBer Fahl durchgefiifht

h) Die fjenfredite Projefiion

(orthographijche ober orthogonale Brojel ftion, die Qefhre vom Grundrif und

Yufrif, orthographijche Agor tometrie)

30) Qn ber Baus und Fig. 137.

Majdhinentednifu.j. . toerden Dl oot (G
vie Davazuftellenden Sorper fent: e
vecht auf eine Horvizontalebene
(Grundrifs) und zugleid) auf eine
Rertifalebene (Unufrip) projiziert,
bisweilen auch nod) auf e‘ur Dritte, Al BIE
s Beiben fenfrechte Ghene (Seiten- S e
anficgt). Die beiden urmu]m]snltli BT
RBeichnungen werden dabei jo auj
einem Blatte vereinigt, dap der |
Aufrif oben, der Grundrif unten |
geze u[} :_u ifi, und bap Ddie fid DIL- B
qegenjeitig entjprechenden untie ) (B)
peiber Beidnungen jededmal in
berfelben Senfrechten legen. o ftellt 3 B. Big. 137 bie Beichnung

#) Qeipgig, bei B. ©. Teubner 1886.

L
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bed Wiirfeld in Jroutjtellung dar. Jm Unjrip find 4, B, C, D bie
fichtbaven Gcent der Bovderfliche, (&), (F), (&), (H) bdie bon ihuen
berbedten der Dinteven Fldade Jm 1;5'51'!.111“1 1B ]mb H C, G, H bie
fichtbaren Gden der obeven Fliche, (4) (B) () (E) bie von ihuen
perbedten der unteren Fldche.

31a) Dreht man den Wiirfel um die Kante AF, 3 B. um 30"
10 tperden die Grunbdrifpuntte nur Horvizontal verjdoben, wdahrend bdie
im {ibrigen unverdnberte nfripfigur um 30° gedbreht erjdeint. Sn
&ig. 138a ift died an jweiter Stelle dargejtellt. Un dritter Stelle ijt
gejeigt, tote der Wiirfel erjdeint, wenn bdie unverdandert bleibende

#ig. 138a.

C(6
D) e St \
T DL~
! - N
—n
| (i)
A (E) L !
v A i
HE GiF) o F {7 "
RS S
| | |
e
D {_ e _.J_.._l___l
A} (B) n A 7

Grundrifgeidhnung 3. B. um 35" gedreht wirdb, wdhrend die Wnfrifs
puntte von Nr. 2 i) Horizontal verjchicben. Endlidh ift nod) gezeigt,
wie er erjdjeint, wenn ber Aufrif von 3) um 20° gebreht wird und
oie Grunvrippuntte i) Hovizontal verjhieben. So erhilt man den
Wiirfel in allgemeinjter Lage im Grund- und Wufrif.

Auch) hiergu vergleidhe man die ,Cinfiihrung”.

@eht man von einer folhen Wiirfelprojeftion ausd ebenjo, tvie
bet der tn Teil I behandelten Sdrigprojettion, zum Oftaeder, Te-
traever, Pyramideniviivfel, ‘J'tlj'\iuLw11"m“wh‘w-°wr u. |. w. diber, jo erhilt
man  forvefte orthographijd-aronometrifjde Darftellungen
diejer Rorper. Statt die obigen Drehungen mit dem Wiirfel vor-
guehmen, faun man fie mit jeinem Achjentrenze ausfihren. Sn ber
allgemetnften Lage Haben die Adhjen verfdhiedene Langenm. Ans ‘ﬁif‘]’f!i
erfennt man bie fiiv ihre RNidtungen zu nehmenden BVerkiirzungs
berhaltnijle beziw. Mapitibe. Davausd ecflaet jid) der Name ,,;I;_n:

i

nonterrie”.
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31b) Nadytrag iiber

regelmdBige Pentagondo-

pefaeber. Jn Teil I wurdbe dad Pentagonbdbobefaeder Ffonftvuiert,
inbem man da3 Fiinfed mit einer Diagonale 4 jo an einen Wiirfel

bon ber fante d anlegte, dap
per Halbierungdpuntt der ur
Diagonale pavallelen Fiinfeds-
feite fenfrecht itber dem IMittel:
punit ber entjprechenden Wiirfel-
flache zu liegen fam. Dabei war
bie Criftens bes fbrperd fhll:
jdhiveigend voraudgefept. Um

i 188D

r

i et Sat et j)

[/ N\
i L 2 [

yl &
Zl = 2

d | \e

biejen Mangel 3u entfernen, ftelle
man folgende Betvad)tung an, wo-
bei die BVezeihnungen von Geo-
metrie 5a Detbehalten tverben
jollen, fo bap a die Fiinfedsjeite,
d bie Diagonale, ¢ ber untere,
[ ber pbere Teil der Hobe ift.

Fig. 138b fjtellt die Kon-
ftruttion im ufrif dar, fo dbaf um A mit ¢ ein Rreid gejdhlagen
ift, ber ben Punft C auf bem Qote in Y giebt. Dabet ift

=
Tl
=~
el

515 a®

8 1.[} s 1) = 4

[T 8
g A o
} lr_‘r.-,’ e r'."! 1 ] = g2

\ @
\ &/

&

(vgl. Geom. 5a), alfo YC = Weil CD ald Hohe ded Fiinf-

&

eds in A fjtetig geteilt ift, fo ift aud) MJ in Z ftetig geteilt,
und ba MZ = d, ift, jo folgt ZJ = a, [Denn in 5a Geom. ift

ar 2 . o s L o e vol sl
d = l[-”;) - .1[ burch) Abjchneiden von a (ald groferer Teil) jtetig
geteilt, die BVerlangerung von d um o giebt alfo eire jtetig gefeilte

perlangert.] Jeht ijt

) Bt d
®erade; ebenjo 1t e3, wenn man 5 um

v = ‘ r - & u o i =
feiht su Devedhnen, da aud) Z2X =  ijt, jo dap J D die halbe

T ‘ e G e e e
Siinfedstante in der vidtigen Hohe - itber 2 ijt. Damit ijt betviefen,
bap bdie Ronftruftion einen gejdlofienen Korper giebt.

Darvaud ergiebt {id) eine divefte vom Wiirfel audgehende Kon:
freuftion. Su Fig. 138¢ fei ABOD ber Wiirfel im Aufrip. WMan

ver(dngere bie Halbachfe MG fotveit, daf MK in G ftetig geteilt

ijt. Dasfelbe gefdhehe mit dben Halbadjen MF, MH und ME.
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T8, Man  ziehe JC big

{
e . AR aum  Sdnittpuntte O
" ' mit ber bdburd) K ge:
_ G ' legten Horizontalen und
e =\ pollende fymmetrijch den

J’ =% Umeif  bder  Jigur.
Sdneidet man auf EG

P ¢ 4 \ vont M aud nad) beiven
H et 1 e\, Seiten F; ab, fo exhalt
natt die zur Bollen:
bung Der Beidhnung
o) nitigen Edpuntte.
S ; = et ergiebt jich
SN T i burd) Rednung MO

— - V'3 gleih Ddem

: Rabius ber dem Witrfel
umbejdjriebenen Sugel,

a /25 +11 V5
9 10 '

pas Lot MP = g = jo baf aud) der Jnhalt des

e ; Sl (o . o a7 f"'{..f 7 L 91¥5)
Korperd aud J = — leidt al8 J =@’ l,f U AL

ait beredhuen ift.

ig. 138d. 31¢) Nadytrag
G iiber baz Jfo:-
E - jaeber. Wan feile

P SN jebe  Halbadje d
besd  regelmdpigen
- al- Cmse e Udhfentrenzes ftetig
und zwar fo, daf

! ber grifere Teil «

e T TS o e tien, der fleinere b
A aupen fegt. Durd
< T 5 b . bie Gubpuntte lege
g e man, fvie i ber
Figur, Parallele zu
bet  UAdhjen, die
Dt : Lp  Dbeiberfeitd die Linge
a ethalten. Dadurd

@ ergeben fid) die G-
e punfte ded rvegel-
mapigen Jfojaeders.
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g q a1t

Beweis.

FC?= FE*+4 EC*= FE*+4 HC®*+ HE?
r,{--"
4
(Bgl. Geom. 5a.) Wlo ift FC = 2a = FG = GC, b. § FCG
ein gleidhjeitiged Dreied. Dadjelbe gilt bon den 19 anberen Drei:
ecfent, fo daB ber Rbrper von 20 gleihieitigen Dretecten begrenzt wird.
An ihm laffen fih entjprechende Verechnungen anftellen, wie am

_ _ ) Jin '

Dodefacder. E3 ergiebt {idh

a®

= ¢" -4 d* -} b2 = g2 -+ 1 U/_'i -+ T}E = H/.'J — 1:_.12 — 4 a2

. ‘7 - 8)5 . G
=1k -l/ Y - .Jf =] -IJ" o) 12 ,

VI. Beredynumgsiibungen.

a) Sorperftumpfe.
Nnter Qorperftump] verfteht man einen einfadh gejtalteten Korper,
ber vort ztvei parallelen Grundfliden G und g begrenst ijt.#)
32) Stumpf des Dadyforperd. ©Smd & und g die Dbeiden
@rundflachen, und ift 2 die Hohe, jo ift der Jnbalt

, F + ¢ Fig. 159,
el =
Der Beweis ergiebt fih mit PHiilfe der e
Snhaltaformel bed ZTrapeyes ABCD, i
weldhed ebenfalld ale Grundflddhe benubt FE o v /\
; 2 - 5 ) \
toerden fanm. pi 2l g
= e A s e + g i J'- | \‘\
Der mittlere Horizontaljdymit 5 LA Sl e
- et : e = / i T
befindet fich i Halber pHobe. et - —

o

33) Stumpf desd Qreisfegels. Fig. 140 ftellt zunad)jt den
Stumpf ded fenfrechten RK'reisfegel3 bar, bder anbeutungdveife zum
pol(ftandigen Kegel ergdnst ift; » und o feien die Grunbdradien, & die
$Hihe ded Stumpfes, = die Ded gangen Segels. Aus ber A hnlichteit

oer Deeiede BCD und BAM folgt (r — o) :h=1r:z, aljo £ =
*) Sm Untercichte empfiehlt ed fic), die betden Grunbdildichen ber Stumpfe

G, und G, 3u bezeichmen. Hier wurben fie it Ritctjicht auf die vor
pandenen Clichéad mehrfach ald G und g begeidjnet.

EEERS
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Der Stumpf ift gleich dem gamgen Kegel perminbert um den Cr:

gamyungsiegel, aljo

i 41 ofmle —h) [ 7.9 R
o — — == r‘x'(? —o°) T+ o ,nw

3 3
aE (r 4+ 0) (» o) - r‘ﬁf'.rj
== = i o | e B e e )
gl — o | 5 | (]
aljo
5 mh[ . 9
1) Joe—rs lj"’ -+ ro -+ 0% |.
Bringt man m in die ﬂ[mmnc; jo erhilt man in diefer r°m = G,
o’m = Gy, rom = ]f‘l r"~r1 (¢*m) = 1/ G-G, o G undb G, Dbie

beiben Grundifachen find. Man Hat alfo die IJnhaltsforntel

: o = ;
2) J=—|6¢ 4 Va6, + G,
2 L =
Fig. 140. Tig. 141
b
eV,
f ‘L;_.f-—';x
.'; | .\-
;_..l l{ (8 I‘\\r'_'
n’" » l",
e e
v R LA
e
Der Mantel (Gt fid in » jdmale Trapese mit ben Grund-
=l A 2om p : ¥ e
linieg —— =g Wb —— =19 einteilen, von dDenen jedes die Hibe s,
" 7n ! -
g T q -1 T -
afjo die Flade °* _': L — . (a' -- g) s Bhat. Der Wantel bed

Stumpfes Hot alfo die Flade
.'-%:__I M= (} - l‘,\ljf-:"!’--“',
Statt s fann gefebt twerbden
’,-”J(;r - u\_‘:: S

34) Yufgabe. Jn welher Hihe Defindet fich die mittleve Dners
fchnittaflache ded Kegelftumpfes?

Aufldjung. Jft ihr Radbius gleidh) 2, jo mitpte jein:

Snhalt = mittlever Sdnitt nal Hobhe, alfo

)
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q hT g |
J = #'nmh = ﬂ;f |_—r'3 4 ro -+ ¢* Jl

_ S e e
ke — !,/ = €.

Um bie Hohe y u finden, in der fich

}
biefer Madiud 2 Dbefindet, Denupe man die i
aud der Ahnlichfeit der Dretece in Fig. 142 S

- . SRR e
folgende Proportion o8

A | \

; 2 y :

(r—2):y=(E—0):(h— ¥), | i :

= o I'rll' "'_'I:_—‘\':\
oraud folgt | i
h(r — &) i \
e , e

o ber Wert von 2 eingufepen ijt. (Der | 0000000} r= N
mittlere Quecidnitt befindet fih alfo nicht
etiva in Halber Hibe.) e oo

Bemerfung. Die Jnhaltsformel (nidt
aber die Mantelformel) gilt nad) dem Sabe be3 Cavalieri and) fiiv
den Stumpf ded {chiefen RKreisfegels.

35) Pyramidbenftumpf. Nad) Teil I, Ster. Nr. 26 Haben Kegel
und Pyramiden vbon gleicher Grundildche und gleidher Hishe in demjelben
Nivean gleihe Hovigontaljchnitte. Haben alfo Regel= und Pyramiden-
ftumpf gleiche Grundflachen G und g und diefefbe Hibe &, fo haben
bie ergémgten Qbrper bdiejelbe Hihe x. Demmad) find aud) bie
Stumpfe nac) Cavalieri inbaltégleid). Tolglih ift andh fiic Den
Ryramibenflumpf

r=4le+Vvas+4)
Selbjtindig ergiebt fjich Ddies folgenbermagen: Dev Raralleljchnitt
in $ig. 143 fdueibet einen Dber ganzen

Pyramidbe ahnlichen Kovper ab, folglid) 1t g

L
Gig=2;(®—h), ]
oenn in dhuliden Korpern verfalten fich ; \
homofoge Fladhen tvie die Duadrate Homo:
loger Qinien. Darvausd folgt "'
VG : Vg =x:(z—h)
b
h G 5

VG — Vg

©ept man bied in
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: Gz g(x—nh) iy
L= - — = —em oG — g) =1l ;\J
4 3 3 3 R\ 4) Sl 1

1 ) ’(;’ ¢ . F S r =
e L Ve T Ve +Ve) - VG —Vg) + gk !
/g i

ooer enblich
ko — 7
Je— ; ! & -—l— -I/;G.’.J’ -~ gJI

36) Chenfladyigesd Pris-
AN matoid. Pan verfteht darvunter
! einent Rdrper, Dbdeffen parallele
; Grundfldhen Bielece {ind, wih-
\  rend al3 Geitenfladen im allge:
'f_f Z  meinen nur Dreiece aujtveten, bon
: penen jedbod) ziwei benachbarte zu
einent ebenen Bieved ujammen:
fallen founen (jobald bie obere
und die untere Qante pavallel find).
Sn Fig. 144 ift ald untere
Grundiladhe ein Bieved A BCD,
al8 obere ein Dreied EFG getwahlt. Die Halbierungdpuntte der
Seitenfanten fiegen in einem Horizontaljdhnitte. Die umtere Grund-
flache U begeichne man af8 Unterjchnitt, die obere O al8 Dberjdhnitt,
pie tn Dalber Hohe duvchgelegte Flacdhe M ald Mitteljchnitt, ber hiev
4 |+ 3 = 7 Seiten hat, im allgemeinen m 4~ n Seiten Hhaben fann.
Ein beliebiger Puntt P bed Mitteljdhnittd twerbe mit allen Eden
der brei ©dnitte verbunden. Dann erhalt man jolgende Kirper und
Kirperinhalte:

Pyramive P(EFG) — ?’ '; = f*“:” ;
P(ABCD) — o= =27
" P(ABE) = 4 - Pyramide P(HJE)
= 4 - Pyramide E(HJP) =4 -HJP- : >
P(BEF) = 4 - Pyramide P(JKB)
= 4 - Pyramide B (JEKP) =4 -JKP- ,

T %
ALMP-=, AMNP-Z,

) (4]

= . = ey S
Ebenjo  folgt nody 4KLP.—

6!
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,_
Bo
e}

- T . I : s e
ANOP- und 4 OPH - Tabei geben bie ben Faftor 4 enthalten-

pen SJnbalte zufammengenommen ben Mitteljhnitt M multipliziert
17
P = g i y
mit ——-  Der gange Kirper hat aljo den Jnbalt

sty o Law.

6! : 2

=t

Cr Bat diefe Jnbaltsformel, bie Newton- Simpjonjde Formel,
mit zablveihen anderen RKbrpern gemein, jo daf} bad ebenjladhige
Prismatoid mur ein fpezieller Fall eined toeit allgemeineren Kirpers ijt.

Spezielle Falle ded Pridmatoids find bad Pridma, der Dad)-
forper, bei dem die eine Grundiliche Null ift, die Phramive unp der
Reqel, bet denen dasfelbe ftattjindet und die Stumpje der lebtgenannten
Rbrper. Bon ihnen gilt alfo die genannte Juhaltdformel. Sie bient jedod)
bei diefen nicht zur Beredhnung, jondern jum Nachiveis tidtiger Sabe.

o~

[87) Das Halbtetvraeder. Jeded beliebige Tetraeber
(Fig. 145) fann mit der Rante ¢ auf einen Hovizontalen Tijd) gejtellt
und um diefe Kante jo qedreht werden, daf {dlieRlich aud) die Kante
b Govizontal ift. Dann ift der Kirper der Spezialfall des Prid-
matoidsd, bei Dem Das obere undb bad untere Polhgon zu geraven
Qinien geworden find. Jft aljo EFGH bder horizontale Mitteljchnitt
M, und it & der fenfrechte Abjtand der RKanten « und b, jo ijt der

Jubalt ded Kivperds J = - [U -+ 04 4M], oder, pDa U=0

b 0 =0 ift, J=—nI. (Der Mitteljdnitt ijt ein Parallelogramm
. el e ) e, ; o

mit den Seiten — und —, bdie benjelben %ig. 145.

) )
- .

Winfel » einjchliegen, unter bem fich Ddie
Geraden « und b freuzen. €3 ijt aljo

a4 b
M= sin ¢
A ‘
Hno
_ gt oo h |
i giny = Sin W
J i It 9 511 1, 6 T

Rieht man mum 3ahlreidhe Horizontal:
ichnitte, fo erfenmt man, daf} jeder ein
Barvallelogramm  ijt, iveldjes durc) Ddie
Diagonale JK bezv. FH, LI u. §. w. hal-
biert wird. Die Gejamtheit diefer Diagonalen
giebt eine gefriimmte Fliche, das jogenannte winbjdicfe Bieved A BCD,
deifen qerabe Horizontalen der Reihe nad) von der Rihtung DC aud in

B
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die Ridhtungen JK, FH, LM, BA jtherqehen. Nach dem Safhe ded
Gavalieri witd dad Tetvacder durd) diefe windichiefe T}‘s{drtw Ut 3ive
infaltagleiche Kibrper geteilt, die jogenannten Halbtetraeber. Jenes ber-
: e R M e § oo ran
felben Bat den Mitteljdnitt M, = - uno den Jubalt J = 5 h M,
= ;1 [U -4 0443, wo U= 0 und 0= 0 1jt. Jolglid): Das
Halbtetraeder gehordht der Newton-Simpjonjden Formel.

38) Das Prigdmatoid mit windjdhiefen Seitenfladen.
Qafit man in Ddem ebenfliichigen SPrismatoid Fig. 144 an Stelle
aweier benacdhbarter Seitendreiede eine windchiefe Vievedsjlache mit
fovizontalen Geraben tveten, jo jdyneidet man vom Gefamtidrper
ein Halbtetraeder von der bejpro vjenen Stellung ab.  Jjt
per abgefdmittene Teil bes Mittelichnitts 27,, fo bleibt ein Sorper
itbrig bom Jnbalte

=m0 M — N, = M40+ 4 (M— 1)),

wo M — M, der neue Mittelfchnitt ijft. Folglidh gilt die Simpjonjde

Reqel aud) weiter, wenn man an Stelle von beliebig vielen der bes

nachbarten Dreieddpaare windjdiefe Fladen Dder befprochenen Art

treten fa'[ Aljo:

Suhalt Des Prismatoidé mit (teiltveife oder audnahmslos)
winbdfchiefen Seitenflicchen (die duvd) Horis

2

%ig. 146. .
%™ sontale ®eraden gebildet find) ift
7
/S | Nyt i 3
; / d— = (Ao S=4 M),
o 6 i | ’
&
N
39) Fig. 146 ftellt den ©pestaljall
f ey par, bei dem Ddie Grundfldden gleid-
| =\ fiegende Quadrate find. Jn Diefem Salle
=1y : n A
\ ijt ber Mittelfdhnitt, wie man durd) Perunter-
=\ va s : ; B e »
e projizieren erfennt, die Halfte der Grunp-
=7\ flade bY, afjo
ke - A it
[ N b Voo g
/ ; it it J = | Eu_? i FLE [ Tt | ]“,L‘r,'
I."'__'-‘" = —-——-“-~.§: ﬁ ' 6 |_J =D gE 8 7
f s a2 : =y == S
e = sl =he5 augehirigen Pridmas.

40) Gind Ddie Grundiladen rege elmifige Bolhgone bon un-
endlicher Seitenyahl, aljo Saeife, fo entfteht dad durd) Fig. 115
pargeftellte Drehungshyperboloid, bdeffen JInbalt aljo ebenfalls




VI. Beredynungditbungen.
- I - i
J o= [U+ 0+ 4M|

ijit. Bejonbdersd einfad) wird die Formel, twenn der Mittelfhnitt diefen
stirper, foie in ber Figur, in jvei fongruente Teile zerlegt. Dann wird
J=2U04+ U4 am=L1v+ 21
: 6 . e 3 s
Bemerfung. Aus dem bei dem windidiefen Pridmatoid an-
getwandten Berfahren ergiebt fidh, daf, wenn die Newton-Simpion:
dormel von jivei Rbrpern derfelben Hihe gilt, fie aud) von bder
Summe und Differeny bdiejer Korper gilt. Die Duerjdhnittsiladen,
pie in berjelben Hobe liegen, fommen bdabei ju gang beliebigen
Gyeftalten vereinigt tverden, fei e3 bduvd) Adbition ober durd
Subtraftion.

41) Wbung8aufgaben. IUnter den Aufgaben iiber Korperjtumpfe
jind 3. B. biejenigen bon bejonderem Jntevefje, bei denen es ficdh um das
ipezifijhe Getwidht p° in Berbinbung mit dem wirflihen Gewidte p
handelt. Dabei ift zunddft p = Kp', wo K der Korperinfalt ift.
Sdymwimmt ein Kirper, und ift W- 1= W ber verdringte Wafferraum
und zugleich fein Gewidht, jo 1jt, da ber RKbrper ebenjoviel iiegt,
gie W, Kp' = W, aljp p" = % oad (pezifijdhe Getwidt. It 2. B.
letered gegeben, fo fann man fragen, twie tief ein Ehlinder ober
Pridma, eine Phramide, ein Kegel- ober Pyramidenjtumpf, ein Pris-
matoid u. {. tv. eintaucht, je nachdem dag Cintaucdhen in diefem oder
jenem Sinne exfolgt.

Jerner find von Juterefle Mbungdaufgaben itber Stumpfe, demern
Sugeln um: ober einbejdricben werden fHnnen.

Abfhumpfungen fommen in der Kryjtallographie vielfad) vor.
©o ift 3. B. dag an den BVierfant-Eden abgeftumpfte Rhombendobefaeder
ibentifd) mit dem abgefanteten Wiirfel, dad an den Dreifant-CGcden
abgejtumbfte identijh mit dem abgefanteten Oftacder. Fabhlreiche
Betjpiele aud bed Verfafjers , Cinfithrung in Ddad ftereometrijche
Jeidnen” geben BVervanlafjung zu Konjtruftionen und Beredjnungen.

b) Sugelberednungen.

42) Qugelabidnitt (Rugelfegment). Jn Teil I, Ster. Nr. 27,

urde der Jnbalt der Halblugel gefunden dburd) Tergleih mit einem

Ehlinder von Radiud » und Hohe », aud dem der auf ver Grund-

Holymiiller, Mathematil. IL. 2. Aufl L5
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§ig. 147 fache ftehende Kegel von Hibe »
S e e e e T gejdnitten war. Der Rejt-
, SRS im._,:-r.t hatte Dabei in gleidjer
Ay BT oSS i Dihe gleiche Duerfdnittsiladye
.;:_\.i‘:f' ~ r-h K \ - \ ;{' mit der Rugel. Bon ber Figur
| f | FN/ i" ift Bier nmur ber Wufrif ge:
= RS0 e / e 'i ,ae:i.:[}m‘.r. _“JE':IEEJ_ m‘;Im -;*E'?ui,_jv bon
| it S J ol T Cavalieri mup dhnlidy, e

denfelben Snbalt Haben, tvie der entfpredyenne Reftiorper, d. . wie
UJImP- et ABCD '*uqc{fmmn:' AEFD. Folglih, wenn AB=1h,
alfo EK = MK =1r — I gejebt toird,

e o bl g ; o " ’
Segment = r*mh — [ r(r=—h) = h)*|
at i :
=280 —r® — 1 — (. — W),
o
DDEY
o5 7t I
Seqment = —— (o7 i)
gl -2

43) Qugelfeftor. Sept man auj das Qugeljeqment GHJ

oen Kegel GHM auf, jo erhilt man den Qugelausfdunitt oder
Qugelfettor, ber gur Seqmenthohe h gehirt. Sein Subalt it

aht : T
Seament 4+ RKegel = . (3r — h) + ——— (r— k)
o9 e . o - 2
= Je_ Syl — hY) 1 - — (r ] (v — '
3 o L b L .
[ s o . B R AT
oo fich alled b1 auj o r =i howeghebt.  Aljo
Seftor = - rwh.

44) Qugelfalotte. Die Wilbungsiliche bdes Segmenies hetft
Qugelhanbe (Rugelfappe oder Qalotte). Ju ihrer Beredhnung
jdhlagt man dagjelbe? Berfafhren ein, wie in Teil 1, Ster. 38. Man teilt die
wolbungsfliche 3 B. durd) Parallel=

1111 freife und Peeridiane in Feine ,quadra

= tijche’’ Fliaden Gy {f“ Gp s eltt,

2 = iy S beren Gefenr mit dem Su p**mt rm ber:
Y g / punben werden. So entjtehen Byramiden
: ol OB e Hohe » und Dbem Jnhalte
ST .t @, G, ulw Dam i

bort, der Qugelabidnitt GJ H
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e - - . [ = .
Seltor = Summe bder Pyramiden = G 4 &, 4 &, S
Y L TR (': (-T;, _l_

£1: r : . - L
ety = — - Salotte, aljp Kalotte = o
o T I3

RKalotte = 2r7h.

8 - ®eftor 32
¥
»

Genau ebenfo gvoB 1t in Fig. 147 ber Mantel bed3 der gangen
Stugel umbejdhriebenen Cylinderd von der Grundfldde big ur Hobe A

45) Bonenfldde. Bwel Parallel &1g. 149,
freife  fchmetben aud der Rugelflache B
eine Bonenflidhe aus, die ald Diffe- | ok
veny ziveier SKalotten Dbetraditet twerben . g : x,
fann. ®ehirt jur einen die ,‘Pfeilhohe” [7
hy, zur anberen bdie Pfeilhohe Ay, jo er- | i n
hilt man _—— 1
Bonenflihe = 2rwh, — 2rxh, I A BT _.‘|
sy 5 HE | L
Sept man die fenfrechte Hohendifferenz !
hy — hy = I, fo exhilt man : B e

Sonenflade = 2rnh.

Sn der Anfrifzeichnung Fig. 149 ift daher jede Bonenflacdhe gleid
per gleid) Hoben Sdyicdht des Cylindermanteld. Jit alfo der Durch-
mefier AB in n gleige Teile geteilt, jo twird durc) die Normalebenen
in den Teilpunften bdbie Rugelfladhe in fladhengleiche Jonen zerlegt.
Brojiziect man alfo die Ldnder der Grdoberfldche normal auf den

[~

Berithrungdchlinder bes Aqua-

ig. 150.

tor3, fo erhdlt man eine

flachentrene Aeltfarie, : L —
vie nach Unfidhneiben bed |
Cylinderd ein Redhted in der  [\2.- 2 : G,
Gbene giebt (dquivalente [N o 5 // ’_]
Abbildbung nad) Qambert). * A7 K| VN\/B |
/-._ | P \..\ |

. Frc e o s R ' Sl

46) Rugeljdhidht. “Dre S o et e O BN L N

burd) zmwel PHorizontaljdmitte
aué dem Ruaelforper qejdhnittene Sdidht ABCD ijt gleid) pem EY-
{inber EHG F vermindert wm den Kegeljtumpf LNOP. Jjt mun die

fenfredite Hohe KJ = h, Radiud JD = a und Radiudg K4 =0,

jo bat man:
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; 9 Rl +rv2 S 0
Sdidht — r*mwh — | KI* + KL - JP+ JP*|

e K1 ‘"m{-’ + MK - MJ+ MJT |

o
[s ]

— Pk — “Pla ME 4 2 MK MT + 2T

o . s :
— Puh — "3 ur® 4 3 M — (MK — MJTP|.

3]

Sun ift aber MK® = MA® — KA® = — 0°, und MJ* = MD"
__JD? = — qa® undb MK — MJ = h, aljo hat man

Shidt = ¢ r*mh — "‘;f"\_a (2 — %) + 8 (° — @) — xﬁ}

mh 3 ’ : Aty
— ,‘rrﬁ P — 3(r* — ) — 3 (r — a¥) + h)?|
6 L \ : / ]

ober endlid

: s 7 h ol 7]
Rugelididt = ; (.’-i a® + 3b* + I° -
ko RIS B -
Sebt man b =0, jo erhilt man eine neue Fovmel fiir vad Segqment,
nimlich

" 7 | o
fuaeljeqment = T‘,l L:—‘: a® -+ h*|,
3 |

bic gegen bdie frithere den Borzug hat, baf a und k. am Segnient
gemefjent werben Foumen, wihrend dort tvar /, aber nidht » meBbar
par, fondern beredjnet twerben mufpte.

Bemerfung. Die Formeln fiir da3 Segment, Dden Seftor und
bie ©didht find Hier zwar mur an der PHalbiugel bewiejen, gelten
aber, tie gang einface Betradtungen
seigen, aud) banm, twenn die Kugelteile
e itber den qroften Kreid der Kugel hinaus=

,?iq 151,

ok s reicher.
F{;_ EE A L _A,»'l . 3 :
/ T B A 47) Nufgabe. Den Jnhalt des
[' ( uli \| : |] Rotationsforperd ju bevechnen, der duvdh
| | / l!. Drehung Hes3 durd) die Sebhne A B
A N1 S Vp abgejdmittenen Rreidjeqmentd um Ddie
N /" pavallele Adhje CD entiteht.
\\_x_h : W Nuflojung. Rugeljdidht ABEF
T — Qylinder ABEF
7 h 5 T 6a‘mh B[ s 7l
_ TMgat 4 sat4 | — 22T " 6a L B —6a® | ="p,

- 1 7 . ] I
6 | (3] 6 L X B




VI, Berednungsiibungen. 229

e T
ooer, venn man ¢ = _ emnfiihrt, 5 ¢"7. Der durd) NRotation des

a2

Gegments entftandene Kivper ijt alfo inhaltdgleich mit einer Kugel
ey = ) 5
vom Rabiug - Der Jubalt ift aljo Fig. 152.
nur abhdngig von 2, nidt aber vom A
Sugelvadiug ».  (Je grofer », Ddefto San | TR
fleiner sztwar dad Kreidfegment fiir das {/ ! B
felbe /, befto grifer aber ber Drehungs: /a-& A Nice _\.1
toeg. Beided qleicht fich aus.) N\ | /,"
48) Unfgabe. Den entjpredjenden \ T ¥ s/
A o o z = \ 4
Korper fiiv den Fall zu beredymen, bdaf LA : /-"
pad freidjeqment um \jilwn Durdymefjer N\ ¥ _! 5 ___;:F,f
gedveht tird, Dder nidht parvallel zur —— et
Sefne 1it. '
" A = 3 & ah 3 o 5 |
uflojung. CSdhidt — Kegelftumpf = —|8a® 430 2 |
mhl o 37 7 & S 3 | | s v ; ,_
== |_”3_J_”L.JI,L~_|: o I_."m:" e .'-ii'rj—]'—ﬁ'a-h|- -~ 242} 2ab-- :,,J“|
Th[ o R : o] 7l | al .
= t.’{fr.‘ + b* — 2ab ﬁ"J sl | (a — b)? -+ 7*|. Da aber
31 5 | }
T e A wh o
(& — b)® 4+ B* = s ijt, jo folgt J = ~ 5%
\ 1 . o

®anz allgemein folgt aljo ber Safy: Rotiert ein Rreisfeqment
um einen beliebigen Durdymefjer, jo ift der Suhalt des ent:
g . fi v : :
ftebenden Drehungstorperd das ~=fadye einer Kugel, deren
Durdhymefier gleid) der Selhne des

fFig. 158

SGegmented it o g e X
‘ = T ___// H“\‘
[49) Flade und RKorper des D= \\
Rugelzweieds®) Jn Fig. 153 ift von o 1| T R \
ph . - o £ i Ahma \
ber Kugelflade durd) die groBten Kreife “I,-_.-"-..\ e e
ABC und ADC ein Jweied mit den Bl----N\---%--Hy )
Ccden 4 und C ausgejdnitten. Seine  \ >\ / e )
Slade folgt aus der Proportion F: 0 X AGe
o : R ) S ]
— o":860°, alfo = 0->_ 1o N A
d 360" ey o

0 = 4r°n die Dberflade der Kugel ijt.
Qft dagegen der Bogen BD = ra in Lingeneinheiten beftimmt,

14

#) Auf bem Gymnafim find die Abjdynitte 490 bigd 51 zu iiberjdlagen.
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Y ravds M GhtosTirram e
2ol Wsterte Ylotetlung: Stereometrie

Yus F = 4r’n.— = 2r - (re)=d-BD fjolgt, dap bie Flade

ves Rugelztoeieds gleid) eimem Redjted aus Ddem Durdhmefjer uno

vem Jymmetrifd) teilenden Bogen tit.

e o o 4 o
(1 - il - a 53
er Rbrper bed Ruaelxweiedd it A=J ——=J =3 1'®
& B ugelzweieds 1j 360° SR AL o
no ET d®(ra) Yy St G T e
— (27)F —=———, aljo gleich dem 6fn Teile eined Pridmas,
# b ¥ »

effent Grundflache bag Quadrat oed Durchnefjers, dejfen Hihe der
fymmetrijc) teilende Bogen ift.

Fig. 154,

) 50) Fladje und Kirper des

/ B o Qugeldbreieds. Jn Fig. 154 ijt
. \:-{_: e \ burch die quiBten Rveije £, 11 und

o=t [IT, oie fich unter bden Durd):

mefjern 44,, BB, und CC,
jhueiden, ein Sugelbreied ABC mit
pent Winfeln « B, y qebildet, dejjen
Fladhe, wenn man die Biveiede mit
Zy, Zg, Zy bezerdnet, folgenberx-
mafen gefunden foerben  Eami:
/,,—|—./-|/ UL(—L A, BC)
+ (B t'.‘,r + B, CA) + U’- AB

- C, 4 f:‘\I::-" = (ABC + A,BC ' B,CA)+2A4ABC + C, 4 B.

Der evite ‘lsmtm ift die 15‘{!,1'[[% ber "‘lntlj "u.n Qveid 111 abgei d]lutinu‘u

.\:mfh'qu 5 ’ permindert um das Dreied O A, B, , weldhes als Scheiteldreied
fymmetrijd) und | nd]utg leich mit C, A B ijt. 111'[]"':' hat man die Gleidhung
EGFET : : ; - 210 E s
(g Az )+ 4+, AB="2,~+ Zy+ Z,, vder w+24BC
& 5 g° p° o g0 y°—180°
= 40 + 0 D.5. Rugel ABC— . 0
Ozeovt Q36007 ( 360" §. Rugelbreied 4 B 2500
%= i | w—a . e oo e -~ %
s -i:?tf 0= (24P —-|— y —m)ri=(rot rf+ry—rm)r.
Hier bedeutet O = 49%x die Qugeloberflache, tihrend ro, »f und ry
Die fymmeteifdh teilenden Rreigbogen bder eimgelnen 5}'1£qc"'tuv.tcrfc jind.
Nennt man «® 4 p° 4 9" - 1“~11" “uh ‘Imfl {fibexjup des Kugel-

preieds (itber 180°) und ro 4 rf—+4ry — rm den Bogenitberjdup
per entjprechenden Bmweiede (itber oen \‘u1tb“f1l,tn‘£anu[) jo ergiebt fidh
Jolgendes: Die Fladhe dbes Kugeldreieds 1 ift proportional bem
Duadrate ded Radiusd und proportional dem Winfelitber=

#) chte auf die cyflijdhen Vertaujdungen.




V1. Berednungditbungen. 2al

fhuife; jie ift gleidh einem Kugelzweied, dejjen Wintel ber

halbe Winfteliiberfhup ift und gleid dem Redyted aus vem

Radiud und bem Bogeniiberjdujje dber dret Bmweiede.
Hanbelt ¢3 fih um gleidhjeitige Kugelbreiede, jo da der JInhalt

] » 0

3a — 1807 : (1 - 60

pirh 7200 0 opder -im"’. 0, und {ebt man died ber NRethe
i 5=

L"_( ‘[ 1 ) lll_,- Sk lr- r £ = o0 Yips —— ano

nady gleih O, =0 und ;; 0, jo jolgt ¢ = 120" bejiv. e = J0°,

a— 12" lllib bie Ecent find der Reibe nach die Seftoren des regel-

méfigen Tetraebers, Oftacders, Jtojacders, beven Hauptidnitte Kreije
geben, die fich unter den gefundemen Winteln dyneiden,

Stellt man bdie entjprechenden Formeln fiir dad Kugelvieved und
Qugelfiinfe auf, jo fommt man durch dhnliche :ﬂw ialifierung auf den
Fall bed Wiirfeld3 und ded Pentagondobefaeders. €3 hanbdelt fich aljo
um Brobleme der Kugeltetlung.

a
L

51) Berbindet man die Cden bes Kugeldreiedsd mit dem Kugel-

centrunt, jo erbdalt mam ben Sl'ﬁwrl bes Kugeldbreiedd, defjen Inbalt
, T

man aud der Flache durdh) Multiplifation it 3 erhalt (Pyramiden-

formel), {o dafy man Hat:

; y® 4 % Luw® — 180%4 o e I e e .
K ! P H'..!.. : S — |l 4'?!* 30 15
{atd h
T Lo T = S \ g 5 / = ..L' S N .| et
== t.t =t B T 3 === k} (Vi el 2 e v .?‘J, rmwl
pber, wenn J ben Kugelinbalt bebeutet
5 a1+ (7 L % — 1807 e-t+pf+7—m
K = = "I fj o = - —l e AL
120 4 7

Yud diefe Formeln find leidht in Worte gu Ieiven. Bet der
einen Dandelt e3 fih um den Jnhalt einer Pyramide itber re
veren Hohe der Bogeniiberfduf der drei Smweiede

¢) fibungsaujgaben.

52) Unter ben {ibungsaujgaben find bdie mit der mathe-
matifdhen Geographie zujommenhingenden die wichtigiten; 3. 8.:
Tie grofy ift die Fliche der Deifpen, Der beiben gemipigten, ber
beiden falten Bomen, und in weldem Verhaltniffe ftehen fie? Wie
grofp it die Bonenfldde zwijdhen bdem Ylquator und bem erften
Grade nbrdlicher Breite™); wie grop bdie vom 45" und 46 Grabe

#) Gemeint ift der zu 1° ndrdlidier Breite gehbrige Parallelfreiz. Die
et

abgefiivzte Redetveife wird jdmwerlich su ‘ULu;u;r:.anhun]ut fithren.




232 Lierte Abteilung: Stereometrie.
nbrdlicher Breite eingefdhloffene Jone? Wie grof ijt jeded Werivian:
aweied bon @rad ju Grad? Wie viele Duadratmeilen Weeres-
flache diberfieht man von 10 m, 100 m, 1000 m, 10000 m,
100 000 m Meeredhohe aud? Cine tvie grofe Flade wird durd) ein
Meteor beleuchtet, toelched fich 8 Meilen iiber der Erdoberfladye be-
finbet? Wie Hod) muf ein Meteor jhiveben, um 1000 Quabdbratmeilen
Erboberfladhe ju belenchten? Der Eridhittterungsireid eines Erdbebens
reiche von 10° niedlicher Breite bid 60° nirdlicher Breite; wie viele
Duadratmeilen umfat er, und der mwiebielte Teil der Crdoberfladye
wird eridiittert? Den tvievielten Teil der Erboberflacdhe jdhliet dex
45% Breitentreid ein? Welder Rarallelfreid jchlieit den bvierten FTeil
ber Grooberfladge ein (d. h. um welden Grad nirdlicher Breite
handelt e3 fich)? Die Flache der deinbaren Himmelstugel ijt toie-
viel mal fo qrof, a8 die {heinbare Fliche der Sonne (beren fheinbarer
Purdymefier 32" betragt)? Der wievielte Teil der Sonnenansditrahlung
fommt bder Grbe zu qute? (E8 it zu unterjuchen, mwiebiel mual
jo grofy die {dheinbarve Himmeldfugel ift, ald die jcheinbare Flide
per Grbe fiir ben Sonnenbewofhner. Die Erde habe dabei den Durd)-
meffer 1720 Meilen, uund bdie Enifermung von der Sonne betrage
20 Millionen Meilen.) Wie grop ift die Fldache eined gleichjertigen
Qugeldbretedd auf der Crbe, wenn jeder feiner Winkel 70" betrdgt?
Wie viele Tonnenmafjen enthalt der Crbidrper, wenn fein {beziftjdes
Gewicht 5,6 ift? (Unter Tonnenmaife joll hier eine ‘Dmh berjtanben
erden, die an der Erdoberflade 1000 kg wiegt. Iad) bem Getvidyte
twird bedhald nicht gefragt, weil die Crde nidht an ihrer eigenen
Oberfladhe qewogen werben fann, weil ferner die MWaffe unverdnderlid,
pad ®ewidit aber von der Lage, Gejtalt und Mafjenverteilung ded
anziehenden und angezogenen Kbrperd abhingig ijt.) Wieviel Tonnen
ipiirbe Der nacd) der Emmcnmwri ddye verjebte @rﬁfﬁrm‘r fiegen, foem
dort bie WUnjiehung 28 mal jo qroh ijt, ald auf der Erde? Fiiv die Be-
foohner ded 50" Gradesd umbhd er Breite _L_u‘[un bie bi3 ju 50° vom
Rolarftern entfernten Geftirne nie unter (Civeumpolarfierne), die bid
it 50° vom Giidpol entfernten gehen nie auf. Den iwicvielten Teil des
gefticnten Himmeld lernen bdieje Bewohner miv fennen? Angenommen,

bei Dexr Fluterjdeimung fteige der vierte Feil der ““-"n'ludn Ded iiber

™

den ganzen Erdball verbreitet Q_l}“‘?tﬁi‘f‘lr Dzeans (bie eine Flutwelle)

burdhjchnittlich um ' m, toie biele Qubitmeilen Wajjer 11‘r1”11‘?1\‘ die Flut=
welle L‘1111;.-:=_[t<_‘1: ? ‘T“'L biele *ﬂcu-.m [ogramme ober WMetertonnen Arbeit
bedeutet eine ol

-1[111;151[\911 filw bie :mt

regelmapigen Kbrpern um= und ein-
bejdiriebenen Kugeln befinden

fid 1c{1L‘=1: in Teil I. ©ie fonnen
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hier erganat toerben. ufgaben iitber Kugeln, die Regeln und rvegel
magigen Phramiden einbejdhrieben find, ebenfo iiber gewifje Kugel-
veiben, befinben fidh in bem Rapitel itber geometrifdhe Reiben.

Umbejdyriebene Ridrber. Ciner Kugel einen Kegel um:
subejdhretben, ber dem m=fadjen Jnbalt ober bdie n-fadje Oberflade
hat al8 die erftere. Diefelbe Aufgabe fiir die 32, 4-feitige Pyramide.
Aud) Kegelftumpfe und Pyramidenjtumpie, die gewifjen Forderungen
entfpredjen, Tonnen umbejdyrieben twerden.

Aus dem Rabius der Rugel die Clemente jamtlicher einbejdyriebenen
bezgtv. umbejdhriebenen regelmdBigen Polpeder zu beredmen. (Die
Rejultate befinben fidh in zahlreichen bungabiichern.)

Aufgaben wie folgende: Wie grop mup die Segmenthiohe jein,
pamit der »'* Teil vom Kugelforper abgejdnitten werde, fiihren auf
Gleichungen 30

Grabes.
pezififdhes Gewidht. Eine Kugel finfe b zur Tiefe 7

ind Waffer ein. Wie groB ift thr jpezififded Gemwidht? Anfldjung

i
mh*

S Ty e

y=—r=2 PO M. picjerse Aufgabe fiir bie
= A

Hobhlfugel bon Rabdiud » und . Wie gro mup bie LWanbjtarfe einer
qufeifernen Halbfugel von 1 m Durdymefjer (p' = 7,5) genommen
werden, damit fie bid zum 4" Feile ded Durchmejjers, zur Haljte, zu
Dreivievtel desfelben, oder gang untertoud)t? Statt der Kugel nehme
man die Halbfugel, ba3 RKugeljegment, die Kugeljhidht, die beiden
erften lafjfe man exjt mit der Wolbung vorvan, danmn mit der Ebene
poran eintaudjen. Wuc) Seqmente von Hobhlfugeln Fonnen genommen
werden.  (Die Frage nad) bder Tiefe bded Cintaudpens fiihrt auf
Gleidungen dritten Grabes.)

ViI. Mer Sdywerpunki, die Guldinfdyen Regeln, und die
Siie fiber abgefdyrigte i‘iiirpfr.

53) Geometrifch und mit Hiilfe der e
Momente ‘fﬂ‘-u‘- bewiefen twerden, baf 'tl:.'-l' L;.LL»{IIE‘H eired homio:
genern ,Lll‘n om3 im Raume der Punft mittleren “'ILH!thi_‘-s bon
jeber Deliebigen k:fih e ift: baB fpeziell der Sdywerpuntt einesd ebenen
bmutr.nn.m per Luntt mittleren Abftanded bon jeder Gervaden bdex
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Ghene ift*). Unter jtatijhem Moment eines Punktjyjtems (Puntt afs
fefr Feiner Raumteil aufsufaffen) in Besug auf eine Ehene verjteht
man die Summe der Probufte aud jedem Punfte und jeinem Ubjtanoe
pon Der Gbene. Diefe Summe ift gleid) dem Produfte aud dem
Schiwerpunttaabitande bed Rbrpers und feinem Jnbalte. it nur von
ebenen Gebilben die Jede, jo Handelt e fid) in ber Jegel um Ddie
Abjtande von einer Geraden.

Bei sahlveidhen Rorpern findet man den Sdhwerpunit purdy ein:
fache geometrifde Uberlegungen, bei andbeven mit Hiilfe des Sabes,
oaf die Summe der einzelnen jtatijhen Momente gleid) dem
Momente desd gejamten Korpers ift. Wud) anbdere Wiethoben
per Sdywerpunttsbeftimnumg follen jur Sprade fommen, 3 B. wird
ber Sap von Cavalieri yu Hiilfe genommen.

Bei jedem (Homogenen) vegelmdBigen Kirper liegt der Sdver:
unft im Mittelpuntte. Bei jedem fenfrechten oder jdhriagen Pridma
und Eylinder liegt exr im Halbierungs-
punfte der WMittellinie.

54) Unfgabe. Den Sdwer:-
punft ber dreijeitigen Pyramibe
3u finbdben.

Nuflofung. Alle ebenen Pa:
valleljhichten zur Grundflade hHaben
ben Sdiverpuntt auf der durd) ihn
tm Verhaltnis 1: 2 geteilten Mittel:
linte bes Dreieds. Dieje Punfte
(tegen jamtlich auf DS,. Auf diefer
Gevaben mup aljo der Sdwerpuntt

bed Rorperd liegen. Cbhenfo muf er
auf AS,, BS,, €8, fiegen. Die vier Mittellinien der Pyramibde
fhneiden jich alfo in eimem Punfte. WVon jeder ijt durd Dett
Schwerpuntt S der 4! Teil abgefdnitten, venn AASD ~ AS,SS,,
und die Dimenfionen beiber Dreiedfe verhalten fih twie 1:3. Der
Shwerpunft ber Dreifeitigen Pyramibe jdneidet alfo bon jeder
Mittellinie Den 4fn Feil ab, und feine Hohe ijt der 4' FTeil Der
Pyramidenhohe.

Diefe Hohenbejtimmung gilt nadh) Cavalieri von allen Pyra-
miben und allen zur Vyvamide gehorvigen Kovpern, 3 B. von den
Kegeln.

#) Bgl. Seite 88.
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55) Nufgabe. Den Sdwerpuntt Fig. 156
bes Regelftumpfs 3 t finben, wenn r, o
und . gegeben jin
Nuflojung. 'lﬁm‘ erganste RKegel DHat ey
; hr PR L i g
bie Hoher =, aljo liegt S, in ber Hihe ; \
T ' : Hgr =k
p-— 3h 4 £ . @ : 12
P = — _L' , 8 i ber Hohe - S
Ao ijt nach dem Sabe von den ftatijchen i g \\
Momenten: :
R A , LS 4
AS; - ©tumbi +— |
. — _i ol .l:'q'l'ill = 1 ==
S R L0 T g W | Vs o O hy _ & o Z
y L] \ES L0 BT 'I_ L 4 [\_iJ 1 5 ) ) 4 S 3 Z
Sept man fiir = feinen Wert ein, fo findet man jdlie Blich fiix den
Sdwerpunft ded Stumpfed bie ‘-m{;

hov* 4 270 4 3¢°

nd 4 .?.: el [ 'i-:? '_]|_ Q_l
i jeben Pyramidenftumpf ift, wie man nad) Multiplifation ded
Bdhlers und Nennerd mit = erfennt, die :::Ei_HULU_JlUlzt:*I]b],]L‘-

hG+2VGg -+ 3¢

t G+VGi+ty

F.{ —_—

oo G ynd g bie beiben Grundflichen bedeuten.

56) Nufgabe. Den Sdhwerpuntt &g
der Halbfugel bezw. ded Reftforpers |

U finbenn. \ /;
Auflojung. Wie vorher wivd: \\\ v
Mt 1T @ ( T ‘ S /
y - Reftlorper 4 7 - Regel = - - Gylinder, = = e J
e 2 3 PR R 7 .8
DDer I il s e e e LT
ober nad) Hebung und Wmfornumg: y = :;

%)

57) Die Guldinfdge Regel fiix Drehungdiorper.
Drebt man dad Redhted ABCD in Fig. 158 um eine zu AD

parallele Adhje KL, fo entjteht ein Hohleplinder vom Jubalie

r - ¥,
).

i

J=a(—rHNh=x(r+nr)(r—n)h=2= bh=2mol,
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gig. 158. wo F die Redhtedsflache und o ihr Sdhver-
Z] purtftdabjtand von der Adhje ift.
Bejteht eine Fliacde aud mehreven Redyt-

eden von folcher Lage, deren Flacdhen F,,
[ F,, Fy u. i w, dberen Sdhwerpunttsabitinde
i 0, 03, 03 U. |. 0. fimd, jo Dat Der gange
e Drehungstorper den Jnbalt
|
1._ DR g J=20mF + 20mwE,+ 20mF;+ -,
bet
K| DDET
E ] nJ nj C1 ]
J=2m [0, F) + ¢ F; + 05F; + - - -].
St mm F=F, + F, + F, + --- die Gejamtflache *und o ihr
Sdwerpunftdabftand von bder Acdhfe, o ift nach dem Gefes der

jtatijchen Iomente

Q‘F 1 Jir'Il T Patg —I_ U:i”-:; _g_ S o

I
.T:

demnach ijt der JInbalt ded Drehungdforpers

J =

20nF = ©dywerpunttsiweg mal Flade.

Da nun jede ebene Fladhe mit Redht=
ecert, die man zulebt Heiner und fleiner zu

Hig. 1569.

A
: e nehmen Hat, mit be'[icbiﬂer. (éicufmig'fcir
i ce s pollftandig ausgefitllt werben fann, jo gilt
LJ \b} pieFovmeliiberhauptvon jedber ebenen
,ﬁ ] :!| Flache, die um eine jie nicht (dneidende
o i i Adyje ihrer Ebenme votiert. Der eigentlidhe
\ﬁ :---,il Grund ded Sabes beruht darin, daf S ald
7~ PBunit mittleren Wbftanded bon bder Udje
A KL ben mittleven Drehungdiveg zuriidlegt,
K jo baf der Rovperinfalt ijt: Bewegte Flache

mal mittlever Drehungiveq.

58) Die Gulbinjde Regel fiiv Drehungsflacdhen.
Wird bie Geradbe A B von Linge s um eine Wcdhje KL derjelben
Gbene gedreht, fo entfteht bder Regelmantel M = (r + »,)ms
r -+ r
5] 1

2

ws = 2 pms, wo ivieberum o der Sdwerpuntidabitand

vont der Uchie ift.
Motiert eine Folge von geraden Linien derfelben Eheme um eine
Achle diejer Ebene, find fermer s, sy, s5, . ... die Lingen der Ge-
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raven, oy, 05, 03, . ... ihre Scdverpunttdabitinde von der Adje, jo
tird die Mantelflade ded Drehungsforpers
M=20;m38 + 20,78 + 2g3ms; + - --
= 2m[o; 8 + 038 + 038 + - |
Nad) dem Gefeb der ftatijhen Momente ift aber die Klammer
iventijd) mit gs, o s =g, Sy = 83 ... bie Linge ded gejamten

Hig. 161,

Qinienzugsd, o fein Shwerpunttdabitand von der Adije ift, demuady
ijt die Mantelflacde
M — 2pmws — Sdywerpunitdiveg mal Lange ded Liniehtzugs.
Hanbelt es fidh) um eine frumme Linie der Ebene, jo gilt der Sab
ebenfalls, denn man darf diefe ald eine Meihe Hleinmer gevaber Linien
betracdhten.
Beifpiel. Dreht fich ein Kreid mit Radiugd » um eine Gerade
feiner Ebene im Wbjtande o vom Mittelpuntte, die thn micht {dmneibet,

i 1ird ber Snbalt des entftehenden Ringtorperd J=2pmr w =201 n",
per Mantel (die Oberflache) bdesfelben wixd 20w - 2rx = 4 or7”.

59) Nufgabe. Den Sdwerpunit der Halbfreisfladye

a1t finden.
Aufldjung. Gr fiegt auf dem Dalbievenben Radinsg. Durd
Drehung um den Durchmelfer entjteht eine Kugel, fiir welde 2on F'=J
4

= T it s v G o X ¥ el
ift, {0 dap der Sdhwerpunttdabjtand o = e 5 T g, DUD.
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60) Yufgabe. Den Sdwerpunit desd Halbireidbogens
3 finden.

Aufldjung. Ihnlich wie vorher entjteht cine Kugeliladye, fite

T 2 S B % M 4r*m Popslui

welde 2 ows = M ift, fo dap ¢ = e e foirD.

Yuch fiir Kreisfegniente und Kreidbogen von beliebiger Grige fann
man jo den Schwerpunit bejtimmen.

61) Snhalt abgefdragter Pridmen und Eylinder.
Faur 162 jtellt einen geraden, jdrdg abgejdhnittenen Eylinder
fiber gany Delichiger Grundfldche dar. Berlegt man lebtere in fehr
Fleine Fladenteilden £, 15, fry -+
biig- 163 fitr welde bdie Cylindberhhen

/,-"r\\_ jind %y, kg, kg, ..., jo find die

o N, Qnbalte Dder umendlid) diinnen

S )N Eingeleylinder £y Ry - fohs 1+ fals

o / 1+ oo = Grundiliade mal mitt

: & /_' fere Hohe. Der Schverpuntt pev

e it g Grundflache ift mun der Puntt

b o= |~ : mittleven Abftanded ihrer Punite

Sk ' pon  Der fdjridgen Sdynittebene.

Ay b e Denft man fih ftatt der Ab-

\.,\ ,/f e | | jtande die Parvallelen hy, by, hg, ...
b e i ! ety Ca 85 AN

S — Sn o’ sme!sin o 0 8908
e jo ift ebenjo Dad zum Sdver

mimfte qehovige ks dad mittlere
unter den verjdhiebenen 7, denn jedes ¢ ift mit demijelben Fattor
multipliziest.  Folglih ift der Jnbalt jeded abgejchrigten qeraben
Brignas und Cylinvers

J = 'r.‘:"{"’.cr
wo G die Grundflache, 4, die zu ihrem Sdwerpunite gehorige Hibe
it [Dreht man die Figur wm 90° fo erbilt man 3 B. g Dia=

qramm ded feitlichen nac) unten unehmenden Wafferdruds gegen die
iept Jenfrechte Grundfliiche ded Cylinders oder Prismas. Der Drud
ijt affo Fliade mal Shwerpunttsticfe. Seine Rejultante geht durd) den
Fehrever 3u bevedinenden Schwerpuntt bes sugehorigen Diagrammidrpers.

62) Der Mantel abgejdrdgter Cylinder und Pridmen.

St in ®ig. 162 S der Schtverpuntt der ®runbdperipherie, o
it ko das Mittel umter ben auf den Peripheriepuntten ftehenden
Hojen. Folglich ift der Mantel
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M =

wh ,
wo » bder Umfang der Grumdperipherie, 7, die iiber ihrem Schwer-
puntte ftehenve Cylinderhdhe ijt.

Bemerfung., Der Sdwerpuntt der jdragen Sdnitiflache liegt
allerdings ftetd jenfrecht iiber dem Schwerpuntte ber Grundildade, der
Schwerpuntt ihrer Periphevie aber liegt im allqtnnu en micdht fenfredht
iiber dem Dder Peripherie der Grundilade. Den Grund bon leBterem
erfennt man davaus, daf, twemn man auf der fdhrdgen Peripherie
Runtte in qleidhen Wbftanden marfiert und fie nad) unten projiziext,
wegen der wedjjelnden Steilfeit der Peripherie die Puniie in ber Pro-
jeftion ungleidh verteilt Gegen, woburd) die Shwerpunitslage beein-
fluft wird. (Bei der Ebhene dagegen ift die Steilheit itberall diejelbe.)

Sind bdie Pridmen obdber Eylinber oben und unten
idrdg abgefdnitten, jo Hat man einen Normalidmitt G u fithren
und von feinem Scdhwerpunfte bezv. bem feiner Peripherie aus emn
Qot zu ziehen. Jft Diefed Ry begtv. kg, fo wirD mwiederum

J= @G- ly, M=u-h,.
“m,w P~ i " o~ e Tig. 165
Beifpiel. Fitr den in Jig. 163 bar-
qeftellten Cyplinderhuf ift 3. B.
|
: IR ol . : 2 ; ;
J=righ, =1r'myg, M=2rmh,=—rnh. 7 =
2 o
I ,-’,'
I

Hier fallen die beiven Scwerpunite S und
S’ sujammen. Died iiirde bei dem Hufe
iiber dem blofen Palbfreife nicht der Fal ¢ T
fein, ba der Sdywerpuntt der Halbireisflide
anberd legt, ald der Sdhtwerpuntt des3 Halb-
freigbogend und Durdymefierd (beide al8 eine Linie betradtet).

VIIL Die Wewton-Simpfonjdre Vegel und die
Summenformel )

63) Grite Ableitung. Fiiv bad Pridmatoid und feine Spegial

fafle, Pridma, Dadjtdrper und Pyramide (K egel), galt die Jnbaltsformel
e =
J==[U-+ 0+ 4],
B ‘

St Fig. 164 find die lepteren Korper auf die Spige gejtellt.

#) O(bichnitt VIII fann auf dem Gymnafium itberichlagen werden.

—
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Qeqt man die drei Duer|dnitte fitr jeded Niveau abddierend ober
(teilweife) jubtrafhievend alé irgenbdivie ,qﬂ:fmftr.tttu Querjdnitt zu-
mumm fo baf der newe Duerjdnitt ¢ - g5 + g5 MWitd, |0
gilt nar‘f; fritherer Bemerfung die ;_,t!ttulzm-“}iegc'i aud) fiiv
bert nen entftandenen Kirper.

\-'lg". LG4
I e
A { G
e
\ /

h

Sind 3 B. die Grundflachen der Kirper der Rethe nadh G = q,
G, = bh, G,=ch? {o find die Querjdnittéflachen in Hohe y der
‘:]mIJL nmi) n, by, cy®, aljo Batte der durd) Jujammenlegen ent-
ftandene Korper dort die Quer|dnittdflade
1) gy = a + by + cy®.

&8 joll durc) toictliche Rehmung geprobt werden, ob fitr einen
jolchen Rorper die gemannte Regel gilt.

Der Sdnitt in Hihe y =0 it U=¢, =a-+b-04¢:-0°=aq,
h i Ll hy2
L Yy = R M = q a — —|— ,{; = + - (.-))
= bh , ch
==t —|_ 9 J1 4
1 |’ i o= | o () — Irf,: == I —E— Lh —{— I“L"

Demnad) 1ft

Ao e e ey oy i i bl BRI
S “{!_ _E_ 0 -+ 4 M ‘ — i; a1 (o :— bh JI— =".-'I-""" i L (2 _'r_ n':g! _’_ L4 ) i
bl i bh* ch?
= i | ill (1 ﬁ— <)I [IJ .f-' _il_ .-—) ’-""I"- | o ”"‘l" .H:_‘ ~: + :

6 | 2 3
Dies find in der That die Gingelinhalte der drei Korper, fo dap die
Hegel ald rvidtig nadgetviejen ift.  WMan fann dieje Kdrper al3
Simpionjdhe Korper OF" 1¥" ynp 2" Graded bejeichnen, weil
ihre Querjdnitte in Bejug auf y von diejem Grade jind.
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et man G, = Gh und G, = G1%, fo treten bie drei Kirper
in eine merfwiirdige Beziehung. Jeder Querjdnitt des folgenden
ftellt namlid) dbas ftatifdhe Moment vom Querfdnitt des
borhergehenden in Begug auf bie Grundflide dar. So it
3 B. Gh bad ftatijge Deoment von G in Bezug auf die Bajid, @ 4% dad
ftatije Moment von Gh in Vezug auf die Bafis. Ebenfo exhalt man
al3 ftatifdjes Moment des Duerjdhnitts in Hohe y beim exjten Korper Gy,
und ebenjo grof it die entjprechende Duerjdnittsflache des sveiten
Storpers. Das ftatijhe Moment davon in Bezug auf die Grundilade
it (Gy)y = Gy®. Die gleih hohe Querjhnittsiliche des Odritten
SQorpers ift ebenjogrof. Demnad) mufy and) dfibereinftimmen
per Jnhalt bed zmweiten Korpers mit dem jtatifdhen Momente
ped erjten in Bezug auf die Grundjlade, der Jnhalt des
pritten mit dpem ftatifden Momente bed zweiten. Die Jubalte

i : = = ) =5 =y N

find der NReibe nad) G, Gih = G 51 Geh =G 5 ° n ber That

ijt bag ftatijdje Moment Ded erften RKorpers Gh .- =G 'u, Das
: . T2 B S

Des iveiten (13(5- L) = @G ; il el o

3 Fig. 165a ift aud bem britten Kbrper ein bierter derart ab-
geleitet, daf twieberum ber Querjdnitt in jeber Hobhe gleich dem
ftatijchen Momente ded gleid) hohen Querfdinittd bed vorigen in Besug
aufbie Grundildce ift.

Bei leistevem hat Fig. 165a.

man in Hobe k den vt
Sduitt GE%, Ddefjen (  6.=0Ck j
ftatijches Moment G 43 \\\————’/g
ift. Sn Hohe y Hatte !/
man Gy ;f e ?’: e )
— Gy°. Dad Mio:- \ _lr"f
ment ift Gg®. Beim IR e
anbern Korper 1jt bes- / i),
halb in Hihe y bder f./ /
Sdnitt Gy*® ange: / 74 :
geien.. i it L gt et )
aber bad Moment ded

. g i O [ 8 ht e ey :
borigen storpers g (_1 h) = (ry T venn der Sdywerpuntt liegt in

- 3 T T T : 0 Al r = W/
$obe 4. Folglih ift der JInbalt des lepten Kovpers ebenjalls G [
pber Grundflache GA* mal Hihe A dividbiert durd) 4. Wud er ge-

Holymiitler, Mathematif. I 2 Mnfl 16

e
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nilgt der MNeiwton-Simpjonfen Formel, benn fitx ibn ift U =0,

o Ve ey AR T B e (BT :
0= G Jr.’n, M= Gy’ = lx ‘ 5 P = =7 aljo 1)t 0 -0 + 4 j.)’_1
\ 2 : A & : x|
h N tog Gr]  Gh' . e e :
== I_() G e el = 7. = J, womit bdie Fovmel be-
J L i | =

ftatigt tird.

@ombiniert man alle 4 Rérper in der befprochenen Weife, fo folgt:

Hat ein Kirper in dex Hohe y den Querjdnitt

a -+ by + ¢y + dy’,
fo ift fein Snbalt Bi3 zur Hohe A
J = f |_r S QLA ,'IIJ.
Brobe dburd) Rednung. Der Duerfdnitt in Hibhe O ift
(U3 -{— b-0 "]I— ¢+ DP -":- d-0? = da,

ber ©dnitt in Hobe £~ ift a 4 bk + ch” an’,

h h 52 r‘,re_.:
I 1 1 " g " o "]I' I'l-'_z —|— C i + fl 3
olgtid) ift et
} | S o
h i 7,2 N bh ch? adh®\
— ATt (at oh ot o di®) + & (a kO o+ 5+ )]
hr ; . . hhE e AR .
L [oat o S 4
¢ B & 9 4 7

dpert es Handelt fich nad) Obigem wm bdie Jnhalte der viev Eingeltorper.
S Fig. 165b ift bad Uneinanderjeben von Kirpern jolder Art
peranjoulicht. Dentt man fidh) den o tm Aufrif gezeichneten Ge-

~ aE 1
. 1Lbob.

s l|’IJ_'f.-’ ek’ Zh°
i - > —
: i
|
| a | By iy
iri bl | e 2
|/-
¥ /

!

' 4 bt Emes SESSSEEEE

famttorper von der Dide 1, fo gilt Ddie Formel jugleih von dex
Borverflicdhe. Die Regel lautet dann folgendermafen:
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Hat eine chene Flade in ber Hohe ¢ eime Querlinie, die fidh
nad) der Formel
ay = a + by + ey® + dy®
bevechuen [aht, Jo ift ihr Fladeninbalt
e L : 2 7 2
F—2[U4 04 41] = ”I‘ e OB L ch

6 | )

| -EHr"_

o

Wollte man eine Poteny Hoher geben, fo toiivde Jid) zeigen, dah
ver Qovper vom Queriduitt Gy* der Simpfon-Regel nidht mehr ge-
hordht, fie gilt nur von den
Simbion|chen Korpern bid zum dritten
Girade und von ihren Combinationen.

Beijpiel. Bei der Qugel it
ber Madiud 2 in Hohe y Fu be:

vedpent qud 2 = »* — (r — y)®
= 27y — y°. Died ift vom 2'eN
Grave, folglid) gilt die Simpjon-
Regel. Bei der RQugel ift U = 0,
0=0, M=7r*z. Demnad) ijt
e f (U + 0+ 4]
hr : ; | : 5 4 g
= _tl -+ 0 4 4 f"| poer, Da k= 27 1, J = g orim.

Weitere BVeijpiele werden jpiater gegeben.

64) Sweite Ableitung.
Man zerlege jeben Dder Dejprochenen Kirper in = horvigontale

e e Sl h =% : it pm e

Sdjidhten vou gleidher Hihe - Dann hat ber erfte Riorper (Cylinder
i - St A = - ahl 4 5 24 :

ober Pridua) Sdidten vom Jubhalte —, Fujammen aljo vom Jnbalte

ah, was felbitverftandlidh ift.

Beim ztweiten Kivper (Dreiectstorper) denfe man fid) bie Sdhichten
af8 fenfrechte Pridmen, twobei allerdingd Treppenvaume auftveten. Die
(esteren werden aber unfichtbar, wenn mai » unendlich) qrofy annimmt, jo
dafy der unendlich fleine Fehler vernachldfjigt werden fann. Die Vter-

. . Ay : i g ot T 3h
fdpnitte find der Reihe nad), wenn G, =Ghijy, G, G-, G~ -,
| Bt (: v ’

nl o e A S 5 AL e e
& “, aljo bie ©didhten zujanmengenommen (Piultiplifation jeves
n . :

. R,
etngelmen nut -
k ¥

2 a5 L 8h2 _nh? L
Q I-’:_,_ G— 1@ ’ 4o _|r_ ar s — G

"n- ,Jg"' T Tt
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Fiir n = oo ijt der Bruch nach Arithm. Nr. 38 gleid ]; alfo ift
G 1L
o=

]

Beim dritten Rbrper ift G, = G 1% aljo find nad) Obigem die Qater

e ; A 2°h* B n2h*
jchnitte der Reihe nad e’_:_ 5, & == (& ey G ’!, , aljo die
. ¥ i T (4
Sdichten jmmmmumnnmmcu
h* h G £ 3 J"J n*h® h
G L @ G T o i
P —|— + : n: n
1% - 2¢ | 3® e o e
— G1 A = G-
n* 3
filt » = o0.
Diefelbe Methode giebt filr den Kirper mit Dueridnitt g, = Gy°
2 e T . 1;! o 15 (:_:2\ :_3!: R ] 1) ”H = 'j“l_m e
benn Jnbalt GA* t i + ; = G-, fiiv den Korper
1 4 r
ST T : = PR 17 - ) P |- il . 2
mit Qaer{dnitt g, = Gy den Jnbalt GAPT =T
C; h_"" | " :
P —|— 1

Sebe diefer Fovmeln nennt man (ber Summation der unendlid)
pielen Schichten twegen) eine Summenformel. Sebt man jamtlicdhe
Qbrper zu eintem ufammen, jo jolgt:

Hat ein Kovper in jeder Hohe y ben Duerjdnitt

Oy = G + f:?} JI—- ,‘ﬂ!! —|— IE_E.;E; + ‘e —I— ky?,

fo ijt fein JInhalt von der Hohe 0 big zur Hihe 2

h p o 77,4 p -1
i ah | bh i ch S F dah AP S h _
i B IR g 2 e e T B

Wud) diefer Auddrud wird aud dem obigen Grunde ol Gummen:-
formel beseichnet. v ift weit allgemeiner, al8 die Simpjonjde Regel.
Geht der ﬁltmd)mti blpg bid zur 3t Potens, und bilbet man
7, 0 und M, fo findet man tvie in Nr. 63, daf
':‘ S g S ”; + ‘T‘ —J
ijt, womit die Simpjon=Newtonjde %_}tc.qu[ unabhingig von den fritheren
Betvadtungen gefunden ijt.

Bemerfung., Bei diefen vom 0" Hig jum p'*™ Grade gehenbden
Ginzelforpern it wicderum bder Duerjchnitt jebed eimgelnen bei ent-
fprechender Annafhme (¢ =b =c = ---) dad ftatijhe Moment Yom
gleih Hohen Duerfdnitt ded vovangegangenen, fein JInbalt gleid) bem
ftatijchen Pomente ded vorigen Kovpers. Man dritctt fih aud) jo aus:
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Der Jnhalt bes 21" Qprpers ift bad Moment 1*° Ordnung bed exjten,
per Des dritten dad Moment 2°* Orduung ded erften Kovpers, ver Jnbalt
pe3 vierten dad Woment 3% Ordbnung ded erjten Korperd u. §. w.; die
Sahlung fann man beginnen, two man will. Die Momente 2t Ordnung
jind von Widhtigleit als Jogenannte Tragheitdmomente, bei denen
aljo jeded Raumteildhen mit dbem Quadrate ded Abjtanded bou bder
Ebene multipliziert wird. Dasd Wefen und die Bebeutung dber Trdgheitss
montente verden in der Wechanif erdrtert. Die Summenformel gilt
aud) von ebenen Flader, wenn die Querfdnittslinie fiiv die Hohe v fidh
nad) der obigen Formel (fiiv g,) bevedynen Ilift. Vezeidhnet man aljo
bie Rurve z = y? al8 Parabel p'*T Ordnung, fo jdhueidet fie bont Fu-
gehovigen Redhted (bezw. Pavallefogramm) den (p - 1) Teil ab.

65) Beijpiel. Anwendung bder Sig. 167
Summenformel auf die Halbfugel o
und einige ihrer Pomente. /-' ‘\\
a) Inhalt. DeerSdnittinHobeyite, , | & N\
= x’m = (r* — ;s;”):r = yix — mo. #fh B | ,:‘1,_,»-' \\

Folglih Der Snbalt der Shidht big |
sur Hihe & nad) ber Summenformel

]

J=1r"mh — 7

(=~ ]

Sebt man k=, fo wird

a) J = rfmy —

O |~
[}

wasd ticklid) der Jubalt der Halbiugel ift.

b) Statifdes Moment im Bezug auj oie Grundflade.
Der vorige Duerfdnitt ¢, ift mit y su multiplizieven (jtatijches Doment!),
Der neue ivird - 3

Gy = remy — mwy”.

-

Die Summenformel giebt von Hihe 0 bis Hohe & al3 ftatijdes
Moment der Schicht

3 my
=g s
- =

Sebt man k= r, jo entjteht al3 Moment der Halbingel

; S it i
b) ﬂ.r:;*"frﬁ— e

¢) Die Shwerpuntishohe der Halbfugel Die Sdhwer:
punftshivhe », multipliziect mit dem Smbalte giebt bdad ftatifche

o , o L o | it o .
WMoment, alfo ijt v, - (;3 P rolglich

c) Yy =7

8
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d) Traghettdmoment der Halbfugel in Bezug auf die
Grundflade Der vorvige Querfdmitt ift mit y ju multiplizteven,

aljo iwird jept T L
gy = 7wy’ — my*.

Die Summenformel giebt ald Trigheitdmoment der Shidht von Hihe
O bis Hibe &

, ey 1.5
[ =" — — 95—
4] ¥
Sebt man k=r, jo findbet man af8 Trdgheitdmoment der Halbfuge!
2% m 9 T-l 2 h
d) Rk — = = Foa .
/ 5 15

Fiiv die gange Kugel erhilt man ald Trdgheitdmoment in Bezig
anf einen Hauptjdnitt

8) T = ~yom = i‘i PO )— = J-

@ind D F und BC die Projeftionen ziveier Hauptidnitte der Kugel,

pie auf einanber fenfrecht ftehen,

&ig. 168. jo dag A bdie Projeftion ihres

S Ginitas AP tn at 2

! ©dnittez ijt, fo ijt y* 4 ,*

@ P~ 5 s i

R A & = ¢°. Fiir ein Raumteilchen m

A it alfo my* 4+ my,® = me?,

0 'y fiitc  viele Raumteildhen alfo

' = r Zmy* -+ Zmy® = Zme?

- |~ ! b. h. bagd Trdagheitdmoment in

A : = Bezug auf die Adhje 4 ift die

B ©umme bder Trdagheitdmomente

fiiv bie Houptidnitte BC und

DE. Aljo ift fiiv die Qugel dad Trigheitdmoment fir einen Durd)-
mejjer ald Acdhie

- 5 w
y 9 gt 9 g

t) L=yl 53 1 = 1w = ( ) e I
3 = o \ & s b

Die Mechonif fept ftatt J die Mafje m der Kugel, jo bdafi
g) T'= ;:'HH‘” foird und (6§t mit Hiilfe diefes Ansbruds sahlreiche
Aufgaben iiber die Dynamif der Rugeln, 2. B. ded Groballs,

Diefed eine BVeifpiel mibge anbdeuten, von tie anfervordentlicher
Lragioeite die Summenformel ift. Ruv fiiv a) b) und ) tviide bdie
Simpjonjdhe Regel ausgereicht haben, fiir die fpateren Entiwidelungen
aber nidt, da bie , Querjdhnitte” {iber den dritten Grad inausgingen.
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IX. fRugelbetradyfungen mit kartographifhen Anwendungen.

66) Fig. 169 ftellt ecimen Rveid dar, an den von P qud
Zangenten gejogent jind, fo da DC bdie Berithrungsjehne (Polave)
. Jebe Selfante PF enthilt havmontidhe Punfte PG EF, zugleich

ijt PC* = PE - PF, aljo, wenn man PC =1 {elt, PE = T

ity PF = —. (Juverfion.) Ferner ift MQ- MP = MA?
. PE Lad . ) I ME-ME=HA",

aljo, wenn man » = 1 jeft, M = WP (Geometrie Nr. 74.)
Dreht man bdie Figur Fig. 169,

um die Ucdfe PB, {o ver-
wanbelt i) der Kreid in eine
Sugel, bie Tangente PC
giebteinen Tangententegel
PCD, undalle Tangenten
vont P an die Sugel jind
etnander gleid)  Die
Gerade DC wird bdie Be:
rithrungdebene desd Tan=
gententegeld, aud) Polar-
ebene Ded Vunftes P genannt. Jede Kugeljefante ift harmonijdh
geteilt, benn PG EF bleibt bei ber Drehung ein Havmonifdes Puntt-

{pftent. et man PC =1, jo bleibt fiix bie Kugel PE = By

per Teil DAC bder RKugeloberfliche ift aljo bad JInverjiondbild bed
Feils DBC. Wuch bleibt allgemein PE- PF = PC* Gept man aber

- 7, : : 1
MA =1, fo ift wicder MQ = 375-

Berjuche diejelben Betradtungen fiir einen Punkt P innerhalb
per Quqgel und feine auperhalb liegende Polarebene.

67) Sn Rig. 170 ift der Kreid M, dag Jnverfionsbild bes
Rreifes B gegen Den jpiegelnben Kreid 0, alfo 3. B. 04- 04, = 0C?,
0D -0D, — 0C?, OE-O0E, = 0C"?, ober, tenn 0C =1 ge:

1 Leize 1 . <
R T, ¢ i T —— i —— 1 :
fept wird, 04, = 5, 0D, 0D O FE, on I W 0 ift

duferer Abnlichfeitapuntt der Kreife M und M.

Dreht man die Jeiuung um die Adje OMI,, fo entjtehen
Rugeln. Folglid): Das Jnverjiondbild einer Rugel gegen eine
andere Qugel ift ftetd eine Kugel. Dad Inverjionscentrum

ift Mhnlichteitspuntt beider Kugeln.
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Fig. 170.

Sdyneidet der Kreid
M den {piegelnden
frei3 0 redtivintlig,
fo ift fjein d&ufserer
Teil bag JInbverjions:
bilb ded inneren (Fig.
171). Durd) Drehung
um O M entjtehen 3tvei
{idh redhtivintlig Jdynei-
penbe Kugeln. Man
erfennt:

©dneidet eine
Rugel die jpiegelnde Rugel vedhtivintlig, fo ift thr duperer
Teil dad JInverfionsdbild bed inneren

' i

I 1

Fig. 171, / _HE\‘\. \ !

: . {

7 s ., 7 Nes -.
: >‘”'“““\ [ 7 R
/ / \ \ \ S

ot

o
.-""'-\ )
i

Ebenjo folgt: Geht eine Kugel durd) dasd Jnverjiond:
centrum O, fo ift ihr Spiegelbild eine Ebene, denn aus L — &0
folgt, daB da3 Spiegelbild fih ind Unenbliche erftvedt, jo daf ber
Radiug ded Bilbed unendlich grofp ift. Weriihrt dabei bie durd
O gehende Rugel die fpiegelnde Kugel, jo ift 1hr Bild eine
Tangentialebene. (Fig. 172.)

68) Die fjtereographijdhe Projeftion von Hipvpard:-
Piolemdans.

St Fig. 173 fei O dad Jnverfiondeentrum, 0C = 1 der Rabius
bed Quverfionsdfreifes, fo daf KL da3 Spiegelbild ded Rreifed M ijt.
Mg 0A-04, =0C*=1 undb OB 0B, = 00 =1 folgt
0A:0A, = OB - 0B, ober 0A: 0B = 0B, : 04,, und ba <5

17 P .I"-
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fich felbft gleich ift jo ift A OAB ~ A (}F]J“ folglidh <Ca=¢,
und << f=4,. Folglich find im Bieved A BB, C, je 3ivei gegeniiber-
liegende Winfel zujammen gleid) 180° um Wm !Ewu*cf [dft fid) aljo
ein Rreid befchreiben. Da nun die Punfte B und B, Dbeziv. 4 und
A, fid bei der Jmverfion gegenjeitig entjprechen, jo ift der Rreid
ABB; A, ein foldher, der fein eigned Jnverfiondbild ijt, ». h. er
]x{umut ‘u‘n Kreis 0 rvechtwintlig.

FHig. 173.

0

K

et ftelle der Rreid um O eine Qugel dav, ebenjo die Rreife
wm M und M,, fo daf die Tangentialebene K1 das Bild der Kugel
If ijt, wihrend die Kugel M, ihr eigned Jnverjionsbhild ift. Die
Tetere fchneidet die Rugel I in einem Rreife 4 B und die Tangential-
chene KL in einem Rreife 4, B,, da aber die Rugel M, ihr eignes
Suverfiondbild ijt, fo ift der freid 4, B, dbas Jnverjionsbild
bes RKreijes AB.

Mit andeven Worten: Projiziert man einen beliebigen
Qreid einer Rugel von einem Punite O der Kugeloberflade
ausd auf dbie gegeniiberlicgende Tangentialebene, jo entjteht
al8 Projeftion jtets ein Kreid. (Cr wird jur Gevaden, wenn
ber projizievte freid dburd O geht)

[Gleichseitiq exfennt man Folgenbes: Jn dem diefen Kreidiegel
ABO it nidht mux A B ein Kveisjdhnitt, fondern audh) A4, B,. JFeber
jdhiefe Rreisdfegel hat aljo ziwei *rmrs[umhmlu bon Qreisd-
fdhnitten, Shnitt und Gegenjdnitt.]

Sig. 174 ift eine Grunbrifgeidhmmg, O ijt ol oberjter Punit
der Rugel aufzufajjen und Hat diefelbe Bedeutung wie vorher. Ju O
fdneivent fich 3toei Rreife unter dem < e, ber zugl ei) der ibrer
Tangenten in O ift. Die Projettionsbilder ber beiben Rreije durdh
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O findb Gevade KL und K, L;, die zu den Tangenten i O pavallel
find. Folglih it thr Sdnittwintel «, gleid) bem Sdynittwoinfel der
Qrveife in dent Lunften O und P
Nun ift aber P* die Projeftion von
P, jolglidy: ®leichen Winteln
bei P entipreden gleidhe Win-
fel bei P/, benn e3 lajfen fid)
andere Kreije durd) O und P legen,
bon Dbemen bdadfelbe gilt. Folg:
fih: Die Projeftionsdbilber
{idh jchneidender RKugelfreife
foerben bei der Dejprodenen
Lrojeftion Kreife, die fid) un:-
ter Demfelben Winfel {dnei:
vpen. Folglidh gilt 3. B. ver Saly:
Dad Biifdhel ber WMeri-
dianfreije auj bder Kugel
unbd die jenfred)t jdhneibende
©dar von Parallelfreijen
geht Dbei der Projeftion von
einnem beliebigen SKRugelpunfte augd auf bdie gegeniiber:
fiegende Tangentialebene idiber in ein Kreidbitfdel durd
gwet Punfte und bdie basdfelbe redtwinilig durdiesenbde
RKreigjdar. Cin fehr feined Rueisbreied auf der Kugel geht {iber
in ein gleidwintliges, aljo dhnlidesd auf der Tangentialebene, folglid)
iird die Projeftion eine winfeltrene (iimunnicj und in ben
fleinjten Teilen dahnlide.

Sit alio 3. B. bdie Qugelflache durd) Meridiane und Pavallel
freife in fleine Quadrate eingeteilt, fo erhdlt man in der YProjeftion
pie Einteilung der Gbene in fleine Quadrate durcdh Kreidbiijdhel und
Rreidjdar, wie fie in den Figuren 79, 80, 81 und 82 der Plani:
metrie Dereitd bargejtellt ijt. Die dort dargeftellte Polarfarte,
bie Karte der Hftlidhen ober weftlidhen Halblugel, die bder
griften oder fleinften Wajfermaijfe, entitehen aljo jamtlid
purd) Centralprojeftion von einem Punite der Kugelflade
aud auf die jogenannte Antipodenebene.

Man nennt dieje *Projeftionsart die ftereographifde Pro-
jeftion von HDivpard:-Piolemdaud*)

) at

*) Mihrez fiehe in der , Einfithrung in dad jtereometrijde Beidhnen” und
unten am ©dyluffe bed Wnhangs.
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X. Bufamouenfellung der widtighen Bevedymmgsformeln
der Stereometrie,

1) Prisma und Cylinder, fenfrecht und jdrag, J = Gh.
92) Mantelflache ded fentrechten Eylinderd und Prismasd, M = uh.
r,r ;iln'

5]

3) Dadyforper, J =

4) PRyrvamide und Kegel, J =

5) Regelmantel, M = rmxs.
e PEE e G4 6
6) Stumpf ded Dadytorpers, J = T} L b

7) Segelftumpf, jenfrecdit und jdrag, J = -+ ro 4 o° |

-

3) Manteldes Kegelftumpfd, M =(r —-—u‘x-r~ wos=}(r— o)+ 1%
9) Pyvamiden: und Kegelftumpf, J = |(" -+ V(r(r - rJIJ

10) Rugelinhalt, J = =,

i}
“

11) Rugeloberfliche 0 = 4 r'x.
4 i et xh? [, Ry I 9
19) Qugelabfduit, 7 =" (37 — ) = % (8.2 + 7).

13) Sugelondjdnitt, J = 5 r*wh.

14) Ralotte und Jone, 0 = 2 rwh.
. ” - T I.! g .rll
15) Qugelidjidt, J = |3 a® 4+ 30 4 A

16) Jnbalt Ded ‘Qrcfﬁntgwfmpué, J=20nk.

17) Mantel des Drehungstorpers, M = 2 ¢'xs.

18) Abgejdrigtes Prisma und Lt}[ru‘m J =G - (wo G der
Novmalfdhnitt und 7, die Hohe fiber feinem @d}tm‘wmlttt ift).

19) Abgeichrigtes Prisma und Cylinver, M = wu - he (w = Pe:
1‘1;11;01‘%& ped Normaljdnitts).

20) Newtor-Simpjonide Formel fiiv Korper mit Querjdnitt bis
sum 3% Grade:

91) Summenformel fitr Korper vom Duerjdnitt
g, = a4 by =+ e 4 dy’ + - - - 4 kY™

ah b R* ch® dah® kR?t 1 2
J = = '_1i_ o + g ":'— 4 ._|_ i _|_ - _ :




Finjte Abtetlung.

Die Grundlebren vOr oen
Segelldhnitien.

1) Borbemerfung. Seber cbene Sdhnitt durch einen jenfredhten
ober fdhiefen Qreidfegel Geift ein Kegeljdhnitt. Aud) dex fenfredhte
und fdhiefe Kreideylinder fann al8 Kegel betvadhtet tverdem, mur liegt
bei ihm bdie ©pike in unendlider Entfernung. Demnad) gehoren
bie Sduitte foldjer Cylinder su den Kegelfdhnitterr. Uber den Fegel-
ihnittent Yaffen fidh ebenfalls Ehylinder und RKegel ervidptem. €5 (apt
fidh seigen, daf aud) dbic ebenen Sdnitte diejer Gebilde Kegel-
ihnitte im gewdhnlihen Sinne geben Jft died der Fall, fo
bebeutet 8 mur eine Unffafjung von einem anbeven Gefidhtapunite
aud, wenn man fagt, jebe Pavallel: obder Centralprojeftion
eines Regelfdnitted giebt wieder einen RKegelidnitt. €3
{aft fich vermuten, daB, da Der SKveid ein Kegeljdhmitt ijt, 3aflreiche
feiner Gigenjdhaften fich auf die itbrigen Kegelihnitte iibertragen laffen
pber auf befondere Eigenjchaften der lepteven Hinfithren. Jtod) fei De-
merft, daf in dev analytijhen Geometrie jeder Kegelidhnitt eine ebene
Qurve ijt, in Deven ®leidung die KRoordinaten in feiner
poheren al3 ber zweiten *Poteny porfommen, und dap um:
gefehrt jebe ebene Rurve gweiten Grabdes einen Kegeljdnitt
bedeutet. ©3 Handelt fih alfo hier um ein in jich vbollfommen ab-
gerundeted Gebiet der Clementarmathematif, in toeldjed jedoch hier nuz
gin Einblic gegeben twerben joll.

I. Mie Elliple als Cylinderfdyniti.

2) Figur 175 ftellt einen fentrechten Rreidcplinber (in der
Parallelperfpeftive 1 : 2 mit Neigung 90°) bar. Durd) ben Punit I,

P
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feimer Achfe ift eine nach Pinten gig, 116-

gehende Horizontale C;D; (3 C D) ’ /-"E’T_“H\‘
gesogen und durd) biefe eine Ehene A e I ‘ 'l\
A, C, B, D, gelegt, beren Neigungs- 7 | o8 e =
winfel ald < B, 4; K = « 3 _34—"" ‘ \ i *'“\\\
mefien  ift, fo bap A4, B, die [/ |29 HeH 0

Richtung threr fteiljten Geraden anz
giebt. Die Shnittturve 4,C, B, Dy
peiit Gllipje. Der Grund: |

G(lipfe die [dhrige Pavallelz

freiz ift eine fenfredhte Pro- : - : -:
jeftion Diefer CEllipje, bdie f/./'! Z| ﬁ ‘“‘*f\
projeftion Ded Rreifed auf I"\_-_ ‘ |

bie Gbene 4,C,B,, Dbei der o ‘ J :
junddgft die Stvablen fenfrecht e

qum Sreife ftehen. Jede Hovigon:
tafe F, F, der Glipfe ift gleid)
und parallel ihrer Projeftion EF,
jebe fteilfte Gerade Gy H, (|| 4;B;)
fteht zu ifjrer Projeftion GH in
vemjelben Berbhaltnis, wie M, B,
: M B ober tvie 4, B,: Ab. Gamt:
liche TParallelen zu C; D, in Dder
Ellipjenfladye find durd) 4, B, hal:
biext, jamtliche zu A, B, pavallelen
Gehnen find burch) ¢, D, Dalbiert.
(Warum?) Folglidh:

Verldngert man bet ei-
nem Rreife die fenfredt gegen
einen Halbmejjer gezogene \\.LH::
Pavallelfdar von Halbjehnen B
in pemfelben BVerfhaltnis, fo
entfteht eine Ellipfe. (Jn Fig 176 ift 1:2 getodhlt.)

Der verlangevte Durchmefjer 4, B; beipt die g rofe Achie, bex
wnveriinbert gebliehene O D Beifst die fleine Adhje dex Ellipfe. A, B,
und CD finb die Mittellinien bes ber Ellipje ju umjchreibenden
Hauptredhteds. Beide Geraben jind Symmetriead{en®) der Cllipje,

=
|
k

*) Sdenn in Fig. 175 die Gerade 4, B, nidit wie eine Symmetrieadhie
augfieht, fo Hat bied mur perjpettivijde Grimde. Man muf zioijcden wirklidyer
und jceinbarer Symmetrieachie unterichetven.
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Jinfte Abtetlung.

Die Grundlebren von oen
Stegellfhnitten.

1) Borbemerfung. Jeber ebene Schnitt duvd) einen fentrechten
ober fdhiefen Rreisfegel Deift ein Kegeljdnitt. Auch ber fenfrechte
und fhiefe Kreigcylinder fann afs Regel betvachtet twerdem, nur [iegt
bei ihm Dbie Spipe in unendlider Entfernung. Demnad) gehoren
die Scnitte jolder Cylinder su den RKegelidhnittenn. Uber den Kegel:
johnitten laffen fich ebenfalls Cylinder und Kegel ervichten. @3 laft
fich seigen, daf and) die ebenen Sduitte diefer Gebilde Kegel
fhnitte im gewdfhnlidhen Sinne geben. Jjt died der Fall, fo
bedeutet ed nur cine nuffafjung von einem andeven Gefichtspuntte
aus, wenn man fagt, jedbe Pavallel ober Centralprojeition
eines Regelidnittes giebt wieder einen RKegeljdnitt. €8
{afit fich vermuten, daf, da Der Rreid ein Kegeljdnitt ijt, saflreiche
feiner Gigenfdhaften fich auf die itbrigen Kegeljdhnitte itbertragen fajfen
ober auf bejondere Eigenjdhaften der lehteren hinfithren. Nody jei be-
mectt, baf in der analytijhen Geometrie jeber Kegeljdynitt eine ebene
Quroe ift, in deven Gleidung die Koordinaten in feiner
hoheven ald Der sweiten Potenz vorfommen, und daf um:
gefehrt jebe ebene Rurve zweiten Graded etnen Regelidnitt
bebentet. ©3 Hanbelt fidh alfo hier um ein in fidh vollfommen ab-
gerundeted Gebiet ber Clementarmathematif, in weldes jedoch Hier nux
eitt. GinblicE gegeben twerben joll.

. Mie Elliple als Cylindexfcynitt.

2) Figur 175 ftellt einen fenfrechten RKveidchlinder (in der
Bavallelperfpettive 1 : 2 mit Neigung 90°) dbar. Durd) den Punkt If
1522t 1



I. Die Ellipje alz Ehlinberfchnitt. 955
punften desjelben (4D und BC) {ind parall
fdhar. Die mqtntun in ben Eudpuniten
fdar gehorigen Durdmefjers
GH, aljo AB und CD, jind
parvallel 31t dem halbievenden 27 ——T—x
Durdmeffer BF. Die Sehnen | ;
ber Paralleljdhar ftehen bet | o ‘ i\‘\
ber Glf{ipje unter einanber ,/ . G i Y
in bemfelben BVerhdltnis, wie | NI \
bie entipredhenden Sehuen Et++—+ i T b !f
beim Rreife. So ergiebt jid) b e A
3. B. Folgenbdes: I\ | ' |

Qeqtmandieindemfelben | \ £y | /
Berhaltnis verldngerte oder PN _ B ,
perfiivyte Paralleljdar bvon ;-3,5--4—----—':'--\-—'.----'/-— =D
Sefhnen einesd Kreifes
int belichiger Ridtung
al3 Parvalleljdhar an
ben Durdymejjer an
(wie e3 porher unter
90° gejdhal), jo ent:
jteht eine Ellipje. -

je 1 jur Sehnen=
7y 2
0

ur Sehnen:

e o
L]
5

5) An bdiefer Ellipfe famn man mit ieber Paralleljhar dasdjelbe
miederfolen, ftetd entfteht twieber eine Cllipje, die man aucd) divett
aud bem Rreife entftehen laffen fonnte. Dasfelbe erveicht man, indem
nan {iber einer Glipje einen beliebigen fdhragen Eylinder fonjtruiert
uitd Diefen ourd) eime gang beliebige Gbene jdmeidet. Folglich:

Seber chene Sdnitt durd) jedben beliebigen L’]’a‘ﬂft‘t‘d}h‘u
ober fdhiefen) elliptijdhen Eylinder ifjt eine U ipfe, jede be=
(iebige Parallelprojeftion dex Gllipfe ift eine Gllipfe. Jm
fpesiellen Falle treten RKretje an bie ©telle der Clipje. An jedem
elliptijchent Eylinder laffen jid) @reiaidhnitte auffinden.

Der Kreisd und die \111111[ erjdjeinen in 1dnum1 LuLaHL!
peripeftive jtets al3 Ellipfe, ihr von ber Sonne auf eine
Ghene geworfener Sdatien ift ftetd eine Cllipfe. (Tangentenz
enlinder per Somnenftrablen an der Kugel )

6) Halbiert man zwei parallele Sefhmen der Ellipe, o

burdh Verbindung der ‘oaIbicrltnréuunfrt ben Halbievenden
der Sehnenidhar, und bdie Figur [dpt i su eirtem umbejdyricbenen

rhalt mat
wdymefjer

.

er
Dy
- Ji |
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256 winfte Abteilung: Die Grunblehren von den Kegeljdinitten.

PRarallelogramm ergdanzen, dejjen Bervithrungdpunite den WMittel-
{inien angehdven. Dieje bejondere Wrt umbejdhricbener Parallelo-
gramme Dat die Cigentiimlichfeit, dah, wenn die eine Ridhtung gegeben
ift, bdie anbere Rihtung nicht mehr beliebig gegeben twerden fann,
fonbern bereits bejtimmt ijf.  Je ztvet fo ujammengehirige Ridhiungen
Iw(g{‘.tci)uet man ald fonjugierte Ridtungen, die durd) fie gegebenen
umbejchriebenen Pavallelogramme Heifen Konjugievien=Parallelo:
gramme. (Bergl. ABCD in Fig. 178.) Die lepteren find ftetd al3
LBarallelprojeftionen eined umbefdriebenen Quadbrated am
Rreife aufzufajfen. JIm obigen Sinne pricht man von fonju:
gierten Durdymejiern, fonjugierten Sebhnen u. {. iv.

7) Pan denfe fich einen jdrdg liegenden Kreid mit mehreren
umbejchriebenen Quadraten fenfrecht auf die Horizontalebene projiziert,
fo baf eine Ellipje mit mehreven umbejdriebenen Konjugierten=Parallelo-
grammen entjteht. Jit nun « der Neigungstvinfel der Kreidebene, jo erhilt
jever Flachentetl F' tn der Projeftion den Juhalt Fcose. Da aber
alle umbejchriebenen Quadrate ded Rveifed fladengleidh ind, jo folgt,
paf famtlidhe RKRonjugierten-Parallelogramme der Cllipfe
fladengleid find. (Jeded hat ¥, = F cose, wo F die Duadrat:
fladge ijt.) Da ferner die Kreisflade fidh zur Duadratfliche hier wie
r*m : (22)% ober tnie = : 4 verhilt, jo verhdlt jid) die Ellipjen:
flache 3u der jeded Ronjugierten-Parallelogramms wie m: 4.
©o ift 3. B. der Jnhalt ded Hauptrediteds der Ellipfe mit den Halb-
adhfen a und b gleih 4 b, folglid) ift die Ellipfenilache gleidh
(4 a b) Z: abm, was fidh anch aud der juerjt gegeben Konftruttions:
methobe (in Nr. 2) ohne weiteresd ableiten laft.

Sind ferner ¢ und d die unter dem Winkel o aneinander ftogenden
Seiten ded Konjugierten-Parallelogramms, jo ift deffen Fladeninhalt
Fy = cd sine, der ber jugehirigen Clipje aljo, die in den Sdnitt:
puntten der Muttellinien bevithrt, ijt

L T
F'=— —¢d sin «.
4

Da jig in dad Parvallelogramm nod) andere BVeriihrunggellipfen
eimjeichnen lafjen, jei oie bejprochene afd8 bdie Haubtellipfe bes
Barallelogramm3 bezeidhnet. [Den Umfang der Ellipfe zu bevednen,
ift mit elementaven Hitlfamitteln nicht moglich. |

8) Ginige Mbungsaufgaben.

a) Bu einer gegebenen Gllipfe den Mittelpuntt und
pie Adpfen zu finden.



I. Die Clipje al® Cylinberfdnitt. a57

Huflojung. Die Halbierungspuntte pavalleler Sehnen beftimmen
einen Durchmefjer, Ddeflen Halbiexung bden Mittelpuntt giebt. Ein
Kreid um den lepteven, der die Eliple tn vier Punften jhneibdet,
giebt Sefnen, deren Ridtungen mit den Adjenvidtungen iibeveinftimmen.

b) Su einem Gllipfenpuntte die Tangente utonftruieren

Nuflojung. Jiehe ben zum Punfte gehorvigen Durchmefjer,
halbiere ihn und ebenfo eine pavallele Sehne. Die Verbindungslinie
der Dalbierungdpuntie giebt die FTangentenvichtung.

¢) Jn ein gegebened Parallogramm bdie Hauptellipfe
eintzuzeichnen.

Nujlojung. Man zeidhne iiber der Grumdlinie ein Quadrat mit
bem einbejchriebenen Rreife und ftelle Fig. 177 und 178 her. (Bergl.
aud) Fig. 179.)

. Fig. 179,

9) Wint fitr die Parallel: (¢
peripeftive. ©oll in bad Parallelo-
geamm ABOD (Fig. 179) bie
Hauptellipje  jdhmell einjlizziert
twerden, fo ziehe man die Diago-
nafen AC und BD und durd
thren Sdnittpunft M bie Mittel-
linten EF und G H, welde die Be-
rithrungdpuntte geben. Die Halb:
freidlote JK und LN geben
Pavallefe PQ und RS mit bden
Glipfenpuntten K,, K,, N,, N,,
purd) ivelde Parallele zu den
Diagonalen zu legen jind. ©o er:
halt man 8 ZTangenten mif Dden
Beriihrungdpuntten , lwas 3uin
Sfigsieren der Ellibje ausreiht. Der
RBergleich) mit der Kreisfigur evqiebt die Ridhtigleit.

Undere lbungen findet man in der ,Einfithrung in dad fter.
Beidnen”. Die Sibe iiber Pol und Polare, ebenjo die Gibe von
Ragceal und Briandjon gelten auf Grund der Pavallelprojettion
pont ber Cllipje ebenfo, wie vom Kreife.

10) Berithrungstugeln und Brennpuntte der Ellipje.
Xiq. 180 ftellt einen Rreideplinder mit fdriger Sdnittebene
par, in den Beriifrungstugeln foweit eingejchoben find, bak jie bie
Sdynittebene in F und F, berithren. [Bon biejen fugeln find in
Fig. 180 mur bdie Hauptfreife gegeichmet, denm gemai genommen
L, 2 Ml L i

Dolsmaller, Mathematit
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g 00 mitften die RKugeln ald Elipjen
/,\ ‘Tiq‘ﬁciucu |  DWerbinbet man einen
S \\\ befiebigen Punft X der Sdnitt:
R s e e \\’ curpe mit 7 und 7, und legt man
Lot T\ burd) X die Gerabe GH auj ber

Eylinderfliche, bdie pon dem Be:-
vithrungsdtreije €D bid zum Be-
rithrungteeife E.J veidht, jo find
FX und XG ald Tangenten an
die untere Qugel einander gleid),
ebertfo F, X und XH al8 Tan:
gentent an die obere Kugel, folglich
it FX + XF, ='GX 4 XH,
oder p + g = G H. Nun it aber
ber Ubftand G H der parallelen
freife CD und EJ iiberall ber:
jelbe, folglich mup aud) die Linten-

i _//:. ; ﬁnn*-m* p + g fiiv alle Punfte der
ol B e e S Sdymnittfurve diefelbe Grife Haben.
x ! N Man nennt F und F, aud einem
I/ »"“l?' /’ e T ipdter zu c‘rﬁ*tcrn‘i\.cn &runbe Ddie
ak P ' | Brennpunite der Ellipje, ibre
| A S i S T :lmunlblluusﬁuwn mit einem be-
£ L g )J {iebigen TPunite der Peripherie be-
'!‘-"_\.x ‘ /,-”" seichiet man a8 zujammengehirige
"\\ ol L o Brennftrahlen. Man hat aljo
S ¢ P pent Saty:
ey Die Summe zujammen:

gehbriger Brennjtrahlen der
@llipfe ift eine fonftante Grofe

A B 1t die qrofe Uchie der Ellipfe. 1’[1n" tfn' {iegen 7 und F in ders
fefben Entfernmung e von 3. Man nennt e die Brennweite ‘\Ll Ellipfe.

11) Hufgabe. Eine Ellipje von gegebener Brennivette e
31 Entﬁ\:uicrvn fitr weldye die fonftante Summe der Brenn:
ftrafhlen gleid 2a it

‘}{ui[unmg. Man lege FF, = 2¢ (Fig 181) Dbeliebig bhin

Yuf KL — 2a tihle man einen beliebigen Teilpuntt Z und jchlage
mit KZ = p und ZIL = q Sreidbogen um F und ¥, bie fidh in

soei Punften P und P, jhneiben. Wedhfelt man fitr jede Birfel:
dffmung den Brennpuntt, fo findet man nod) Py und Py, alfo im gangen

ir
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bier fymmetrijch Iliegende Fig. 181.
Runtte der Gllipfe. Madt X
man JT{/ — Zf!, == fjr T" '\\\‘

finbet man die Endpunite C
und D der feinen Achie b
macht man K2
und dbemnach ZL =a—e,
fo finbet man bie Enbd: /' 
punffe A4 umd B Dber 1=
arofen Achje. Grofer als %
a - e baxf man KZ nidt
todhlen, wenn fic) die beiden
Bogen chneiden follen. K
Bemerfung. Davauf
Gevubt die befaunteFaben: e L
fonftruftion der Ellipfe
Uuperdem erfennt man, daf 2 — af — b® ift. Wie finbet man alfo
and den Achjen die BVrennpunt fte einer gegebenen Cllipje?

9) Mufgabe. Gegeben F und Fy und die Brennjtrahl-
hnumu 2q. IWelder Punit des willtiicvlid von F aud ge:-
aogenen Strafles FX ift ein Punft der gejudten Ellipfe?

Nuflojung. Dian nnciv IJ' 2a, 3iehe FyF,, trage Den
Sinkel I Fy F' = o an F, F, in Fy an, baf ein gleichidhentliges
Dreied I, F, P entfteht, hum; ift P ein J.knnt ber Cllipje, benn e
it #P+ F,P— 2a. (Warum?)

Brntcrhmg. Jeber Ll[apuupuuﬂ ift gleidhweit vom RLreife und
pom Brennpunfte F, entfernt. Die Gllipje ift alfo der geometrijdye
Dot feldher Punkte?

13) Bemerfung. CErrihtet man auf F,F, im Halbierungs-
punfte Q cin Qot @S, fo giebt Ddiefes ebenfalld den Glipjenpunit P
und ift sugleich dic Tangente Der Ellipfe in P

?x_-iil" P ift namld) p 4 ¢ = 24, fiie alle anberen Punite von
(S aber tiithe p + ¢ > 2a fein (vergleiche die Minimalweg-Anjz
qabe in Geom. Nr. 28), folglid) liegen alle Puntte von @S mit Aus:
nafme vort P aufierhald der Clipie.

rausd t sugleich folgenber Sapy hervor:

n[Lu vt man den Brennftrahlivintel, jo erhdlt man
Die "JLD‘LHH'[ll ber Gllipje; Halbierung feines Stebeniinfeld
giebt bie Tangente der E1lipje.  Folghd):

@ehen von dDem einen Brennpunite \“ul}tumt el aung,

57
il

q |~|-1

, R,‘)
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und denft man fidh diefe von ber EIllipfe (nad) bem be-
fannten optijden Gejebe der Gleidhwinteligleit) veflefiiert,
fo pereinigen jid famtlide zuritdgeworfenen Strafhlen im
anberen Brennpuntfe.

(Fallen hingegen von auBen Lidtitvahlen m dex Ridhtung nad
pem einen Brenmpunfte ein, fo werden fie fo zuriidgeworfen, ald ob
fie aug bem anberen Brennpuntte Fimen.)

Der Name Brennpunkt ift alfo optijden Urfprungs.

14) Alle moglichen Punfte F, liegen auf einem Rreife mit
Radiug 2a um den Wittelpuntt F, folglidh bdie Halbierungdpunite

Q aller miglichen Geradben F, F, auf einem Rreife mit dem halb fo

grofien Radius « (gefepmifige Vertleinerung , mit duferem Apnlich-
feitspuntte 7). Wan merfe alfo noch folgende beiben Konftruftionen:

a) ©dligt man einen Kreid um F mit dem Rabdius
F, I, = 2a, verbinbet man jebed ¥, mit F;, uno exvichtet
man in dem Halbierungsd-
punfte @ auf jedbem F, F;
ein fLot, fo erhdalt man
al3 Sdynittpuntte mit pem
entipredenden FF, lauter
Ellipfenpuntte P

b) Hat man einen Kreisd
mit Radius « (Fig. 182) und
in ihm einen beltebigen
Bunft F,, und erridtet
man anf jedbem Strahle
F.Q im Puntte @ der Peri-
pherie ein Qot, jo fdattiert
man die Ellipfe durd
(auter Tangenten aus. (Der
Qreid toird der umbejdiricbene Kreid per Ellipfe.) Diefe Konjtruttion
ift mit Hitlfe de3 Winteldreieds leidht auszufithren. Legt man bie Qote
didht genug an einanber, fo ift ein Ausziechen der Kurve fiberflitjjig.

wig. 182

1. Mie Ellipfe als Regelfdymitt.
15) Fig. 183 ftellt einen fenfrechten Rreidfegel bar, bder durd
eine jdhrige Gbene gefdymitten ift, die nur den einen Mantel, nicht
feine Grieiterung nac) oben frifft. Jn ben RKegel find Veriihrungs-
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fugeln eingelegt, bie zugleich &ig. 185,
bie @bene in F und F 5
periifren. Durd) einen will: '
fHivlichen Puntt X ber Sdynitt: /
furbe ft iviederum  eine .
®evade G-I auf der Kegel: AT
pberfldche vom Beriihrungs- LR
freife 2/ bid yumBeviihrungs-
freife €D gelegt, auferbem :
it X mit / undb F, ver: [ a
bunben tworden. Ebenfo, twie [0
im vorigen Abjdhmitt, ijt F X i S
— XG,F X = XH, folg:
lig FX+ F, X = GH. Da Z( | N
aber G H = DJ = CE fiic S e A e L)
pen auf der Regelflide ge: 4
mefjenen Abftand bder beiden ; \
Barallelfreife CD und EJ N E g I\'«.
einte fonftante Grife ift, jo ift L i S
X4 1 X fiiv alle Buntte ( G 3
ver  OCduittfurve  fonjtant, N\ ! 7
nffo, ivie bei Dem Sreid: e ! o
cylinder, p + ¢ = 2a. o dh

Der nur einen Mantel treffende Sdnitt durd den

fenfredhten Kreisfegel giebt aljo G{lipjen berfelben Art,
wie der Sdnitt dburd den Kreidchlinver.

16) Jn Fig. 184 = "
ift ABC bie Beidming R e e
cined fJenfrechten Rreis: 7ok
Fegeld. us ifm ijt ein D fme\
jdhiefer Rreisfegel ABC, B e &
padurc) abgeleitet, baR / b= =y
ieber Puntt nad) vedts ' ;
perjcoben ift, und zivar
um eine Strede, die pro: : / AU
portional ber fenfrechten
Entfermung von der Grund- PO i 65y "
¢bene ift.  Der ebene : i g b 1
Sdnitt DE geht dabet it N M o

cinen ebenen Sdnitt D, E, et e R s b
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itber, jo baf die Schnittfurve D, E, eine ‘Jgammﬁﬂmmaimn11Lwat"rut Sdynitt:
furve DE iit. Demnad ift aud) der Sdhnitt durd) den ]1E]un
Qreisteqel eine Ellipfe, jobalb ev nur nen eiten Mantel trifft.
Fololid): Die @entralprojeftfion jedbed Kreifes und jeder
@{lipfe ift eine Ellipfe, fobald bder Rrojeftiondtegel von
per Projeftionsebene nuv in cinem Marntel gefdhnitten toird.

Der -’”d}nth‘tt einer Qugel, in diefem Sinne geworfen, ift jtetd cine
Gllipfe. Die Rugel beriifhrt dabei einen Brenupunft diejer Ellipje.

(Bgl. die obere Rugel in Fig. 183 D) Die Endpuntte ded auj der Pro-
jeftionsebene fenfrechten Kugelburdymeifjerd twerden nad) den Bremn
puntten projiziert.

17) ‘Jéicuzcrhchn Bei dem jehiefen RKreistegel dev Figur 184
it BC, bie fteilfte, AC die am toenigften fteife Gerade ber Lber-
fliche. Dasd jo wanmmtn Dreied ABC, Dheipt der Hauptidnift
bes Reqels. Jn diefem fiegt die Mittellinte C) M ved RKegeld, bie
aber nidt feine Wchfe ift. AB Achje ijt vielmehr die Halbierungs:
(inie C,G bes Winfeld AC; B zu betradten, veren elliptifdhe
Rormaljdhnitte von ihr im Centrum getvoffen fwerden. Jn Bejug m'-f
bieje Schnitte Hanbelt es fich um einen geraben elliptifdhen Regel

Die Sape iber Pol und Polarve am Rreife, die Sipe
ot Pascal uub Briandon bleiben aund) bei der Central:
projeftion desd Rreifes fitv die entjtehenden Gllipjen exhalten.

Die CitmL ift vom groer Widptigeit fiiv Dbie bdavjtellende
®eometrie, die Echattenfonftruftion und die TPerjpeltive. Sn ber
Medhanif tritt fie bet bl:L Gentralbetvequng auf, 3 B. in ber Ajtronomie
afs Planetenbah, in der Drehungstheovie und der Feftigteitslehre
alé Tragheitsellipie; En per Hypocycloidifden Geradfithrung ald Weg
per Durdmefferpuntte. (Vgl Ovalwert und Ellipjenlenter.) Ste jpielt
einte wichtige Rolle in den Theovien der doppelten Vrechung und Polaris
]n:tmn in dber Qefre vom Newtonjdhen und (ogarithmijdhen Potential.
Die Schaven fonfofaler Elipjen find widtig fiir die Lehre vou bden
jtationdven Stronungen der LILftmttnf ber Warme und jolden Hybdro-
pynamifher Art. Aud) in der Kartographie finbet die Clipje An=
endung, ebenfo in dev Lehre bon ber Abplattung oer Erbe.

[ Die Parabel als Spesialfall der Elliple.
18) Sdmeibet die Gbhene den fenfrechten Krveistegel pavallel zu
einer Seite, 3 B. in Fig. 183 parallel zu PE, fo wird die Ellipje
unendlid) lang, die eine Beriihrungstugel giebt einen BVremwnpunit I,
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oer andbere Bremnpunft und der Mittelpuntt fallen in unendlidye

Gntjernung. (Bgl. Fig. 186.) Da der eine Brennjtrabl unendlid) qrof
ift, hat die Eigenjdhaft der fonjtanten Brennjtrahlenjuntme feinen Sinn
mehr. Die KLonfteuftion der Kurve erfolgf aber nad) 14 a) in nad:
fehender Weife (Fig. 185): :

Xft F der Brennpunft und NI die gevade Linie, die dem um=
endfid) groff getvordenen Kreid mit Rabiud 2a in 14a) vertritt, fo
siche man Deliebig 717, fodann F,F | NF, denn der Sdnitt F,
mufy im Unendlichen liegen. ©odann tvage man Wintel « ald o
bei F an F'F, an, jo daB Dda3d qleichfchentlige Dreied £ F, P entiteht,
pbann ift P nad) Ana- '

fogie von 14a) ein X Sig. 1

Puntt der Parvabel und ¥

bad Halbierungslot ¢ F | |

it Tangente in 2. So ; 2r » B

fann man beliebig viele 2 T R I
Puntte uno Tangenten : \\ 5 /// . , ‘
ter Qurve fonjtruieren. i N\ 'rf/ U | ; :
Das Halbierungslot ST Y Bty s
fiic NF ift ebenfalld \r _; N
Tangente der Parvabel, l p P \ P, .J\‘
bie alfo NF in § Dal= - e e S i iy i
piert. Man nemnt N L ' '

die Diveltriy der Pa- . ;

rabel, S7' die ©dyei- | \

teltangente S : R

vichtet man auf einem | : \\

beliebigen von F aus: j \\\.

gehenven Strahle ]

Sdnittpuntte Q mit der

Geraden ST ein Lof, fo ift da3felbe etne Tangente der Pavabel
Man fann alfo die Parabel mit Hitlfe des Winfeldreieds ebenfo ausd:
jdattieren, wie 3 in Fig. 182 mit der Ellipje gefdah. Der Scheitel
pes vechten Winteld roird ftetd auf ST gelegt, einer feiner Sdyentel
purd) ¥, ber anbdeve giebt bie Tangente. (Bum fchnellen Sfigzieven
per Parabel ift dieje Sonjtruttion bie Dequemite) Aug PF = PF;
Folgt, daf Die ‘Parabel dev geometrijhe Ort der Yumtte ift, die bom
per Diceftvix und dem Brenupuntte gleichen Abjtand Haben.

19) it man von P aus eiit Qot BP = y auf die Adje NF,

f - y 90 by i »
und fept man SB=g, I'P=2x und NF=p, fo ift FP=2-4 5
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- _ 7 Tl i) =
und baher audy FP = x 4 jJ;, dageqen FB =z — 1 , nad

(5]

[ )3 g Ll ey
PBythagorasd aljo (r - £ ) {m - ’7) = 3, tworausd folat: y* = 2px.

9
Un anberer Stelle P, der Kitvve erhilt man ebenfo y,° = 2px,. Duvd
Divifion ergiebt 11&{) aud den beiben lepten Gletchungen

y*

@

9. h. die Ubjtandbe bder Parabelpunfte von der Sdjeitel:
tangente verhalten i) wie die Quabdrate der Abjtande von
per Adyje

(Sn der Gpradie ber analytifhen Geometrvie ift »° = 2pa
bie ®leihung bder Parabel) Hievauf berubht eine einfade Kon:
ftruftion ber Parabel (Lote 1:4:9:16 w {. w. in den Abjtinden

1:2:3:4...) und ihre Bedentung al8 Wurfh al_]n im [ujtleeren
Raunte.

Die Enifernung NF = p bejerdnet man ald ben Parameter®)
per Larvabel. Samtliche Parabeln find ndmlich dbhnlich und ibre
Dimenfionen verfalten fih) wie dbie Grbfen NF, jo dap man NF
gewifjermafien al3 Mafitab (Pavameter) der Parabel betvachten fann.

20) Halbierung ded Winteld zwijden bem Brennftrahl
FP und der Parvallelen PF, zur Udje giebt die Tangente
beztn. Normale ‘W SParabel. Die Tangente P Q trifit die Achje
in einem Punfte ¥ fo, dafp SV = 8B ijt. (Warum?)

Sm Dreied VPW, wo PW bie Novmale der TPavabel ijt,
ift BW = p, bent A BPW = A ,-\i J’ Die Projeftion der
Normale auf die Acdhje ift aljo ftetd gleidh dem Pavameter.
Man bezeidhnet bdieje Projeftion als “m‘. Gubnormale. Anud) am
Dreted VPW und feiner $Hobe y erfennt man dad Bejtehen bder
®leidhung y* = 2px, da y mittlere Proportionale zwijden VB = 2w
und B W it

21) Lidytitrahlen, die aud dem Breunpunite der Pa-
rabel fommen, toerden von der Parabel parallel zur AUdje
suriidgeworfen. ©olde, die pavallel zur Adje einfallen,
werdben nad) bem Brennpuntte hin vefleftiert. Fallen jolde
Strafhlen von auen auf die Parvabel, jo werdben fjie fo
vefleftiert, al8 ob jie aus dem Brennpunite fimen (Para-
bolijcher :Duf}i'ipit‘gﬂ und Refleftor; der gewidlbte parabolijdhe Spiegel.)

Y

Bon Anberen wird p ald Halber Paranmeter Lezeidynet.
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22) Parallelfhaven von Sehnen der Parabel haben ihre Halbie-
vungdpuntte, weil bdev Mittelpuntt I unenqlid) fevn Tiegt, auf einer
Rarallelen zur Achje. (BVergl. Eflipfe.)

Aujgabe. Bu ciner gegebenen Parabel bie Adyje, den
Brennpuntt und die Diveftrir ju fonftruieven

Wuflofjung. Man ziche sivei parallele Sehnen beliebiger Richtung,
perbinde ihre Halbierungdpuntte, ervidhte auf der Berbindbungslinie ein
Qot pon Reripherie 6i8 u Peripherie, und giche duvd) dejjen Halbie-

rungspuntt eine Pavallele zur Berbindungslinie, fo erhalt man Ddie
Achie. Den Sdhnittpuntt P der crjten Berbindbungsdlinie mit der Kurve
projiziere man ald8 B auf die Adje (Fig. 185), made SV =SB
und ziehe VP, wad die Tangente it P qicbt. ©Spiegelung von PF)
gegert bie Jormale PW giebt den Brennfteahl PF und den Brenns
punft 7. Madt man NS = FS, o hat man einen ‘Punit Der
Divettriy.

93) S Fig. 186 ift die Pavabel die Centralprojeftion Ded

)

Qreifes €D und aller Yreid- und Gllipfenjchnitte des Kegeld von £ aus
auf die Snittebene. (And
bie Projeftion der Kugel
pon P aud auf die Sdymitt:
chene ift eine Pavabel, AN
wobei Die Kugel den ; _
Brennpunft der Pa: : X
vabelfladge Derithrt) B CEN =
Sede Rarallelprojettion der £r

@llipje war eine Elipfe. c/

Died gilt aud) vom Der o e =" o=
Ellipfemit unendlich grofer =
Halbachje, b. h. bom bev FiTe i
Rarvabel. Alfo: Jede Pa- / S b
ralfelprojeftion der ' e O A
Parabel ift eine Paz e i 5
rabel. 1/

Rerwandelt man mun N i
pen fenfrediten Sreisfegel e :
purdh)  Horizontalverjdie
bung bder Spibe iwie in Fig. 184 in cinen jdyejen, jo toird jeber
Parabeljhnitt in die entjprechende Parvallelprojettion, b. §. tieder in
eine Parabel verwanbdelt. Folglid): Der Sdhnitt burdy den {dhiefen
Qreisfegel ober dem gerabden elliptijhen Regel ift eine

wig. 186.




266 aiinfte Abteilung: Die Grundlehren von ben Regeljdnitten.

Barabel, {obald feine Ehene zu einer Kegeljeite parvallel ijt.

Liegt bie Spibe P ded Kegeld unendlid) fern, 3 B. auf der LVer-
ldngerung von £D in Fig. 186, jo geht der Kegel in eimen para-
bolijhen Eylinder iiber.

24) Bei einigen der genannten Siihe beburfte es feines Beweifes,
ba diefer fiir bie Cllipfe bereits gefiihrt war. WAlle Sibe iiber Lol
und Polare, aud) die Sipe von Pasdcal und Briandon, gelten
purd) Parallel- und Centralprojeftion aud) von der Parvabel. (So ijt
5. B. bie Direftriy die Polare bde3 Brennpunited, unbd alle Gerabden
burd) den Bremnpuntt Haben auf ihr ihren Pol.)

25) S Figur 187 fei in dad Redhted SABC mit Grund-
finie b und $obe h eine Pavabel jo eingezeichnet, daf A4S Tan-
gente und S ber Scheitelpuntt ift.

7 il _ Die Bajid ift in » gleihe Teile
[ | /I aerlegt, 1t den Teilpuniten find
: /] Oote Bid 117 Tavrahel erriffot
. /| Lofe bid yur Pavabel erridhtet und
bie Gtreifen find zu Redteden
)
| / pervolljtandigt. Nun it 3 B.
/| nac) Nr. 19
T e AR i 2 e
\ /I | | ED:h=SE':SA = SE?:p?
‘ 8 )
\ T | -
\ | / || e
N A8l _ o
B P B s B =h——
N, T | [ L] {/a il
S| ;l R Ll s el £E
e — - < G ] ) R (S die eingelnen Yote find aljo Dder
5 £ O 2 SR alfas i
Neihe nad
b2 2L
I I ( :
(Jr h ‘\ ) hi2% o ha? : hn?
II.' = — — ] 5'p J'r.l’” = = L oy e — = LR ..'r.” = —
! b* n* E b* n* o n* ! ! :{atd
=il e e % . : et h
bie Summe der Recdhteddinhalte ift alio, da jede Bafis f ijt,
({2
B o BR e epn ot + h 2
- =+ bh—; i IR /)
S R e e G "nE T ! “n®
ober

Rimmt man » unendlich grop an, jo erhilt man nad) Arithm. Nr. 38
o — __],. bh, sugleid) aber {ind babei bie itbergreifenben Treppenrdume
perjdounden. Folglid: Die gezeidynete LParvabel jdhneidet vom
Medyted den driften Teil ab.

(Durd) Parallelbrojeftion gilt dies aud) von jebem ‘Parallelo-
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qramm aud der Tangente und oev Ravallelen zur Adje, wo die in
gleichen Abjtdnden gezogenen Rarallelen ebenfalls nach) dem ®efetse
12 . 9% . 3% . .... aufeinander
folgen. Bergl. Fig. 188.) Fig. 188,

So it man aud) imjtanoe
belichige Segmente ber Pavabel :
als et Drittel enes geviffen ' :
Bavalelogramms zu bevedyuer.

Die Pavabel ift fiix die \
barftellende Geometrie, die Lehre
port per Schattentonftruttion™)
und fite die Perjpeltive bon Be
pentung. Sn der Wechamit fritt ;
fie auf al8 Wurfbahu, . over b
Astronomie 3 B. als Someten: AT
bafn, in der Hydrodynamit als T
Grenglinie bet yotievenden §litfig:
feiten innerbhalb emes Gefified **), in der Fejtigieitslehre als SBeofil fiir
gewifie Rovper gleidjer Seftigteit, als parabolijde RQettenbriicenlinie . {. .
Gine Hauptrolle aber fpielt fie bei Der geometrijchen Davjtellung der
Tragheitsmomente. uf thre Untwendung bet ben Hohlipiegeln rar
bereitd aufmerfam gemadt worden. Die fonfofalen Parabeln find fitr
bic Phyjit von dhnlicer TRichtigteit, wie bie fonfofalen Ellipjen.

Iv. Mie Hyperbel als Begelfdynitt.

25) Der chene Sehnitt purch den Regel, der beide Mantel trifit,
giebt al3 Schnittfurve bdie fogenamnte Hyperbel Sn Fig. 189 ift
aundcit der fenfredite Qreisfeqel mit etmem Hyperbeljdnitt bargeftellt.
Ricderum find in den Kegel Rerithrumgstugeln eingelegt, bie ihn in
oent Qreifen ¢D und EJ, Ddie Sdnittebene m  Dden Brennpuniten

F, unp F perithren. Dabei it XA = X F (ZTongenten vpon X an
5ie obere Qugel) und XB = X7, (Tangenten an bie untere), folgs

iy XA — XB=XF - X Eaher oK — FF, = AB. Die

anf der Regelflade gemefjene Cntfernung AB bder beiben Pavallel

freife it aber itberall biefelbe; bezeichiet man alfo die Brennjirahlen

X F und X F, mit p begiv. g, die Differeny mit 2a, o ijt die Brenn:
#) Dpr Schatten oer auf der Porigontalebene rufenden fugel ift eine

Parabel, wenu das Qevzenlicht ebenjo Hod) fteht, wie ber pbecfte Punft pex fugel.
#+y Daranf beruht bie Theorie Ded parabolijden Regulators.
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punfteigenfdaft der
perbel:

20 =

ey

.P — -:F = f;?f".

26) QJft bdie Dboppelte
Brenntoeite FF, — 2 ¢ und
oie fonjtante Differeny 2 ¢,
pie nady befanntem Dreieds:
fae Hetner ald 2e¢ fein muf,
geaeben, Jo gejchieht bie Ron-
ftruttion ber DHhberbel
(Big. 190) folgendermafen.
Pan nimmt X auf der Ber-
langerung von VW = 2a
beliebig an, fet VX =
WX = g und {dlagt um F
und F, mit p und ¢ auf alle
moglidhen Arten Bogen, bie
bier Hyperbelpuntte P, P,
P,, P, geben, {o dbap Shm:
mefrie gegen FF|, und
gegen das dburd) M gezogene
Lot ftattfindel. Dabet mup
W X mindejteng gleidh) e — a
jein, ¥V X aljo mindeftende - a.
wm®renzfalle entjtehen
bie Rurvenpuntte 4 und
B auf ber Geraden 4 B,
©o fann man beliebig
biele  Hyperbelpuntte
fonftruieren.

=M

e

27) Eine andere
: Sonftruttion ift  fol-

. genbe: Man  Jdlagt
Vi ; O\ mit (Fig. 191)

: 5 einent Kyreid um F,
' \ siebt einenm Dbeliebigen
Radbiug FF, und feine
LVerlangerung und ver:
bindet F, mit ;. Trdgt

2a
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man wun den Winfel o ald o, bet Fy an Fy F, an, jo erhalt man ein
gleichjchentliges Dreted F, Fy P, defjent Spibe einer der gefuchten Hyperbel:
puntte ift. €3 ijt namlid FP

— F,P=FP— F,P=FTF, Fig. 191
— 2a, alfo p—qg=2a. — < L/
Seber Punft der Hyperbel ijt S
gleidhiveit vom Kreife und von N ﬁ;/
I For N =7
, entfernt. i .,,//ﬁ' |'I
: o R
28) Audh bas Lot auf F, I P "-ﬁl N
im Halbierungspuntte @ giebt , | Q\i/
pen Runft P und zwav ift e3 e A
suglei) Tangente der HY-
perbel in P.
Die Hyperbel in Fig. 192
tretnt namiic) ben TRaunt, wo
p — ¢ > 2a ijt, bom Dbem /./

Raume ab, wo p— g < 2 a ijt. LT
Aus Rrojeftiondgritnden Hat Die
Fangente (inie beim Qreife) nur einen Punkt mit per Hyperbel gemein, jie
fiegt affo gang in dem Raume p- — g < 2a; mux fiiv den Berithrungdpuntt
ift p + g=2a, alfo gleich der gropten mbglichen Differeny der Gtrablen
FP und F, P fiiv bie
Runfte P der Geraden. ig. 192. S
Nach) Geometrie Nr. 28 7
Befindet fidh P in Begug 7
auf KL in Diefer Lage,
et y = y, iit. Jolalid) \ I »/
ijt dbag Lot QP in Der 5 o g
That bie Tangente, und e 1::.;” £
fo folgt ber ©ab: Die S PR S
Halbierungalinie des e 8§ 1
Winteld der Brenu- :
frahlengiebtdieTan: ; \
gente der Hypevbel. /K N\
Xolglid) Ddurd: 4
jdhneiden fid) Ellip- / \
et undb Hyperbeln .
mit denfelben Brenn-
puntten redtwintlig. Yuch werdent die von F aus an bie Hyperbel
gezogenen Strahlen bon ibr jo vefleftiext, al8 ob fie aus I, tamen.
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29) 3ieht man in Fig. 191 von F, aud alle moglichen Geraden
F,F, nach) dem Rreife F, jo liegen afle Halbierungspuntie Q auf
einem Qreife um M mit Rabdins a. Folglich gilt aud) folgende Konftruftion

der Hyperbel: ieht

Fig. 198, man vom einem

Punfte F auper:-
halb bes Rretjes
an ihn zahlveide
Geradbe FQ und
ervichtet man auf

R S jeber in @ ein

SN Qot, o f{dattie:
r g P f:._.' J {_1 " Q : .
- ren Die ¥ote eine
| N F ! z

Hyperbel aus.

| R = R
i / \ &iq. 195 zeqt, e
N mant o mit $Hiilfe
) / P ped  Wintelbreieds

: == NN ohe  Rurvenlineal
Ay N bie Hyberbel aus:
: \ jdattieven Fanm.
i : 30) Bei bden
Sonfteuttionen 28)
und 29) fommt mehrfach) der Fall vor, ba P in unendlidje Ent:
Fermumg fillt, weil ¢ = o, = 90° it (Jig. 194). Dann beriihri
bie Tangente QP bdie RKurve erft in unendlid) grofier
Gutiernung Gine jolde Tangente beeichnet man ald Afymyptote®).
Sie ift die durd) B gehende Tangente. (Warum?) Soldher Ajymptoten
hat jede Hhperbel ziei. i
Greidtet man (Fig. 195) in B auf ber Udje A B ein Lot
big sur Afympiote, fo ift A MBH ~ A MQF,, aljo MH = MF,.
Solglich: Man finbet die Afymptoten einer Hyperbel, ndem
man aunf der Adfe im Sdeitel ein Lot erviditet und mit
Ser Brennmeite um den Mittelpunft einen Kreid {lagt.
Durd) die Sdhnittpuntte beidber gehen die Ajymptoten.
31) Gept man MB = a, MF, = ¢, jo ift BH — Ve — a

/5
/ o2

io baf, wenn BH = b gefest wirth, b =}

r

— a® ijt, twihrend bet

#) ¢ = nidt, evr = yujammen, wirro = fallen, aljo ,nidt ujammen
ralfent. Der Name joll Folgended fagen: Die Tamgente fommt dber Kurve
immer niber, jogar wuendlid) nabe, fallt aber dodh im Eudlidjen nidit gy
mit ihr jufomtnen.
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per Gllipje b = Va* — ¢ war. [Man Eunte Hier jdreiben b, =
Vé — a* =V — 1Ya*— & = iV/a® — ¢ =1ib, und die Hyperbel

Hig. 194 ] Fig. 195,
NS
A A Vs
\ 2 |1 il
e e S
\‘,\ b K r"r
N N e S5 7
\\ % &N
\ / 3 ; 4 '.I
\/ j \\ 7
S— e S ._;I_}_ e e - B N —_
£ | //i N h. I
s | ‘\ ,.'f \
s | ™,
| e
\
£ | L
Vi .{," // . \\\
- A N3 N
~ Moy
5 | N

alz Glipfe mit imagindver Heiner Adhje betvachten.] Man famn
b=V e* — a* ald Ldnge bder (nidht porhandenen) Halbadhje be:
seichnent und f: afs dad Acdhienverhaltnis betvadten. Jit a =b;
o memt man die Hyperbel eine gleidfeitige, dhnlid) wie man ben
@reid als die ,gleidachiige” oder gleichjeitige Ellipje betradhten fomnte.

Die Afymptoten der gleidjeitigen Hyperbel fteher auf einander jenfredt.

39) Durd) verfciedere Lage der Schnittebenen fann man Hyperbeli
von beliebigem Adhjenverhiltnis aus dem fenfrechten Rreidfegel Fig. 189
herausidneiven, bie jamtlid @entvalprojeftionen bon einander find.
Sallt der cime Brennpuntt in unendliche Gntfernung, jo erhdlt man
ticder Die Pavabel. Liegt aber bie Regelipibe P unendlid) fern, fo jteht
iiber Der Hyperbel ftatt eired hyperbolifchen Regeld e hyperbolijcher
Golinber, Da nad) der erften Definition aud) die durch biefen gelegtern
Sdmitte Hyperbeln find, fo folgt: Jebe HY perbel geht durd
Rarallelprojettion in eine anbdere Hyberbel iiber.

33) Davaus ergeben fich aahlreiche anmdere Solgerumgen, die Funt
Teil per Symmetrie jeder Hyperbel wnd ibrer Afymptoter gegen Die
beiben Achien entipringen. TWeil 3. B. die zu jeber Adhie parallelen
Sehnen durd) die anbere Ade hotbiext find, jo folgt: Barallele
Sehnenjdaren Haben ibre $Halbierungdpuntte auf einem
Durdmejier. Sdneibet diefer bie Hyperbel, fo find Die
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Tangenten in den Sdnittpuntten
Ebenjo folgt aug den entfprechenden

Fig. 196.
.
B:
AN
o A
g (44
|
i
€
J.’_,__ N _,-' |
RN e
> N e
N/
\.\\1 '.f’ . "\-\/I
e = '_',J'*'{."' |
,/ \\\ .a' ."\1"'—
;"E'\ il ‘\'Nr_!
.-EV:\
(0 \
B
et \ |
RO NC
\‘\". N
)
i A
r

parallel ur Sehnenjdar.

jpmmetrijden Figuren: Die
Aupenftiide jeder Sehne
bid zu bden WAfpmptoten
jindbeinandergleid. Jebe
Tangente von Ajymptote
su Ajpmptote gemefjen
ift im Berfihrungdpuntte
halbiert.

Aus dem erjteren Sabe
exgiebt jich eine einfacdhe fon-
ftruftion ber Hhperbel ausd
den UAfymptoten und einem
Runtte €. Man legt durd C
ein Strahlenbiijdel und madt
auf jebem Strabhle BB, bas
Gtiid B, 0, gleidh BC. (Fig.
197.) ©o findet man beliebig
biefe Punite ber DHyberbel.

34) Die fymmetrijhe Fig. 196 geht durcd) die jdyrage Parallel-

projeftion in die unfymmetrijdeFig. 197 iiber.

Fig. 197.

B_-
tit
) _-~ )
= ’..rl : ' el . ] {/
I o %
S \ e
St qElEsER
’ i a0 £
e, I A L .
i 5 iy L\{\\
./ SN
A \\ L "\._r:
- *,
.
o) \\\ I
SN
BN

gente A B eine ziveite gang beliebige 4, B, gezogen ijt.

Dabei veriwanbdeln fid) aber
gleiche Flachen in andere,
unter jid) ebenfalls gleiche
Flachen. Da nun in Fig.
196 bie Dreiece A B M und
Ay B M aud Symmetrie-
qriinben flachengleich find,
jo find in Fig. 197 aud
bie entjbrechenden bon den
Tangenten und Afympioten
qebilbeten Dreiede A BM
unb A, B, M flacdhengleid.
Nun darf aber BB, in
Fig. 197 algd eine gang
beliebige Gerabve ange:
feben twerben, jo dag alfo
neben der beliebigen Tan:
Das Gefagte

gilt aljo von dem Dreied ABIM und jebem beliebig Dinzugefiigten

A, B, M bderfelben Art. Folglich:
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Dad von der Tangente und ven Ajymptoten ver Hyberbel
gebilbete Dreied hat fonftanten JInbhalt. — BVerbindet man Ddie
Sdmittpunfte 4 und B der Tangente mit denen der ju ihr pavallelen
Tangente ant anderen Hyperbelarme, jo erhilt man ein Konjugierten:
Parallelogramm bder Hyperbel. Dazfelbe hat vierfadjen Fliden-
inhalt, wie jeded der befprodjenen Dreiede. Folglich: Die Konju=
gievten: Parallelogramme bder Hyperbel bHaben familid
penjelben Fladeninhalt

35) Dasfelbe gilt von bden Parallelogrammen PQME und
P,Q, M R, der beiden Figuren, bie Halb jo grof find, iwie bie ju-
gebirigen Dreiede ABM
und 4, B; M. Davaus ergiebt
fidh folgende Hyperbelfon:
ftruftion (Fig. 198):
Man 3iehe, wenn die
Afpmptoten und ein Hy:-
perbelpunft B (3 B. der
Sdeitel) gegeben {ind,
BC | ML, trage MC = ¢
ponCaudmehrfadhinter:
einander auf der Ajhmp:
tote ab und lege buvd
bie Teilpuntte Pavallele
s OB, die der Reibhe nad

\.\
v - (H H C "
s 1A 0] - 8
bie 8dnge 5, 5, ;W f. .

haben. So exhilt man beliebig viele Puntte der Hhperbel
Praftifche Antvendung findet died bei der gleicdhjertigen Hyperbel,
bie jur BVevanjhaulihung des Mariottejhen Gefeted und zur Be-

= e O 1
rechiung der Erpanfiondarbeit dient. Hier ift jeded Lot y = —,
wennt 2 der Hovizontalabjtand von der fenfrechten jpmptote ift.

Rergl. Geom. Fig. 86 und die ugehorigen Erlauterungen und &ig. 199.

36a) Berwandelt man den fenfrechten Kreistegel (Fig. 189) dburd
Porizontalverjdjiebung der Spige in einen jdiefen Sreisfegel, D. §. in
cintent geraden elliptijchen Regel, jo geht der Hyperbeljdmitt in bie
entfprechende Parvallelprojeftion, 0. . wieber in einen Hyberbeljchmitt
itber. Folglidh:

Sebe @entralprojeftion ded KRreifes, bei bder Deibe
Mantel desd Projeftionsdfegeld von der Projeftionsebene

Holamitiler, Mathematif. IL 2 Anfl. 18
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Fig. 199. gefdnitten iverden,
giebt eine Hyperbel.

| Folglich gelten Ddie
\ Sape itber Pol und Polave
e am Sreife, ecbenjo Dder
| Bascalfde und Brian-
J donjdhe ©Sah von jeber
‘ Hyperbel. Der Sdatten
einer Sugel, die auf der
SR ey e Porizontalebene liegt, iit
|3 % ein Hyperbelarm, fobald
! bag Qidht tiefer fteht, ald
ber Dichfte Punft Dder
Qugel. Die Kugel beviihrt die Ehene im Brennpunite des Hyperbel-
arm3. (Bgl. Fig. 189.) Die Projeftion des Geqenpuntted giebt den
anberen Brennpuntt.

36Db) Um von einem Puntte auperhalb der Hyperbel Tangenten an
biefelbe zu Tegen, verfabre man fvie bei dem Rreife (Geom. Jr. 65,
Xig. 46). Diefe Konjtruftion gilt itberhaupt bon allen Regeljchnitten.
St eine Hyperbel gegeben, fo findet man ihre Wchfen, Brennpunite
und Afymptoten folgendermafen: Die Halbierungspunite giveier pavalleler
CSefnent Deftimmen einen Durchmefjer, bdeffen Halbierungdpuntt bder
Mittelpuntt der Hyperbel ift. Mit Hiilfe eines um diefen gejdhlagenen
Qreifes findet man die beidben Adpfenvidhtungen. (Symmetriel) Jept
setchne man den Verithrungsfreid der Figur 193. Lon einem Puntte
Q diejes Kreifes aud lege man eine Tangente an die Hyperbel. Das
in @ auf der Tangente errichtete ot hneidet die Hauptachie im
Bremupuntte 7 (Fig. 193). Die Berithrungspunife der Langenten,
bie fich von F' aud an bden DHiilfakreid (Fig. 198) legen lafjen, ge:
hoven cbenjo, tvie M, den Ajymptoten an.

Die Hyperbel ift von Bebeutung fiir die Mehanit. Jjt 3 B. die
®efdywindigfeit, mit der ein Komet die Somnenndhe paffiert, ardper,
alg ein gewiffer Grengivert, fo ift feine Bahn eine Hhperbel. Gewifje
graphifhe Darftellungen bder Stoftheorie fithren auf die $Hyperbel.
Der Fladheninhalt der gleidhjeitigen Hyperbel veranjdhaulicht ben Wert

f 3

per natiicfichen Sogarithmen (benn F

z e A P
o ) Bgl. Teil II1. ©ie

i)

pient ur BVeredhnung der Komprefjions- und Erpanjionsarbeit unter
Sugrundelequng ded Mariottefhen Gefepes. Die Scharen fonjofaler
Hyperbeln find von Widhtigleit fiix die Theorie bes [ogarithmijchen
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Potentialg und getviffe Probleme iiber jtationdre Strimung der Eleftri-
citit, der Wirme und der Flitjigleiten. Jhre BVedeutung fiiv die Gep-
metrie, Steveometrie, fiir die barftellende Geometrie, Schattenlehre 1nd
RPerfpeftive ift eine ebenfo grofie, ivie bie ber anberen Kegelfdnitte.

V. Allgemeines fiber die Regelfymitte.

37) Weil bdie Sibe von Pascal und Briandon von allen
Qegelfchnitten gelten, fo fann man folgende Qonftruttionen ausgfithren:

a) Cinen RKegeljdnitt aus 5 gegebenen Punften mit
pem Qineal allein zu fonftruieven. (Ober: and 4 Punften und
ber Tangente in einen von ifmen; aud 3 Puniten und Der Tangente
in zveten bon thuen.)

b) Ginen RKegeljdhnitt aus 5 gegebenen Tangenten mit
pem Qineal allein zu fonjtruieven. (Obder aud 4 Tangenten
und dem Beriihrungspuntte auf einen von ihuen; aud 3 Zangenten
und dem Veriihrungspuntte auj ziveien von ihner.)

Man farn namlic die Fiinfece auf beliebig viele Arten zu Padcaljden
ober Briandonjden Sedygecen vervolljtandigen. [1ber diefe und andere
Qonfteuftionen vergleige desd Verfafferd ,Cinfithrung” oder Feil 11L

Sudje 3u beweifer, dafy der geometrijhe Ort aller Puntte, ore
pont atei gegebenen Rreifen gleiche Enifernung Haben, jtetd ein Kegel
jdhnitt p + g = 2a (in ecinigen fpesiellen Fiallen eine Parabel) ift.

38) Nufgabe. Die Haupt:

Sig. 200,
gleidungen der RKegelfdnitte ;
zu finben. i
a) Fiir die Parabel 1t be = e
reitd gefunben = | J
- '|'J'2 — In // | f% r\\\
Y = apx. 7 N
Py o Sy Yo S =y ) LR
b) Ellipfe. Fiir jeden Puntt [/ 7 M £ o
P, bed mit Radiug a um den Rull= |/ 4l / 2 N
i ol - i p P : / | o 1)
puntt gejchlagenen Kreijed (Fig.200) —— TL‘T__ EISY
" g 5 o & AR A 2 i il x
ift 22 4 = a’. PWird Jeded n S
im BVerhaltnid = perflemert, o
: 7 = Demiaings i o
wird bie neue Hihe y =75 —, 10 DAB 1 =¥ ; ift.
# A3 : #

Siir jeden Punft P der Ellipfe ijt aljo, ivie bie Einjebung ergiebt,
o { aN\E % @ Tk
2 4 (y2) =a®, ober 5+ f=1
5 t;“ b ) B =0 A =S

18%
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Sig. 201. ¢) Gllipfe und
Hyperbel. Sept man in
B e T s a0l PO OR
T pen  Ubftand R P jebed
! : 71 Qurvenpuntted P bon der
o , i fenfrechten Wchje gleid

E / x, dent bjtand QP von
;_ s AN e B ” per Dorvizontalen gleid
7, o daf

¥l G =i
e = oenn T ptes Vil St ey
uno

&= l/t( == .r'j:z —i—— .'@'fg
ijt, fo gehen die Gleihungen fitv beidbe Kurven

P —-l—-_ g = 2
ither in

]'.J"II";::.‘ —I— r-:l :)' ‘Jl— :-'r':: _ -I,fjf,:_;i" r'-f_lg + Erjn': == 5

pder durch beiberjeitige Quabrierung in

F

[ + ¢ + °] + [(# — €)* + 7]

_':'f 2 l,‘?,r-’_i__“,’_i_, :'| -+ 2zxe - 1;{,— S > 4+ 2y — 2pe — 1-“’3,
DDEr
22 3 y? - ¢? _‘_: 1’/{3’:: 1 42 R ,_2‘)2 = _,_1_1/.2{_,2 = 2a2
aljo
-} 'I/[:J_.z L& ,__:a.}: — et = Oaf {:;.{.z J- 2 r:u"-}’
ober burd) beiberjeitige Luadrierung in

e Qoo

Durd) Hebung u. §. w. jolgt

e : e S Wa
b — a‘r — a*y’ — a‘e”
DDer
) g 9 5 0 9 &
o (a® — e°) 4+ a*y® = r't”(l’-" —_— .f-‘)

unb nad bt‘ibt‘r]‘L‘ifi-ﬂi‘l‘ Divifion durd) die vedite Seite
ST

Dieje Gleidhung gilt fiir beide Kurven®) Bei der Ellibje ift aber

a® — ¢ pojitiv und fann gleidh »* gefebt werden, bei der Hyberbel

) TWiederhole die Mechnung mit Hitlfe dber Unfangdgleichungen (z 4 )*

4 yi=p* undb (x — ¢)* + y* = (2a F p)’, aud denen duvch Subtraftion
und Umformung folat 4+ ap = a®* -+ ex, wad in die erftere emzujeben ift.
| Qt - oy 7 ik
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iit a® — ¢ negativ und fann gleih — »* gefest twerden. Dann ijt
pie Gllipfengleichung, wie vorher,

”.: !r..l'_’.

Siir die gleihjeitige Hyperbel ift b = a, aljo
P ._”'3 =P

Dagegen ecgiebt fidh fiiv die gleichieitige Hyberbel in anderer Stellung
c

3

(Maviottejhe Kurve) zy = ¢ ovder y = — (3 B. wenn ¢ =1 it

ay =1 unb gy =
Fig. 199.)

q_), o ¢ Dad fonftante Redhted bedeutet. (BVergl.

39) Mit diejen Gleichungen vedynet man ebenjo, wie mit der
Qreidgleihung. ©So ergiebt fid 3 B. durd) einfache Betradjtungen,
bie ald bungdaufgaben diemen migen, Folgendes:

Die Tangente im Punfte a7, bder Pavabel y* =
yy = p (z + z) Hat die Gleidnng

2px DDEL

Yy =D ['_.' - ,'r'l_j-‘_
. _ . : PR ~ H Y-
oie iinuqeutu im Puntte der Ellipfe bezw. Hyperbel —5 4 ‘;f_. — ]
i Y ¥ : e
pber (g e Sl hat bie Gleichung
T, Y
— + 55 = 1.
al — b

Diefelben Gleichungen gelten fitv bdie Polaven bdes Puntied 2y,
et hvr]l[i’w nicht auf der Quuve liegh. Fiir die Elipfe lapt fich
bies nad) der bei Figur 200 angetwandten Miethobe vom Rreife aus
betveifen. Fiir die Parvabel jolgt e3 aud Fig. 185.

40) Bebeutung der Worte Parabel, Ellipie, Hhperbel

Das qriechifhe Wort magafols) bebeutet Mebeneinanberjtellung,
Bergleidhung und in mathematijcher hmmﬁt aud) Gleidhfebung.

Dad Elm[mm Zulelme bebeutet im  Sufinitiv | weglaffen”.
Daraus ift da3 Wort Eflipfe ober Ellipfe, d. b ,,‘lﬁvq[anuug
abgeleitet. (PMan denfe 3 B. an die Cilipjen ded Monded und
ber Sonme, d. §. an bie Lerfinjtevungen, bie nur ftattfinden Tonnen,
wentnt beibe Kbrper in der jdheinbaven Sonnenbabhn sufamntentrefren
ober fich in ihv in Diemetralftellung befinden. Die Sonnenbalhn
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tird . baher GEliptif genannt, wad afld ber geometrvijche Ort bdev
Finfternijje aufgefapt werben tani.)

Das Wort Smeofors; bedeutet ein fbertreffen, 3 B. in der
Mathematif ,bad Hinaudgehen iiber einen gewifjen Wert"

Den Grund zu den entfprechenden Benennungen der Kegeljdhnitte
ecfennt man an ifren Sdeitelgletchungen.

Die der Parabel ijt ndmlid

a) FEE—

Die Mittelpuntisdgleihung der Ellipfe ijt

| )

na.

Berjchiebt man GHier den Nullpuntt ded Koorbinatenipjtems auf over
X:UAchje um (— a), jo tritt an ©felle jeder Abicifje § einte anbdere,
g=E&t-4+a, o baf E=2 — a ift. Dagegen ijt die Drdinate
y = n unberdnbert geblicben. Die Kurvengleihung geht aljo iiber
in bie Sdyeitelgleidhung

(== )? y*
R OB
a’ t b ¢
oDer in
- : 25 b* o YL
b) yre=_——g — —a*=2px — =1,
) | u @ at : P i
? - i vy
Die Mittelpunttsgleidng der Hyperbel ift
£ n*
a*~ b* :

Pier verjdiebe man den Nullpuntt um - o (um an den Sdeitel
pon entfpredender Kritmmung zu fommen). Man exhalt die Sdeitel-
gleidung
(.’J_} _|_ ﬂ.): _H'_‘ . 1
at A
ober

, J
9 5 A gy P9
e) ye = T —ax =2 pr —[— 0 s
/ J a LT a

Fitr die Pavabel ift alfo »® = 2pz, fiir die Elipje o* < 2pa,
fitv die Dyperbel y* > 2px, fo daf die Gleidhjepung, dag Weg-
laffen eines getwiffen Werted und dbad Hinaudgehen iiber einen

gewiffen Wert leiht erfennbar find.

41) Die neuen, p enthaltenden Gleichungen ber Elipje und ber
Pyperbel gefen in die der Parabel iiber, fobald a = oo gejept wird.
Die Groge p fann ald eine Wrt von Pavameter befradytet werben. Fiir
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pie Pavabel ijt ihre Bedeutung bereits exf(drt oorben. Fiiv die Cllipje
und die Hpperbel Famn p mit Hitlfe der Proportion a: b= by,
ote mit der Gleidung p = — fibereinftimmt, leicht fonffruiert werden.

Bei allen drei Kegelidnitien ift » bie pofitive Drdinate
im Brennpuntte (bezw. in beiben Brenupuntten) der Kurve.

OMan ecfeunt died, wemn man it Die Gleichungen y® = 2pz und
i T e o D ¢ ;

e 1 bie Werte o = ‘1 beziv. © = - ¢ einjeft und y be:
(1 ¢ 2 : — ; :
vechnet.

42) Dex geometrifde Ort einesd PBunttes, deffen Ent:
fermungen vow eimem gegebenen ‘Bunite (F) und einer ge-
X : : ™ : g - = i o NS
gebenen Geraden (LN) ein fonjtantes Berhdltniz ~ haben,

it ein Regelfdhnitt, und jwar eine ©llipje, Barvabel ober
> - ‘ = m < =
Hyperbel, je nadpem = ; 1 ift.

Beweis. Sn Fig. 185 fei SF: NS = m:n, ebenfo F'P: i
—m:n. Bird alfo NF=1 gefebt, o ift P = V(@—SF)>*+ ¢

Vi . I‘-'i g A e T n
=1/ (x - 2 und F.P=a + NS=2 + [
-l" ({ T ) T ek + Vo e —+ %
e M : e ;
Die Gleiung FP* = 5 F, P* geft alfo itber in
il A2 m m- f 1 \ 2
Q7 — i S £ ; [
('I m +n } i nt ( L +n i,J '

wad ficg umformen Lift zu

2 2 lm

—|-' ;1,'2 (mi == 1) .

r
A L

Nadh) Obigem ift dies bie Sdjeitelgleihung eines Regeljdnittd, und
spar  eine Gllipfe, Parabel vder Hyperbel, je naddem Dev Faftor

5 A : S T ; lm
pon 2® mnegativ, oper Null, oder pojittv YL Dabet witd p = ——
n* lmn
w4 = — S = — 5
QI ==Y M —

[43) Dreht fich ein Qegeljohnitt wm eine femer Achjen, o entz
jteht ein Drehungd-Ellipjoid oder Drehungsd-Paraboloid pDex
i‘ru‘i;mmé:.i_ﬂ}per'im[nib, poit Deren Das leptere einmantelig odev
stweimantelig jein fann, ie nad) Wahl der Drefungsachfe. Vet jdmt=
fichen Diefen Rirpern ijt bie ausd ber Hihe y berednete Duerjdnitts-
Hidje g, Hochitens vom 21" Grade, alfo (aft fich bei allen der Jnbalt
nadhy der Simpjon-Regel oder der Summenformel bevednen.
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Dasjelbe gilt von ihven Cavalierijden CErweitevungen, bet
dertent die RKreidquerjdnitte in dhnlide Elipfen iibergehen.

Uudh fiber biefe Ribrper bietet die , Einfithrung” Ubungdaujgaben,
ebenjo Teil III. Die einfadhite Jnhaltsformel hat dbas Drehungsparaboloid.

Wud y: 7 =2%:»* (In Fig. 202) folgt ndmlid) y : h = on: *x,
T e iy G i e
alfo Quexrjdnitt g, = any — - T = i Da der Daterjdynitt ein
folcher erften Grabes ift, fo ergiebt fjid) nad)y Nr. 64 als Jnbalt
G h? s il I g
J= 55 = 5 GIy b 0. bie Diljte bed Cylinders. (Vgl. Fig. 202.)
_L, 0202
Fig. 208
J"_F'_F.-._ %
£ =
K. et
|.! B = e [ I,'g
B e J.“l_

Dah ber in Fig. 115 Ddavgejtellte Rorper, der durd) Drehung
einer Gevaben um eine fie {drdag freuzende Adhfe entjteht, ein Rotations-
byperboloid ift, ergiebt fid) folgembermaBen: M M, in Fig. 203 fei
bie Drefhungsachie, BC, die fie freuzende Gerade, BC ihre Projefiion
auf die Grundflache, in der M B = a, dbad gemeinjdaftlihe Lot der
Gevaden MM, undb BC, liegt, fo dap BC Tangente ift. Dainn

. o 9 e Y oy 9 1%
P e et 4 o "1 Z = o 1 e g
Yyt « g =, alje, ba e 1L, 2 T

9
== (]

© Dber

z* oy Ny
a’ (a tan o)*® =
Died ftimmt itberein mit ber Gleihung einer Hyperbel mit den Halb-
adhfen @ und b = @ tan e, deren WAfpmptotenneigung aljo gleidh e« 1jt.
D. §. bie Entfernung = der Gervaden B, von der Acdhje toird fiiv
jede Dihe y ebenfo berechnet, vie die Wbjcifje ber genmannten Hyperbel.
Bei der Notation gilt died von jeber Lage der Gervaben BC,, fo
paf e3 fidh Hier nur um ein Drehungshyperboloid hanbeln fann.
Ubungdmaterial iiber bie Regeljhnittsflachen bietet die , Ein:
fithrung in bas ftereometrifdhe Beichnen” ]

o

ST

e
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VI. Bufautmenftellnng der widtigfien Ergebniffe.
a) Gllipje.

1) ©dyrdger Shuitt dburdy den geraden RKreidcylinder giebt eme
Gllipfe. Berithrungstugeln geben ifre Brennpuntte. Die Brennftrahlz
gleichung ijt p + ¢ = 2a. Fitc bie Brennmweite ift & = a® — b,

2) Genfredjte und jdhrige Pavallelprojeftion des Kreijes giebt
cine Glipje. Genfredht zu einanber ftehende Duvdymeiier geben fon:
iugierte Durchmefjer; umbefdyricbene Vuadrate geben Sonjugierten:
Ravallefogranme.  Die lepteven Haben jamtlih Denfelben Jubalt
7 — da,b siny = 4dab. Der Ellipjeninhalt ift abx = a;bymwsiny.

3) Die Halbierungspuntte parallefer Sehnen fiegen auj Ddem
fonjugierten Durdymeffer. Die im Eudpuntie bed lepteren bevithremoen
Tangenten find zu den Sehuen pavallel.

4) Palbicrung des Brennjtrahlwinfels giebt bie Movmale Dezv.
Tangente der Gllipfe. MReflerionsgejel ber Brennjtrahlen.

5) Sdyriger Schnitt durd) den geraben Sreidfegel giebt eine
Eflipfe, wenn mur ein Mantel des Kegels gejchnitten wird. Bevithrungs-
fugeln geben die Brennpuntte. Dad Gefeh p + ¢ = 2¢ gilt aud) jebt.

6) Sdnitt durc) den fehiefen Qreisfeqel ober elliptijden Kreid:
feqel giebt unter gleidjer BVevingung ehenfallg eime Elipje. Folgerung
fitv die Centralprojettion. Parvallelprojeftion der Ellipfe giebt im
allgemeinen eine Efllipje.

b) Parabel.

7) St die Sdhnittebene pavallel zu giner Seite De3 geraden
ober jchiefen Rreisfegels, jo entfteht emne Gllipfe mit unendlich langen
Uchien, die Pavabel. Nur einer ihrev Brennpuntte legt im Endlichen.
Diveftriy, Sdetfeltangente, Pavameter, Reflexionggefel der VBrenm=
jrraflen. Die Adpfencichtung ift su jeber Gehnenvichtung fonjugiert.
Halbierung de3 PBrennftraflivinfeld giebt Normale bezw. Tangente.
Reflexionsgefeb.

8) ®feihung ber Pavabel: y* = 2pw. ®efely Der Abjtdnde:
T _ Y . Sfade des Segmented gleid ; pon ber bed zugehirigen

iy Ui

Parallelogramms. Pavallelprojeftion dev Pavabel giebt eine Parabel.

¢) Hyperbel.

9) Sdnitt burd) beibe Mantel bed gevaben Kreisfegels giebt
eine Hyperbel. BVerithrungstugeln geben die Brennpunite. Breunftrahl:
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a

gleidunng p — ¢ = 2a. Fiir bdie Bremmveite ift e = a? 4 12,
Afymptoten.  Gleicdhjeitige Hyperbel. Palbievung ded Brennjtrahl:
infeld giebt die Tangente. Reflepiondgefeb ber Brennftvahlen.
10) Sdnitt durd) beide Mantel des jdjiefen Rreisfeqeld qiebt
eine Pyperbel. Pavallelprojeftion ber Hyperbel giebt cine Hyperbel.
11) Die Tangenten:-Dreiede einer Hyperbel Haben Ddenfelben
Suhalt, ebenfo die Ufymptoten-Parallefogramme und die Konjugievten

Barvallelogramme, Die Gleidung y — — Ffiiv bie Parallelen zuv

Afpmptote. Mariottejded Diagramm.

d) llgemeines iber bie Kegeljdnitte.

12) Die Hauptgleihungen. «) Ellipfengleidhung: jT - :’L =]

e s = x? y® 5 ; 5

B) Dyperbelgleidng: 5 — 5 =1. ) Parabelgleichung: y* = 2p.

ol e b* . ’ P ; ; :

d) Wird ot gefest (Rarameter), jo ift die Sdeitelgleichung der

arpoa o ST ' : re Q : q -

Gllipfe: y* = 2px — ! x® die ber PHyperbel: y® — 2pz + 2
J i) ’ = o

(Grfdrung der drei Namer.)

13) Der geometrijhe Ort fitr einen Punft, deflen Enifernungen
pon einem gegebenen Punfte und einer gegebenen Gevaben ein fon-
ftantes BVerhiltnid r haber, ift ein Kegeljdnitt, und zwar Elipfe,

) > I : m < i : : ;
Parabel ober Hyperbel, je naddem = 1 ift. Dirveftriy der bret
Arten von Kegeljdhnitten.

14) Der geometvifche Ovt ecined Punfted, ber vom jiver ges
gebenen freifen gleiche Cntfernungen Hat, ift ein Kegeljdhnitt. Ciner
per Sveife fann dabet audh ein Punft oder eine Gerade feinm.



Anhang.

I Gine Houptanfoabe dev mathemotifyen Geographie.

Bunidhit werde folgende Hitljzanjgabe geldft: Aus zwei Seiten
und dem eingejhlojfenen Winfel einer breifeitigen Gde die
britte Seite 3u bereduen

Wufldjung. D(ABC) in Fig. 204
fei die Gde, von bder bie Seiten f und y i
und der in der Normalebene von o gemefjene A
Winfel @ gegeben fein mag. Aus Dden
Gfeichungen

a? =12 4 ¢ — 2bccosg

=i 4k — 2¢kcosw

Tolgt
2+ E—2ikcosa = b* -+ ¢*—2bccosgp
pber

(2 — ¢*) + (K* — b*) — 2k cos e

= — fu'lfr,‘ COs

— 72 unb B® — b2 =1’ ijt,

<

pber, ba +° — ¢

12 — jkeosa = — becosg,
Doer
h h [l
e e R O
basd Deipt
cos f§ cosy — cos @ = — sin f sin y €0S @,

oder endlich

cos o = cos  cos y -} sin § siny cos .
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Mit diefer Formel Lafpt {ich die Aufgabe [djen, die {pharijde
Entfernung 3weier Orte der Erdfugel (gemefjen ldngs desd
groften Kreifesd) zu finden, wenn ihre Lage nad) Ldange und
Breite gegeben ift

Nuflojung. ¢ und D in Fig. 205 feien die beiben Orte, B°

pie Poldiftany von D (aljo 90° — B° bie ndrdlide Breite), »° die

Rolbijtang von C (aljo 90" — »° bie nirdliche Breite), ¢,° der Lingen-
unterjchied beider Orte. Durd) C lege man die Horizontalebene CA B

Y £ - i r
o @ = o, ift. Dann ijt wie oben fiir die Ede M (A BC) ber Winfel

CMB = o« ju bejtimmen aus

cos & == cos 3 cos y - sin f§ siny cos @.

— 1]

o
i 1 .
180°

Tt

Die jpharijde Entfermung it DC =1 - ¢ =

[I. @inige Bemerkungen fber Martma wnd Minima,

1) Mujgabe. Jnein vedtwintlig-gleidhfdhentliged Dreied
mit Rathete a ein Redited von gegebener Flade F ein:
suzeihnen, dejfen Seiten parvallel zu den Katheten find.

uflojung. Jjt = die gejudhte Grundlinie, fo ijt @ — = die
gefudhte Hiohe. Der JInfalt {oll jein

z(a —x) = F,
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L"[i]-l‘ it wig. 2086,

: @& . 1/{a\? |
ci]' .t}' 'III = o) _-:_ l'. [ -')) e 'I’ Ly !
2 \ 2, e
i
Die Lijung it auf ziveterlei vt moglic), jobald | \

B NS TR o L=
F' < () iit, dagegen muv auf eine Art, wenn | : \

| i
= £ a\= oy o v gy e | i
F = {}) ift: fie 1jt aber unmiglid (tma= | ESaEl

if : A b =3

;;;\2'
§

gindr), fobald f"}-(_)) ft, benn dann fjteht i i

unter der Wurzel Negatives. F daxf alfo

o . A : Lo I
hichitens gleidh ( ) jein. Qn diefem Gremgfalle it 2 = + 0= -
Folglich: : - 2

Das Duadrat ift das grofte Redted, welded fid in
biefer Weife einzeidhnen [aft, es ift zugleidh) das gripte
Redhted, weldhed aus bder in zwei Teile zu jerlegenven
Gervaben a erzielt werden fann.

Wufgaben. Sucdhe in entfpredjender Weife zu seigen, dap dad
geopte einem gleichichentligen Dreted eingubefchreibende NRedjted,
weldhed auf der Bafid jteht und die oberen Gefenr auf den Schenteln
fat, dasjenige von Halber Hobe ift; bah pazfelbe bei einem beliebigen
Dreiet pon dem einbefdricbenen Parallefogramm von Halber Hibhe
gilt, defjen eined eitenpaar zur IMittellinie pavalfel ijt; dbaf bdas
grifte eimem Quadrat eingubejhreibende Rechied, defjen ©eiten dent
Diagonalen pavallel find, dad Duadrat ift (elched die Ecpuntte in
ben Halbierungspuntten der Seiten Hat); dap dad Gntjprechende von
bem griften einem Pavalelogramm eingubejchreibenden Pavallelogramnt
(mit Seiten, die den Diagonalen parallel find) gilt.

2) Nufgabe. Cinem @reife vom Durdmeffer 4 das
Redhted pom groften Umfange einguzeiduen. el

Wuflojung. Die eine Seite fei z, bann it bie andeve Vd® —2a?
der Umfang alfo 2 (¢ 4 V& — 2°) —w. Dievans evgiebt fich
g blf — " \oa8 bei bem Grengwerte u = d}/ 8 nod veel
bleibt,. Dabei it 2 = f”;S = ;f]/é--, es hanbelt fich alfo um bad
Duabdrat. =

Sudie die grifte Rehtedsflache im Kreife 3u bejtimmen. (€2
ergieht i) ebenfalld dag Quadrat) Fiir die Ellipe exgiebt fidh durd
Rarallelprojeftion ald griptes einaufchreibendes Parallelogramnt das-
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renige, beffen Geen in Den Verithrungdpuntten jedes Konjugierten:
parallelogramms legen, fo baf umpdhlige Lofungen moglich find, bei
berent €8 fich aber um Ddenfelben Jnhalt Handelt.

Sn dhnlicher Weife laffen fidh quabdratijhe Sdulen von gropter
Oberflache ober bvon groptem Jubalt in dbie Rugel eintragen, und
basfelbe [aft fid) mit regelmdpigen 3:, 5=, 6=jeitigen Sdulen u. j. w
berjuchen.

3) Nufgabe. Die griofite moglide Ellipjenfladhe in ein
Duadrat einguzeidnen.

Nuflofung. Die Clipjentangente im Punfte =y, der Fig. 207

: W i ;i!:,"r_'.L "}._-'l.i.r', o L -
hat die Gleichung ) -+ —y = 1, woraud fiiv y = 0 und & = 0
e &0, Yy 3 : D - &

jolgt ' =1 und =53 =1, d. b doy = §, dy, = n°, wenn d

B L
bie Halbbiagonale bed Duadrats ift. (& und n jind aljo mittlere Propor-
tHonalen 31t d und x, beyw. dundy,.) Davaus folgt (z, +1,)d= 44
= d°. Die Cllipfenjlade aber ijt

ig. 207. = S R Frlies e
Enm = F, {0 bap ém=— it Aus
o o 5 2 I
E 4+ 4 28y =d + =
1nd
. 6 @ B ) 2 I’
§royr — JEmiesgh =
folgt
. 2 F
F =P
. und
S 3 /s
N et !l,f f.!r"' — —ﬂ-‘—-r
worand bdie Achfen £ und x4 fiir jede geforderte Clipfeniliche folgen.
| | ; : | v H
: = S B Tl 5 [ oy B
Die Gremzbedbingung aber ijt s E R e i =k b.

< (:fr V : _)“’:r, b. §. Heiner a8 die Flade es einbejdhrichenen Kreifes,
ber bemnad) dbie grifte mibgliche Cllipfenflade giebt.

Durd) Pavallelprojeftion jolgt, dap die grifte in ein Parallelo:
gramm einzubefdreibende Ellipje diejenige ift, die in ben Halbierungs-
punften ber ©eiten beriihrt, alfo die jogenannte Hauptellipie.

4) Nujgabe. Weldes ift der fleinjte Rhombus, deffen
Seiten i) durc) dbie Geen eined gegebenen Duabdratd legen
lajfen?
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Wufldjung. Nad) Figur 208 ijt «: 5 = ::_ef, alfo ;:;——*;:1.'

©8 handelt fich davim, den Dreiedsiiberjdup ax 4 ay oder a(z -+ 1“ J
. 2 e

mibglihft grob s machen. Man fepe ifhn
g e a’ fil

{eich . Jo bafy o= 4+ — \bpre

glew 17, DaB e PR e

e e y s SEE gt /1
ift, tooraud folgt z = 1'1: s

|
o P o ; g a ) e (e 5 B
Der Gremawert ift F = a® wobei 2 = 5 \ ¥ | _ I
with. Der fleinjte umﬁv]'rhrimt‘nﬂ. \| :
Rhombus ijt dbemnacd) dag Luadrat. nis ey
Die Seiten ded lepteren find den Diagonalen '

parallel. Was folgt burc) Pavallelprojeftion? y/"

5) unfgabe, Weldes ift Dder
Rbombus von fleinjter Fladhe, der fid) einem Kreije um:
befdyreiben [aft?
uflvjung, it = die Seite eined umbejdyriebenen Rhombus,
fo ift bie Flade F = 2ar, aljo 2 =53 jind fermer y und 2 die
!

Halbdiagonalen, jo it F= 2y2 und ugleich 2t -+ :x"——.-r"":“:'

] ’ = Ly j".
®s folgt o> 4+ 2 + 29z = j}— + F, 0.0 y+4 2= |/ =r

Y — 2= [,.f’f . — F, worausd jig y und # fur jened eraebern,

42
jobald nur nicht : __, <F, bY FZ(2r) ift. Der fleinfte 1=
bejdhriebene “hhmn[m,, ber moglidy ift, ift bemmad) dad Duadrat. —
Bad folgt durch ‘Jmmﬁc[plmtftwu fiix die Cllipje?

S folcher Weife Laffen fich mit Hiilfe der quadratifchen Gleidpungen
sahlreiche Aufgaben iiber Magima wnd Minima zur Lofung bringen.

6) Von Widtigheit find bdie fogerannten ifoperimetrijdyen
‘El‘uﬁft‘n-", bei Demen 3 fich Darvum Dambelt unter den Figuren
gleihen Umfangs diejenige au ermitteln, die ‘mn quiften JInbalt hat.
Ofne auf die langierigere Behanbdlung unfu einzugehen, fann fid) die
Sdule auf folgende Unbdeutungen bejdhrinten:
Unter den Dreieden gleichen Umfangs itber berjelben Grund-
linie ijt bad gleihjhentlige Dad qrifite, folglidh unter den Dreieden
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=

gletdgen Umfangs iiberhaupt dad gleidhjeitige. Ebenjo ijt dad Quadrat
unter ben BVicveden gleidjen MUmjangs dad gripte.

Unter ben regelmabigen Fladhen dedfelben Umfangs ift bie grofte
ber Rreis. Jn Fig. 209 ift nimlid, da o Halbiert ift, AB: AC
= BD:DC, folglih BD < CD, » § 2tan i: < tane. Fort:
gefebte Halbierung ergiebt 4 tan :f <. 2 tan : 8 tan 2 < 4 tan rl

. . w. Durd) einfadhe Betvachtungen ergiebt jich itberhaupt, daf

it o ey AL e e F ‘o ,
n tan - unt jo fleiner ift, je groBer man » nimmt.  Jun ijt beim reqel-
: , 1€ 8 _

B Sy L u 2T T T e e B
mapigen n:Ed F'= _ ¢, und, da -— ober ? der halbe Centriwintel 1jt,
] = i
U
— &
vig. 209, oty otk 1
(AR} & 9 = . 5 e = :
35 tan % tan
1 T
aljp
: aw® 1
e = = -
2 2 yas =l
7 T n tan
v ' Xe grofer » ift, um fo fleiner
i il J = i
A< s : B ift nadh) Obigem bder Nenmer, um

fo grifer die Flade ded Polygonsd
vort gegebenem Wmfang «. Dad grofte alfo ift der Kreid. (Filr diefen

Ty (2r=z)* 1 20 1 z Aty
ift *n= : = ¢?q’.-———, o daf mtan — fiit n =00
4 b 7 )
n tan n tan
e "

feinen fleinften Wert = Haben muf. Jn der That darf man bei

~ r " i T -
gropem n jeben: tan )

Alle behandelten Anufgaben lafjen nod) anbere, rein geometrijche
Behandlung zu. Jn diefer BVeziehung fei fedoch auf bdie Originalz
arbeiten ©teinerd und anberver veriviejen.

7) Jn der analptijdhen Geometrie Handelt ed jich bei der Unter-
fuchung der Marima und Winima um dad Wnffinden der Stellen,
o bie Tangente der Furve horizontal it

Will man zum Beijpiel durd) Rednung unterjucdjen, wo jid
joldhe ©tellen bei dem durch die allgemeine Gleihung 2" Grades

az® 4 by* + cey + de ey -+ =0
gegebenten Regeljchnitte befinden, jo beredhne man ausd diejer Gleichung
x, wad einen Ausdrud giebt, ber im allgemeinen eine Duadrats

jourzel enthalt, unter der y vorfommt Mt bdiefer Wurzel
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ird bdann iwie frither verfabren, d. h. Dber unter thr ftehenbe Aus-
dbrud tird gleidh Null gejeht und aud thm y ald Grengivert beredhnet.
8) Bei Ausdritden hoheren Grades, die nur z enthalien,
empfieh(t {id) folgende, an einem Beijpiele 3*" Grades er-
(dutecte Piethobde.
Qi 1) y = a + bax -+ ¢z + da®,
fo ift » ein WMapimum, wenn filr jeden Nadbavivert »;, dad ent:
jprechende y, < y ift, alfo wenn

a4+ ba + ca® + de’ > a + bz, 4+ cx® 4+ daz’®
pher
b(z — @) + c(@® — %) + d@® — 2= 0,
pher
(2 — =) b+ el® 4+ ;) + d(e* + zz, + 2] >0

b. . pofitiv ift. Demmac) miifjen die Hauptjattoren beide jugleidh
(b. §. fitr denfelben Wert von @) pofitiv, oder beide sugleidh negativ,
pber beibe zugleich Null fein. Der erjte witd Null fiiv o =z,

folglih toird auch ver jweite Null filv © = x;, |0 baf fiir z = «;
2) b+ 2c¢x -+ 3 de* = 0

ift. Hieraus lifit fich = berechmen und ber Wert in Dbie Gleidung
fitv y einfepen.

Handelt s fidh 3 B. um y = bz — 2% o wird Gleichung 2)
bie folgende Form annehmen:

b— Bzl =0,

folglich findet Dag Wagimum jtatt B =— LV,; :

Die Gleihung 2) laft fidh aud der Gleidhung 1) fofort dadburd)
ableiten, Dafy an Stelle jedes usbruds ka? dev usdrud pla? —* tritt.
Ob e3 fih um ein Magimuwm ober Wininmum hanbelt, fann bis-
weilen tveifelhaft bletben, wird aber banu burd) probemweifed Einfeben
nadh) Nadbarwerten von « in die Gleidung Fitr y bejtimmt, wobet fid)
seigt, ob diefe grifere ober fleineve Werte geben.

Gingehendere Unterfudjungen tviivden 0as ebiet der Sdjule
iiberjchreiten, denn hier fann nicht evbriert werden, 0b Die entjpredjende
Qurbe an der bejprochenen Stelle eine Spite, einen Wendepunit, over
eine fonftige Unregelmifigfeit Dat.

9) Der grofte Wert, dem der sinus oder Dev cosinus  eirnes
Winfeld erveidhen fann, ift 1. Demmad) eignen fich biefe Funftionen
qut fiiv gewifje Marimalaujgaben.

Gin befanntes medjanijhes Beifpiel ift bie Aufgabe, basd
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200 Anhang.

Magimum der Wurfweite fitiv eine Dbejtimmte Abjdhuk:

gefdvinbigfeit ¢ zu finden. Die Wedyanit lehrt, dap ein Ge-

jchof, twelhed unter dem aufjjteigenden Winfel « abgejdhoffen wird,

im {uftleeren Raume eine fonjtante Horvizontalverjdhiebung ¢ cos e Hat,
2¢ BIN o

twahrend die Wurfdater ¢ = ( ift. Demnad) 1ft die Wurfweite
.  Z2csine ¢? sin 2 o ; e ¥ o
w = (Cc cos &) - = — Dag Martmum oird erveicht

Pei sin 2« = 1, died gejchieht bei 2« = 90" oder o = 45", Dem-
g 5 . : : rale N o T ke
nad) ift dag Magimum der theovetijchen Wurhveite gleid ;o und e3

wird evveicht beim AbjhuBintel 45°.

1. Mie Quadcateinteilung der Ehene mittels dex
Polarkeordinafen.

Bet ben fartographifchen Vetvachtungen in Abjdnitt XIT Dder
Geometrie und Wbjdnitt IX der Steveometrie fpielte die Ginteilung der
Ebene in unendlich fleine ,Duadrate” eine bedenfende Molle. Dabei

watr behauptet worben, daf diefe Teilung durd) Polar-

Bife 310 foorbinaten erielt twerben fanmm, toennt man Die
e sx  Qingen ber Rabien im Berhiltnid & =1, % €29
1"; ] e« .. auf einander folgen [apt, thre Meigungen
\ / aber, am Einbeitsfreife gemejjen, nad) der Meibe O,
\lt ae®® |, . ¢, 2¢, 3 u. . w.  Dabei braudhte nur ein einziges
\ / Ouadrat mit Hiilfe der Redmung Tonftrutert zu

| " P - SRR . L
haad terben, benn die itbrigen fand man leidht mit Hiilfe
])[ e paralleler Diagonalen. Der Beweis ergiebt fidy

\ rJ' folgenbermafen:
A= s vy o ==
v f’ St Fig. 210 ei MA—1, AB—qo, MD — ¢*,
\ ]r toobei « fehr tlein tm BVerhaltnid zu 1 zu denten
\ I ift. Dannt tjt nady Nr. 42 der Writhmetif
\r
\F_.f; e e A
\// S msna i i e SR T s '
i/ folglich
4 ¥ o | o? | o’
AD=et—l=sg st i s " '

was bet fleinem o eine fehr {dhnell fouvergierende Reibhe ift (Dbet
- 11 o : M1 heretta 1 F 5 31 Byt
¢ = o Ut Dag jtweite OGlied bereits 2000000)1 fo baB bet ver-




e S & 5 = . . . .
111, Die Duabdrateinteilung ver Ebene mitteld der Polarfoordinaten. 291
- o

fchwindend fleinem o« nuv bad erfte Glied nitig und vann fiir Ddie
Grenze AD = e ift.

% ol ! i
1 4 4 4

Ghenfo it DO =+ - — & = Sl S
1 ! 1 1 19 I  IBir 3 !

2.8
jo a3 fiir die Grenge chenfalls DC — @ ijt.  Fitr unendlich Heines
a ijt afjo AB— AD = DC= BC, b. ). ABCD ein ,Quadrat”.

Se vier um einen Punit herum u‘.gczmu Duadbrate’” diefer Wt
jtellen toieder einen Flachenraum bar, der einem mwirflichen Quadrate
B entiprechen Hat. Dann hanbdelt es Tti'h 3. 8. um MA

R . 3 3 Lt 7
1 I:- = 2¢, MD = e2e.  Ebenjo ijt e3 beit HA =1, AB = na,
MDD = ‘“-. Al auch »-n in gw.murm' Weife zujammengeleate
Sounabrafe” e n,r-"hmt eitert quadratijhen Flachenvawme, und die

Beziehung awijdhen J;-ll B, und M, D, bleibt dabei erbalten, . D. ijt

A B, — e, fo it M, Dy =€ folglidh 4, hl — g M. D,.
Bei den fritheren BVetvacdhtungen war « i gefebt, bie Langen
ber Rabien warven aljo
— G —4nm — g 2  $14 G
,rffr"-,r”,_l_.a,r”,r", :
ihre teigungen dagegen
—6Gn —_ 4w — 2= 0 27 4m 6B=m
o / - ! n ! P e o S I A
Die Umfehrung 0 ¢ ftercographijden Projeftion uber:

fl‘ﬁﬁf bie & nn“nni[L‘tllruq auf die Qugel, die in M auj die
Ghene der Beidhnung gelegt 3u penfen iit. St ibr Radiusd ;-=-_f, .
fo toird der Ginbeitsfreid auf den J(quator projiziert. Damit find
bie bejprochenen fartographijdhen Dinge in feber Beziehung erlediat.
Mit der genannten Sonjrrnttion ift zugleih das Bildb ber loro:
oromijchen inie, d. h. bie jog. (ogarithmijde Spirale fifr den
t:rﬁminmnhI 45% mit beliebiger @enanigfeit fonjtrutert. Sie ift als
Diagonalfurve it dasd uadratues uu~,umdnma

Nimmt man Jtatt der  DQuadrate” afnliche ,Mehtede”, jo
man {ogavithmijche Spivalen und Sogovromen, nnmu has Bitjdpel der
Radien DLeztv. Mieribiane unter eiem anderent Wintel [dneiven.
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