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292 Vierter Abschnitt. Dynamik zusammengesetzter Systeme.
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d, h. daduorech mut emmandel "i'll\|||l|?!'l|. dass die von ihnen an

oetriebenen Dynamomaschinen in Parallelschaltung zu dem-
selben Stromkreise gehiren, wodurch der ganze Vorgang noch
eine weitere Verwickelung erfihrt. Man hat es dann mit

1 . . b2 o T
mystemen von drel, vier tll!i':' "!lllﬁ'll men E':I‘l

eitsoraden zu

thun. Die Aufstellung der ].lii'l'i-!'vnii:l]g'|-~ir"I|||||;_£r‘I] der Be

wegung macht zwar auch in solchen Fillen keine erheblichen

Schwierigkeiten. Um so schwieriger, wenn nicht unmoglich,

ist aber deren Integration.

[n den letzten Jahren hat man sich mit Sechwingungs

erscheinungen der bezeichneten Art wieder mehrfach heschiiftigt.
[ch erwihne zuniichst eine Abhandlung von Stodola in der
Zeitschr, d. Ver. D. Ing. 1899, S. 506, die sich auf Maschinen

bezieht, die mit sogenannten Flachreglern aus

e s g x s e o -
gerusvet sinda. ]'l‘l'le‘l' verwelse 1cn aunl eine

Abhandlung von G. Kapp in der Elektrotechn.

Yeitsehr. 1899, 8. 134 iiber ..Das Pendeln pa-

l ralle] geschalteter Maschinen®, in der die
/ Schwingungen elektromagnetisch gekuppelter

¢ Maschinen behandelt werden.
: ‘ Niher auf diese Dinge eimmzugehen, ver
0 'g  bietet hier der Raum: ich beschrinke mich
vielmehr auf einige allgemeine HErdrterungen,
\Bb. 58, aus denen hervorgeht, welche Hiilfsmittel die

Mechanik zur Lésung solecher Aufgaben un-

mittelbar zur Verfitoung stellt.

[eh beginne mit einem ganz einfachen Falle. In Abb. 53

se1 A B die Axe einer senkrechten Welle, an der mit Hiilfe

eines drehbaren Armes eine Kugel vom (Gewichte ¢ auf

gehiingt ist. Die Kugel soll als materieller Punkt aufgefasst

und die Stange als gewichtslos angesehen werden. Ausserdem
soll die Masse der !\;||5;'|'| 50

Kraft oanz un hedeutend

. ! H'.ill, dass ihre I*'IIH'Elclij_""
gegeniiber der lebendigen Kraft emnes
Schwungrads ist, das in zwangliufiger Verbindung mit der
Welle A B stehen mige. Wir brauchen dann auf die Aende

rungen der Umlanfsgeschwindigkeit nicht zu achten, die nach
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dem Flichensatze eintreten miissen, wenn sich die Kucel von
der Umdrehungsaxe entfernt oder sich ihr nihert, kinnen viel-
mehr die Winkelgeschwindigkeit «w der Welle A B als constant

ansehen. Der "»1\Ilulaf-li_'_'lwc'!m:||elit_';1u‘|| el I‘Illrx!'-l"['l!] em Ans

schlag ¢, der Stange, bei dem die Kuegel in relativem Gleich-

gewichte vegen die Welle 1st. Der Zusammenhane zwischen
w und ¢, ist schon im ersten Bande untersucht. Jetzt wollen

ien, was fiir Schwingungen der Arm um die Gleich

Wir zZuse

age ¢, ausfithrt, wenn er von Anfano an nicht in die

-

gewichts
Richtung ¢, fiel. Von Reibungen soll dabei abgesehen werden.

Man behandelt diese \:ll";g_‘uiu' am einfachsten auf Grund

der Sitze iiber die Relativbewegung. Relativ zu einem Ranme,
der sich mit der Welle umdreht, haben wir es nur mit einer
pendelnden Bewegung um die Gleichgewichtslage ¢, zu thun.
Dabei miissen die beiden [':I'lu'.:.l!|}".I|!!_5_’"‘\'|('!':"|1'-1[' der l|\}i‘|:ili‘.I‘-“.H';,{IH'.:-_*'
an der Kugelmasse angebracht werden. Die erste Erginzungs

kraft ist hier einfach die Centrifugalkraft €. IDie zweite steht

senkrecht zu der durch die Wellenaxe und die Stange gelegten
[lhene oder senkrecht zur Schwingungsebene. Sie bringt eine

Verbiegung der Stange hervor, die aber erst bei hohen Um-

anfszahlen merklich wird und dann zu den m 8 28 behan

delten Schwingungserscheinungen der ,Hingespindeln® fiihrt.
Hier wollen wir dagegen voraussetzen, dass die Stancenver
biecung unmerklich sei. Die zweite Erginzungskraft wird

freilich mindestens zu Druckkriften im Gelenke der Stange

und damit zu Reibungen im (elenke fithren, die schon von
-‘I'li\_‘i1|il'||l'r Grisse ',‘.'L'l'ell*:': |-.f”J!|ri'|']'|__ 1:|1|:¢_J't' bevor '.|‘:1' \\--‘!'!n':l-g'llij;_!'
der Stance in Betracht kommt. Diese Reibungen dimpfen die
Schwingungen, die wir hier untersuchen wollen. Da wir aber alle
|’;tt~.\'<!g||ng,-ui1[1-!'.<1‘ii|11|1~ an der .Q*'-i':lll;,'\'v alsser 'l’n_‘l‘i'lu-|\':~i-'||'=i_u‘llnf_"
lassen wollten, ist auch auf diese Reibung nicht zu achten.
Dann kommt die zweite Ergiinzungskraft fiir die Schwingungen
iiberhaupt nicht in Betracht, sondern nur das Gewicht ¢ und
die Centrifucalkraft (. Fiir €' haben wir iibrigens

: L Ao,
( — Wi 51N Q.
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Die Bewegungsorisse der Kugel relativ zum rotirender

Raume ist gleich

',:nr} HI']!-i\']'l'l'_||1 YALREY] .'\i'l||l' { g‘l'l'i:'l:lui_ 1’:1.« ?‘-En]]]f‘n_l' nl-ii'.*l'r'
Bewegungsoriosse in Bezug auf die Gelenkaxe hat den Werth

) El'_' il g

{1 it

und nach dem Flichensatze ist die zeitliche Aenderung davon
ogleich dem statischen Momente der Krifte ¢ und . Wir

erhalten daher die Gleichung

{} . .'l'-"||' :
(i | b4 ' B i ]
0f =5 == [l BOS ¢ ) sin g
q poFL ! t {
7 . ; e B 41
oder nach Kinsetzen des Werthes von ¢ und Division mit
rI'.'-"r| c " i - -
u? Bl @ COS @O - i S, 1 L-‘“__I

Das ist die Differentialgleichung der Sehwingungs
efunden

hewegung B¢

iin erstes Integral davon kann sofort

[

e : : ; I :
werden. Man multiplicire beiderseits mit 7 und beachte, dass

dann alle Glieder vollstindige Differentialquotienten nach ¢
vorstellen. Die Integration liefert dann
1 fel gt = i i = P
o \di | = K I COS 2@ — .." COS @, (179)
Diese Gleichung hiitte iibrigens auch nach dem Satze von der
lebendigen Kraft leicht gefunden werden konnen, Die Integra
tionseonstante A hingt natiirlich von den Anfangsbedingungen
ab und I.-r-iiirlg_'_'i andererseits die _\]]1[||i1|||h~ der Hn*l|u':;g]lc_n"||n;_-'s-|1.
Auch der nochmaligen Integration von Gl (179) steht an
und fiir sich nichts im Wege. Dureh Trennung der Variabeln
erhilt man
3 daft.

2 K cos 2 G — -G0S O

Die Gleichung



§ 34, Bchwingung 3ol
L ' I'I‘
— hi ':.J-“l“|
- / i 2
7] ¥ " = ‘.18l I
2 K 5 CO8 2 ap -~ €05 g
; B
L:'.l'.'i-" demnach I.EE'II '\'l‘]'|'c1."|'_':?:I'!]:/,-:'l\JI|IIIIII'II!|ELI|'_1' 7z \'.'!'.m'|||-!1
@ und { an, wobei auch die neue Integrationsconstante

K, aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden
kann. Das in Gl. (180) vorkommende Integral ist ein ellip

tisches und kann ohne BSchwierigkeit auf die Normalformen

reducirt werden. Immerhin erfordert dies aber umstindliche
Rechnungen, die man lieber umgeht. Wir wollen daher sehen,
was wir auf andere Art iiber die Sechwingungen herausbringen
kénnen.

Wir wollen zunichst nach den Grenzen'fragen, zwischen
denen sich die Schwingung abspielt. An den Grenzen des

. -'IllI'I' . - 1 q -t %

Ausschlags 1st —~ gleich Null und daher nach GIl. (179), wenn

ol i

man den Cosinus des doppelten Winkels in dem des emfachen

ausdriickt,
T . {

K - (2 cos* q | } [ lJ. COs g O,

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade in Bezug auf cosg

und durch Auflosen erhilt man
COB Q) — —== - s+ A, (151)

wobei zur Abkiirzung die neue Constante K, an Stelle von K,

nimlich

eingefithrt ist. Die beiden Wurzeln geben die Cosinus der

Ausschliige @, und ¢, an, zwischen denen die Schwingungen
erfolgen. Wenn K, positiv ist, wird cos ¢, positiv und cos g,
negativ, d. h. die Schwingung wiirde dann die Kugel iiber die
durch das Gelenk A gelegte Horizontale hinauffithren. Ferner
kénnte auch ¢, einen negativen Winkel bedeuten und zwar
wiirde dieser Fall, wie man aus Gl (179) erkennt, wenn man

darin ¢ = 0 setzt, dann eintreten, wenn
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wiire. Dies kann auch nicht {iberraschen, denn in der That

st ja die gewdhnliche Pendelbewegung in der hier unter-
suchten als Fiu‘l":e'ailﬁ-l' Fall mif enthalten; man braucht in den
GL (178) bis (180) nur u 0 zu setzen, um sie in die Glei-
chungen fiir die einfache Pendelbewegung iibergehen zu lassen.

Um diese Fille wollen wir uns aber jetzt nicht kiimmern, da

uns 1 11

ur jene Schwingungen von Interesse sind, bei denen ¢

(0
stets positiv und ein spitzer Winkel bleibt. Die Constante K,
muss dann jedenfalls einen negativen Werth haben,

Auch @ = ¢, bildet eine Losung der Differentialglei-

y

chung (1%3), niimlich jene Lisung, die dem G

eicheewichte der

Stange in der Lage ¢, entspricht. Fiir diese (iibrigens schon

frither anf anderem Wege gefundene) Lage erhalten wir nach

Gl (178)

CO8 Py — —5+° (132

Durch Einsetzen dieses Werthes in Gl (181) finden wir
fiir die beiden Grenzlagen, zwischen denen die Sehwingung

!'?'|.['|]If_l1‘1'__

COS ( = GOS @ | [ eos® Py + K, | [R3
i : : i e (15a)
COs (p, = cos g, — [ cos* @, + K, |

Aus heiden f'ni:_n'r zuoleich

COS @y —— GOS8 @, - 2 cosa ol (1od)

Multipliciren wir hier heiderseits mit [, so erkennen wir, dass
die Kugel sich wihrend der Schwingung um dieselbe
Hohe gegen die G leichgewichtslage senkt, als sie sich
bei dem Ausschlage nach der anderen Seite hin iiber
sie erhebt. Wenn die eine (rrenzlage bekannt ist, kann hier
nach die andere sofort angegeben werden. Ausserdem kann

auch der Werth der Constanten K, nach den Gl (183) sofort
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getunden werden, wenn die Grenzlagen, zwischen denen die
Schwingung erfolgt, gegeben sind.

Schon bei der einfachen Pendelbewegung oestaltete sich
die Rechnung erheblich einfacher, wenn man sich auf die

Untersuchung der Schwingungen mit kleinen Ausschligen be-

schriinkte. Das soll jetzt auch hier geschehen. Ich setze also
Q= @, + ¢

wobel nun ¢ ein kleiner veriinderlicher Winkel ist, der
zwischen dem negativen Werthe ¢, und dem positiven Werthe ¢,
hin und herschwankt. Wegen dieser Kleinheit der Ausschliige

ol GO T Lyt : : 1 :
lassen sich sin & und cos & in sehr schnell convercirende Reihen

entwickeln, von denen es geniigt, die Glieder erster Ordnung

beizubehalten, obschon es freisteht, die Entwickelung auch
noch auf Glieder hoherer Ordnune zu erstrecken. Ieh setze

also 1 Gl (178)

sine —-& mund cos: 1
sin @ = sin (g, -+ &) = sin g, -}- & cos g,
und
Ccos @ — co8 (g, + &) COS @, — & SIn Oy -

Hierdurch geht Gl (178) tiber in

el "= ria o s _ : [ I :
e 5 | B & - & COB P, ) ',f (81N @y —— & COS @ ).

Mit Riicksicht auf Gl (182) vereinfacht sich dies zu
d-&

.-'.|l i 2

{ o 1 B i e
= & (%~ CO8 29, — 7 Cos @) Eu® sinq,. (18D)

Diese Gleichung ist von derselben Form wie die
Differentialgleichung einer harmonischen Schwin-

gung. Der einzige Unterschied gegeniiber Gl (16) hesteht

nur darin, dass dort die Verinderliche & eine Weostrecke, hier
aber die Verinderliche & emnen Winkelweo bedeutet. An der
Losung der Differentialgleichung kann dies aber nichts dndern
und wir konnen daher die in § 4 gefundenen Resultate ohne
Weiteres auf den hier vorliegenden Fall iibertragen. Wir

erkennen mnamentlich, dass die kleinen Schwingunger
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anch hier isochron sind und erhalten die Dauer 7' einer
vollen Schwingung aus Gl (20), wenn wir darin
: 39 1 : |
an otelle von hier
=
1 ST 1 T [y S T
schreiben, womit diese Gleichung in
3

Prame = (186)

# sin i

iibergeht. Daber kann noch ¢, auns Gl (182) eingesetat

werden, so dass man auch

= Dapatl =Ty
fi— - 157)
! ”.i'.l.': = Ir_ll:.
erhiilt. Wenn u sehr gross wird, wird die Schwingungsdauer

sehr klein. Dabei ist wohl zu beachten, dass » mindestens
so gross sein muss, dass der Wurzelwerth reell ist, denn im
anderen Falle wire GL (182) nicht anwendbar und auch sonst
wire die vorausgehende Entwickelung zu #ndern, da schon
Gl. (185) auf der Anwendbarkeit der Gl. (182) beruhte.
Hiermit ist der einfache Fall, den wir zunichst unter
suchen wollten, so weit erledigt, dass gegen die unmittelbare
praktische Verwendung der erhaltenen Resultate keinerlei Be
denken mehr vorliegt. Auch den Einfluss von Bewegungs-

widerstinden, die bisher vernachlissigt wurden, kann

man nachtriglich leicht beriicksichtigen, indem man
sich der frither fiir die gediimpften harmonischen Schwingungen
abgeleiteten Resultate erinnert, die ebenfalls ohne Weiteres
auf die hier untersuchten Schwingungen iibertragen werden
knnen.

Bei den 5r:[i\.\'i]|;_{l;f|:_{tl|| des E'-q-.rll"t'iE'1'|I-,_L‘:|||'|-_'__-"uf:|1I-I'.-é
ist aber der Sachverhalt erheblich verwickelter. Dass dort
zwel Scehwungkugeln vorkommen, withrend wir hier nur eine
hetrachteten und dass beide noch durch ein Gegengewicht oder
durch das Gewicht der ,Regulatorhiilse® nach abwirts gezogen
werden, macht freilich nicht viel aus. Man konnte, wenn sich

sonst nichts inderte, die vorige Betrachtung mit geringer Miihe

auf diesen Fall iibertragen und wiirde dabeli zn ganz #hnlichen

o |
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