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§ 4. Die harmonische Schwingung. 35

Zuweilen zieht man es vor, die Sehwingung nur wihrend

der Zeit zu betrachten, in der die ganze Schwingungsbhahn
einmal in einem bestimmten Sinne durchlanfen wird, also die
Riickkehr des Punktes gar nicht abzuwarten und als Schwin-
gungsdauer nur jene Zeit zu rechmnen, in der sin af von I
bis 4 1 wichst. Dabei nimmt der Winkel «f um 7« zu und
diese einfache Schwingungsdauer, wie man sie zum Unter-
schiede von der vorigen nennt, ist genau die Halfte von 7'
Bisher war nur von der gradlinigen harmonischen Schwin-
gung die Rede. Der allgemeinere Fall, zu dem ich jetzt {iber-

gehe, lisst sich aber in ganz iihnlicher Weise erledigen. Er

liegt immer dann vor, wenn der beweg- A
liche Punkt zu irgend einer Zeit einmal P B i
eine (reschwindigkeit hatte. deren Rich Ty !
tungslinie nicht durch den Anfangspunkt g
ging, und weiterhin ohne iiussere Ein <0

Abb. 1.

wirkung “den Kriiften des Feldes iiber-
lassen wurde. In Abb. 7 bedeutet O das Kraftcentrum (oder
die Gleichgewichtslage des beweglichen Punktes). 4 die Lage,

4

er Punkt zur Zeit ¢ einnimmt und v die (reschwindigkeit.

die
Die elastische Kraft kann hier nach Grisse und Richtune
durch den Ausdruck

: B
dargestellt werden, wenn ¢ dieselbe Bedeutung hat wie vorher.
Durch das Minuszeichen wird ausgedriickt, dass die Kraft dem
Radiusvektor r entgegengesetzt gerichtet ist. Die dynamische

Grundgleichung lautet jetzt

und deren allgemeine Lésung ist

r — N sinef - N cosaf,

wenn wiedernm W und B die Integrationsconstanten bedeuten.
die aber jetzt als gerichtete Grissen aufzufassen sind, withrend
« dieselbe Bedeutung wie vorher hat, also gleich dem durch
Gleichung (18) angegebenen Werthe zu setzen ist. In der

Féappl, Dynamile, 2, Aufl b




34 Erster Abschnitt. Dynamik des materiellen Punktes.

That itberzeugt man sich durch Iinsetzen des angegebenen
Ausdrucks in die Differentialgleichung leicht, dass diese durch
ihn fiir jede beliebige Wahl von % und B erfiillt ist. Zn
Anfang der Zeit ¢ moge v gleich a und die Geschwindigkeit b
gewesen sein. Hierdurch bestimmen sich die Inte-

grationsconstanten zu

W —a und Y— u'.' !

gleich b,

¢0 dass mnach Einsetzen des Werthes von « die vollstindig
bestimmte i.ﬁ:-‘lll,';_{' lantet
i ) . fe e
r = b, csint |/ =+ a cost | (21)
¢ 0 i
Auch diese Bewegung ist eine periodische, denn sobald der

Winkel £ |/~ um 2 gewachsen ist, wiederholen sich in der-

e

selben Reihenfolge wieder alle Werthe des Radinsvektors r
von Neuem. Der bewegliche Punkt durchliuft demnach in
steter Reihenfolge unbegrenzt oft eine in sich geschlossene
Curve. Die Zeit, die er zu einem vollen Umlaufe braucht,
nennen wir wieder die Dauer einer vollen Schwingung und
bezeichnen sie wiederum mit 7. Dabei wird I' aus der Be-
dingung

I 3] i 3 T ) S
TV .=z, also I'=2x l

gefunden. Dieser Werth stimmt aber genau mit dem in Gl (20)

fiir die geradlinige Schwingung gefundenen iitherein. Wir er-
kennen hieraus, dass die Schwingungen auch noch im
allgemeinsten Falle isochron sind, d h. dass die
Schwingungsdauer nicht nur von der Grosse des Aus-
schlags, sondern auch von der besonderen Gestalt der
Bahn unabhiingig ist.

=

Es fragt sich jetzt noch, welche Form die Bahn besitzt.
Auch diese Frage kann mit Hiilfe von Gl (21) sofort beant-
wortet werden. Diese Gleichung bildet néimlich in der Sprache

der Vektorenrechnung schon von selbst die Gleichung der Bahn

|
d

and zwar stellt sie die Gleichung einer Ellipse dar, deren
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Mittelpunkt mit dem Kraftcentrum O zusammenfillt. Da aber

die analytische Geometrie heutzutage an Stelle der Ve

toren

stets mit deren Componenten oder Coordinaten rechnet. bleibt

ir.',;!' JIIJt‘]I I"Il"]'i}_". Gl (21) m 'f.‘.il'i {‘15?1':1H2||_l|'j][§'|] Z1 Zeriegen, um
damit auf die iibliche Darstellungsform zu kommen. Um diesen

1-|’||s-rg'}ll1}_t‘ auf ||1<‘3|'_[[;::'h.\'1 einfache Art bewirken =zu ktnnen.

nehme ich an, dass als Anfangspunkt der Zeitrechnung, auf

den sich auch die zusammengehorigen Werthe von a und b,

beziehen, ein Augenblick gewiihlt worden sei, in dem sich der

bewegliche Punkt gerade im gréssten oder auch im kleinsten
Abstande vom Kraftecentrum befand. Dann steht in diesem
Augenblicke die Bewegungsrichtung rechtwinklig zum Radius-
vektor, d. h. es ist b, | a. Hiermit entsprechen die beiden
Glieder auf der rechten Seite von GL (21) schon von selbst
den beiden rechtwinkligen Componenten von r. Wenn wir

dann noch die Richtung yon a zur Richtung der X-Axe wiihlen

und die Y-Axe in die Richtung von b, legen, erhalten wir aus
GL (21) fir die Componenten # und y von v, d. h. fiir die
Coordinaten des beweglichen Punktes die (xleichungen

[ &4 i . LART o

&= @ cost . = 1/ st

'y L [ & I
Aus diesen beiden Gleichungen eliminiren wir den verinder-
lichen Winkel mit Hiilfe einer sehr bekannten Umformung,

indem wir

s f 1 cos?t = (=) +{ : = ]
e 1 L /m J
I I
setzen. Damit sind wir aber in der That zu der gewthnlichen

Form der Mittelpunktsgleichung einer llipse gelangt, deren
P ¥ r . . 5 s
Halbaxen gleich ¢ und gleich #, I sind.  Diese Ellipse
. i =

bildet die gesuchte Bahn des beweglichen Punktes.

Nebenbei sei daranf hingewiesen, dass auch bei der harmo-
nischen Schwingung der vom Krafteentrum gezogene Radius
vektor in gleichen Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht, da diese

o




iellen Punktes.
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Eigenschaft, wie friiher bewiesen wurde, allen Centralbewegungen

zukommt.

8§ . Gedampfte Schwingungen.

Die bisher nuntersuchten Schwingungshewegungen miissten,

wenn sie einmal angeregt wiren und dann vor allen ifiusseren
Storungen geschiitzt werden konnten, unbegrenzt lange an-
dauern, ohne jemals zu erléschen oder sich auch nur irgendwie
zu verindern. In Wirklichkeit beobachten wir aber stets, dass
eine einmal angeregte Schwingung allmihlich ,abklingt® d. h.
dass die Schwihgungsausschliige allmithlich immer kleiner wer-
den, bis sie sich zuletzt jeder Wahrnehmung entziehen. Der
Grund dafiir ist in besonderen Bewegungswiderstinden, wie
Reibung, Luftwiderstand, nnvollkommene Elasticitit u. s. w. zu
suchen, die bisher vernachlissigt wurden. Um uns dem wirk-
lichen Vorgange mehr zu nithern, wollen wir jetzt annehmen,
dass ausser der elastischen Kraft des Feldes auch noch em
ydimpfender Widerstand® von irgend einer Art auf den beweg-
lichen Punkt einwirke, der in jedem Augenblicke der Bewegung
des Punktes entgegen wirkt. Zugleich miissen wir aber, um
die Aufgabe zu einer bestimmten zu machen, noch eine nihere
Voraussetzung iiber das Wirkungsgesetz dieses Widerstandes
einfiithren. Es steht nun zwar frei, die Rechnung unter ver
schiedenen Annahmen dieser Art durchzufiihren und sich im
gegebenen Falle dann fiir jenes Widerstandsgesetz zu entscheiden,
bei dessen Wahl die Rechnungsergebnisse am besten mit der
Beobachtung fibereinstimmen. Man begniigt sich aber fast

stets mit der einfachsten Annahme, die sich machen lidsst,

nimlich dass der Widerstand in jedem Augenblicke der Ge
schwindigkeit der Bewegung proportional sei. Wenn der dim-
pfende Widerstand in der Hauptsache im Luftwiderstande be-

steht und die Geschwindigkeiten der Schwingungshewegung

Hir.ht 5{*]1]' :hl-}u:hﬂr‘h 5ilil|_ H‘iﬂ-l l]EE"r-'L‘ ,\.J11111|]I1|f‘. ‘.\'il’ aus der
Uebereinstimmung der darans abgeleiteten Formeln mit den
Jeobachtungen zu schliessen ist, in der That ziemlich genau

zu. Noech besser ist die Voraussetzung erfiillt, wenn die Dim
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