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& 4, Die harmonische Schwingung 29

etwa eines Korpers zu, der am unteren Inde eines Drahtes

aufoehiingt ist und unter dem Einflusse der Torsionselasticitiit
des Drahtes schwinot 'rl‘lll'.‘-'i_llll‘-'|lt‘lllllf'l, Drehwaaoe). Auch selbst
Vorgiinge, die ganz ausserhalb des Bereichs der Mechanik liegen,
bezeichnet man als harmonische Schwingungen, weil sie den
gleichen zeitlichen Verlauf nehmen, so dass die in der Dynamik
des materiellen Punktes dafiir abgeleiteten Formeln bei ent-
sprechender Deutung der darim vorkemmenden Buchstaben-
grossen ohne Weiteres aut jene Fille angewendet werden
kénnen, Dies trifft namentlich bei gewissen elektrischen Schwin

gungen zu. S0 kommt es, dass die harmonischen Sechwingungen

eines einzelnen materiellen Punktes nur das eintachste Beispiel
fiir eine Reihe verschiedener Schwingungsvorginge bilden, bei
deren Untersuchung von den hier durchzufiihrenden Betrach
tungen mit geringen Aenderungen immer wieder (Gebrauch
gemacht wird.

Nach diesen Bemerkungen, die mir erforderlich sehienen,
um die grosse Tragweite hervorzuheben, die 1thm zukommt,
wende ich mich jetzt zur Behandlung des einfachen Falles, um
den es sich hier handelt. Dabei mége zunichst ausserdem
noch angenommen werden, dass die Schwingungen grad-

linig erfolgen. Dies wird sicher geschehen, wenn der mate

rielle Punkt etwas aus der Gleichgewichtslage verriickt und

hierauf ohne Anfangsgeschwindigkeit sich selbst iiberlassen
wurde, denn Kraft und Geschwindigkeit sind dann wihrend
der ganzen Bewegung stets liings derselben Geraden gerichtet,
auf der die Bewegung erfolgt.

Es wird niitzlich sein, iiber das Kraftfeld, in dem sich die
Schwingung vollzieht, einige mit den im vorigen Paragraphen
eingefiihrten Begriffen zusammenhiingende KErorterungen vor-
auszuschicken. Die Kraftlinien sind hier simmtlich gradlinig
und nach dem Anfangspunkte gerichtet. Die Niveaufliichen
sind concentrische Kugelflichen. Die Stufenfliichen der Poten

je weiter man sich

tialtreppe liegen um so enger zusammen,
vom Anfangspunkte entfernt. Wihlt man die Constante V' in
GL (10), wenn O den Anfangspunkt bedeutet, gleich Null, so
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wird das Potential 7, mm Abstande ¢ nach jener Gleichung

= : -
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Hierbei ist niimlich die Kraftlinie als Integrationsweg gewihlt;

¢ ist ein Proportionalititsfaktor, durch dessen Multiplikation

mit 2 die Kraft im Abstande & gefunden wird, also mit anderen
Worten die Intensitiit des Feldes im Abstande 1 vom Anfangs-
punkte. Das in GL (10) vor dem Integrale stehende Minus-
zeichen fillt hier weg, denn in unserem Falle ist P nach dem
Anfangspunkte gerichtet und 8 ist, weil wir von O nach A4
hin mmtegriren, entgegengesetzt gerichtet. Fiir Pdé erhilt man
daher hier cx - da.

Der Ausdruck fiir das Potential V' giebt zugleich die

elastische Formiinderungsarbeit jener Binder oder Theile an,

die den materiellen Punkt in die Ruhlage zuriickzufithren
suchen. In der That ist im vorliegenden Falle das Potential

nur eine andere Bezeichnung fiir die in der Festigkeitslehre
unter dem Namen Forminderungsarbeit so hiiufic benutzte
(rrisse,

Je weiter wir uns vom Anfangspunkte entfernen, desto

grosser wird 7. Im Verlaufe der Bewegung eines sich selbst
iiberlassenen Punktes bleibt aber nach Gl. (15) die gesammte

Energie V' L constant. Daraus folgt, dass der Punkt immer

mnerhalb jener kugelformigen Niveaufliche bleihen muss, deren

Potential grade gleich dieser Gesammtenergie ist. Schon hier-
aus folot, dass die Beweoung jedenfalls in einer Schwingung
hestehen muss.

Die dynamische Grundgleichung liefert sofort die Diffe

rentialgleichung der Bewegune. Iech wihle die Gerade, lings

der die Ht‘l]‘\'l'-!]‘.‘__'ﬂlll_‘_': |'|'1:II.|.!:T,‘ zgur X-Axe, bhezeichne die Masse
des materiellen Punktes mit m, den Proportionalitiitsfaktor, der
die Intensitiit des Feldes beschreibt und der als gegeben zu
betrachten ist, wie vorher schon mit ¢; dann lautet die Gleichung
124
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Durch das Minuszeichen ist dem Umstande Rechnung getragen,
dass die Kraft nach dem Ursprunge geht, wiihrend die Ab-

geisse 2 mach aussen hin wichst. Von Gl. (16) kennt man

die allgemeinste, also mit zwer Constanten versehene Lisung;
gie lanted

i ] .~-‘i||ff-J 7 “ COs f-.'|'r. 17
worin .1 und B die willkiirlichen Integrationsconstanten be
deuten, ¢ aber eine Constante 1st, die aus Gl (16) gefunden
wird. Differentiirt man niamlich # zweimal nach ¢, so erhilt man

o? 5 : 5 :

73 (A sinat 4 B cos at),
also vom Minuszeichen abgesehen, das ¢®fache von z. Nach

Gl. (16) soll dagegen ——; das fache von & sein. Daraus
5 k o A ™
folgt, dass jedenfalls
L ¥
T ri— ;.I.L- |
T
resetzt werden muss. Wenn dies f_g;w_a-a-hirl[li, befriediot aber

1. (17) die Differentialgleichung (16) identisch.
Es bleibt jetzt nur noch iibrig, die Integrationsconstanten

A und B ans den Grenzbedingungen zu ermitteln. Zu diesem

Zwecke mooe festoesetzt werden, dass die Zeit ¢ von einem

Augenblicke an gerechnet werden soll, in dem z gleich Null
er Zeit ent

war. Dazu muss nach GL (17) das den Cosinus «

haltende Glied versechwinden, also B =0 sein. s bleibt
hiernach

Z=—_Awinor (19)
und die hier noch vorkommende Integrationsconstante A hat

eine einfache und leicht ersichtliche Bedeutung. Sie stellt

nimlich den grissten Werth dar, den 2 1m Verlaufe der Zeit
periodisch immer wieder annimmt, wenn der Sinus gleich der
Einheit wird. Hiernach ist A der grisste Schwingungs-
ausschlag oder die Amplitude der Schwingung. Diese muss

er sie muss sich aus den An

entweder direct r>‘|u_-"n§u‘:! sem ol
fangsbedingungen, die bekannt sein miissen, wenn man im

Stande sein goll. den weiteren Verlauf der Beweoung vorans-
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zusagen, berechnen lassen. Wiire z. B. die (Geschwindigkeit o,

bekannt, mit der der Punkt zu Anfang der Zeit durch den

Gleichgewichtspunkt ging, so hiitte man aus GL (19)
({0 el
. oA coset, also (=) = ¢
il vl g
und hieraus folgte
".- . - q ."“ 3 .
A Y und schliesslich =z = sin el
{ s {.

Der Werth # in GL (19) nimmt ofters wieder die friitheren

Werthe an. Dies geschieht jedenfalls immer dann wieder,

.
L

wenn der Winkel, von dem der Sinus genommen werden soll, um
eine volle Umdrehung oder um 2z gewachsen ist. Auch in
der Zwischenzeit nimmt der Sinus noch einmal den anfiing-
lichen Werth an. Je nach der Lage, von der man hierbei
ausgeht, dauert es aber his dahin verschieden lang. Man
achtet daher nicht auf diese erste Wiederkehr des Punktes in
die vorige Lage, sondern erst auf die folgende, die stets nach
Zuwachs des Winkels ef um 2x erfolgt und von der ab sich
nachher beim weiteren Verlaufe der Zeit der Bewegungsvorgang
genau wieder in derselben Weise wiederholt. Man nennt die
Zeit, die withrend dessen verstreicht, also jene Zeit, die einem
Anwachsen von et um 2x entspricht, die Dauer einer vollen
pehwingung. Wahlt man dafiic den Buchstahben T, so hat man

o= =°

e 2 T o
/ 2

(20)
Besonders zu beachten ist hierbei, dass 7 ganz unab
hingig von 4, also von der Amplitude der Schwingung

ist. Die Schwingungsdaner hiingt vielmehr nur von der Masse

des schwingenden Punktes und von der durch den Faktor ¢

ausgedriickten Stirke der elastischen Kraft ab, die ihn nach der
Gleichgewichtslage hinzieht. Man nennt solche Schwingungen,
deren Dauer unabhingig von der Grésse des Schwingungs-
ausschlags ist, isochron und die hiermit ausgedriickte igen-
schaft ist als die wichtioste der harmonischen Schwingungen

711 betrachten.
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Zuweilen zieht man es vor, die Sehwingung nur wihrend

der Zeit zu betrachten, in der die ganze Schwingungsbhahn
einmal in einem bestimmten Sinne durchlanfen wird, also die
Riickkehr des Punktes gar nicht abzuwarten und als Schwin-
gungsdauer nur jene Zeit zu rechmnen, in der sin af von I
bis 4 1 wichst. Dabei nimmt der Winkel «f um 7« zu und
diese einfache Schwingungsdauer, wie man sie zum Unter-
schiede von der vorigen nennt, ist genau die Halfte von 7'
Bisher war nur von der gradlinigen harmonischen Schwin-
gung die Rede. Der allgemeinere Fall, zu dem ich jetzt {iber-

gehe, lisst sich aber in ganz iihnlicher Weise erledigen. Er

liegt immer dann vor, wenn der beweg- A
liche Punkt zu irgend einer Zeit einmal P B i
eine (reschwindigkeit hatte. deren Rich Ty !
tungslinie nicht durch den Anfangspunkt g
ging, und weiterhin ohne iiussere Ein <0

Abb. 1.

wirkung “den Kriiften des Feldes iiber-
lassen wurde. In Abb. 7 bedeutet O das Kraftcentrum (oder
die Gleichgewichtslage des beweglichen Punktes). 4 die Lage,

4

er Punkt zur Zeit ¢ einnimmt und v die (reschwindigkeit.

die
Die elastische Kraft kann hier nach Grisse und Richtune
durch den Ausdruck

: B
dargestellt werden, wenn ¢ dieselbe Bedeutung hat wie vorher.
Durch das Minuszeichen wird ausgedriickt, dass die Kraft dem
Radiusvektor r entgegengesetzt gerichtet ist. Die dynamische

Grundgleichung lautet jetzt

und deren allgemeine Lésung ist

r — N sinef - N cosaf,

wenn wiedernm W und B die Integrationsconstanten bedeuten.
die aber jetzt als gerichtete Grissen aufzufassen sind, withrend
« dieselbe Bedeutung wie vorher hat, also gleich dem durch
Gleichung (18) angegebenen Werthe zu setzen ist. In der

Féappl, Dynamile, 2, Aufl b
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