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§ 40. Allgemeine Integration der Bewegungsgleichungen
fiir die wirbelfreie Bewegung.

Die Euler'schen hydrodynamischen Gleichungen werden

fiir den Fall

geformt, dass alle Geschwindigkeitscomponenten im Geschwin-

er wirbelfreien Bewegung am besten so um-

digkeitspotentiale @ mit Hiilfe der Gl (216) ausgedriickt
werden. Sie vereinfachen sich dann erheblich. Die Continui-
titsgleichung (206) nimmt dann die Form
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an, wofiir man mit Benutzung des schon von frither her be-
kannten Laplace'schen Operators v7° kiirzer
VP =0 221)

gchreiben kann. Ferner findet man fiir den i GL (210) an-

gegebenen Ausdruck fiir die Besehleunigungscomponente in

der X-Axe, niimlich

nach Hinsetzen von
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Die drei letzten (lieder in diesem Ausdrucke bilden den

partiellen Differentialquotienten nach 2 von
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wenn b wieder die Gesammtgeschwindigkeit an der betreffenden
Stelle nach Grosse und Richtung bedeutet, wobei man beachfen
moge, dass das Quadrat (oder das innere Produkt mit sich
selbst) einer gerichteten Grisse eine Grisse ohne Richtung
angiebt. Setzt man dies ein, so erhilt man die erste der drei

folgenden Gleichungen
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Die in GL (213) zusammengestellten Eunler'schen (lei-
chungen gehen nun — immer unter der Voraussetzung, dass

die #dussere Massenkraft von einem Potentiale V abgeleitet

werden kann ither in
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Da nun u fiir die raumbestindige Fliissigkeit, nm die es
sich bei diesen Betrachtungen allein handelt, constant ist,
lassen sich die 1. (223) zu einer einzigen Integralgleichung
zusammenfassen. Sie sprechen ja in der That nur aus, dass
sich die Grossen, deren Differentialquotienten nach # » und z
mit einander iibereinstimmen, nur um eine Grosse von ein-
ander unterscheiden konnen, die von diesen Verinderlichen

unabhiingig ist, withrend sie von # abhiingio sein kann. Be-
zeichnen wir diese Grosse mit f(¢), so liefert die Integration
der Gl. (223)
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stationdren Fliissigkeitsstromung, also bei einer Bewegung, die
sich dauernd in der gleichen Weise fortsetzt. Dann sind v,
@, p zwar 1mmer noch mit dem Orte veriinderlich, an jedem
Punkte des festen Raumes bleiben sie aber der Zeit nach con-
stant. Der Differentialquotient von @ verschwindet dann in
der vorausgehenden Gleichung und auch f£(f) muss der Zeit
nach constant, also iiberhaupt eine Constante sein, weil alle
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iibrigen in der Gleichung vorkommenden Gréssen von f unab-
hingig sind. Fiir die stationiire wirbelfreie Stromune hat man
daher die emfache Beziehung
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oder in Worten: die Summe aus der kinetischen Energie,
dem Potentiale der dusseren Krifte (d. h. der poten-
tiellen Energie) und dem Fliissigkeitsdrucke hat zu
jeder Zeit und fiir alle Stellen des Raumes denselben
Werth, wenn man diese Grossen auf die Raumemheit bezw.
auf die Flicheneinheit bezieht. Dieses Resultat stimmt nahezu
iiberein mit einem, das schon im ersten Bande § 56 anf viel
einfacherem Wege gefunden und durch Gl (139), 2. Aufl,, aus

gedriickt wurde. In einer Hinsicht besteht indessen zwischen

heiden Resultaten doch ein sehr wesentlicher Unterschied.
Das frithere Resultat galt nur fiir die Veréinderlichkeit des
Druckes in dem gleichen Stromfaden und es bletht i
diesem begrenzten Umfange, wie aus der Ableitung hervor-
oeht, auch dann noch giiltig, wenn die Bewegung nicht wirbel
fre1 ist. falls dabel nur von der I“‘[‘L‘I.‘:.‘:.Il_'_{'kt‘if":]'i‘i|Jl|.l|l_': il}J‘l_l:l"-:-'J_‘h!'T'l
werden kann. GL (225) ist insofern viel allgemeiner giiltig,
als sie die Verinderlichkeit des Druckes auech dann noch an
giebt, wenn man von einem Punkte eines Stromfadens zu einem
Punkte irgend eines anderen Stromfadens {ibergeht.
Andererseits ist dagegen die Giiltigkeit dieser erweiterten Be
ziehung an die Bedingung gekniipft, dass die Bewegung wirbel-
frei ist. Ich bitte auf diesen wesentlichen Unterschied sorg

filtig zu achten, da der Zusammenhang zwischen kinetischer

Energie, iru[e-lliiﬁ_. r Energie und Fliissigkeitsdruck bei der
Theorie der hydraulischen Motoren i der theoretischen Ma-
schinenlehre sehr hiiufig zum Ausgangspunkte der ganzen Knt
wickelung gemacht wird.

Schliesslich gebe ich hier noch den Beweis fiir den schon
im vorigen Paragraphen erwiihnten Satz von Lagrange. Dazu

herechne ich die Verinderungen, die die Geschwindigkeits

(lomponenten an irgend einer fest angemommenen Stelle des




1]

224 Fiinfter Abschnitt. Hydrodynamik.

Raumes 1m Laufe der Zeit erfahren. Zunichst hat man nach

xl, (211)

oder aunch nach den Gleichungen (213), indem man fiir die

: : i s . :
Beschlennigung-Componente — ihren Werth nach der dyna-
gung T :

mischen Grundgleichung einsetzt und dabei annimmt, dass sich

die #ussere Massenkraft von einem Potentiale ¥ ableiten lasse,
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remein: auch fiir die Wirbelbewegung.

Dies gilt noch allge

Setzt man aber nun ferner voraus, dass in einem bestimmten

Augenblicke, der zum Ausgangspunkte der Untersuchung ge

frel war,

wihlt wird, die Bewegung im ganzen Raume wirbe
so folgt aus der vorhergehenden Gleichung, dass sie auch
welterhin wirbelfrei bleiben muss. Jedenfalls kann man nim
lich unter der genannten Voraussetzung die Geschwindigkeiten
e @ ableiten, womit

zu Anfang der Zeit aus einem Potentia
die vorige (ileichung iibergeht in
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und entsprechende Gleichungen gelten auch fiir die Aende-
rungen von ¥, und v, mit der Zeit. Damit ist aber gezeigt,
dass sich auech nach Ablauf eines Zeitelementes dt die Ge-
schwindigkeits-Componenten immer noch von einem Geschwin
digkeitspotentiale ableiten lassen und zwar hat das Potential
alsdann den Werth
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denn hieraus folgt in der That der vorher aufsestellte Werth
itk om
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von ——, ebenso auch der von . und von —=*. Wenn sich
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die Geschwindigkeiten mnach df aber immer noch von einem

Potentiale ableiten lassen, so ist die Bewegung auch noch

wirbelfrei geblieben. — Was ferner von dem einen Zeit-
elemente df gilt, lisst sich ebenso auf alle folgenden iiber-
tragen und die Bewegung muss daher immer wirbelfrei bleiben.
Damit ist der Satz von Lagrange bewiesen, der noch in den
Worten ausgesprochen werden soll:

Wenn die Bewegung einer raumbestindigen und
reibungsfreien Fliissigkeit, auf die von aussen her
nur solche Massenkrifte einwirken, die sich (wie das
(rewicht) von einem Potentiale ableiten lassen, zu
irgend einer Zeit wirbelfrei war, so bleibt sie auch
weiterhin wirbelfrei.

Frst durch diesen Satz erlangen die Untersuchungen iiber
die wirbelfreie Bewegung die ihr in der Hydrodynamik mit
Recht eingeriumte Bedeutung. Is ist nur zu billigen, dass
man sich zuniichst Rechenschaft dariiber zu geben sucht, was
geschehen miisste, wenn die Zihigkeit nicht in Befracht kime.
Man darf dabei freilich micht vergessen, dass keine genaue
Uehereinstimmung zwischen diesem einfachsten Falle und dem
wirklichen Bewegungsvorgange erwartet werden kann. Da man
wegen des Bestehens eines Geschwindigkeifspotentials die
Untersuchungen iiber die wirbelfreie Bewegung weit einfacher
durchfiihren kann, als im anderen Falle, gelangt man indessen
mit verhiiltnissmiissig geringer Miithe zu Resultaten, die zwar
nicht als genan angesehen werden diirfen, die aber
wegen des Vergleichs, den sie gestatten, immerhin sehr zu

schiitzen sind.

§ 41. Bewegung einer Kugel in einer vollkommenen
Fliissigkeit.

[iin fester kugelformiger Korper mige sich in einer
Fliissigkeit gradlinig mit constanter Geschwindigkeit bewegen.
s fragt sich, was fiir eine Kraft von aussen her an ihm
wirken muss, um diese Bewegung zu Stande zu bringen. Dabei

soll angenommen werden, dass sich der Korper hinlinglich

Fippl, Dynamik. 2. Aufl i
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