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1ge Kraft oder vielmehr die Aenderung

=1

lebent die die Form-

inderungsarbeit etwa erfihrt, gegeniiber der Aenderung der
lebendigen Kraft oder gegeniiber der Arbeit der fdusseren Kriifte
vollstéindig vernachliissigt werden kann, Ferner ist auch die
Arbeit der inneren Krifte, die zwischen verschiedenen
Korpern des Systems auftreten, iiberall gleich Null
gesetzt. Das ist aber nur dann streng richtig, wenn zunichst
keine Fernkrifte zwischen den einzelnen (tliedern auftreten und
wenn ferner auch keine Reibungswiderstinde zu beriicksichtigen
sind. Hiitte man Reibungen in den Fithrungen oder (ielenken,

so miisste natlirlich ein Theil der Arbeit F.d¢;, bei der vir

tuellen Verschiebung dg, auf die Ueberwindung der Reibungen

verwendet werden. Man kann sich aber in solchen Fillen

damit helfen, dass man i'-r\\'::E;_J;t'} Fernkriifte (z. B. ."\|JH'.H-'-'IIE|:,_':L‘1|
zwischen Magneten, wenn solche im Systeme vorkommen) nicht
zu den inneren Kriften rechnet, sondern sie so behandelt, als
wenn sie von aussen her angebracht wiren, sie also in die F'

mit einrechnet. Dasselbe gilt auch von den Reibungen.
§ 33. Anwendung der Lagrange’schen Gleichungen zur
Losung von Aufgaben.,

Das Verfahren bei der Benutzung dieser Gleichungen gleicht,
wie ich schon vorher bemerkte, vollstindig dem aus der Festig
keitslehre von der Ve:r‘-‘Li;_"li':11||:'r&|"1i|1’}| Methode her bekannten.
Wie dort zuerst fiir die Forminderungsarbeit, stellt man hier
vor Allem einen Ausdruck fiir die lebendige Kraft in den ge-

lgemeinen Coordinaten auf. Dann bildet man die in

wiithlten a
1. (174) vorgeschriebenen Differentialquotienten und setzt ihre
Differenz gleich dem aus den Bedingungen der Aufgabe he-
kannten Werthe von F.

s wird am besten sein, wenn ich dieses Verfahren zu-
niichst an einem moglichst einfach gewiihlten Beispiele vorfiihre,
fiir das wir die Losung schon frither auf einfacherem Wege
gefunden haben. Ich wihle dazu das physische Pendel,
also einen zwangliufigen Mechanismus. Die die augenblick-

liche Stellung des Systems beschreibende Coordinate sei der
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Winkel @, den der nach dem Schwerpunkte vom Aufhinge-

L1
|:|lT||\Ii‘ gezogene Radiusvektor mit der |_.n["r|rj:'h[1|n;_;‘ hildet.

3 e + . .y L | f-'r'T" 1 3 1 : 1:
Die Winkelgeschwindigkeit ist — oder @ und die lebendige
Kraft

!
L G g®.

Die Lagrange'sche Gleichung lantet demnach hier

d rol oL
; .-r’t-"i-) S

Hier ist I, unabhiingio von @ und man hat daher
AL &7 :
U — B q:
& AR

womit die Lacranee’sche Gleichune iibergeht in
I o | | b

pe o2,

Die auf die Coordinate ¢ reducirte dussere Kraft wird hier, da
es sich um eine Drehung handelt, durch das vom Aufhiinge-
punkte aus genommene statische Moment des Gewichts an-
gegeben. Vergrossert man nimlich @ um 0@, so leistet die
einzige iussere Kraft, die auf den Mechanismus einwirkt, nim-
lich das Gewicht ¢, eine Arbeit von der Grisse (sdq sin g.
Das Vorzeichen der Arbeitsleistung ist negativ, da sich der

Schwerpunkt hebt, wenn ¢ wiichst. Man hat daher
== (s sin @

und nach Hinsetzen dieses Werthes geht die Gleichung von
Lagrange iiber in die uns schon von frither her bekannte

-[]]-i”i-l'['{_'I]I_'i.‘lluffl_'il_‘l‘j-[l]ll*_ﬂ" fiir die |]|'-u+||-'|f.-n_~uw_g"'.,mg

o= p :
&y = ¢S s .
Die weitere Behandlung dieser (leichung hat nichts mehr mit
der hier zu erliuternden Methode zu thun: sie muss vielmehr

genau so wie friither erfolgen.
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Der Vortheil der Methode kann sich aber, wie schon be
merkt, erst dann deutlicher herausstellen, wenn man ein System
mit wenigstens zwei Freiheitsgraden wiihlt. Als Beispiel dafiir
behandle ich das in Abb. 56 dargestellte System, das aus einem
physischen Pendel besteht, an dem ein zweites drehbar auf
oehiingt ist. Der starre Korper 4 soll im Gelenke « drehbar

' cegen ein festes Gestell gelagert sein,

s withrend sich der Korper B (ebenfalls
\ reibungsfrei) gegen 4 um die Drehaxe 5
'f\l' \ O\ drehen kann, die zu « parallel ist. Man
\) \ i kann sich etwa unter 4 eine Glocke und
I.:\ W unter 53 ihren Kloppel vorstellen und da
IJ I'-_ _ f_':]'.'uhf dieser Fall sechon 6fters }'l'.=-|a|'|,-|']!]i*ll
wurde, pflegt man das Problem auch

kurz als das von Glocke und Kloppel

, zu bezeichnen., Der Schwerpunkt S von
' . 4 soll auf der Verbindungseraden der
\ Gelenke liegen; es ist aber nicht nothig,
| g /,' dass er zwischen ¢ und g liegt, wie er

in der Abbildung gezeichnet ist, viel
mehr kann der Sehwerpunktsabstand s
auch grosser als der Abstand [ zwischen
beiden Gelenken sein. Der Sehwerpunkt von B ist mit 5,
bezeichnet. Als allgemeine Coordinaten des Systems wihlen
wir die in der Abbildung mit ¢ und % bezeichneten Winkel,
durch die die augenblickliche Lage offenbar vollstindig be
schrieben wird.

Zuniicht haben wir hier wieder den Ausdruck fiir die
lebendige Kraft des ganzen Systems aufzustellen. IFiir die
lebendige Kraft von A erhalten wir denselben Werth wie 1m
vorigen Beispiele, Die lebendige Kraft von B lisst sich aus
zwei Theilen zusammensetzen, von denen einer die durch die
Schwerpunktsgeschwindigkeit » bedingte Translationsenergie

und der andere die zur Drehung um die Schwerpunktsaxe ge-

horige Rotationsenergie darstellt. Die letzte ist gleich —- @, ¥,
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wenn @, das Trigheitsmoment von B fiir die Schwerpunktsaxe
angiebt, wihrend @ wie vorher das Trigheitsmoment von 4
fiir die Aufhingeaxe « bedeutet.

Zur Berechnung der (Geschwindigkeit » von 5, beachte

s ein Zusammenwirken

man, dass die Bewegung von B auch a

einer Translation mit der Geschwindigkeit
von § und einer Drehung um  aufgefasst

werden kann. Bei der Translation hat jeder

Punkt von 2 und daher auch S, eine (e Iy ‘"
; : ; e ; e

schwindigkeit von der Grisse (g, die senk- ¢ -

recht zu [ gerichtet 1st und bei der Rota e

tion um Ifi hat ."‘1'_: eine zu 5 senkrecht ge

richtete Geschwindigkeit von der Grosse s;¢. Die wirkliche
(reschwindigkeit von S, ist die geometrische Summe aus diesen
beiden Componenten. Abb. D7 zeigt das Dreieck, das man bei
der geometrischen Summirung erhilt. Auf die Richtung von »

kommt es bei der lebendigen Kraft nicht an, sondern nur auf

den Werth 2 und diesen erhalten wir aus dem Dreiecke zu

vi=Pe* 4 s*v* -+ 215, @ cos (¢ @)

Fiir die lebendige Kraft des ganzen Systems erhalten wir daher
den Ansdruck

L= @¢*+ — 0,3

i e = :
+ 2 (Bo* 4 s,°9° + 2Us, @i cos (@ @®)), 175)

L

wobei unter ), das Gewicht des Kloppels zu verstehen ist.
Der nichste Schritt besteht darin, an diesem Ausdrucke
die in den Lagrange’schen Gleichungen vorgeschriebenen

Differentiationen vorzunehmen. Wir erhalten zunichst

oL ; SR e A
: — (N it e J.l_-[_ o Ef.'\'. i cos (P — @),
f c‘r z (" I i J ! i - q
d (8L d*p | @ ;@9 @ d*
— L L 2L [ cos (g — g
di lx_-f q ] ® v SR diz=itl g L dt? \ f
() dap . (il o ol als
t'1 ] ; {2l ; i L) X
~ LSy — s (4 ®) |55 |

(Ganz ebenso findet man
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o1 Sl Rl i () , i
: @, v+ — 8" + = I3, cos (v — o),
eklE : ) g : /] = F
d [(oL) d*sh. -4 g B3 | @) d*q : \
N\zm) =0 0 -+ s T8 % cos (¥ — @)
adt \gda A ! 1] L g2 ] ] L odt
[ o8 7 (TR ; (e qp 7 JlI
----- =Sy —— BN (A —q ) : =] -
3 J l:r.lr.F rl'l.'

{q S/

Endlich liefern die Differentiationen nach den Coordinaten ¢

und o selbst

Al |l|"l: T ol (] d (1) .
> — = ._\'I = = BINL (1 — 0
il i At di :
o i:JI 7 r."».’,I dapy .
—- 8 — s ( @)
A [ L dt di /

Nachdem die Differentialquotienten gebildet sind, stellen wir
die Werthe F, und F) der auf die Coordinaten ¢ und 3
reducirten #usseren Krifte auf. Wenn sich nur v um ¢
andert, leistet von Husseren Kriften nur das Gewicht des
L

und wir erhalten daher genau wie im

Kléppels eine Arbe
vorhergehenden Beispiele

F, = — @,s, sin 1.
Wenn sich dagegen @ um d¢ vergrossert und ¥ constant
bleibt, hebt sich sowohl der Schwerpunkt der Glocke als der

Schwerpunkt des Kléppels. Dabei ist wohl zu beachten, dass

sich der Kldppel nicht etwa in relativer Ruhe zur Glocke be
findet, denn dabei wiirde sich ja auch @ #ndern. Vielmehr
entspricht der virtuellen Verschiebung d¢ eine Translation des
Kioppels, bei der sich der dSehwerpunkt um ebensoviel hebt,
als das Gelenk 8. Wir erhalten daher

Iy= — Qs sin o — @, sin @,
wobei mit ¢ das Gewicht der Glocke hezeichnet ist.

Jetzt 1st alles so weit vorbereitet, dass wir die gefundenen
Ausdriicke m die Lagrange’schen Gleichuneen einsetzen kénnen.
Diese lauten mit den hier eingefiihrten Bezeichnungen

stz O
/ dit \o g/ 0

v o '.r}l' L4 If,
y =5 (G5) —
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| 1 1= # [Th | o
und nach lEinsefzen gehen sie iiber in

o
=

: ,lu'.'
= ot k S B B t
5111 @ (/s —— rlﬁ_.l'. == (@ — | | 1|
I { 1
a7 l'lll fila i} F
; [s, cos (1 @) [ ] — {8, sin (1 q ||
il .rlr , ¥ 7 : -
- | it
_ 0 _ (16
< I ) B < 1 o &)
11 1 1"'. Sy . St |
{ f (L.f - Leph * "'JI = a
, (S co8( — @)+ (-] =~ s, sm (¢ o) |
{ i e tr i . ! |

Hiermit ist das durch die Anwendung der Gleichungen

von Lagrange angestrebte Ziel erreicht: wir sind jetzt im

Besitze der Differentialgleichunsen, durch die die Abhiin
-'ii';" \-Et!'iflhi',::l o L'HI.J © von Iil'l' 21'“ i']l!?‘-\['ill‘il"llf"|| wird. [II
lich sind wir damit noch nicht zur senauen Kenntniss des Be
wegungsvorgangs gelangt; dazu miisste man die Gleichungen
zuvor integriren kionnen. Die Differentialgleichungen der Be
wegung eines Systems von mehreren Freiheitsgraden sind nun
freilich gewGhnlich, wie auch im hier vorliegenden Falle, so
verwickelt, dass man sie nicht allcemein zu integriren vermag.
Das hindert jedoeh nicht, dass man iiber manche Fragen, die
von besonderem Interesse sind, Aufschluss aus den Differential
gleichungen zu erhalten vermag, ohne dass diese zuvor inte-
orirt zu werden brauchten.

Ehe ich hierauf niher eingehe, mochte ich noch darauf

hinweisen, wie die Bewegungsgleichungen des Systems auf

zustellen sind, wenn man die Gleichungen von Lagrance und
die ihnen verwandten Sitze nicht benutzen will. Hierzu steht
zuniichst der Satz von der lebendigen Kraft zur Verfiigune.
Man addire zu dem in Gl (175) aufgestellten Werthe von I
die potentielle Energie V, die dadurch zu Stande kommt, dass
die Schwerpunkte S und S, iiber ihrer tiefsten Lage liegen.
Man hat dafiir

V= (s (1 cos @) + @1 (1 cos @) + @;8; (1 A

! I I

Die Gleichung L -+ 7 = Const. giebt sofort eine Differential-

eichung erster Ordnung zwischen ¢ und 3; sie bildet, wie

o

Foppl, Dynamik., 2. Aufl. a1
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R s . =1

1l Saoen kann, emn erstes lrnu-u;:'ul der Gl (L{6). Eine

zweite Gleichung zwischen ¢ und ¥ kann man etwa aus dem
Flichensatze erhalten. Man berechne den Drall des Systems

fiir die Axe . Der Drall wird, wie man leicht findet,

. o @ .rl,l_ e 05
JIJ__-: | ) — b=t L8 GOS (T q ]
(1! 1 q - el
) 4 L) ;
[, — Sii S b cos (Y @)
1 7 P

Das statische Moment der dusseren Krifte, d. h. der beiden
Gewichte fiir die Axe « lisst sich ebenfalls sofort angeben;
es ist mebenbei bemerkt, gleich F, - F,,. Nach dem Flichen
L i b s . 4 Sl :
satze ist nun —— gleich diesem Momente. Dies liefert eme

€11

sweite Gleichung zwischen ¢ und 2 und zwar jene Gleichung,
die durch Addition der G1. (176) zu einander entsteht.

Ein anderes Verfahren zur Ableitung der Bewegungs
oleichungen besteht in der unmittelbaren Anwendung des Prin-
cips von d’Alembert. Man bringt an jedem Massentheilchen
die Trigheitskyifte an, die sich in den Winkelbeschleunigungen
und Winkelgeschwindigkeiten ausdriicken lassen und schreibt
an, dass beide Korper 4 und B im Gleichgewichte sein miissen,
womit man sofort die I;'H-\\'i'-;,:'llj|f_;'r;3,‘|l':|i'lilllt_L_fi'1l erhilt.

Diese Vergleiche zeigen, dass die Gleichungen von La-
gorange in der That fiir jenmen vollstindig entbehrlich sind,
der die in den ersten beiden Abschnitten dieses Bandes behan
delten Lehren beherrscht. Freilich lisst sich aber anderer
seits auch nicht verkennen, dass die Anwendung der Methode
von Lagrange zwar einige Anspriiche an die Rechengewandi-
heit stellt, dass sie aber ein schiirferes Nachdenken, das sich
bei den anderen Wegen nothigc macht, nicht verlangt. Insofern
und in Bezug auf die allgemeine Anwendbarkeit des gleichen
Verfahrens in den verschiedensten Fillen ist sie den friiher
entwickelten und von mir im allgcemeinen bevorzugten Ver-

fahren ohne Zweifel iiberlegen.

[ch gehe jetzt zn den Schliissen iiber, die sich aus den

Differentialgleichungen (176) ziehen lassen. Nimmt man an,



§ 83, Anwendung der Lagrange'schen Gleichuncen ete. 323
dass die Masse des Kldppels gegeniiber der Glockenmasse zu

i mae i e B | s iy P a1 b g ~ “ 1 ] |
vernachlassigen 1st, so wird dies i den Gleichuneen dadureh

ausgedriickt, dass man ¢y, und @, gleich Null setzt. Die
S Rl s s SRR (R Mt s T s T Com
Zwelte *l!é’.--,'||:!.-i*,; nent sich dann ‘.fl-:]."h|i|‘-||l!.:_’ weo nnil fa1e erste

ceht iiber m

S p - ",_»’-* = (%)

fl. Il. "I! Ili\" (a3 ‘.':"}‘ILII:; I;I-"ri lL_rl"\\'Ll:'lli||i!'iI!'JJ |'|'I|\|-.'5=:~'_ Was _i:[ :-;IIu‘I'I

von vornherein zu erwarten war. Betrachtet man die Losung

dieser Gleichung als genau genug auch dann, wenn ¢, md O
zwar klein, aber nicht gleich Null sind, so lisst sich die zweite
der (xl. (176) |H'.=|||l'/_|-ti, um nachher anch noch U 7l lh“-:Ti|||||||~|;,

annte Function der Zeit einsetzt.

Wenn man als bek

Vor allen anderen aber ist die Frage von Interesse, unter

welehen Umstinden es kommen kann, dass der Kloppel gar
nicht an die Glocke anschligt. Diese Frage ist nicht willkiir-
lich aufgeworfen worden, sondern man ist auf die Mdglichkeit

dass die Glocke nieht ldutet, obschon sie in Pendelschwingungen

versetzt wird, erst durch die Erfahrung gekommen, die man

mit der Kolner Kaiserglocke gemacht hat. Hierdurch ist das

]

Problem von ,Glocke und Kléppel® zu einer gewissen Be
rithmtheit gelangt und ein Lehrbuch der Mechanik, das sich
itherhaupt mit solehen Fragen beschiftigt, kann nicht gut iiber
dieses Beispiel hinwegoehen.

Das Anschlagen des i{[fﬁmua]h an die Glocke iui'lnl-_;'r Vot
der Relativhewegung zwischen beiden Kérpern ab; der Kléppel

schliigb an, wenn der Winkel ¢ — ¢ einen gewissen positiven

oder i!f.‘g{ielj\'t-n Werth I'!'I:l!lj_"l hat. lis kann aber :-:'ill, dass
(i g diesen Werth nach den Gl (176 mit Riicksicht auf
die gegebenen Anfangsbedingungen iiberhaupt nicht erreicht.
S0 konnte @ stets emnen constanten Werth ¢ behalten,

der kleiner i-“|. als ie’lll_'.", ber dem sich (rlocke und I\|r'_][||u-|
- ' - 1 I. r -. 3
beriihren. Wir wollen untersuchen, ob und wann dies ein-

trifft.  Mat
"llE_' il

y=7p+ ¢ oder

gehen die Gl (176) iiber in
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’ > r_."'-' ..'. | {1 oy {‘JII
. ;
s @ (65 @yt) (@ <L 2 L [s, cos y)
L ! i f i
£ 0 -—'rll , .
g L&, sin g
L ]
. ; ; d*p [ o i \
S0 3 = { s —— - M, —— — N == LS, COS 9/
| ] i J B19q g || i i | | g ! Fi
ft r|_' 'rIFI A
[ = J LS. S111 9.
\ () i 1

Nur dann, wenn diese beiden Gleichungen durch passende
Wahl -der Constanten identisch mit einander werden, kann sich
das System wie ein starrer Korper bewegen. Wir sehen, dass
dazu jedenfalls  — 0 sein muss; also nur wenn der Kldppel
in die Glockenaxe fillt, kénnen beide miteinander schwingen,
ohne sich gegeneinander zu drehen. Von den anderen Kiillen,

dass etwa s, oder [ oder ¢ verschwinden, sehen wir nimlich

ab. weil dadureh das Problem thatsiichlich in ein anderes iiber-

gefithrt wiirde. — Mit » = 0 vereinfachen sich die Gleichungen zu
: : ! : diq L T o
- sing (s + Qf) = o “"' = 2 - - ls, )
: @ (o S L PR
— sing - @8 — e e = ls)

mund identisch werden beide, wenn zwischen den Constanten

die Bedingungsgleichung

—
=
—
—
—
—
=]
-1

erfiillt ist. Man kann daher zu jeder eegebenen Glocke immer
J geg

auf sehr verschiedene Arten einen Kloppel construiren, der
nicht anschliigt. Zwischen dem Gewichte ¢, dem Triigheits-
momente fiir den Schwerpunkt @, und dem Schwerpunkts-
abstande s, also zwischen den drei Grossen, die sich auf den zu
construirenden Kloppel beziehen, braucht némlich nur die ein-
zige Bedingungsgleichung (177) erfiillt zu sein, so dass man
zwei der Grossen noeh willkiirlich wihlen kann.

Betrachtet man den Klippel als einen materiellen Punlkt
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. | ., i 1 . [EE | 1 i
von geringem Gewichte, der durch eine ecewichtslose Stange

an der Glocke aufgehiingt ist, so kann man in GL (177)
&, () setzen und ), gegeniiber @ vernachlissicen. Gl (177)
oeht dann iiber in
=)
)]s il
- & . 1 T e 1alle I s i1
oder, wenn man die reducirte Pendellinee [.., der Glocke
=}
I.'
Te( )
i &
i

einfiihrt, einfacher

d. h. der als materieller Punkt aufgefasste Kléppel muss mit
dem Schwingungsmittelpunkte der Glocke zusammenfallen.
Im Uebrigen sind aber die zuletzt eingefiihrten Vernach-
lissigungen gar nicht nothig, da man auch mit der genauen
GL (177) ohne Schwierigkeit reechnen kann.

Wenn Gl (177) erfiillt ist, kann die jetzt untersuchte
Bewegungsform eintreten. Sie muss aber nicht eintreten dies

von den Anfangsbedingungen ab. Es ist daher

>

hingt vielmehr
nicht ausgeschlossen, dass der Klippel auch bei einer Glocke,
fiir die GL (177) erfiillt ist, anschligt; es wird aber leicht
ein Versagen vorkommen und daher muss eine soleche Anord-

nung jedenfalls vermieden werden.

dass @

Bis jetzt ist nur der Fall besprochen worden,

dauernd gleich ¢ bleibt. Hin Versagen der Glocke tritt aber
auch schon dann ein, wenn ¥ — ¢ nicht dauernd gleich Null
ist, sondern nur inmerhalb enger Grenzen sehwankt. Die Be-

dingung hierfiir liisst sich nicht niher anceben, da man die all

gemeinen Bewegungsgleichungen des Systems nicht zu integriren
vermag, ls lisst sich aber voraussehen, dass dieser Fall um so
eher eintreten wird, je niher GIl, (177) erfiillt ist. Man thut
daher gut, die in Gl (177) vorkommenden Constanten so zu
wiihlen, dass sich die auf beiden Seiten der ['i||,-5\'!-l,||11ll_y stehenden

Verhiltnisse ziemlich erheblich von einander unterscheiden.
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