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Vierter Abschnitt.

Dynamik zusammengesetzter Systeme.

§ 2. Die Gleichungen von Lagrange.

In der analytischen Mechanik, wie sie in mathematischen
Vorlesungen vorgetragen zu werden pflegt, spielen einige all
gememne Siitze, die im Wesentlichen gleichwerthig mit einander
sind und die alle dasselbe Ziel verfolgen, eine grosse Rolle.
Ieh bin bisher nicht auf sie eingegangen, werde aber nun einen
kurzen Abriss davon geben. Um zuniichst die Stellung dieser
pitze zur Mechanik verstiindlich zu machen, erinnere ich die
Leser des dritten Bandes an die Sitze iiber die Formiinderungs
arbeit. Die Castigliano’sche Methode, Aufgaben der Festig-
keitslehre mit Hiilfe von Differentiationen an der zuvor be
rechneten Formiinderungsarbeit zu losen, entspricht genau dem,
was hier heabsichtigt wird. Auch die Vorziige und die Nach-
theile eines solchen Verfahrens sind hier dieselben wie dort.
In dieser Hinsicht erinnere ich daran, dass die Castigliano’sche
Methode den Vorzug hatte, dass sie ein ganz bestimmtes Ver-
fahren, das ein fiir alle Mal anwendbar bleibt, vorschreibt, durch
dessen Befolgung man, ohne viel nachzudenken, ganz von selbst
zur richtigen Losung gefiihrt wird. Als Nachtheil muss es
aber bezeichnet werden, dass man hierbei leicht den Ueberblick
iiber den physikalischen Zusammenhang der Grossen, mit denen
man rechnet, aus den Augen verliert; man sieht wohl, was
)t sich aber nicht eingehend

schliesslich geschieht, gie
Rechenschaft dariiber, warum und wie es geschieht.
Nun mag many vielleicht sagen, dass dies gleichgiiltig sei, wenn
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man nur erfihrt, was man in letzter Linie wissen wollte. Ieh

kann dem aber nicht zustimmen. Bei allen Anwendungen, die
man von der Mechanik machen will, muss man niimlich ver-
einfachende “Voraussetzungen iiber die Bedingungen einfiihren,
denen das System unterworfen ist. Hs ist nicht moglich, alle
Nebenumstinde vollstindig in der Rechnung zu beriicksichtigen
and es ist daher von der orissten Wichtigkeit, dass man ein

sutreffendes Urtheil iitber den Einfluss der nicht be iicksichtigten

Nehenumstinde eewinnt. Bei der Behandlung einer neuen Aut-

gabe, bei der man sich nicht an vorhandene Muster anlehnen
kann, ist die richtige Abschiitzung dessen, was beachtet werden

muss und dessen, was ohne erheblichen Fehler ausser Acht

o

g

assen werden darf, oft genug der schwierigste Theil der
ganzen Arbeit. Eine allgemeine Anleitung hierfiir zu geben,
ist zwar nicht moglich; wohl aber ist klar, dass man dazu um
so eher im Stande sein wird, je genauer man den Vorgang im
Binzelnen verfolgt. Der Mathematiker mag sich iiber solche
Erwigungen hinwegsetzen, da es ihm freisteht, nur solche
Probleme zu behandeln, die er sich entweder selbst geschaffen
hat oder bei denen kein Zweifel dariiber moglich ist, welche
ideellen Bedingungen an Stelle der im concreten Falle vor-
handenen zu setzen sind. Beim Techniker, der bei seinen Unter-
suchungen stets die Verhiltnisse der Wirklichkeit im Auge be-
halten muss, ist dies aber anders und man kann es daher
|-

gemeinen Principien der analytischen Mechanik bisher nicht

verstehen, dass man sich in technischen Kreisen um jene a

viel cekiimmert hat. Wegen der knappen Zeit. die mir grade

o

fiir die Vorlesungen iiber Dynamik zu Gebote steht, behandle
ich diese Dinge auch selbst nicht in den Vorlesungen. In dem
gedruckten Buche, bei dem es nicht viel schadet, wenn es um

einige Seiten linger wird und das auch jenen Horern, die noch

otwas Weiteres zu erfahren wiinschen, einige Auskunit sc wldig

1
raenen.

AL
oD

ist, darf ich aber nicht dartiber hinwegg
Diese allgemeinen Sitze haben niamlich noch einen grossen
Vorzug, von dem bisher micht die Rede war. Bie machen

nimlich die Benutzung eines Coordinatensystems entbehrlich.
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Dieser Vorzug tritt freilich dann besonders deutlich hervor.
wenn man sonst alles mit Coordinaten rechnet. Fiir uns. die
wir l‘].hl‘l‘rtu. w0 es von Nutzen War, mit den ;_f{’]'ii,’ll_[l‘f;t‘l! (4rissen

selbst rechneten, ist er zwar von geringerer Bedeutung: es ist

aber andererseits verstiindlich, dass man einen solechen Vorzug
um so hoher zu schiitzen weiss, je mehr man seither schon
Vortheil daraus unter anderen Umstiinden 70g.

Zm den allgemeinen Sitzen, von denen jetzt die Rede ist,
gehoren die Gleichungen von Lagrange, das Princip von

Hamilton, das Princip der kleinsten Wirkung wund das

Gauss’sche Princip des kleinsten Zwanges. Hs geniigt voll-

stindig, wenn ich mich hier auf die Besprechung der heiden

zuerst genannten beschrinke, da die iibrigen ihnen ganz Ahn-
lich sind.

Man betrachte ein System, das aus starren Korpern derart
:—'.llszllr!lJli‘tag'u'sl'éixii 1st, dass in ]"0|;_-"1= der bestehenden Verbin-
dungen gewisse Bewegungen ausgeschlossen sind. Das System
kann auch einen zwangliufigen Mechanismus bilden. In diesem
Falle hat es nach einer friiher eingefiithrien Bezeichnung nur
einen Freiheitsgrad. Man kann die Stellune aller Glieder des
Systems vollstindig angeben, sobald die Lage eines einzigen

durch eine richtungslose Grisse zum Ausdrucke gebracht wird.

‘\I 3 { 5 (i e T i . 1 I T
[an bezeichnet diese (iriisse als eine ,alloemeine Coordinate

des :“'_\'Hil'!llr:. die aber mit einem Coordinatensysteme, wie es
1
I

in der analytischen Geometrie gebrancht wird, nichts zu thun

schine kinnte

1at. Bei dem Kurbelmechanismus einer Dampfm:
man z. B. |l nach Wahl den J{IIHH‘TI\'{I';;‘ VOIL einer '.E.l”'“illl.ll‘!i[-
lage ans oder den Winkel zwischen der Kurbelrichtung und

der Cylinderaxe a

s die allsemeine Coordinate des Systems
ansgehen.
Fiir die Untersuchung zwangliufiger Mechanismen haben

-
s

aber die Gleichungen wvon ].El""!':l.‘!;_{'i_‘ wenig Werth, obschon
sie, wenn man die Sache recht gelehrt darstellen will, auch
dazu verwendet werden konnen. Gewdhnlich handelt es sich
um Systeme mit mehreren Freiheitsgraden. Man denke sich

etwa einen Korper A in einem (estelle um eine Axe drehbar
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gelagert, withrend ein zweiter Korper B sich lings einer Iiih
rung gegen den Korper A verschieben kann. An beiden Korpern

kénnen von aussen her beliebig gegebene Krifte einwirken
and man verlangt, dass die Bewegungen dieser Korper an
gegeben werden, wenn der Anfangszustand bekannt ist. Nach
den gewdhnlichen Methoden der Mechanik 16st man diese Auf
gabe, indem man die zwischen A und B iibertragenen Kriifte
ins Auge fasst, hierauf fiir jeden Korper eine Gleichung an
schreibt, die den Zusammenhang zwischen den Kriiften und
den Beschleunigungen ausdriickt und beide Gleichungen mit
sinander verbindet. Bei Verwendung der Gleichungen von
Lagrange u. s. f. gestaltet sich aber die Betrachtung, wie
man alsbald sehen wird, in der That erheblich einfacher.

Fin System von drei Freiheitsgraden ist z. B. schon ein
einziger starrer Korper, der um ein Kugelgelenk beweglich 1st.
Man kann hier drei Gréssen auf verschiedene Art auswihlen,
so dass die augenblickliche Lage des Systems durch sie ge
kennzeichnet wird. Im zweiten Abschnitte ist die Bewegung
eines starren Korpers um einen festen Punkt nach den gewihn
lichen Methoden der Mechanik, d. h. mit Hiilfe des Flichen-
satzes und des Satzes von der lebendigen Kraft bereits be
handelt worden: sie kann aber anch mit Hiilfe der Lagrange
schen Gleichungen u. s. f. untersucht werden. — Ausserdem
kann man ein System von drei Freiheitsgraden z. B. auch da-
durch bilden, dass man einem Korper A einen Freiheitsgrad
gegeniiber der festen Erde, einem zweiten Korper B ebenfalls
einen Freiheitsgrad gegeniiber 4 und einem dritten Korper
einen Freiheitsgrad gegeniiber B oder auch wieder gegen A
giebt u. s. £ Nur darauf will ich noch hinweisen, dass em
einziger Freiheitsgrad, d. h. eine zwanglinfige Bewegung zwischen
zwei Korpern entweder durch eine Fithrung (Prismenpaar) oder
durch ein Gelenk (Cylinderpaar) oder durch eine Schraube
(Sechraubenspindel und Schranbenmutter oder Schraubenpaar)
oder wenigstens durch eine thatsiichlich auf einen dieser drei
Fille hinauskommende Vorrichtung hergestellt wird.

Die Zahl der Freiheitsgrade moge jetzt allgemein mit #»
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bezeichnet werden und die zugehérigen alleemeinen Coordi
naten seien

|'II|'I = |"]||__ * &2 J’III‘“.

Zu den moglichen oder virtuellen Bewegungen des Systems
ogehort dann jedenfalls auch jene, bei der sich nur eine der
Coordinaten ¢, etwa ¢, indert, withrend die {ihrigen constant
bleiben. Ich mochte es hier lieber vermeiden, ein bestimmtes
Beispiel dafiir anzufithren, weil es zum Geiste dieser Betrach
tungen gehirt, sie so allgemein wie moglich darzustellen. Wer
aber doch lieber ein Beispiel haben will, moge sich irgend
eines der vorher genannten aussuchen; es wird dann i1mmer
moglich sein, nur einen der Freiheitsgrade durch eine Be-
wegung, die in der Veriinderung von g, um dg. zum Aus
drucke kommt, in Anspruch zu nehmen, wihrend von den
tibrigen Freiheitsgraden kein Gebrauch gemacht wird.

Bei einer solchen virtuellen Verschiebung d¢, werden die
ausgeren Krifte Arbeiten leisten, wenigstens jene, die bei dieser
Verschiebung tiberhaupt betheiligt sind. Is kann ja auch sein,
dass bei der Verschiebung d¢. die Angriffspunkte einiger von
den idunsseren Kriiften in Ruhe bleiben. Man kann diese Arbeits
leistung etwa in der Form

F.og

zum Ausdrucke bringen. Wenn die dusseren Krifte und die
augenblickliche Lage des Systems gegeben sind, wird sich F
immer leicht so ermitteln lassen, dass der vorstehende Aus-
druek die Arbeitsleistung der iusseren Kriifte richtig angiebt.
Man nehme etwa an, dass sich bei der Aenderung ¢, nur

einer von den Korpern des Systems, der mit irgend einem

anderen zwangliufie verbunden, aber sonst frei ist, verschiebe.
Dann leisten nur jene fusseren Krifte Arbeit, die an dem be
wegten Theile selbst angreifen. Greift nur eine einzige #ussere

Kraft an thm an, so ist unter I, deren Componente in der

Richtung der Verschiebung d¢; zu verstehen, falls diese in
einer Translation besteht. Ist die Coordinate ¢, ein Winkel,

dg;, also eine Drehung, so ist [, das statische Moment der
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dusseren Kraft in Bezng auf die Axe der Drehung. Wirken
mehrere Hussere Krifte, so kann man diese etwa zu einer

Resultirenden zusammenfassen und hiervon £, so wie vorher

bilden oder man findet F, aus der Summe der Componenten
in der Verschiebungsrichtung oder der statischen Momente in
Bezug auf die Drehungsaxe. In jedem Falle sind dann die
dusseren Kriifte in Bezug auf die Bewegung d¢, gleichwerthig
mit einer einzigen Kraft von der Grosse /), in der Verschie
bungsrichtung oder einem einzigen Kriiftepaare vom Momente I,
dessen Momentenvektor in die Drehaxe féllt. Aus diesem Grunde
kann man in anschaulicher Sprache sagen, dass F, allgemein
die auf die Coordinate ¢, reducirte dussere Kraft ist
Wir wollen diese Bezeichnung auch dann noch beibehalten,
wenn sich bei der virtuellen Lagenfinderung d¢, mehrere Korper

des Systems verschieben; was dann unter F. zu verstehen ist,

e

it ja aus den vorausgehenden Erorterungen in jedem Falle

deutlich genng hervor.

Man betrachte ferner ein Massentheilechen i, das zu iroend
einem von den Kirpern des Systems guhiiri, Der von einem
festen Anfangspunkte nach m gezogene Radiusvektor sei mit v

bezeichnet. Wiihrend der Bewegung des Systems ist r ver

inderlich und die :J!';_t_{u-:;':u ickliche Grosse und Riehtune von ¥

ist abhiingig von rv,, d. h. von dem Werthe, den v in irgend

03
giner Stellung des Systems, die als seine .\.\TH}.'II::J,|.«['e_‘i]}_illf.:' all

gesehen wird, emnimmt und den Coordinaten g. Wir schreiben

LSO

v=f(Yotiqs " - Q)" (169)

Die Form der Funetion i hE]H;‘[ von der besonderen Con

struction des Systems ab. Wir bilden jetzt den Ausdruc

die lebendige Kraft des ganzen Systems. Zuniichst erhillt man

¢ fiir

aus der Gleichung fiir r

dr (A ecs £ G S dr 49,

|1 —= - : - . S
it ¢, bt b 9s dt ) a1 di

(170)

denn r, st eine Constante, so lange man dasselbe Massen-

theilechen s betrachtet. Fiir die Differentialquotienten der
{
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Coordinaten ¢ nach der Zeit empfiehlt sich hier eine schon
von Newton herrithrende und namentlich bei den iartf_a'li.wt-':]--l'_
Physikern bis auf den heutigen Tag viel gebrauchte Schreib-
weise. Man deutet niimlich die Differentiation nach ¢ durch
emen dariiber gesetzten Punkt an, schreibt also

,
by,

it Ir:llri

u. 8. £ Fiir die lebendige Kraft I des ganzen Systems hat
man nach Definition

L 9
L — Zmbs

unter der Voraussetzung, dass sich die Summirung iiber alle
Massentheilchen des ganzen Systems erstreckt. Nach Gl (170)

erhilt man daraus
L= -2mi— q, + Gs = v Gt s 171)
. el ,
d. h. die lebendige Kraft ist eine Function .der allgemeinen

Coordinaten ¢, durch die die augemblickliche Stellung des

or

oystems und die Werthe - . & f bedingt sind, und der
: 70, {
Aenderungsgeschwindigkeiten ¢ und zwar ist sie in Bezug auf

die q vom zweiten Grade.

Nach diesen Vorbereitungen denken wir uns ferner das

d’Alembert’sche Princip angewendet. An jedem Massentheil-
- . T I | - i b 1
chen sei also eine Trigheitskraft — m ;- angebracht. Dann

bleibt das System, wenn es in seiner augenblicklichen Stellung
zunichst festoehalten wird, auch fernerhin im Gleichgewichte
und in Ruhe, sobald es der Kinwirkung der dusseren Kriifte
und der Triagheitskrifte iiberlassen wird. Um die Gleich-
gewichtsbedingungen in Form von Gleichungen aussprechen zu

kénnen, denken wir uns eine virtuelle Bewegung dg. vor

genommen und setzen die Summe der Arbeitsleistungen aller
Krifte fiir diese virtuelle Bewegung gleich Null. Die Axrbeit

der #usseren Krifte ist schon zu F, 0 q, festgestellt. Fiir die




314 Vierter Abschnitt. Dynamik zusammengesetater Systeme.

e P - dh s o -
Pricheitskraft — m T Massentheilechen w hat man bes
[
der virtuellen Verschiebung d¢g, die Arbeit
dbor
Sl - 04,
g i Ll 1

[m (Ganzen hat man daher mnach dem Princip der virtuellen
Geschwindigkeiten die Gleichung
y 2 df ot
F. 0 . - 2m -0 g, — L.
; [ i

dit dg.

Auch hier ist die Summirung iiber alle Massentheilchen des
ganzen Systems zu erstrecken. Da 0¢, in allen Gliedern der
Gleichung als Faktor auftritt, kann man es wegstreichen und
erhilt

ab g1

llr = 2'm . (175
’ atl ¢ i. ! ] 2

Dieser Ausdruck kann nun noch etwas umgeformt werden.
Man hat nimlich nach dem Satze iiber die Differentiation
eimes Produkts

FENET, el WY o or | d [or

n'."l\u-.rr.,l,J =i mf_'_l_n‘rlr-'{__”lf_]-

Daher kann an Stelle der Gl (172) geschrieben werden

3 S ar : d Fory
f' = ‘1 1 ( | B R l { - { i
i h di .1 T j .FHU”.J, _.r'rlr:_} (175)
Die beiden Summen, die hierin vorkommen, lassen sich aber
als Differentialquotienten der lebendigen Kraft L, die durch
(1. (171) als Funection der ¢ und der ¢ dargestellt wurde, auf-
fassen. Durch Differentiation von L nach ¢, erhilt man nimlich
o I ; 5 : il | 3 or

= Zmb- 2 — Zmhb =

i

f nlr._ ik |;.: (] J‘r,'

Bei der letzten Umformung beachte man, dass b nach (L (170)
eine lineare Function der ¢ ist und dass der Faktor, mit dem

¢. multiplicirt ist, mm dieser Gleichung lautet. Differentiirt
! —ol

man die vorstehende Gleichung, die zu jeder Zeit ¢ giiltig 1sf,
nach der Zeit, so erhilt man
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d  red . el /B o
- E_r'r,i_.. —h r”(H : rflr___}’

also i der That den ersten der beiden SBummenausdriicke in
Gl (173). Ebenso wird

o B : 7l : 6 fdr : i 0T
= 2 — Zmb - ( - ) = Zlmh . { }
1. [ f a]rl -.{f' f di -.".r}'.--

denn die Reihenfolge der Differentiationen von r nach t und

nach ¢, kann vertauscht werden, da ja in der That bei direkter

Aunsfithrune der Differentiation

d o ¢ or " i AN ¢ aEX =
ot 1. el j : o o { ] 17 £qs { .':fjn';} BT ‘ -fl,f“ (.f rlrl_) Tu>

h\ @4, \

also derselbe Werth wie bei Differentiation von v nach ¢,

(vgl. Gl. (170)) gefunden wird. Setzt man diese Werthe ein,

i
so geht Gl (173) iiber in

: i fodL a1 B
f'. f-'luf(_f fl;I:) ;rlr_- | ].l'*]-l

Das ist eine der Lagrange'schen Gleichungen und fiir
= 1 -1 B 1 . - 1 1 _ (L . " -
jeden anderen Freiheitsgrad oder fiir jede andere

Coordinate ¢ lisst sich eine nach demselben Muster

anschreiben. Man erhilt, wenn dies geschieht, ebenso
viele Differentialgleichungen zwischen den Coordi-
naten ¢ (und ihren Differentialquotienten) als Frei-
heitsgrade vorhanden sind, d. h. ebenso viele Gle1
chungen als Unbekannte. Die Integration dieser Differen-
tialgleichungen ist nachher eine Aufgabe fiir sich, die mit der

Lagrange'schen Methode nichts zu thun hat, sondern ebenso

erfolgen muss, als wenn man die Differentialgleichungen der
Bewegung nach den gewdhnlichen Methoden abgeleitet hiitte.

Ehe ich dazu tibergehe, die Benutzung der (leichungen
sur Lisung von Aufgaben auseinander zu setzen, michte ich
noch auf die Voraussetzungen aufmerksam machen, aut denen
die Ableitung beruht und die bisher noch nicht hinreichend
betont wurden. Vor allem miissen die Kérper wirklich
als starr bhetrachtet werden diirfen, so namlich, dass die

etwa in ihnen aufgespeicherte Formiinderungsarbeit gegen die
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1ge Kraft oder vielmehr die Aenderung

=1

lebent die die Form-

inderungsarbeit etwa erfihrt, gegeniiber der Aenderung der
lebendigen Kraft oder gegeniiber der Arbeit der fdusseren Kriifte
vollstéindig vernachliissigt werden kann, Ferner ist auch die
Arbeit der inneren Krifte, die zwischen verschiedenen
Korpern des Systems auftreten, iiberall gleich Null
gesetzt. Das ist aber nur dann streng richtig, wenn zunichst
keine Fernkrifte zwischen den einzelnen (tliedern auftreten und
wenn ferner auch keine Reibungswiderstinde zu beriicksichtigen
sind. Hiitte man Reibungen in den Fithrungen oder (ielenken,

so miisste natlirlich ein Theil der Arbeit F.d¢;, bei der vir

tuellen Verschiebung dg, auf die Ueberwindung der Reibungen

verwendet werden. Man kann sich aber in solchen Fillen

damit helfen, dass man i'-r\\'::E;_J;t'} Fernkriifte (z. B. ."\|JH'.H-'-'IIE|:,_':L‘1|
zwischen Magneten, wenn solche im Systeme vorkommen) nicht
zu den inneren Kriften rechnet, sondern sie so behandelt, als
wenn sie von aussen her angebracht wiren, sie also in die F'

mit einrechnet. Dasselbe gilt auch von den Reibungen.
§ 33. Anwendung der Lagrange’schen Gleichungen zur
Losung von Aufgaben.,

Das Verfahren bei der Benutzung dieser Gleichungen gleicht,
wie ich schon vorher bemerkte, vollstindig dem aus der Festig
keitslehre von der Ve:r‘-‘Li;_"li':11||:'r&|"1i|1’}| Methode her bekannten.
Wie dort zuerst fiir die Forminderungsarbeit, stellt man hier
vor Allem einen Ausdruck fiir die lebendige Kraft in den ge-

lgemeinen Coordinaten auf. Dann bildet man die in

wiithlten a
1. (174) vorgeschriebenen Differentialquotienten und setzt ihre
Differenz gleich dem aus den Bedingungen der Aufgabe he-
kannten Werthe von F.

s wird am besten sein, wenn ich dieses Verfahren zu-
niichst an einem moglichst einfach gewiihlten Beispiele vorfiihre,
fiir das wir die Losung schon frither auf einfacherem Wege
gefunden haben. Ich wihle dazu das physische Pendel,
also einen zwangliufigen Mechanismus. Die die augenblick-

liche Stellung des Systems beschreibende Coordinate sei der
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