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Dritter Abschnitt.

Die Relativheweguneg.

& 20 Der Satz von Coriolis,

e

Vom Begriffe der Relativhewegung ist schon im ersten

Bande wiederholt Gebrauch gemacht worden und ieh kann
hier als bekannt voraussetzen, was damals hiertiber ermittelt
wurde. Bei jenen fritheren Gelegenheiten erstreckte sich in-
dessen die Untersuchung immer nur anf den Fall, dass das
Fahrzeug, von dem aus die Bewegung des materiellen Punktes
oder des Kborpers beobachtet werden sollte, nur eine Trans
lationsbewegung und keine Drehung ausfiihrte. Es macht sich
daher jetzt noch eine Ergiinzung erforderlich fiir den Fall, dass
sich das Fahrzeug in ganz beliebiger Weise bewegt.

Zuvor sei aber noch auseinandergesetzt, zu welchem Zwecke
und fiir welchen Gebrauch die hier vorzunehmenden Unter-
suchungen bestimmt sind. Bei den meisten Aufgaben der
Dynamik hat man gar keine Veranlassung, Relativbewegungen
ins Auge zu fassen; man lost sie am einfachsten, wenn man
sich den Beobachter im festen Raume aufgestellt denkt: also
in einem Raume, fiir den das Trigheitsgesetz erfiillt 1st. Bes
den vorausgehenden Untersuchungen dieses Bandes ist dies
auch stets geschehen. In manchen Fillen vermag man aber
entweder [1|a{’!'h'r:|1|1{ nicht gut die [_lIH'E‘I':klll'}]IlII:l_J“ der I';l'\\i‘ll_._l;l'll]f_l'
von einem Fahrzeuge aus zu vermeiden oder man wiirde we-
JIE;_!;.-:[,P[[-C, WEen die \YE‘I‘l]H'iI-:illllf;' 'rti:t'h inf'?f.z‘”(‘-Jl wire, auf 1'1']11.4'—
liche Vereinfachungen verzichten miissen, die durch die Herein-

t werden konnen.

zichung der Relativbewegungen erzie
Fiéippl, Dynamik, 2 Aufl. 13
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Kaum zu vermeiden ist die Betrachtung der Relativ-
bewecune bei solchen irdischen Bewegungsvorgingen, die von

der Eigenbewegung des Erdballs gecen den festen Raum merk

-

lich beeinflusst sind. Diese Fille sind freilich selten: gewdhnlich
braucht man auf die Eigenbewegung der Erde nicht zu achften,
kann vielmehr das Triigheitsgesetz, wie es auch bisher still
schweigend schon immer geschehen ist, als giiltig in Bezug
auf den von der Erde her ausgemessenen Raum betrachten.
Dadurch wird man aber der Verpflichtung natiirlich nicht
enthoben, eine genauere Untersuchung anzustellen, um sich
zu iiberzeugen, inwieweit die Vernachlissigung zulissig ist
und um fiir jene Iille, in denen sie mnicht mehr zulissio
ist, eine andere geeignete Untersuchungsmethode ausfindig
zu machen.

So erwihnte ich z B. schon friiher einmal, dass ein Stein
nicht genau in einer lothrechten graden Linie zur Erde fallt,
sondern dass sich wegen der Drehung der Erde gegen den

festen Raum, in dem das Triigheitsgesetz gilt, eine Seiten-

ablenkung einstellt, die freilich sehr gering und nur durch die

genauesten Versuche nachweisbar ist.  Freilich steht nichts

im Wege, selbst in solchen Fiillen den Beobachtungsposten im
fosten Raume zu wihlen, von hier auns die absolute Bahn des
fallenden Steins zu ermitteln und dann erst nachtriiglich unter
Beriicksichtigung der Eigenbewegung der Erde den ,relativen™
oder ..schembaren® u.'.: des Steins gFegell die Erde, fiir den
wir uns interessiren, und der allein unmittelbar heobachtet
werden kann, daraus abzuleiten. KEin solches Verfahren wiire
aber sehr umstindlich. Ausserdem sind wir auch in der

Mechanik der irdischen Bewegungsvorgiinge so sehr darauf

angewiesen, die Erde selbst als Aufstellungsort des Beobachters

7t wihlen. dass man auch in solchen Ausnahmefiillen nicht
darauf verzichten mochte. Ihe n.-|['-';|I'q'iilﬂ_l:l-mh‘ll Betrachtunger
‘e . 1: LTS | T 1
“'|'|'f]|"i s :v".i’|_l_‘."_"|'|, wile RN {(i1e |]'|i!]i‘t'l'|| l._I|:|".'.‘1'|||'||||:I|_f_'-|"."i
nithigenfalls zu ergiinzen hat, um den irdischen Standpunkt

unter allen Umstinden festhalten zu konnen.

emen liegt zwar keine

Bei eimer anderen Classe von Prob
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$0 dringende Nothigung vor, auf die Relativheweoungen ein-
zugehen; man erleichtert die Untersuchung aber auch bei ihnen

oft sehr erheblich, wenn man davon Gebrauch macht. Hierher

ogehidren namentlich die Fliissigkeitshewegungen, die im Innern

einer Centrifugentrommel oder im Laufrade einer Turbine VOI

sich ;_f!"EJF‘II. Die I':E;_"t'lliH'Hi‘:_"H‘Il:‘ der Erde _|"||||||||t '[;:'rl|'|'u=i
ibrigens nicht in Frage:; man kann vielmehr ohne Bedenken

die von der festen Erde her L'jl"-'i‘}l:'iil‘l] HI'\'-'F‘\_’:!I![_*_":'.": dabei als
absolute auffassen. Betrachtet man aber dje Fliissigkeitsstro-
mungen m der rotirenden Trommel als Relativhewegungen
geoen das refass, so fiihri man die _"kllu";_{",zlllt‘ auf Wasser
bewegungen in ruhenden Gefissen zuriick. also aut einfachere
Betrachtungen, die schon friiher erledigt wurden. Auch hier-

T8 |
11
LEL

oer, wie dies mdoglich ist, soll unsere E-'||1'|-}'.-'rt=-h||||_r_=; Auf-
schluss geben.

Um die aufgeziihlten Aufgaben l6sen zu kénnen. miissen

: . r 1 i 1 + N e 1= .
wir die Wege, die Geschwindigkeiten. die Beschleunioungen

und die Krifte im bewegten Raume mit jenen vergleichen,
die vom absoluten Raume her testgestellt werden. Die Massen
der bewegten Kérper sind als Figenscliaften dieser Korper
und daher in beiden Fillen als oleich anzusehen. Von den
Kriiften gilt dies aber nicht: wir miissen vielmehr vOn vorn-
herein erwarten, dass an dem Korper, dessen Bewegune unter

sucht werden soll, noch andere Kriifte angebracht werden

miissen, wenn die “t‘\‘[{';_[ll]ll'_',' aut em ewegtes Fahrzeuw. als
wenn sie anf den festen Raum ]’l'l"-”.'.'_'f'll werden soll, fiir den
das ']_1.-'E-|l5_!-JIe-l-l'r:l_:‘t'r-tll'f_ :l_l_'i_[l_ Ausser den schon .‘!!lllz_-'r-';'..:'|||||..u,|]
werden auch noch andere dynamische Grissen. wie Arbeiten,
statische Momente, Antriebe. Jl'lli'|||E|-£"|- Krifte u. 5. f in Be-
tracht zu ziehen sein; wir konnen aber von diesen einstwailen
:||>-4~|II'II. da sie aus den Zerst ;‘-;|.,;_l-,.|‘|"|},|-|““ “-'|'-:'Ili=!' leicht ab-
geleitet werden koénnen®

Die Lage des Fahrzeugs F' und des bewegten Punktes B
sel ZUr x':i: i =k} iJIl['I'|I I\Ll'lll 54 ""_L’"‘l?l'll. .\-EII_'!J elner i\_|||5”“”

o
]

[he nachfolgende Entwickelung ist in der neven Auflage voll-

stiindig nmgearbeitet werden,

15*
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Zeit r haben sich beide etwas verschoben. Um die hierbei
eintretende Relativhewegung von B gegen I in der einfachsten
Weise beschreiben zu kémmen, denken wir uns F' aus jeder
spiteren Lage, die wir ins Auge fassen wollen, sammt dem
darin festgehaltenen B wieder in die Anfangslage von F' zu
riickgebracht. In der Zeichnung der Anfangslage des Fahr

AT zeugs erhalten wir dadurch eine Reihe

5

[ B \ von spiteren Lagen des Punktes B,
A\ F

st,P,.‘F’" \ deren Aufeinanderfolge die relative
- | \ X . TS !
el W \ Bahn von B angiebt, also jene Bahn,
- ..' \1 . . . o 7 T d ; iy 1
e \ | die ein im Fahrzeuge selbst aufgestellter
N 0 ! . - - 1
" / Beobachter, der sich um die KEigen
—  bewegung des Fahrzeugs nicht kilmmert,
ADbb. 54 3

wahrnimmdt.

Wir wihlen einen Anfangspunkt 4 im festen Raume und
einen Anfangspunkt O auf dem Iahrzeuge aus. Von A aus
zichen wir einen Radiusvektor & nach dem Punkte B und
zwar nach jener Stelle des festen Raumes, die von B zur ge
gebenen Zeit eingenommen wird, so dass die Verinderung, die
s im Laufe der Zeit erfithrt, die absolute Bewegung von B
angiebt. Ausserdem denken wir uns von A aus noch einen
zweiten Radiusvektor p gezogen, der in der Anfangslage mit 8
susammentfillt, spiiterhin aber stets nach jenem Punkte des

Fahrzengraumes hingeht, mit dem B anfinglich zusammenfiel.

Wir kénnen sagen, dass durch die Aenderung von p mit der
Zeit die Fahrzeugbewegung beschrieben wird, wobei natiirlich
nur an jene Bewegung gedacht wird, die das Fahrzeng grade in
jener Gegend besitzt, in der sich der Punkt [ befindet. Dann
ziehen wir von A aus noch einen Radiusvektor a nach dem
anf dem Fahrzeuge ausgewiihlten Anfangspunkte O. Die Ver-
inderung, die a in der Zeit erfihrt, giebt die Fahrzeug-
bewegung in der Umgebung des Punktes O an.

Endlich ziehen wir noch von O aus einen Radiusvelktor
nach B, der je nach der Art, wie er gerechnet wird, mit ¢
oder mit g bezeichnet werden soll. Wenn wir niimlich nur

die Relativhewegung von B gegen das Fahrzeug angeben

-
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Fate 0

wollen, halten wir, wie es vorher schon beschrieben wurde,
das Fahrzeng in der Anfangslage fest und geben die spiteren
Lagen von B gegen das Fahrzeug in dieser Stellung an. Der

unter dieser Voraussetzung von O nach B gezogene Radius-
vektor sei r:; er ist demmach ebenfalls ein auf den festen

Raum bezogener Vektor. Soll dagegen ausser der Bew eoung

von 3 gegen das Fahrzeug auch noch auf die Fahrzeug-
bewegung selbst geachtet werden, so wird der von O nach B
gezogene Radiusvektor mit q bezeichnet. Hiernach sind ¢
und g jederzeit von gleicher Grésse und auch von relativer
Richtung und Lage gegen das I'ahrzeug. Dagegen haben sie
verschiedene Richtungen und Lagen gegen den festen Raum

und zwar derart, dass 1] mit dem auf denselben _-'\ug:*nirh'f_-.]{
bezogenen ¥ durch Zuriickdrehen des Fahrzeugs in die Anfangs
lage zum Zusammenfallen gebracht werden kann.

Auch dann, wenn sich der Punkt B gar nicht relativ zum
Fahrzeuge bewegt, wenn also r constant ist, veriindert sich g
mit der Zeit und wir wollen zunichst berechnen, was dann
aus q nach Ablauf einer kleinen Zeit ¢ wird, wenn der mit t
zusammentallende Anfangswerth q, und die Fahrzeughewegung
gegeben sind. Da g hier als Funection der Zeit aufzufassen
1st, entwickeln wir es nach dem Taylor'schen Lehrsatze und
erhalten

d 2 2y ;
N=40,1+ 7 {.'Jlr_]_ln--,-— r-: t_,;_,'l] + e (152)

Wenn 7 klein ist, convergirt die Reihe schnell. Bis zu den

Gliedern von der Ordnung r* muss sie aber zum mindesten
entwickelt werden, da die Beschleunigungen von diesen Glie

L

ern abhingen. Auf die weiter folgenden Glieder kommt es

im Folgenden nicht an und es geniigt daher, sie durch Punkte

anzudeuten.
[

- 1 18t und dass

T 1
Nun bheachte man, dass q, .
L r

in jedem

Augenblicke nur durch die Drehbewegung des Fahrzeugs be
dingt wird. Bei einer blossen Translationshewecung wiirde
namlich die 1m |‘\ﬂ||1‘:-‘_+-'ail+_s_'w rE“-'I“l.'I_l_l:f'Il.i[l‘ Streclke  nur eine

Aenderung der Lage, aber keine Aenderung von Richtung und
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Grosse erfahren, d. h. g bliebe dann ebenfa

acgeoen das Fahrzeuo mit emer

Is constant, solange

t constant ist. Dreht sich «
Winkelgeschwindigkeit u, so wird zwar die Grisse von g
immer noch nicht, wohl aber die Richtung gefindert und hier-
mit 18t aunch :::.] von Null verschieden. Um die zu i ge-
horige Aenderung dq zu erhalten, denke man sich den An-
fangspunkt O als Bezugspunkt fiir die Beschreibung der
Fahrzengbewegung gewiihlt. Zuerst denken wir uns die Trans-

lationshewegung ausgefiihrt, die zu dq nichts beitrigt und

lassen hierauf die Rotationsbewegung um den Punkt O und

die Axe und den Winkel udt folgen. Der Endpunkt von g

reschreibt hierbei einen kleinen Bogen und dieser Bogen ist

es, der zu dem :!E‘.'1'iilllf_{!id:[1e“l] Werthe von 1 ceometrisch sum
mirt werden muss, um den Endwerth zu erhalten, d. h. der
Bogen selbst stellt dq dar. Andererseits kann aber der Bogen
auch aus der bekannten Formel fiir die Geschwindigkeif eines

Punktes bei der Drehung eines starren Korpers entnommen

\'.'|~|‘|||_-}:__ S0 dass man

FJ‘lr| J_'”‘\,-'F qu oder ”.',l." : 1\;“ 1

erhilt. Wendet man dies anf die Zeit f = 0 an. so erhilt
man inshesondere

(29 —Ven

Ferner liefert eine nochmalige Differentiation
d=q \.f' dq oo

oder, wenn man 1m ersten Gliede der rechten Seite denm Werth
SRACE v Wacii ok SR A S e
von —- aus der vorigen xleichung einsetzt und hierauf die
Gl. (86) ausgesprochene Rechenvorschrift anwendet,
[ IR 7 1 r du SEnsmr
—s =\ u Viug +Vyg o= neng—q-u® Vg oo
Fiir die Zeit { () geht dies noch iiber in
..ll'.":]. e T
| | = ur 1'-:!--\;1'

\ 12 '.I--
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petzt man diese Werthe in Gleichung (152) ein. so erhilt man

[ I G 9 S | RS o
N=t—+r Vru ST T Vi —— | == - . . - (153)

Nachdem die zuerst aufegeworfene Frage heantwortet ist.

-

wollen wir jetzt ferner annehmen, dass der Punkt B zugleich

eme |U'-'ri1I\|-".‘“t‘-!.;th-:,l geoen das Fa irzeus austithre., HEs han
|

delt sich dann abermals darum. g als Funetion der Zeit dar-

zustellen und zwar jetzt fiir ein wvariables v. Dabel kanm 1

jedenfalls selbst nach dem Taylor'schen Satze in eine Reihe

(A a1k AV 2
r=rt+7 (=) + 5 (Fa) + - (154)

entwickelt werden, Nun kann der Punkt B offenbar auch da

1 . Z= | [ 1 i . +q
durch in seine endgiiltige Lage gebracht werden, dass wir ihn

zuerst die “l-]:lli‘.'[_l[-wu-_u'lill_-_: geoen das |'.il||_i',-’,r'l|_.l_-" ausfithren
lassen und ihn nachher sammt dem Fahrzenge in dessen nene
Lage iiberfithren. Die Relativhewegung bewirkt, dass der Radius
vektor des Punktes aus v, in das durch Gl (154) dargestellte
v {ibergeht. Bei der hierauf folgenden IFahrzenghewegung he-
hilt v diesen Werth bei; dagegen geht der auf den absoluten

: = ; :
Raum bezogene Radinsvektor g nach dem bewegten Punkte

nun in den durch Gl (153) dargestellten Werth iiber. Wir

brauchen also, um q als Function der Zeit fiir den Fall eines

sich relativ zum Fahrzeuge bewegenden Pumnktes darzustellen,
nur den Werth von v aus GL (154) m Gl (153) emzusetzen.
Entwickeln wir auch hierbei wieder alle Glieder his zur Ord-
nung von -, so erhalten wir

: 1 Ve,u )

g =1,

| 3 r 8 | BN A d L0
ST e ST M ) e (155)

Hieraus folgt fiir die Differentialquotienten von g zur Zeit { =0

(at),= (), Vo |

b -_l,_ll'arl

e nr,— t, u-t V T rl I

Nun achten wir auf den Zusammenhang, der zwischen q und




g e
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den von A aus gezogenen Radienvektoren & und n besteht.
Nach Abb. 54 bilden die drei das Dreieck A B O und zwar
nicht nur in der Anfangslage, sondern auch in jedem folgenden
Augenblicke. Hiernach gilt zn jeder Zeit die Gleichung

- g. (157)

b g

LR |}

Die auf den festen Raum bezogene Beschleunigung des
Punktes B wird aus 8 durch zweimalige Differentiation nach der
Zeit gefunden. Dafiir erhilt man

oder wenn man alle Grossen so emsetzt, wie sie fiir den
Augenblick t = 0 gelten, dafiir aber den Zeiger 0, der dies
frither besonders hervorhob, jetzt als entbehrlich unterdriickt,
T,'{.: = ’.:. “ ':J_-I,I;; e ’V’:: n-un-ur reutVe :#flf- (158)
Auch die Beschleunigung r—:—lf_-:',_l-, des Fahrzeugpunktes, der mit B
im gegebenen Augenblicke zusammenfillt, lisst sich hieraus
sofort entnehmen, indem man die Gleichung auf den Fall eines
constanten r anwendet. Man erhilt dafiir

d i

dt

din d2a e T
; L T ot HES L e s e | i \4 I

(1H9)
di? d1® LS .

indem alle Glieder in Gl. (158), die mit Differentialquotienten

von t behaftet sind, wegfallen und alle iibrigen unveriindert

bestehen bleiben. Setzt man dies in Gl (158) ein, so geht

sie iiber in

d*g dp a:r ‘\hr'r ; %
LR SRS SR (160)

d t? d di® T The l )

o

oder in Worten: die absolute Beschleunigung des be-
wegten Punktes ist gleich der geometrischen Summe
aus der Fahrzeugheschleunigung, aus der Relativ-

beschleunigung gegen das Fahrzeug und aus dem dop
'||i‘Hl’]] ausseren Produkte aus der Hl-]:il'i'.'u:i_‘t-:rh\‘.'islllif_f

keit und der Winkelgeschwindigkeit des Fahrzeugs.
Das ist der von Coriolis gefundene Satz. Fiithrt man

ax . L N g
= durch, so findet man aus Gl (197)

dieselbe Betrachtung fiir
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PR |
dd dn | g
at dt di
oder mit Beriicksichtigung von (156)
a8 dn o dt
== 1 28 L \u
i ar ar
und mdem man dies fiir ein constantes © anwendet,
dp dn . I
R T \.' ru,
also durch Verbindung heider Gleichungen
dibo o fdPe ) dE gk
—_— 1 (1bl)
dt R AT (161)

oder in Worten: Die absolute Geschwindigkeit des be
wegten Punktes ist gleich der geometrischen Summe
aus der Fahrzeugoceschwindigckeit und der Relativ-
gaz.-:i-§1'\\'il]l.“;_"li“il gegen das f'—1'.'1]1'|'?.i"|1f_’_'.

Die letzte Beziehung lisst sich iibrigens auch auf viel ein
facherem Wege ableiten und sie ist an sich viel einfacher ge
staltet, als der Satz von-Coriolis. Die Vermuthung liegt, wenn
man beide mit einander vergleicht, auf den ersten Anschein
sehr nahe, dass sich die absolute Beschleunigung, #ihnlich wie
hei der Geschwindigkeit, bloss ans der Relativbeschleunigung
und der Fahrzeugbeschleunigung zusammensetzen miisse. Wie

man sieht, erweist sich aber diese Vermuthung nach Gl (160)

nicht als |‘;t,-|'u.[},1'1 sondern es muss noeh ein drittes Glied hin

zutreten, das bei der sich auf die Geschwindigkeiten beziehen-
den Gleichung (161) fehlt.

Schliesslich bemerke ich noch, dass die Gleichungen von

(168) an zwar unter der Voraussetzung abgeleitet wurden, dass
sich alle darin vorkommenden Grissen anf die Zeit t — 0 be-

zogen, dass hierin aber keine Beschrinkung liegt, da es uns

freisteht, jeden Augenblick als .".]1!'}i||5_frsi|||]||\'1" der Zeit in den

der Gl. (158) vorausgehenden Formeln zu wiihlen.
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