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e Zweiter Abschnitt. Dynamik des starren Korpers efc.

Schliesslich sei hier noch darauf hingewiesen, wie sich das
Prineip von d’Alembert gestaltet, wenn es auf Stosse am
starren Kdrper angewendet wird. Solange der Stoss vom
Antriebe ¥ r—-‘f,‘]ﬁrr’f einwirkt, bringt er an jedem Massenpunkte
des Korpers eine gewisse Beschleunigung hervor, die gleich
i@ "k T =l s %
—— geschrieben werden kann und die zu jeder Zeit proportio-
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nal mit P ist. Bringt man die Trigheitskriifte — m S5 A,
so bilden sie mit P in jedem Augenblicke ein Gleichgewichts-
system. Um dieses Gleichgewichtssystem niher zu untersuchen,
kann man sich an Stelle von ¥ auch jlqiu'f gesetzt denken,

wenn man nur auch fiir jede Trigheitskraft ihr Zeitintegral,

ffl!-s -'rf" \ . g
also 1 ( 5 [r” ) ) oder mit anderen Worten — m (0 — b
ot f
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einsetzt, falls hier unter b, die Geschwindigkeit verstanden

wird, die der betreffende materielle Punkt etwa schon vor dem
Stosse hatte. In Worten heisst dies, dass der durch eine Kraft
in irgend einem Maassstabe dargestellte Impuls mit den im
entgegengesetzten Sinne genommenen Zuwiichsen der Be-
wegungsgrissen, falls man sie sich im gleichen Maassstabe
durch Krifte wiedergegeben denkt, ein Gleichgewichtssystem
bildet. Schreibt man an, dass des Gleichgewichts wegen die
geometrische Summe der darstellenden Kriifte gleich Null sein

nnd  dass die Summe ihrer statischen Momente verschwinden

muss, wobei man den Schwerpunkt zum Momentenpunkte
wihlen kann, so gelangt man wieder zu denselben Gleichungen,
die vorher aus dem Schwerpunkts- und dem Flichensatze

ahgeleitet worden waren.

8§ 20bh. Der Satz von Carnot iiber den Verlust an lebendiger
Kraft beim Stosse starrer Korper.
Unter einem starren Korper soll jetzt der Grenzfall eines

weichen oder plastischen, d. h. eines Korpers vom Klasticitits

grade Null verstanden werden, der aus einem solchen dadurch

hervorgeht, dass man sich die Zusammendriickbarkeit des
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Kérpers unter stetiger Festhaltung der genannten Eigenschaft
bis auf Null vermindert denkt. Kine solche niihere Bestimmung
ist, wie wir vorher erkannten, néthig, um den Aufeaben iiber
den Stoss starrer [\:Eh'gum' _grf;i-l:‘i'!ll-i|1.'|nl||,‘]‘ eine ]_]|]l'\'_‘1'i|\';]li,-{g_'|:: 711~
liissige Bedeutung zu geben. Wenn dies von anderen Autoren
auch nicht ansdriicklich ausgesprochen wird, liegt diese Vor-
stellung doch ftiberall stillschweigend zu Grunde, wo ander
wirts vom Stosse starrer Korper geredet wird oder die dariiber
angestellten Betrachtungen bleiben wenigstens nur dann richtig,
wenn man dem unbestimmt gelassenen Begriffe des starren
Koérpers nachtriiglich {iberall den hier genauer angegebenen
Sinn unterlegt.

Wenn zwei weiche Kérper aufeinander stossen, endigt der

Stoss mit der ersten Hk‘*!ssgli‘.'l‘éu:]v. d. h. mit dem .\||.'-_|F"|"H|F]if'!\'[!‘.

in dem die Korper an der Beriihrungsstelle gleiche Geschwindig-
keiten erlangt haben. Die dureh die Zusammendriickung der
Kérper hervorgerufene Anniiherung hat dann zugleich ihren
orossten Werth erreicht. Auch fiir den Stoss starrer Korper
in dem hier definirten Sinne ist daher die Bedingung fest
zuhalten, dass die Korper an der Stossstelle I'__J:'|4‘il"hi-' '[livr-'.c:-'tln'irlifi_j_‘;-
keiten durch den Stoss erlangen. Dabei ist zunfichst an den
oraden Stoss gedacht. Fiir den allgemeinsten Fall des Stosses
gweler starrer ']\'f'u]']wr ;j!‘f_{l?[ti.fj]]ii]]ill'l' soll die ."\_lir-'.rulgt’ dahin
ergiinzt werden, dass die Stossstellen gleiche (reschwindigkeits-
Componenten 1n der Richtung der Stossnormalen erlangen und
dass ferner einem Gleiten der Oberflichen {iber eimander wih-
rend des Stosses keine Reibung entgegenstehe. Die letzte
Voraussetzung ist freilich abermals vollkommen willkiirlich ein-
gefithrt und sie entspricht, wie wir wissen, dem wahren Ver-
halten der festen Korper keineswegs. Als niihere Definition
des idealen starren Kérpers ist sie aber zulissig und da der
Satz von Carnot, der sich auf starre Korper von den hier voraus
gesetzten |'1,i;_J'|=:ist'||:t'!"11=!t hezieht, in manchen Theilen der tech-
nischen Mechanik eine nicht unerhebliche Rolle spielt, mag
sie an dieser Stelle gelten.

Daber mochte ich freilich sofort lu-l'tletl'liﬂll, dass meine
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Absicht bei der Behandlung des Carnot’'schen Satzes haupt-
siichlich darauf hinausgeht, meine Leser durch eine genauere
Darlegung des wahren Sachverhaltes vor einer Ueberschiitzung
dieses Satzes, auf den man sich in der technischen Hydraulik
sehr hiufie bezieht, zu schiitzen und sie dadurch davor zu be-
hiiten, manche Formeln, die als Niherungsannahmen eine ge-
wisse Berechtigung haben, fiir streng heweisbare und daher
entsprechend zuverliissige Folgerungen aus den Grundgesetzen
der Mechanik anzusehen. Im letzten Abschnitte dieses Bandes
werde ich hierauf zuriickkommen.

Der Verlust an lebendiger Kraft beim graden centralen
Stosse weicher (und hiermit auch der ,starren®) Korper ist
schon im ersten Bande ermittelt worden. Bezeichnet man die
Massen beider Korper mit m, und m, und die Geschwindig-

keiten vor dem Stosse mit 7, und »,, wobei v, >, sein mige,

so ist die gemeinsame Geschwindigkeit am Einde der ersten Stoss-
periode, die hier \l‘ll']‘]|:("I'§_#‘f"|]{'i|i] mit « bezeichnet werden mag,

T — ity ¥ == iy Uy
e |

my —-

iy,

und der Verlust an ie-';n'mligvr Kraft stellt sich zunichst m
der Form

: M, 1= 7 R i
Verl =1 L =22 — (m, -+ my)

=} =} )

dar. Dieser Ausdruck kann auf verschiedene Art umgetormt
werden, und zwar, um auf den Carnot’'schen Satz zu kommen,
auch in folgender Weise

Verl — (10" <F ma v,

= (my -y ) w* — 2 (my - My) W7

%

oder, wenn man in dem letzten mit w*® behafteten Gliede fiir

den einen Faktor « den vorher dafiir festgestellten Werth
einsetzt,

Verl — ] [.m Oy - vsf - i wt - et — 200 (my v, = mavs))
SRR L B 1y L] S e

1 3 1 2 E
My (W ——)° 1 MW (1. W=, (12b¢g)

Die beiden Glhieder dieses Ausdrucks haben eine einfache

Bedeutung. Die Differenzen w— v, und »,— w

reben nimlich

o
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die Geschwindigkeitsinderungen an, die beide Korper durch
den Stoss erfahren. Fasst man daher diese Geschwindigkeits-

inderungen als selbstiindige Bewegungszustinde auf, so ist

die Summe der zu ihnen gehdrigen lebendigen Kriifte
ebenso gross als der in Wirklichkeit eintretende Ver-
lust an lebendiger Kraft, den wir berechnen wollten.
Diese Aussage spricht den Carnot'schen Satz aus, der indessen,
wie sich sofort zeigen wird, nicht nur fiir den graden centralen

Stoss, sondern auch noch in viel allcemeineren Fillen seine

(riiltigkeit behilt.
Zuniichst gilt der Satz auch fiir den beliebigen —
schiefen und excentrischen Btoss von zwel freien

starren Korpern gegeneinander. Um dies zu beweisen,

hezeichne ich die Geschwindigkeit der vom Stosse cetroffenen

Stelle des ersten Kérpers in irgend einem Augenblicke wiithrend

der Stosszeit mit w,, die Geschwindigkeit der Stossstelle des
zweiten Korpers mit w,. Da sich die Korper an der Stossstelle
withrend der ganzen Stossdauer beriihren — obschon die Ober
flichen 1m allgemeinen zugleich iibereinander gleiten —, miissen
die in der Richtung der Stossnormalen genommenen Compo
nenten von w; und w, gleich gross sein. Der ebenfalls in die
Richtung der Stossnormalen fallende Stossdrmek am ersten
Kérper sei mit P, das bis zu dem betrachteten Augenblicke
genommene Zeitintegral von P mit U und das iiber die ganze
Stossdauer erstrebte Zeitintegral mit A° bezeichnet. Am zweiten

Korper kehren sich die Richtungen von P und % dem Wechsel-

wirkungsgesetze zufolge um und man hat daher fiir ihn L
bezw. A und — N zu setzen. Die Arbeit von P am ersten

Kérper wiihrend eines Zeitelementes df ist gleich
B d
P, di,

und die Arbeit des Stossdrucks am zweiten Kérper
— P, dit.

Nach dem, was vorher iiher w, und w, bemerkt wurde,

rleich

q
o

sind beide Arbeiten von gleicher Grisse und entgegengesetzten
Vorzeichen, also
P(w,—mw,) 0. (125h)

Fippl, Dynamik. 2, Auafl, 15




296 Zweiter Abschnitt. Dynamik des starren Kdrpers ete.

Die (Geschwindigkeiten w, und w, der Stossstellen sind

aber nicht jene, die diesen zukiimen, wenn sie sich so be-
wegten, wie es dem starren Zusammenhange mit den fern von
der Stossstelle gelegenen Korpermassen entspriiche. So klein
auch die Forminderungen sein mogen und wenn wir sie beim
Grenziibergange vom weichen zum starren Korper schliesslich
selbst ganz verschwinden lassen: withrend der dann ebenfalls
gegen Null hin convergirenden Stossdauer miissen wir jeden:
falls darauf Riicksicht nehmen, dass sich die Stossstelle der
minimalen Forminderung wegen mit anderer Geschwindiglkeit
zu bewegen vermag, als es dem starren Zusammenhange mut
der Hauptmasse des gestossenen Kdrpers entsprechen wiirde.
Jene Geschwindigkeiten der BStossstellen, die den Bewegungs-
gustinden der beiden Kérper im gegebenen Augenblicke mif
Vernachlissigung der Forminderung an der Stossstelle zu
gehorten, seien zum Unterschiede von w, und w, mit v, und
b, bezeichnet.

Die Aenderung, die die lebendige Kraft des ersten Korpers
withrend (¢ erfihrt, ist gleich jener Arbeit des Stossdrucks ',
die zum Wege b, di gehirt, denn wir wissen schon aus den
Untersuchungen des vorhergehenden Paragraphen, dass die

gleich der von ihr verursachten

Arbeit eines Impulses ¥ df
Aenderung der lebendigen Kraft ist, falls wihrend df keine
Forminderung eintritt. Der Rest, also

‘.f _— N f

B (w, —n,)dt

erungsarbeit am ersten Korper ver-

wird auf die Formiin

wendet. Hierbei ist iibrigens wohl zu beachten, dass anch heim

starren Kirper eine endliche Forminderungsarbeit moglich ist,

denn wenn auch der Weg der Zusammendriickung gegen Null
convergirt, so convergirt gleichzeitig die Grisse des Stossdrucks
gegen Unendlich und das Produkt 0. oo behilt bei der hier
zu Grunde gelegten Definition des starren Korpers einen end-
lichen Werth.
[ihenso wird wiihrend des Zeitelementes ¢ die Arbeit
- P (w,—n,) df

es zweiten Korpers verwendet, Die
!

auf die Forminderung «
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Summe beider Forminderungsarbeiten ist gleich dem Verluste

an lehendiger Kraft withrend dt. also
dVerl = B (w
und daher mit Beriicksichtigung von Gl. (125h) auch

aVerl = P (v, —b,) dt.

S S g Sy i

Der gesammte Verlust an lebendiger Kraft wihrend der

oanzen Stossdauer folet daraus zn
- =

Yerl — ; Illi.; — b, ,Ii_k',,,"lf'.
Um die Integration nach der Zeit auszufithren, bezeichne
ich die [ii‘Hf'Il\\i!Jr’“j_{:;\'E‘it i'lj, die dem _-\r_ll"u]]lt_\'r,r. des Stosses ent-
spricht, mit p," und die am Ende des Stosses mit b,. Die

Aenderung b,"—b,° entspricht dem ganzen Stossimpulse W’
die Aenderung 9, —1,° bis zu dem betrachteten Augenblicke
dem bis dahin bereits verstrichenen Impulse W und die beiden
Aenderungen verhalten sich zu einander wie die absoluten
\‘llli'l‘i]“.\ ,I ii[itl [ I;El‘ﬁl‘]' Imi|]||-.'1'-, |i:1 L-ig-u .I:iVJIfIHI_f_‘: L'lJl'.:“ -\'.‘;l'ﬂr-':-'-
drucks fortwihrend mit der Stossnormalen zusammenfillt und
sich daher nicht andert. Man hat daher

b, b .l.,lllr U._""I und ehenso b, =0," +— 1 b, | F4 8
Detzt man dies in die vorige Gleichung ein, so erhiilt man
Verl = |B__,""-— ljl": f ".Br.” = I'_'llj'--- b — I]j._j—_'— 1]1”': " ‘_'ll, ‘,]Srr"?'-_
Nun ist aber Pdi — dW und daher
Verl = (#,° mﬁﬂ“{umU—m“—mV-m%-iMﬂ

Beachtet man ferner noch, dass am Ende des Stosses die

Projektionen von n, und v, auf die Stossnormale gleich OTOSS

=

geworden sind, so vereinfacht sich dies zu

hﬂ=J1m;—uﬁWL (1251)

Hiermit ist ein Ausdruck fiir den Verlust an lebendiger
Kraft gefunden, von dem nur noch gezeigt zu werden braucht,
dass er mit dem mnach dem Carnot’schen Satze berechneten
ibereinstimmt. Zu diesem Zwecke sein nun irgend ein fern

15*
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von der Stossstelle liegender materieller Punkt des ersten
Korpers ins Auge gefasst, dessen Geschwindigkeit vor dem
Stosse mit 1° und nach dem Stosse mit b’ (also unter Weg-
lassung des untern Zeigers gegeniiber den vorher gebrauchten
Bezeichnungen) bezeichnet werden soll. Wir kénnen dann
sagen, dass der spiitere Bewegungszustand des ersten Kdrpers
aus dem friitheren dadurch hervorgeht, dass sich thm em Be-
wegungszustand v'— b° zugesellt. Betrachtet man, wie es bei
der Aussage des Carnot'schen Satzes geschieht, den Bewegungs-

zustand »'— p° fiir sich, so gehorte thm, wenn er allein vor-

o ie mit L, bezeichnet

kiime, eine gewisse lebendige Kraft zu,
werden mag. Nach dem Satze.von der Superposition der
Bewegungen liesse sich der Bewegungszustand v—u° jeden-
falls dadureh getrennt fiir sich hervorbringen, dass man an
dem rnhend gedachten ersten Korper den Stoss vom Impulse W
wirken liesse. Unter der Voraussetzung, dass sich dieser Stoss
ohne Formiinderung abspielte, wire dann die lebendige Kraft
L,, die durch den Stoss hervorgebracht wiirde, gleich der
Arbeit des Impulses zu setzen. Dabei miisste die Geschwindig-
keit der Stossstelle withrend des Stosses von Null bis zu dem
Endwerthe v,'—9,° wachsen. Die Arbeit des Impulses und
hiermit die lebendige Kraft [, berechnet sich demnach zu

: [ 'y -

"rf! 5 {,"[!'"“1“_] "’
und ebenso findet man fiir den zweiten Korper

Ph L W g0y

wobel nur zu beachten ist, dass heir 1thm N an Stelle von
W tritt. Die Summe liefert
" I { F ¥ 1 .| r
L+ Lg=— = [0, —9,"— b, -5, | A"

Da nun, wie vorher schon bemerkt war, am Ende des
plastischen Stosses die Projektion von b," auf die Stossnormale
oder auf die Richtung von %’ ebenso gross ist wie die Pro-
jektion von b,’, stimmt dies genau mit dem Werthe in

(1. (1251) iiberein und man findet
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Verl L, + L,, (12bk)

womit der Carnot'sche Satz auch fiir den allgemeinsten Fall
des Stosses von zwel ,plastisch-starren® Kiorpern gegeneinander
bewiesen 1st.

Auch auf den Fall, dass die stossenden Korper nicht villig
frei, sondern bestimmten Bedingungen unterworfen sind, ldsst
sich der Satz unter Beibehaltung der fritheren Schlussweise
iibertragen, falls dabeir nur immer vorausgesetzt wird, dass alle
Korper, durch die diese Bedingungen verwirklicht sind, auch

Wellll sle 111 l]i‘l arenye <J.]h stary allgeselien ‘»‘vl‘][li"ll. selbst 1m

Grenzfalle noch den Elasticititsorad Null haben und dass
ferner kein weiterer Verlust an lebendiger Kraft durch Re:
bungen herbeigefiihrt wird. Ich begniige mich damit, dies
hier noch an einem einfachen Falle dieser Art zu zeigen.
Ein starrer Kérper moge zunidchst villig frei sein
und eine beliebige Anfangshewegung besitzen. Dann
soll irgend ein Punkt von ihm durch eine geeignete
Vorrichtung plotzlich festgehalten werden, so dass

sich der Kérper von da ab nur noch um diesen festen

Punkt weiter zu drehen vermag. Man soll angeben,

wie er sich weiterhin bewegt und wie gross der Ver-
lust an lebendiger Kraft ist, den er durch den Stoss
erleidet.

Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes vor dem
Stosse sei wieder mit 8% die nach dem Stosse mit b° be-
zeichnet, die Geschwindigkeiten der Stossstelle insbesondere,

sofern von der Formiinderung abgesehen wird, mit b,° und

b, wobei freilich zu beachten ist, dass auch hier wieder
withrend der Stosszeit die wahre Geschwindigkeit i, des
Punktes, den man festzuhalten im Begriffe ist, der unvermeid-
lichen Forminderung wegen, von b, verschieden ist. Die End-
gii'.‘-'{.'h\'»'illl!!_f_a:]\'{‘ii Ul" st iibrigens nach der im vorliegenden Falle
vorgeschriebenen Bedingung glt*ii'h Null zu setzen. Durch
den Stoss wird der Bewegungszustand um p'—u°® abgeiindert
und wir konnen uns einen selbstiindigen Bewegungszustand

denken, der sich dem vorhergehenden iiberlagert und bei dem
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jeder Punkt die Geschwindigkeit v'—b° die Stossstelle also

speciell die Geschwindigkeit p,° besitzt. Der Stossimpuls,

von dem =zunichst nur der Angriffspunkt gegeben ist, muss

jedenfalls so gerichtet und von solcher Grisse sein, dass er

fiir sich den Bewegungszustand »'—v® hervorruft, insbeson
dere also seinem Angriffspunkte die gegebene Geschwindigkeit
— b," ertheilt. Dadurch ist aber, wie aus § 25a hervorgeht, der

Stossimpuls schon vollstiindig bestimmt. Nach GL (125d) (S. 21 ;'i)|

folet nimlich, wenn man darin die Componenten von r noch

speciell durch die von p ersetzt, die zu einem gegebenen Stoss-

mmpulse N gehorige Geschwindigkeit v des Angriffspunktes
von M. Zerlegt man diese Gleichung in drei Componenten.
gleichungen nach den Richtungen der i, j, f, so lassen sich
diese drei Gleichungen auch nach den Componenten A4, 4, A,
von Y auflbsen, indem sie fiir diese Unbekannten vom ersten
Grade sind. Nachdem dies geschehen ist, kennt man den
Stossimpuls W nach Richtung und Grosse, der auf den fest-
zuhaltenden Punkt vom (estelle aus iibertragen werden muss-
Hiermit ist auch der Bewegungszustand nach dem Stosse als

he

gannt zu betrachten.

Fiir den Verlust an lebendiger Kraft konnen wir ohne
Weiteres den Ausdruck m Gl (1251) in Anspruch nehmen,
wenn wir unter dem zweiten Kérper, auf den sich b,° bezieht,
fl:lH ";I'Ft{']]_ \-1'i'?‘:i-1"'i‘|l'n_. :l!.‘\'(l tl:" .\\.Illhlhif'ht-lllllﬂ_‘:. I:Elll'l'|| {Ii{’ ﬂ]('l'
betreffende Punkt gentthigt wird, nach Ablanf des Stosses in
Ruhe zu bleiben. Die Geschwindigkeit .0 selbst ist daher

gleich Null zu setzen und man hat
i 1 ] £
Verl = =09

Das hier auftretende Minus-Zeichen evklirt sich leicht

damit, dass A’ den Stossimpuls am ersten Kérper bedeutet,

der die Geschwindigkeit 9,° vernichtet, also ungefiihr Wwenn

auch kemneswegs genau entgegengesetzt gerichtet mit n"

sein muss. Das innere Produkt p,°%" hat daher an sich einen

necativen, der Verlust an lebendicer Kraft dagecen, des Minus:
. . oe

zeichens wegen, einen positiven Werth.
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3

Nun beachte man, dass der Stossimpuls %’ am ruhend
gedachten Korper den Bewegungszustand v" — p° hervorbriichte.
Die diesem zugehorige lebendige Kraft sei wieder mit [, be
zeichnet. Dann ist L, ebensogross wie die Arbeit des Stoss
impulses A, wenn dieser den Bewegungszustand v — v aus
dem Ruhezustande heraus hervorbringt. Dabei steigt aber die
fi:--u_-"nu"\i__|1|li}_-;3u=i.1' des Angriffspunktes von %" von Null an bis
auf b,° an und fiir die Arbeit von W' und hiermit zugleich
fiir L, erhilt man daher

1 7
J"q S 'ilE[”‘.'l .

3

Mit dem vorher fiir Verl gefundenen Werthe stimmt dies aber
genau iiberein und wir finden daher auch hier den Carnot’schen

Satz durch die Gleichung

Verl=— 1,
hestitigt.

Man sieht nun auch leicht ein, dass sich derselbe Beweis
gang auch auf andere Arten von Zwangsbedingungen iiber
tragen liisst, so lange es sich um einen rein plastischen Stoss
handelt, fiir den die zu Gl. (1251) fithrende Betrachtung stets
ohne Aenderung iibernommen werden kann.

Dagegen wird der Carnot’sche Satz stets ungiiltig, sobald
der Stoss entweder nicht ganz unelastisch ist oder sobald (etwa
heim schiefen Stosse) Reibungen vorkommen, die sich dem

Uehereinanderweggleiten der Stossstellen widersetzen.

§ 26. Schwingungen von Stdben mit gleichformig
vertheilter Masse.

[n der theoretischen Physik hat das Problem der schwin
genden Saiten, also etwa der Violinsaiten, das zuerst von
Fourier vollstindic gelést wurde, von jeher eine wichtige
Rolle gespielt. Die Mathematiker behandeln es mit Vorhiebe

sich an die Losung dieses Problems einige

schon deshalb, we
der wichtiosten Fortschritte der Mathematik gekniipft haben.
ern an Stelle davon

Ich werde hier nicht darauf eingehen, sonc




	Seite 222
	Seite 223
	Seite 224
	Grader, centraler Stoss
	Seite 224
	Seite 225

	Schiefer und excentrischer Stoss
	Seite 225
	Seite 226
	Seite 227
	Seite 228
	Seite 229

	Stoss durch Festhalten eines Punktes
	Seite 229
	Seite 230
	Seite 231

	Gültigkeitsbedingungen für den Carnot'schen Satz
	Seite 231


