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in Uebereinstimmung mit Gl (121a). Da der Kreis mit con

stanter Winkelgeschwindigkeit durchlauten wird, 1st

P il - 2au B o

= —t=——: (123)

X fLJ"- :

Die Pricession erfolgt demmnach um so langsamer, je grosser
die Winkelgeschwindigkeit « ist und die Geschwindigkeit der

Priicession ist zugleich unabhiingic von der Neigung g des

mittleren Ortes der Kreiselaxe (wihrend einer Kreiseldrehung)
geoen die Lothrechte. Diese Folgerungen stehen mit den aus
dem FExperiment oder auch schon von. dem BSpielkreisel her
bekannten Erfahrungen in bester Uebereinstimmung.
Fithrt man auch hier die reducirte Pendellinge [ des
]\ |'r-i~,'4,-l:-\ l'i!], =50 \"t_'_]':'i]]'|'-a]|,‘i][' Hil']l *ll ||2.;I Al
T = 23 2. (124)
Man kann also z. B. mit Hiilfe dieser Gleichung aus der lang-
sam erfolgenden Priicessionshewegung, deren Umlaufszeit 7
sich bei Beobachtung einer Kreiselbewegung leicht hinreichend
genau feststellen ldsst, ohne Weiteres schliessen, wie gross die

Winkelgeschwindigkeit u der Drehung ist.

§ 25. Die Verwendung der Kreiseltheorie in der Praxis.

Uebersicht iiber verwandte Bewegungen.

Wer sich mit den Lehren der Mechanik vertraut machen
will, darf das Interesse, das er einem Probleme entgegenbringt,
nicht ausschliesslich von dem unmittelbaren Nutzen abhiinoig
machen, der sich daraus fiir die Anwendungen in der tech-
nischen Praxis ergiebt. Kr muss von selbst das Bediirfniss
empfinden, {iber einen Bewegungsvorgang von so ansgesprochener
Higenart wie die Kreiselbewegung, ein klares Urtheil zn ge-
winnen, auch dann, wenn sich die Moglichkeit einer unmittel-
baren praktischen Anwendung der vorgetragenen Theorie nicht
voraussehen lisst. Nur hierdurch kann die Fihigkeit zur
schitzungsweisen Beurtheillung verwickelter Bewegungsvorgiinge
1
i |

gewonnen werden, wie sie 1 der Praxis schon heute gelegent-
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lich vorkommen und bei dem Streben des heutigen Maschinen-

baues nach Einfilhrung immer hioherer Umlaufsgeschwindig-

keiten bei vielen Maschinengattungen in Zukunft voraussichtlich

noch hiiufiger vorkommen werden.

Man muss also bereit sein, zum mindesten schiitzungsweise

die vorausgehenden Lehren quch auf andere Fille zu iiber-

tragen. Dass man sich bei einer solchen Schitzung gelegent
lich auch einmal irren kann, ist freilich kaum zu vermeiden;

laner man sich mit

die Gefahr ist aber um so .n_{prin:_g\'ur. e ge
dem als Ausganospunkt gewiihlten einfacheren Falle vertraut
gemacht hat. Als niichster (Geoenstand eines solchen Ab-
schitzungsversuchs moge das Problem des blos symmetrischen
Kreisels gewithlt werden, der kein Kugelkreisel mehr ist. Dieser
Fall kann freilich auch streng behandelt werden, wenn man die

Miithe nicht schemen will. Aus schon mehrfach erwihnten

Griinden thue ich dies aber hier nicht; ich betrachte vielmehr
nmgekehrt das Problem des blos symmetrischen Kreisels als
ein ganz willkommenes Beispiel fiir die Moglichkeit der er-
withnten Abschitzungen.

jinie wird man sich beim symmetrischen Kreisel

In erster
fiir die pseudoreguliire Priicession interessiren. (tegeniiber dem
Kugelkreisel tritt hier der erschwerende Umstand ein, dass die
Richtung der Rotationsaxe uw und die Richtung des Dralls ¥
nicht mehr zusammenfallen. Wenn die augenblickliche Rich-
tung von B gegeben ist, findet man, wie wir aus den friiheren
Untersuchungen wissen, die Richtung von u, indem man eine
senkrecht zu B stehende Tangentialebene an das Trigheits
ellipsoid legt und nach dem Beriihrungspunkte vom festen
Punkte aus einen Strahl zieht. Bedingung fiir das Zustande-
kommen der pseadoreguliiven Pricession war aber schon friiher,
dass 1 nicht viel von der Figurenaxe abwich; an dieser Be
dingune miissen wir daher jedenfalls auch hier festhalten. Die
Figurenaxe ist aber eine Haupttrigheitsaxe und so lange u
nicht viel von dieser abweicht, kann auch B von beiden nur
wenig abweichen. Ausserdem liegen B, u und die Figurenaxe

in einer Ebene. Wenn keine fussere Kraft wirkte, wiire die
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Richtung von B fest und n und die Figurenaxe umkreisten N.
Diese Umkreisung findet auch noch statt, wenn wir, wie im
vorigen Paragraphen, wiihrend einer kleinen Zeit / eine ussere
Kraft einwirken lassen, die 8 nicht merklich zu #ndern ver-
mag, in der aber doch eine oder mehrere Umdrehungen statt-
finden. Wir entnehmen darans, dass wir die fritheren Betrach-
tungen auch auf den vorliegenden Fall anwenden konmen,
wenn wir nur 8B an die Stelle von u treten lassen. Jetzt ist
es der Vektor 8, der sich — von geringtiigigen Schwankungen
abgesehen — um die lothrechte Richtung langsam dreht und
der die Richtungen der Figurenaxe und der Umdrehungsaxe
in seine Nihe fesselt und sie dadurch mit herumfiithrt. Da
ausserdem sehr nahezu B — u® gesetzt werden kann, lésst
sich demnach die Formel (123) fiir die Dauer eines Umlaufs
auch auf diesen Fall iibertragen. Unter @ ist aber jetzt das
Trigheitsmoment fiir die Figurenaxe zu verstehen und Gl. (124)
kann daher micht mit iibernommen werden.

Erheblich einfacher als die Kreiseltheorie selbst ist iibrigens
eine mit dieser verwandte Betrachtung, die sich auf die Drehung
eines Schwungrings aus seiner Ebene heraus bezicht und die
an dieser Stelle Erwiihnung finden mage. Der Ring sitze auf
einer schnell rotirenden Welle und das Gestell, in dem die
Welle ge

vorgeschriebene Bewegung ausfiihren. Man denke etwa an einen

agert ist, moge vergleichsweise langsam irgend eine

solehen ."j-l'h\‘.'l[l[f_‘r]'iils._i?'_ der auf einer Lokomotive ;atif_n-]rr;u-]lt sein

mag. Wenn die Lokomotive eine Curve durchfiihrt, wird die

Ebene des Schwungrings langsam gedreht. Die daneben statt-
findende Translation ist hierbei gleichgiiltic und der Einfach-
heit halber wollen wir desshalb ganz von ihr absehen.

In Abb. 29 ist der Schwungring in seiner Anfangslage
durch ausgezogene Striche angegeben. Die horizontale Welle,
auf der er sitzt, mige durch eine Bewegung des Fahrzeugs
genGthigt werden, in einer gewissen Zeit ¢ in die durch
punktirte Linien angegebene nene Lage einzuriicken. Natiirlich
milssen, um diese Bewegung zu erzwingen, Kriifte von dem

Fahrzeuge auf die Welle und durch deren Vermittlung auf
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1 ™ 1 1 T i T . -
das Sehwungrad iibertragen werden. Unter Umstinden ktnnen
diese sehr pross werden, so dass sie bel ungeniigender Festig-

keit zu einer Zerstorung der Welle oder zu einem Herans-

gsehlendern der Welle ans den Lagern zu fithren vermochten:

jedenfalls wird man sich

o

.—"-.
o
LA

daher Rechenschaft dar-

Tu 1 [
itber zu geben- haben, von / LR s
welcher Art diese Krifte 2o l P
5 - - - ‘ - e | ] 2
sind und wie gross siesind. < j i T ] e '
| == —
Von dem Schwuno- - -~ [ u [
s » I
rade nehme ich an, dass Ff ;
. . . 1 / /
es richtig ausgeglichen \ v
e ges e Stk
und genau auf die Welle B -
aufoekeilt sei, so dass bei i
stillstehendem Fahrzeuge i
: Abb, 29,

nur 1"i]lt' j)!“.\'l‘ll_"'lil'lf__l: 1

eine freie Axe in Frage kommt. Die Lager der Welle haben

dann nur das Gewicht und etwaige sonstige Belastunogen aui

zunehmen, genau so, als wenn der Schwungring ebenfalls in

: o
Ruhe wire. Diese ,,\!i'i'l;i;‘vh'kt'i'lI'h' werden auch h'[li'l'n-[ noch
neben den '.1,il1c||'-]‘vr|1 die wir F-'I]E"I'LE,‘]]_‘ welter EJL‘.ETl'in*H: sie sind
aber verhiiltnissmiissig gering und es soll desshalb weiterhin
nicht ausdriicklich von ihnen die Rede sein, vielmehr soll das
Schwungrad so behandelt werden, als wenn es gewichtslos
(aber nicht masselos) wire.

Um die angegebene Drehung wm die lothrechte Axe aus-
gufithren, wird man natiirlich zuniichst einmal ein Kriiftepaar
anbringen miissen, das diese Drehung auch bei dem rubenden
Schwungringe zu Stande briichte. Vorher war nimlich die
Winkelgeschwindigkeit u des Schwungrings horizontal; um
diesen in die neue ],:1}_{:- tiberzufithren, miissen wir ithn aber
um die lothrechte Axe drehen, ihm also eine vertikale Winkel-
f_ﬂ*.‘x‘t‘h\\'i]]{'[i‘s_‘\‘]{(-ff ertheilen. Dies kanm etwa durch das 1n
Abb. 29 mit A, A, bezeichnete Kriiftepaar geschehen. Wenn
der Schwungring withrend der Drehung des Fahrzeuges nicht

rotirte, wiire von den Lagern nur einfach dieses Kriiftepaar
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auf die Wel

nmlauft, tritt dazu ein anderes von welt grisserem

e zu iibertracen. Sobald aber der Schwungring

Hi'i]!!t‘[
Betrage. Der Winkelgeschwindigkeit u entspricht niimlich ein
Drall B

B=—ul

and um diesen um einen Winkel ¢ zu drehen, muss nach dem

den frither gegebenen Anleifungen leicht zu

Kt il O

fichensatze ein Drehimpuls ¢ aufgewendet werden, der nach

herechnet werden lkanm. Wenn man also die Winkelgeschwin
digkeit, mit der das Wenden des Fahrzeuges erfolgt, mit w
bezeichnet, erhiilt man

K — utw (125)

and bei orossem u und @ kann dies selbst fiir kleine Werthe
von 20 schon sehr betrichtlich werden. Die Richtung des
jetzt der Grisse nach berechneten Moments & folgt ebentalls
daraus, dass 8 durch geometrische Summirung von &¢ in den
neuen Werth itibergeht. In die Abbildung ist der Pfeill von
& eingetragen. Dieses Moment & kann von den Lagern nur
in Form eines Kriiftepaars tibertragen werden, so dass jedes
der beiden Lager eine Kraft des Paaves iibertriigh. Auch diese
mit P, P, bezeichneten Auflagerkrifte sind in Abb. 20 ein
getragen worden; die Pfeile ergeben sich aus den friiheren
Festsetzungen iiber den Zusammenhang des Drehsinnes eines

Kriiftepaares mit dem Pfeile des dazu gehorigen Momenten-

vektors. Dass die beiden Auflagerkiiifte P, P, wirklich yon

oleicher Grosse sein miissen, folgt iibrigens einfach daraus,

dass sich der Schwerpunkt des ganzen Systems nicht in verti-
kaler Richtung verschiebt. Wenn man die Liinge der Welle
mit { bezeichnet, hat man fiir jede dieser Kriifte
oL P .'H'-L-:'-
Wir sprachen bisher von den Kriiften, die vom Gestelle
auf die Welle und den Schwungring iibertragen werden. Am

Fahrzeuge selbst kommen die Reaktionen dieser Krifte in Be-
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tracht; wenn wir die Beanspruchung des Fahrzeugs durch diese
Auflagerkrifte untersuchen wollen, miissen wir daher die Pfeile
umkehren. Wir sehen daraus, dass das Fahrzeug am linken
Lager der Welle (in der Abbildung) eehoben, am anderen
niedergedriickt wird. Unter Umstinden kann es dadurch voll-
stiindig umgeworfen werden.

Natiirlich

bar Grebrauch machen, um die Abiinderung in der senkrechten

sann man von dieser Betrachtung auch unmittel-

Componente des Raddrucks zu berechnen, die infolge der Um-
drehung der Riider beim Fahren eines KEisenbahnfahrzeugs in
einer Curve zu Stande kommt, denn dass hier zwel Rider auf
emer Axe sitzen, wiihrend bisher nur von einem Schwungringe
die Rede war, macht offenbar nichts ans. Man bezeichne den
Halbmesser des Radumfangs mit », die Fahrgeschwindigkeit
des Eisenbahnzugs mit », den Kriimmungshalbmesser des Ge-

leises mit R, so wird

23
tl RNRL] W
" K
=50
P
I T e T Jrl‘ll'lfl

Unter @ ist jetzt das Doppelte vom Triigheitsmomente eines
einzelnen Rades zu verstehen, unter [ die Spurweite. Be-
trachtet man zum Zwecke einer Abschiitzung ein Rad nur als
einfachen Reifen vom Radius # und vom Gewichte ¢, so kann
ghas

niherungsweise (aber sicher etwas zu oross) @ = 2 ye op

f_f '
setzt werden und die vorige Gleichung geht damit iiber in
R T
S s e
! . E s gl

Wenn v so eross wird, dass der als Faktor von () auftretende
Bruch g¢leich Fins wird, sinkt der Raddruck auf der nach
mmnen hin gelegenen Schiene um das ganze Gewicht eines Rades.

Fine allein auf dem Geleise dahin rollende, mit zwei auf-

gekeilten Rildern versehene Axe miisste bei Ueberschreitung

der angegebenen Geschwindigkeit entgleisen.

Setzt man etwa r | m (Lokomotivriider sind zuweilen
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so0 hoch), It 200 m (scharfe Curve, wie sie aber bei Weichen
w s f. vorkommt) und ! = 1435 m (Normalspur der Haupt-

eisenbahnen), so erhilt man fiir die fragliche Geschwindigkeit

p=517,D m sec— 1,

Ein Rad, das ganz besonders schnell umliuft, ist das
Laufrad einer Laval’schen Dampfturbine. Man denke sich
eine solche auf einem Schiffe montirt und das Schiff mége
die schaukelnden Bewegungen ausfiihren, die bei einem heftigen
Sturme eintreten kiémnen. Wenn die Welle der Laval’schen
Turbine steif construirt wiire, miisste sie nach Gl (125) ein
sehr erhebliches Kriiftepaar K iibertragen, um das Rad aus

seiner Rotationsebene abzulenken, denn hier ist micht nur w

ungewdhnlich gross, sondern auch w, die Winkelgeschwindig
keit, mit der das Schiff seine pendelnde Bewegung ausfiihrt,
ist nicht allzuklein. Um ein Zahlenbeispiel anzufiihren, setze
man etwa w = 2000 sec—! (entsprechend etwa 19000 Touren
in der Minute), w = 0,2 sec—!

100 kg und den Trigheitsradius gleich 0,2 m. Dann wird
:

, das Gewicht des Laufrads gleich

nach ( .E. (125)

K 165 mkg.

Das Kriiftepaar wirkt verbiegend auf die Welle. Die Wel
ist aber so diinn construirt, dass sie sich schon bei kleinen
Biegungsmomenten ziemlich stark verbiegt. Desshalb folgt die
Rotationsebene des Rades nur zum Theile den Schwingungen
des Schiffskérpers, Wenn die Wel

e ganz biegsam wiire, wiirde
sich die Rotationsebene des Rades iiberhaupt nicht verriicken;
gie witrde im Raume feststehen und die durch die Schwingungen
des Schiffes hervorgerufenen relativen Bewegungen wiirden in
den Verbiegungen der Welle allein zum Ausdrucke kommen.
Auch iiber die der pseudoreguliiren Priicession des Kreisels
verwandten Bewegungserscheinungen, die das Laufrad zeigt,
wenn der Schiffskérper etwa einfache Smusschwingungen aus-
fiithrt, vermag man sich leicht ungefiihre Rechenschaft zu
geben, falls man aus hinreichenden Angaben iiber die Stiirke

der Welle, den Elasticititsmodul und die Entfernungen des
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Rades von den Lagern die elastische Verbiegung der Welle
fiir ein Biegungsmoment K — 1 mkg nach den Siitzen der
Festigkeitslehre zuvor berechnet hat.

Bei dem eben besprochenen Beispiele konnte die Masse
des Laufrades als so gering gegeniiber dem schwingenden
Schiffskirper angesehen werden, dass man auf die Riick
wirkung, die es auf diesen ausiibt, nicht zu achten brauchte.
Unter anderen Umstinden kann dies aber néthig werden; man
muss sich dann :-'ri]]ntr‘r‘]], dass das von dem rotirenden Rade
auf das Fahrzeng ausgeiibte Kriftepaar dieses micht im Sinne
der Hauptdrehung, die es ausfiihrt, sondern um eine recht-
winklig dazu stehende Axe zu drehen sucht. Es wird nicht
nothig sein, dies noch weiter auszufiihren, da schon bei dem
Beispiele des Schwungrings auf der Lokomotive daranf emn-
gegangen wurde.

Ein ferneres Beispiel fiir Betrachtungen dieser Art bildet
der Bumerang. Auf dessen Beschreibung selbst will ich hier
zwar nicht eingehen, sondern ihn durch ein einfacheres Bei-
spiel ersetzen, bei dem der Bewegungsvorgang im Wesent-
lichen der gleiche ist. Man denke sich eine Scheibe (den
Diskus der Alten) fortgeworfen, indem man ihr zugleich eine
schnelle Drehung um die auf der Scheibenebene senkrechte
Figurenaxe ertheilt. Wenn der Wurf durch den luftleeren
Raum erfolgte, wiirde der Schwerpunkt der Scheibe einfach
eine Parabel beschreiben und die Rotationsaxe, die eine freie
Axe ist, behielte unveriindert ihre Richtung im Raume; die
Scheibenebene wiirde also stets der Anfangslage parallel bleiben.
[m Jufterfiillten Raume kann aber die Bewegung mnicht in

dieser Weise erfolgen, Der Luftwiderstand wird sehr gross,

sobald die Scheibenebene nicht mehr parallel zur Bewegungs-

richtung ist. Wie sich der Luftwiderstand 1m vorliegenden
Falle im Einzelnen vertheilt, ist freilich schwer zu sagen; wir
wollen es aber, um nicht in eine Erirterung dariiber eintreten
zu miissen, als ausgemacht ansehen, dass er sich jedenfalls in
solcher Weise

der Scheibenebene aus der Bewegungsrichtung durch ihn ver-

geltend macht, dass ein merkliches Heraustreten

[}
o
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hiitet wird. Ausserdem wird eine merkliche Aenderung des
Dra

erwarten sein. Dann kann sich die Scheibe nahezu nur inner

Is B der sehr schnell rotirenden Scheibe so bald nicht zu

halb der Ebene hewegen, die durch die Anfangslage der Scheibe
ceoeben ist. Der Bewegungsvorgang ist demmach ungefiihr

derselbe, als wenn die unterhalb an die Scheibenfliche angren-
zende Luft sich wie eine starre schiefe bene verhielte, die sich
jeder Bewegung rechtwinklig zu ihr widersetzte. An Stelle der
in einer lothrechten Ebene liegenden gewdhnlichen Wurfparabel
muss jetzt der Schwerpunkt der Scheibe eme in der urspriing-
lichen Scheibenehene [?e-gw‘.uln Bahn beschreiben. Wenn er
sich anfiinglich senkrecht zur Horizontalspur der Scheiben
ebene nach oben hin bewegte, wird er sich in dieser schief

nach aufwirts gehenden geraden

anie bis zu eimem hochsten
Punkte hin bewegen und nachdem er diesen erreicht hat, die
selbe Bahn in umgekehrter Richtung zuriick durchlaufen und
so zum Ausgangspunkte zuriickkehren. Wirft man die Scheibe
in horizontaler Richtung, so wird sie nahezu in gerader hori
zontaler Richtung weiterfliegen und wenn die vorausgehenden
Betrachtungen streng anwendbar wiiren, miisste sie, allen Fall
gesetzen zum Trotze, beliebig weit fortfliegen kiémnen, ohne zu
sinken. Das ist natiirlich nicht genau richtig: man wird sich
aber erinnern, dass geschickte Taschenspieler in ihren Vor
stellungen gelegentlich Spielkarten mit grosser Kunstfertigkeit
so hinausschleudern, dass sie in der That weite Strecken durch-
eilen, ohne in

!
L |

rewohnter Weise aus der Wurfrichtung ab

gelenkt zu werden und das, was ich vorher auseinandersetzte,

i . giebt wenigstens eine ungefiihre Lr
,/’f«, 7 __p kliirung des Vorganges, der dem beim
A -_---'-'---1"-- - GET Werfen des Bumerangs gleicht.

\"-; // ] Aueh die bekannte seitliche AlL-

» lenkung der aus gezogenen Geschiitzen
abgeschossenen Wurfgeschosse ge
hirt hierher. Der Luftwiderstand spielt hier nur eine andere
Rolle.  Wir wollen uns davon summarisch in folgender Weise

Rechenschatt geben. In Abb. 30 sei A B ein Theil der Bahn
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des Schwerpunktes S- Wenn kein Luftwiderstand wirkte, hitte

die Rotationsaxe ihre urspriingliche Richtung beibehalten und

b, 30 eezeichnete Stellung

=

die Granate wiirde etwa die in A
einnehmen. Der Luftwiderstand, dem sie in dieser Lage be
gegnet, sei etwa durch 28 angegeben. Fs kommt dann wesent
lich darauf an, wie der Schwerpunkt S gegen die Richtungs
linie von 28 liegt. Liegt er oberhalb, wie in der Figur, so
gehirt zu 2 ein statisches Moment &, das eine Drehung der
Granate in die Richtung der Flughahn herbeizufiihren sucht.
Diese Drehung setzt sich aber mit jener zusammen, die die
Granate schon um ihre Lingsaxe ausfiihrte. Der Krfolg wird,
wie in den fritheren analogen Fillen, zuniichst darin bestehen,
dass sich B und mit ihm u und die Figurenaxe aus der Ebene
der Flughahn etwas herausdrehen. Auch der Sinn dieser Ab-

enkung ist leicht festzustellen. Wenn das Geschiitz mit Links-

drall versehen ist, haben wir u vom Schwerpunkte aus nach
oben hin abzutragen und B ist mit ihm gleichgerichtet. Das

Moment von 2 dreht in der Abbildung 1im Smne des Uhr

zeigers und der Momentenvektor & geht daher vom Zeichen
blatte aus nach dem Beschauer hin. Vereinigen wir nun B
mit &¢, so erhalten wir eine Richtung, die nach vorn hin
(d. h. nach dem Beschauer hin) etwas geneigt ist. Das vordere
Ende der Granate zeigt daher auch mnach dieser Richtung.
Sobald das Geschoss im Grundrisse ein wenig schriig gestellt
ist, erfiihrt es auf der vorausgehenden Seite emen grisseren
Luftwiderstand, als auf der ein wenig nach hinten zu gedrehten.
Es wird dadurch seitlich abgelenkt und zwar vom Geschiitz
aus gesehen nach rechts hin (bei Rechtsdrall nach links hin).
Gerade die nun im [_@mslrisw etwas excentrische Angriffslinie
des Winddrucks bringt dann ein statisches Moment hervor,
das die (Geschossaxe in die Richtung der Flughahn dreht.

Natiirlich soll diese Betrachtung nur eine ungefiihre Vorstellung

oeben: im Einzelnen sind die pendelnden Bewegungen des
Geschosses sehr verwickelt. Ausserdem ist auch darauf zu
achten, dass die Seitenablenkung nach der entgegengesetzten

Seite hin erfolgt, wenn der Schwerpunkt S in Abb. 30 unter-
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halb von 28 liegt. Bei den gewdhnlich verwendeten Geschoss-
formen scheint dies iibrigens in der Regel der Fall zu sem.

Tne verwandt mit der Kreiselbewegung ist auch die Be-
24 ) :

wecune des rollenden Rades, die in unserer Zeit des Fahrrad
sports von allgemeinerem Interesse ist. Fine brauchbare Theorie
des zweiriiderigen Fahrrads ist, soweit mir bekannt ist, bisher

nicht aufgestellt worden. Jedenfalls wird es auch, wenn sie

einmal geceben sein wird, immer noch viel leichter sein, das
Radfahren praktisch zu erlernen, als die Theorie dieser Be-
wegung zu studiren. Hier beschrinke ich mich auf die
Besprechung des einfachsten Falles der Bewegung eines ein-
zelnen Rades unter dem Einflusse seines Gewichtes auf einer
horizontalen Ebene.

Den Umfang des Radreifs denke ich mir etwas gewdlbt,
so dass das Rad — abgesehen von der elastischen Abplattung,

die dabei entsteht den Boden immer in einem Punkte he

riithrt. Der Punkt, mit dem es im gegebenen Augenblicke auf

At dem Boden aufsitzt, moge
als der Auflagerpunkt be-
zeichnet werden. Damit das
RRad rollt, ohme zu gleiten,
muss der Auflagerpunkt in
augenblicklicher Ruhe sein,

d. h. die Bewegung des Rades

" aus einer Lage in die folgende
e kann Immer nur in einer

Drehung um eine durch den

Abb. 1.

Auflagerpunkt gezogene Axe
bestehen. Die Richtung dieser Axe kann beliebig sein.. In
Abb. 31, die das Rad in irgend einer seiner Stellungen an
er Winkel

geschwindigkeit durch den Vektor u angegeben. (reschwindig-

=

giebt, ist die Richtung der Drehaxe und die Grisse «
keiten kann man zerlegen wie Kuiiftee Man thut hier am
besten daran, u nach drei zu eimander rechtwinkligen Rich-
tungen zu zerlegen, die in Abb. 31 durch die Richtungsfaktoren

it kenntlich gemacht sind. Die i-Richtung steht senkrecht
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gum Fussboden, die j-Richtung fillt mit der Horizontalspur
der Radebene zusammen und die f-Richtung ist schon durch
die beiden vorigen mit bestimmt.

Die augenblickliche Bewegung des Rades kann man sich
stets aus einem Zusammenwirken von Drehungen um die ge
nannten Hauptrichtungen bestehend denken. Is wird daher
niitzlich sein, wenn man zuniichst nur die Drehungen um jede
der drei Hauptrichtungen fiir sich betrachtet. Zuniichst moge

das Rad nur eine Drehung um die i-Axe besitzen. Der Auf-

eibt dann daunernd an seiner Stelle und das Rad

lagerpunkt b
kann einfach als ein Kreisel aufgefasst werden, der eine Pri-

cessionsbewegung ausfiihrt. Das Rad hildet freilich keinen

'l*{|1g|-J]\']'c-i:~'1-l und nicht emmmal einen wSymmetrischen® Kreisel

und daher ktnnen die in § 25 fiir die reguliire Priicession ab
geleiteten Formeln hier nicht tibernommen werden Man muss

vielmehr beachten, dass die Richtung von 8 recht erheblich

eren

Falle wiire auch eine dauernde Rotation um die i-Axe iiber

von der |':'i1‘]|1.u|:§_{ [lE*L' IJI'!’]].‘I'.\'f‘ abweichen wird. _lnl Al

haupt ausgeschlossen, denn wir wissen schon, dass 8 unter
dem Einflusse des Gewichtes und des ihm zugehérigen stati
schen Moments eine Kegelfliche beschreiben muss. In der
That kann aber nun eine reguliire Pricession stattfinden, und
Zwar so, dass _jH[{‘nl :\-E-'if_{"llII_l_';.‘-"r'\.'i'I]f{E‘l der Radebene gegen den
Fusshoden eine ganz bestimmte Winkelgeschwindigkeit um die
i-Axe entspricht, die zu einer reguliiren Priicession fiihrt. Ich
erinnere nur an das bekannte Experiment, bei dem man einen
Thaler auf einem Tische in dieser Weise rotiren lisst. Wenn
die Winkelgeschwindigkeit abnimmt, neigt sich der Thaler
immer mehr, Auch rechuerisch liisst sich der Zusammenhang

zwischen Neigungswinkel und Winkelgeschwindigkeit um  die

i-Axe leicht verfolgen; ich sehe aber hier davon ab.
Drehungen um die j-Axe sind als Pendelbewegungen auf

zutassen; volle Pendelschwingungen konnen hier freilich nicht

zun Stande kommen, die Bewegung endet vielmehr mit dem

l-nfilil”l‘]'l ill‘H E;L['Glﬁ'?: aut 1|1’r| !"II_-'_:*].HH{PH, l_-l‘:'1l‘|'i|-IE‘F I‘xt EI,'IH']|

em vollstindigen Umfallen ein
14

zu beachten, dass schon vor

Féippl, Dynamik. 2. Aufl
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Gleiten des Rades auf dem Boden zu erwarten ist. Auch
dariiber kann man sich ohne Schwierigkeit Rechenschaft oehen:
am einfachsten wendet man dazn das d’Alembert’sche Prineip
an. Man betrachtet das fallende Rad in irgend einer seiner
Stellungen, fithrt die Triigheitskriifte ein und ermittelt nach
der Lehre vom Gleichgewichte eines starren Korpers den 1m
Auflagerpunkte {ibertragenen Druck. Solange die Richtung
des Auflagerdrucks noch innerhalb des Reibungskegels liegt,
tritt kein Abgleiten ein; die Bewegung setzt sich vielmehr
einstweilen moch so wie eine Pendelschwingung fort. Gegen
das Ende der Bewegung hin wird man aber die Bedingung

nicht mehr erfiillt finden und dann gleitet der Auflagerpunkt

iiher 1|1‘H ]"i].‘\.‘whtltl'[l.

Die beiden bis jetzt betrachteten Drehungen fiihren iiher
haupt nicht zu einem Rollen des Rades: dieses wird nur durch
die Drehung um die f-Axe bewirkt. Freilich kann von einer
e f-Axe hier nicht
diec Rede sein: die Drehung fithrt sofort zu einem Wechsel

danernden Drehung um eine fest liegend

des Auflagerpunktes und die f-Axe kann daher nur als Mo-

mentanaxe in Betracht kommen. Wir kénnen uns aber eine
Bewegung vorstellen, bei der in jeder mneuen Lage des Rades
die nach der gegebenen Vorschrift stets von Neuem con-
struirte Richtung der f-Axe die augenblickliche Drehungs-
axe angiebt, Hine solche Bewegung mag als ene rein rollende
bezeichnet werden: im Gegensatze zu ihr kann die Drehung
am die i-Axe als eine Wendung und die Drehung um die
j-Axe als eine Fallbewegung des Rades bezeichnet werden,
wobei im letzten Falle nicht ausgeschlossen ist, dass sie 1m
gegebenen Augenblicke auch nach oben hin erfolgt.

Im allgemeinen Falle bestehen alle drei Bewegungscom
ponenten zugleich und sie beemflussen sich gegenseitig. Hin
besonderes Interesse kann aber die rein rollende Bewegung,
die sich leicht theoretisch behandeln liisst, immerhin bean
spruchen. Um sie zu untersuchen, denke man sich eine Senk
rechte zur Radebene vom Radmittelpunkte aus gezogen. Sie

trifft den Fussboden auf der f-Axe. Vom Schnittpunkte aus
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als Spitze denke man sich einen Kegel konstruirt, dessen
Grundlinie der Radumfang ist und der mit dem Rade fest
verbunden sein mag, Dann muss die Kegelspitze wiithrend der
rollenden Bewegung des Rades dauernd in Ruhe bleiben, da
sie in jedem Augenblicke auf der f-Axe, also auf der Momen
tanaxe enthalten ist. Wir kénnen daher die Bewegung geradezu

durch das Rollen des Kegels auf der Bodenfliche beschreiben,

d. h. der Kegel bildet in Anlehnung an die frither eingefiihrten

Bezeichnungen den Polodiekegel fiir die Bewegung um die als
festen Punkt anzusehende Kegelspitze. Der Herpolodiekegel
ist hier i eme ebene Fliche, nimlich in die Oberfliche des
Jodens ausgeartet.

Von #Husseren Kriften wirken auf das Rad das Gewicht
und der Auflagerdruck. Die senkrechte Componente des Auf
lagerdrucks muss dem Gewichte gleich sein, da der Schwer
punkt des Rades Geschwindigkeitscomponenten in senkrechter

Richtung weder bhesitzt noch erlangt. Daneben muss freilich

zugleich eine Horizontalcomponente des Auflagerdrucks auf
treten, die die Centripetalkraft fiir die vom Schwerpunkte aus
gefiihrte kreisférmige Bewegung abgiebt. Die Horizontal-
componente geht hiernach in jedem Augenblicke durch die
Kegelspitze und wenn wir den Flichensatz fiir die Kegelspitze
als Momentenpunkt anwenden ist ithr Moment stets gleich Null.

Man sieht jetzt leicht, wie die Rechnung durchzufiihren
ist. Wenn das Rad im Anfangszustande gegeben ist, kennt

orE

man sofort die Kegelspitze, die von ihm bei der rein rollenden
Bewegung umkreist wird. Man konstruire nun das Trigheits
ellipsoid fir die Kegelspitze als festen Punkt. Mit dessen
Hiilfe findet man in schon oft benutzter Weise die Richtung
des Dralls 8, bezogen auf den festen Punkt. Das Moment &
der #usseren Krifte ist ebenfalls bekannt: es ist das statische
Moment des aus dem Gewichte und der senkrechten Compo
nente des ,\.I:If|it§_1l'r’l‘il]'lli'|{.'$ hestehenden ,F\-t'.:]’r'tl\}:.'mt'::', Beim
Weiterrollen des Rades dreht sich mit ithm sowohl B als &,
die stets rechtwinklig zu einander bleiben. Die Grisse von &

ISt nur von tlf"l‘ NE‘E}_‘:[H]Q' tl!’l' iilf_ll'l']{'lll’ oecen 1|ll‘.'i ]“EIHH}J[Jkll'II.

B
14.*
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die absolute Grésse von B aber zugleich von der Anfangs

oeschwindigkeit abhiingig. Wie gross aber diese Anfangs-

geschwindigkeit sein muss, damit bei der gegebenen Neigung
des Bades eine rein rollende Bewegung zu Stande kommen
lkann, folgt aus der Gleichung des Flichensatzes

d B

't

M.

Auf die wirkliche Durchfiihrung der Rechnung, die nach
dem angegebenen Plane leicht erfolgen kann, gehe ich nicht
ein. Dagegen mache ich noch aunsdriicklich daranf aufmerksam,
dass die rein rollende Bewegung nur bel einer ganz bestimmten
Beziehune zwischen der Schiefstelling des Rades gegen die
Vertikale und der Geschwindigkeit der Rollbewegung méglich
ist. Wenn das Rad im Anfangszustande eine rein rollende
Bewegung hatte und die genannte Bedingung mnicht erfiillt war,
kann sie sich nicht in dieser Weise fortsetzen; es tritt vielmehr
alsbald noch eine ,Fallbewegung® (nach unten oder auch nach
oben hin) dazu. Dadurch wird die Neigung der Radebene
gegen den Fussboden geiindert und zwar in solchem Sinne,

dass eine Ammiherung an jene Radstellung stattfindet, fiir die

bei der gegebenen Fahrgeschwindigkeit die Bedingung des
reinen Rollens erfiillt ist.

Schliesslich moge noch bemerks werden, dass man zu
einer alleemeineren Theorie der Radbewegung dadurch gelangen
kann, dass man zwar immer noch die ,Wendebewegung® um
die i-Axe ausschliesst, dagegen das Auftreten von Drehungen
nm die | und die T-Axe v,n:;!uivh zuliisst. Diese wiirde sich
dem allgemeinen Verhalten des Rades beim Rollen ziemlich
genau anschliessen, da die als Wendebewegung bezeichnete
Drehung um die i-Axe auf eine ,bohrende” Reibung stosst
and daher, wenn sie nicht schon anfinglich mit hinreichender
Winke

war, spiterhin schnell erlisecht und anch mnicht von selbst

xr';v,n'(-[mimli;_f:|{l'it }_::e‘}u"hvn: also absichtlich herbeigefiihrt

)

wieder entstehen kann.
Sehr eng verwandt mit der vorigen ist auch die Be

wegung einer Kugel auf einer rauhen horizontalen Ebene
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(Billardball) bei beliebigen Anfangsbedingungen. Man hat
diese Fiille schon ausfiihrlich hehandelt. ich gehe aber aus

vielen gewichtigen Griinden nicht darauf ein, wovon ich auch

.I.. - g 4 . o 5
den einen aber nicht den ausschlagoebenden, da er sich
hald beseitigen liesse gany offen eineestehen will, nimlich

den, dass ich mich selbst mit diesem Probleme noech nicht

eingehender beschiiftiot habe.

§ 25a. Stbosse am starren Koérper.
Auf einen vGllig freien starren Korper, der vorher in Ruhe
war, moge ein Stoss {‘i'tl‘.i"ll'lﬂ*rl__ d. h. es soll wiithrend einer

sehr kurzen Zeit an irgend einem Angriffspunkte eine Kraft P

angreifen, derart dass das Zeitintegral der Kraft f":lira’i' iiber
;

die ganze Stosszeit erstreckt von gegebener Richtung und
Grosse ist. Ausser P sollen wihrend des Stossvorgangs keine
dusseren Kriifte an dem Korper angreifen. Es handelt sich
zuniichst darnm, die Bewegung anzugeben, die der Korper
durch den BStoss erlangt.

Hierbei ist daran zu erinnern, dass das Bild des starren
Korpers keineswegs ausreicht, um alle Fragen zn beantworten,

en Stoss beziehen. Je kleiner wir uns die Stoss

die sich auf
zeit vorstellen, desto grisser muss wihvend ihr der durch-
schnittliche Werth des Stossdruckes P angenommen werden,
damit der Antrieb [PBdt die vorgeschriebene Grisse erlange.
Allzugross darf aber P nicht werden, ohne Forminderungen
von merklicher Griosse oder einen Bruch des Kérpers herbei
zufithren. Im ersten Bande wurde dies schon ausfithrlich be
sprochen. Hier soll aber einstweilen vorausgesetzt werden,
dass die Stosszeit, wenn auch klein, so doch nicht so kwz
bemessen sei, dass es nithig wiirde, auf die durch den Stoss
bewirkten Formiinderungen einzugehen. Unter dieser ausdriick

lichen Voraussetzung konnen wir an dem Bilde des starren

Kérpers bei der Losung der aufgeworfenen Frage festhalten.

Die Geschwindigkeit b,, die der Schwerpunkt S des ge
- 02 7

stossenen Korpers erlangt, lisst sich nach dem Satze von der
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