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§ 16. Die freien Axen, 143

darum, zu zeigen, auf wie einfache Art man mit Hiilfe des

Flichensatzes zur ersten Hauptgleichung gelangen kann, die

sonst auf viel umstindlicherem Wege abgeleitet wird.

8 16. Die freien Axen.

Ein starrer Korper moge anfinglich eine beliebige Be-

weoung besitzen und hieranf ohne ]",i!h‘.\il']{iillg dusserer Krifte
105 b

sich selbst iiberlassen werden. Wir schliessen nach Schwer-

punkts- und Flichensatz von Neuem, dass sowohl die Be-

weoungserosse des ganzen I"\:I--JI'IH"T.‘-' als auch der Drall constant
bleihen miissen. In jedem Augenblicke kann man sich die

Bewegung . in eine Translation zerlegt denken mt jener Ge
schwindigkeit, die dem Schwerpunkte zukommt und in eine
Rotation um eine durch den Schwerpunkt gehende Axe. Die

']'r;um",;niuill ;_-_'.'l||T ]1;11-E] em r\li'él\'\'l'_]'iﬂl||I{!..‘\'f‘~il!.}‘:4‘ _€_=,'||".-.'E'.1'E'H'Illi“ YOr

-

sich und interessirt uns kaum. Viel wicht 15t jetzt fiir

uns die Frage nach der Rotationsbewegung. Wir wollen daher
von der Translation ganz ahsehen, also annehmen, dass der

H('h\\'t"l‘[I!I]]]il des starren 1'{|":-|-lu‘r.~' schon von Anfane an ruhte:

beim Fehlen aller #iusseren Kriifte wird er dann auch dauernd
in Ruhe bleiben, so dass wir es in der That nur noch mit
den Rotationen zu thun haben. Im Uebrigen muss aber betont
werden, dass auch im allgemeineren Falle das, was jetzt von
den Rotationshewegungen fiir sich ausgesagt werden soll, un-
veriindert giiltie bleibt, und dass dann nur noch die von den
Rotationen unabhiingige und hier gleichgiiltige constante Trans
lationsbewegung hinzutritt.

Wir werden das wichtige Problem, die Bewegung eines

5 1 &5 | T es 1 .
sich selbst {iberlassenen starren Korpers anzugeben, nur schritt

weise in Angriff nehmen. Hier beschriinken wir uns auf die
Beantwortung der Frage, ob die Rotationsaxe ihre Richtung
im Raume und im Korper dauernd beibehiilt oder nicht.

Wer sich diese Frage zum ersten Male vorlegt, ohne
vorher davon gehdrt zu haben, wird leicht geneigt sein, die
(lonstanz der Rotationsaxe fiir alle Fille von vornherein an

sunehmen. Schon die oft nicht ganz stichhaltice Fassung des
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Triigheitsgesetzes, wonach ein Korper seine augenblickliche
Jewegune beim Fehlen fiusserer Krifte unverindert beibehalten
I:l Weatngeg nein elliern ausserer hWralte unverandert beéirbenalten
miisse, verleitet oft zu dieser gleichwohl irricen Annahme.

[1m ,\|||:-,fl'fi‘:f-l-lll'i'! verindert sich vielmehr die i,;l_'_:"r der Rota-

tionsaxe mit der Zeit sowohl relativ zum Koérper als zum

absoluten HRaume. Sie kann freilich auch constant bleiben

und jede im Korper gezogene (und jedenfalls dureh den Schwer
punkt gehende) Axe, um die sich der Kérper ohne Zwang
davernd zu drehen vermag, heisst eine freie Axe (oder auch
permanente Drehaxe).

Auf Grund des Triigheitspesetzes vermag man nur zn
schliessen, dass ein einzelner materieller Punkt die Bewegung,
die er hatte, ohne Einwirkung fiusserer Kriifte beibehiilt oder
dass das Gleiche auch von der Schwerpunktsheweoung eines

|u'||-l'|'e.'1,1'l'!! |'|||Ii\l'!|i||||ll'||‘~' oy | f.5|-|' Hn::|‘|in]:_-.'|u'-1.1|_--_l"li||.'_*' \\El'nf

1'I|l|"_' YOI l%c‘l' _\IIHH:J'_{&' des ] '|I_r‘lir-'-g_’_'l'-:'ip‘.|'.-' !lic'|l'i i|"'I!]];'i[I'Jil:li-'

. :

en Punktes eine Reihe

2155+

bertihrt und mittelbar nur insofern, als aus dem Thrii

gesetze 1 der Dynamik des materiel

von Folgerungen gezogen wurde, die sich spiiter auf die
Dynamik des Punkthaufens iibertragen liessen und die daher
jetzt an Stelle des Triigheitsgesetzes zur Untersuchung der
Rotationserscheinungen verwendet werden kénnen.

Man wird aber nicht leicht die Forderung fallen lassen,
dass sich irgend eine mit der Rotationsbewegung zusammen
hiingende Grisse beim Fehlen iusserer Kuiifte als constant
erweisen miisse, schon desshalb, weil man stets gewohnt ist,
die Kriifte als Ursachen von Veriinderungen anzusehen. In
der That

cann man zwel sehr wichtige Grissen angeben, die
nur durch das Eingreifen #Husserer Krifte cefindert werden
konnen. Die erste 18t die |=:h|'|:|.'lig'|‘ Kraft des starren J\'q'3|-F||1|',-L,
von der dies schon im ersten Bande dieses Werkes gezeigt
wurde und die andere ist der Drall. der nach dem [lichen
satze (vgl. § 13 unter b)) der Zeit nach constant und hier
iiberdies noch fiir jeden Momentenpunkt gleich gross ist. Die
zweite Bedingung sagt iibrigens mehr aus, als die erste. denn

1°* . r e * . Wl . ’
die lebendige Kraft ist eine Grisse ohne Richtung und die
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Bedingung, dass sie constant sei, wird daher durch eine einzige
Beziehung zwischen Zahlengrossen ausgesprochen. Der Drall
ist dagegen eine gerichtete Grisse und die Bedingung, dass er
sich nicht #indere, schliesst neben der Constanz des Absolut
werthes auch die Constanz der Richtung ein. Die Vektor
gleichung, die dies ausspricht, lisst sich in drei von einander
unabhingige Componentengleichungen zerlegen, enthiilt also
drei Zahlenbeziehungen. In der That ist daher auch das
Moment der Bewegungsgrisse von noch grisserer Bedeutung
fiir die Beurtheilung der Rotationserscheinungen, als selbst die
;--!n'mligv Kraft.

Der allgemeine Ausdruck fiir den Drall war nach § 13

B—>Vmn-r

Hiermit ist aber nur eine allgemeine Anweisung daftir
gegeben, wie man B finden kann, wenn die Geschwindigkeiten
und Lagen der einzelnen Massen m bekannt sind. Die wirk
liche Ausrechnung ist erst moch vorzunehmen und zwar hier
unter der Voraussetzung, dass der Punkthaufen ein starrer

I\I_G-‘_'|u=a' 15,

Im gegebenen Augenblicke sei die Winkelgeschwindigkeit
des starren Korpers gleich u. Hiermit ist die Richtung der

durch den Schwerpunkt gehenden augen-

blicklichen Hni‘ui:iu|1e~':|x_1-__ der Sinn der /.‘,f_{g____;i-
1 : 1 B =)
Drehung und zugleich der Absolutwerth 2t AR
=0 e i e -'
u der Winkelgeschwindigkeit angegeben, / |/
d. h. man kennt mit u iiberhaupt den / &)
[ r
augenblicklichen Bewegungszustand voll- | 4
stindig. Hiernach muss sich 8 als Fune N e
tion von u darstellen lassen. — Der nach +©
Abl i

eimem  Massentheilechen m vom Schwer

punkte S aus (Abb. 19) gezogene Radiusvektor sei mit t be

met: dann ist die Geschwindigkeit v von m

7t I ¢
b - Viur

il'}.ﬂ. Bd. I, Gl. fﬁl'r._ wobel nur zu heachten ist, dass der dort

Fappl, Dynamik., 2. Aufl 10
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mit t’ bezeichnete Vektor hier t aeschrieben 1st). Setzt man

diesen Werth ein, so wird

B EVimVur)  r
oder nach Vertauschung der Reihenfolge der Faktoren im
dusseren Produlkte

B — ZmVr -Vur. (8D

Man muss also zunichst das Hussere Produkt aus u und r

bilden, dann dieses selbst wieder als zweiten Faktor eines

aussern Produkts ansehen, dessen erster Faktor ¢ ist, um
hierautf nach Multiplikation mit # und Summirung iber den
ganzen Haufen B zu erhalten. Die zweimal aufeinanderfolgende

Vorschrift zur Bildung des #usseren Produkts ist in diesem

Buche bisher nicht vorgekommen. Ganz allgemein gilt dafiir

—

eme sehr einfache I;l'i'l:t'll"|'|.J|"‘*'|_'||'|-:I1l|.. die durch die Formel
VoU- V86 —=8B.9%6 — ¢ - AB (%6)
zum Ausdrucke gebracht werden kann, in der ABE beliebige
Vektoren sind. Die rechte Seite dieser (ileichung besteht aus
zwel Gliederu, von denen das erste den Vektor B als Faktor
enthilt und daher mit ithm gleichgerichtet ist: denn der andere

™=

Faktor ME ist ein inneres Produkt aus 9 und €& und daher
eine (risse ovhne “il'|‘1['l[[l_f_". Das zweilte (xlied ist ebenso mit
— ¢ gleichgerichtet. Hieraus oeht sechon hervor, dass die
rechte Seite als geometrische Summe eines mit B und eines
mit € gleichgerichteten Vektors eine Richtung besitzt, die
in der durch 8 und 6 gelecten Ebene enthalten ist. Dass
dies so sein muss, folgt aber andererseits sofort daraus, dass
VBE in die Richtung der Normalen der Ebene durch 8 und @
fillt, so dass das fussere Produkt aus iroend einem anderen
Vektor und V8BG senkrecht zu jener Normalen stehen und
daher wieder in die Ebene durch 8 und 6 fallen muss.

Wenn in dem elementaren mathematischen Unterrichte

auf

den Mittelschulen die Anfanosoriinde des Rechnens mit
gerichteten Grossen gelehrt wiirden, was an und fiir sich

leicht durchfithrbar und sehr zu wiinschen wiire, konnte ich
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mich auf GL (86) als auf eine der bekanntesten Formeln der

Vektoralgebra berufen. Da dies heutzutage leider noch nic

11

gutriftt, bleibt mir mnichts iibrig, als hier den Beweis jenes
aloebraischen Satzes selbst vorzufithren. Am einfachsten o
staltet sich dieser, wenn man sich dabei auf die Darstellung

der Vektoren mit Hiilfe rechtwinlli Componenten in den
I

Richtungen der Einheitsvektoren i, j, f stiitzt (Bd. I, § 16 u.
5 17). Naeh GL 51, Bd. I ist

\ﬁ’-l‘ et HI _,f,’? f-’:.
o

(B 6= By - (B, B P - I B — B

und hiernach aunch
i i f
VaVse — 4, 4, A,
(BiG, — B, (BC,— B.(,) (Blh—BC)

Entwickelt man die Determinante, so erhilt man zunichst

fiir die i-Componente

H A, B0 — Bl — A B - A B C)
oder wenn man A, B, €, einmal als positives und einmal als
negatives Glied zufiigt,
i !F-;:_ I-'ll (I| _:_ !_{J_L 'i:ﬂrl.':l l‘| (A H-‘. ] By - ‘i:: ”;'l-l-.
d. h. wenn man sich der Bedeutung der in den runden Klam-
mern stehenden Summen erinnert

i{B -UC — C, -AB}.

Grenau ebenso findet man fiir die j-Componente

i{B, %6 — C,. AB)

und fhnlich fiir die letzté Componente. Fasst man aber alle
|

drei Componenten wieder zusammen, so erhilt man nach

Herausheben der gemeinsamen Faktoren

UC - (iB, +iB, 4+ tB;) — AB - (iC, 4
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d. h. genau den in Gl (86), die hiermit bewiesen ist, ange
gebenen Werth.

Nach dieser Abschweifung in das Gebiet der Algebra
kehre ich zu dem Werthe von 8 in Gl (83) zuriick. Die
Anwendung des Satzes der Gl (86) liefert

B=Zmmun-r*—rt-ur)
oder nach Spaltung des Ausdrucks in zwei Glieder

B—1u:Emr’ Zmr - ur. (87)
Das erste der beiden Glieder, aus denen B besteht, ist gleich
gerichtet mit der Winkelgeschwindigkeit u, denn es enthilt
nicht nur u als Faktor, sondern der andere richtungslose
Faktor Xmr® ist auch unter allen Umstinden positiv. Von
dem anderen (iliede lisst sich aber ohne nithere Kenntniss der
(restalt des Korpers nicht voraussehen, welche Richtung es

annehmen wird. Im Allcemeinen ist daher B nicht mit u

gleichgerichtet; dies trifft vielmehr nur unter der Bedingung

Z1, {l_:i\'.‘\' 'rll_lt']l

Zmr-our||u

ist oder auch ganz verschwindet.
Wir werden sofort sehen, von welecher Wichtigkeit die
Entscheidung ist, ob B parallel zu u geht oder nicht. Man

betrachte Abb. 20, in der u und B verschieden

A A - RN .

s At gerichtet eingetragen sind, und zwar so,

i R dhes e iy
.! N/ B wie sie bei der angegebenen Kirpergestalt
ungefihr wirklich zu einander liegen wiirden.
\ \\ Wenn man den Kiérper mit Hiilfe von
\ ey A r F. . ’ ~ i i
\ \ Zapfen in einem Gestelle lagerte, kénnte
\‘ \ll *1 _EE ]' - - » 3
S | man 1hn natiirlich leicht zwingen, die Be
\\‘_ J wegung um die anfingliche Drehaxe mit

T . . e .
\Th o constanter Winkelgeschwindigkeit dauernd

beizubehalten. Hiitte sich dann der Korper
in eine zweite Lage cedreht, so miisste sich B mit ithm oedreht
haben. Die Radienvektoren r nach den einzelnen Massentheil
chen haben sich nimlich alle um den oleichen Winkel oedreht,

wihrend u constant blieh. Nach der Zusammensetzune des
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Ausdruckes von B in Gl (87) 1"rlilg_1'l' daher, dass wir den Werth

von B in der neuen Lage sofort dadurch erhalten, dass wir

mit dem in der ersten Lage berechneten Werthe ebenfalls eine

Drehung um denselben Winkel vornehmen. Mit anderen Worten:
B ist, solange u constant bleibt, relativ zum Kdrper constant;
dagegen dreht es sich mit dem Korper zusammen im festen
Raume herum, heschreibt also eine Kegelfliche, deren Axe u ist.

Nach dem Flichensatze, Gl. (82a), ist aber
R

;|'l|" 5

und hiernach miissen #ussere Kriifte P emwirken, um irgend

eine Aenderung von 8, wenn diese auch nur in der Richtung
und nicht in dem absoluten Werthe besteht, hervorzubringen.
Wir erkennen daraus, dass u in Abb. 20 unmoglich eine freie
Axe sein kann; vielmehr muss ein in einem Kriftepaare be-
stehender Zwang auf die Axe von den festen l...‘t;__{'l'l']'n iiber
tragen werden, um die Umdrehung um diese Axe dauernd
aufrecht zn erhalten. Das Moment des hierzn erforderlichen

ritcke 2V B¢ kann nach

(1. (88) bei gegebenem n und B sofort leicht berechnet werden.

resultirenden Kriiftepaares der Zapfen

Man erkennt darauns auch, dass die Ebene des den #Husseren

}":u".ll':;' darstellenden Krifte

herumrotirt und dass dies daher auch von den in den Lagern

yares selbst it dem '[\_Ell‘lrc'!'

iibertragenen Zapfendriicken gilt. Dadureh wird das aus der
Erfahrung wohlbekannte Riitteln in den Lagern hervorgebracht,
das bei der Rotation eines Korpers um eme aunfgezwungene
Axe entsteht.

Als Bedingung fiir eine freie Axe erkennen wir hiernach,
dass B mit u gleich gerichtet sein muss, oder dass, was auf

dasselbe hinauskommt,
Zmr-ur | u (89)

oder anch oleich Null ist.

o=

Dass es fiberhaupt in jedem Kérper freie Axen giebt und

welehe, braucht im Augenblicke noch mnicht entschieden zu
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werden. Einstweilen geniigt die Aufstellung der Bedingung (89)

und allenfalls noch die weitere Bemerkung, dass die Symmetrie

axe eines Rotationskérpers auf alle Fille eine freie Axe ist.

§ 17. Der Drall in Bezug auf die Drehaxe selbst.
Auch der in (1. I\:“T} I‘_J"':“_’:L_'iJL'H{' Werth fiir den Drall 2%

erfordert ir|| |'i]|'f,4-ir_ut-n !'-,1

le noch die wirkliche Ausfiihrung
der durch die Summenzeichen vorgeschriehenen Summirungen.

[”'llli." l'i]H‘ ]]Eilll'ﬂ' .I\L“;_’::l:]l' |Ii.l.'l'.|' ‘li’-' {_t-"f‘:['ilE[ liIHi j"i,]i|3'"\."\-l||\-{']'jlll'i

lung des Korpers und iiber die Richtung der Schwerpunktsaxe,
auf die er sich bezichen soll, lisst sich der Ausdruck nicht
weiter vereinfachen. Dagegen kann man die Projektion des
Momentes 8 auf die Richtung von u durch einen erheblich
einfacheren Aunsdruck darstellen. Diese Projektion ist nach
den daffir frither (im ersten Bande) gegebenen Begriffserkli

1
{ e

rungen das statische Moment der Bewegungserisse fiir die

Drehaxe u. Bezeichnen wir einen in der Richtung von u ge-
Z0genen Einheitsvektor mit n,, 80 ist die ['r'n{ie'.’\'t'im! von 8,
die mit B’ bezeichnet werden soll,

=8 u,

also nach Einsetzen des aus Gl (87 ) bekannten Werthes von 8B
B = uu, - Zmr* — Zmu, v ur.

Nun ist aber wu, die Projektion von u auf die eigene Rich
tung, also der Absolutwerth « der Winkelgeschwindiglkeit.
Ebenso kann man an Stelle von ur auch w - u, v schreiben
und die vorige Gleichung geht damit iiber in

B — ul Zmr: — Zm(u,¢)?)

i
Beide Summen kinnen wieder zu einer einzigen vereinigt
1
werden, wodurch man
B = uXZm (¥* — (u,1)?)

erhialt. Der Ausdruck in der Klammer hat aber eine einfache
Bedeutung: t ist nimlich die Hypotenuse des rechtwinkligen
Dreiecks, das beim Projiciven -von v auf die Richtung von n

entsteht und u,v ist eine Kathete in diesem Dreiecke, niimlich
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