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angeben, die man sich, wenn es gewiinscht wird, leicht selbst

ableiten kann.

s geniigf, wenn man den Spannungszustand fiir alle
Punkte untersucht, die anf irgend einer durch die Z-Axe ge-
legten Ebene enthalten sind, da fiir alle anderen Ebenen dieser
Art dasselbe eilt. Wir wihlen dazu die X Z-Ebene. Ausser
dem ziehe man eine horizontale Ebene 2z = const., die die
XN 7Z-Ebene in eimer wagrechten Linie schneidet. Fiir alle
Punkte dieser Linie wird (wie iibrigens schon aus Symmetrie
griinden zu schliessen 1st) 1 0 Null. Die SPannungscompo-
nenten 6. und 7., setze man zur resultirenden Spannung p fiir
den wagrechten Schnitt zusammen. Man findet dann, dass
die Richtung von p durch den Ursprung geht und der Grésse

nach durch die Formel
S S

) -
- T

(369)

7

darcestellt wird. Ferner denke man sich einen Kreig von he-
hebigem Halbmesser durch den Ursprung gelegt, dessen Mittel-
punkt auf der Z-Axe enthalten ist. IFiir alle Punkte dieses

Kreises nimmt dann, wie sich leichi ';,uilt_{nu ]ii.-;gll. 7 denselben

Werth an. Damit hat man schon ein ziemlich deutliches

3ild der Spannungsvertheilung gewonnen, namentlich wenn

noch hinzugefiigt wird, dass p umgekehrt proportional dem

Quadrate des Halbmessers dieses Kreises ist.

§ 2. Fortsetzung; Theorie von Hertz.

Die Hertz'sche Theorie bewegt sich in ganz #dhnlichen

Bahnen, wie die von H!l'll::-:\'illl'_-&[]_ macht aber dabei noch etwas
mehr Rechnunoen erforderlich. Auns diesem Grunde habe ich
mich hier fiir eine etwas ausfiihrlichere Behandlung der
Boussinesq'schen Theorie entschieden, wiihrend ich mich darauf
beschriinken werde, von der Hertz'schen nur die wichtigsten

Resultate mitzutheilen. Es kommt mir hier eicentlich nur

-

darauf an, eine ungefiihre Vorstellung von dem Gedankengange
solcher Betracht ungen zu geben, wiahrend fiir ein eingehenderes

Studium auf die {]r'i;_{il_lrli:i_l‘h[fj|_'|'u oder auch aunf das schon in
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der Vorrede erwithnte Werk von Love, Treatise on the theory

of Elasticity, 2 vo

., Uambridee 1892—1893 verwiesen werden

Mmnss.

Auch Hertz giebt ein System von Verschiebungscompo

nenten & n £ an, das mit den allgemeinen Gleichgewichtsbedin-
gungen vertriiglich ist und die Grenzbedingungen befriedigt.
Dabei wird angenommen, dass zwei Korper mit beliebig ge
stalteter Oberfliche aufeinander gedriickt werden, dass aber
die Abmessungen der Druekfliiche klein im Vercleiche zu den
Kriimmungshalbmessern der Oberflichen bleiben. Der wesent
liche Unterschied gegeniiber den Untersuchungen des vorigen
Paragraphen besteht indessen darin, dass ein Ausdruck fiir den
Zwangszustand aufgestellt wird, der gerade in der Druckfliche
und deren Umgebung die Erscheinungen genan darstellt,
withrend in endlichen Entfernungen davon die Verschiebungen

£ n ¢ im Vergleiche hiermit nahezu verschwinden.

Zunichst zeigt sich, dass die Druckfliiche die Gestalt eines
Kegelschnitts annimmt, dass sie also etwa durch eine Ellipse
oder in besonderen Fillen durch eimen Kreis begrenzt wird.

Die Ausdriicke fiir die Verschiebungscomponenten sind
hier .,-|'1]]1,|Jlii,'i_]_‘l'lil‘ als hei }‘L}Ilr-'«r-'ul-]lwrn'tl. Man kann sich die Sache
etwa in folgender Weise klar machen. Driickt man die all
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen in der Form von Gl (296)

Mt

bt g divih =10

T
aus, so weiss man zunichst aus der Potentialtheorie, dass die
Kraft v, die von irgendwie gelegenen Massen nach dem Ge-
setze des umgekehrten Quadrats der Entfernung ausgeht, iiberall

ausserhalb der Massen, diese Gleichung hefriedigt. Man denke

sich also etwa die Druckfliiche mit einer solchen Masse, z B.
mit Electricitit nach einem bestimmten Dichtigkeitsgesetze

belegt und die davon ausgehende electrostatische Kraft abge-

leitet. Setzt man dann die Verschiebung im elastischen Korper
der gefundenen Kraft iiberall proportional, so hat man schon
einen moglichen Zwangszustand. Dieser befriedigt aber mnoch

nicht die vorgeschriebenen Grenzbedingungen. Man kann aber
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von da aus auch zu verwandten Funectionen iibergehen, die

chenfalls die *i:-'II||1|}_+"§t.-ir‘|ll!.='.j-_=,' erfiillen und so nach einigem
Probiren zu der wirklichen Lisune celangen. Auf diesem
Wege scheint wenigstens Hertz, obschon er sich selbst nicht
dariiber ausspricht, zu seinem Resultate gelangt zn sein.

Die Potentialfunction der auf der Druckflichée vertheilten
Massen seir mit F bezeichnet. Dann bilde man eine neune

Function 17, die durch die Gleichung

Il az V<= b I Fdz (3T
definirt i1st und setze
a1l o Il 3 f 1 ¥
= 1 T ¢l 5 ]
P oy ’

Man kann ohne Schwierigkeit nachweisen., dass dieses

System von Verschiebungen die Grundegleichuneen befriediot

falls zwischen den Constanten a, 0, ¢ die Bedingung

Pt (2a - ¢) 0 (372)

T = '

erfiilllk wird. Dann wendet man sich der Untersuchune der
Grenzbedingungen zu. Auf der Kirperoberfliche sollen die
Schubspannungen iiberall verschwinden. Wenn man 7., und
7., bildet, iiberzeungt man sich, dass dies zutrifft, wenn
zwischen den Constanten @, b, ¢ noch die fernere Bedingungs-

oleichung . s
i ! e -2 - ¢ 1§ Lado)
besteht. Dann bildet man 6¢.; man erhiilt nach einigen Um-
rechnungen, nachdem man b und ¢ mit Hiilfe von GL (872)

and (373) eliminixt hat,

A a il
el LA (374
i oE" Ce =iy .
An der E\..["H']Ii_’?‘"}lhl’?'f;;‘l[‘,}]i'_ also fiir 2 = 0 wird dies
i el
G = — 2 aly : (D15)

o
Dies wird aber in der That iiberall zu Null. mit Ausnahme

des Inmmeren der Drueckfliche. Zugleich sieht man jetzt auch
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den Grund ein, weshalb die gravitirenden Massen, von denen
das Potential V zu nehmen war, iiber die Druckfliche vertheilt
sein mussten.

Das 1st so etwa 1m grossen Ganzen der Gedankengang der
Hertz'schen Untersuchung; natiirlich sind dabei beide Korper
ins Auge zu fassen und auf das gegenseitige Verhalten beider
beziehen sich auch noch einige Grenzbedingungen, woranf ich
aber hier nicht weiter emgehen will.

Die wichtigsten Resultate, zu denen Hertz dabei gelangte,
sind folgende. Man denke sich 1m natiirlichen Zustande, wenn

beide Korper sich nur in einem Punkte beriihren, in niichster

Nachbarschaft des 1;l'l'f”]t'llll}_{ﬁ]slln|{‘[i-.-__ alle ',-'_Ela:sIr.trnz-||:_1.-hr'l|'irt¢'r'||
Punkte beider Oberfliichen aufgesucht, die einen constanten
kleinen Abstand ¢ in der Richtung der Z-Axe voneinander
besitzen. Diese Punkte geben bei ihrer Projection auf die

Beriihrungsebene eine Ellipse. Die Druckfliche ist dann auch

emme Ellipse von denselben Axenrichtungen: dagegen ist das
Verhiiltniss der Axen von dem der Ellipse ¢ const. ver-
schieden. Fiir die beiden Halbaxen ¢ und & der Druckfliche

|i||L1l‘t I Il_"r'i-'f'.

Bt |

Die Zahlen-Coefficienten w und » sind nur von dem Axen

verhiiltnisse der Ellipse e = const. abhiingig. Hertz gibt dafiir
eine Tabelle. Wenn die Ellipsen e = const. zu Kreisen wer
den, ist 4w = v = 1 und die Druckfliiche wird auch ein Kreis.

P 1st der Druck, mit dem heide Korper aufeinander gepresst

e |

werden: & und &, sind Elasticititsconstanten der heiden aunf

1
einander gepressten Korper und zwar ist fiir jeden nach den

in diesem Buche gebrauchten Bezeichnungen

3 dms 1 EJ 2 (m 1
- l'l',. INE,
zu setzen. Ferner bedeuten die p die 4 Hauptkriimmungen

beider Kérper im natiirlichen Zustande an der Beriihrungs
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stelle (also die :"-Ll':|:—|'|-|\'|‘1' Werthe der I[;LIiInE|{|‘f“!;"."}!',|i||.-h|"-.-i|;; b
messer |,

Die Vertheilung des Normaldrucks 6. iiber die Druckfliche

wird durch die Formel

i 3 Jf' .|,.'.E i 2 o
V] = - 1 T S e L exi d
8 200w - )] .
] . ) ] ) aqe i e b i . 1 2 ]
dargestellt. Am Rande der Druckfliche ist 6, = 0 und nach

der Mitte hin wiichst es wie die Ordinaten eines iiber der
Druckfliiche construirten Ellipsoids. In der Mitte wird ¢. am
orossten und zwar 17 ::|||:|| g0 gross als 1m Durchsehnitte fiir
die ganze Fliche. Bezeichnet man den orissten Werth von
go wird speeciell fiir kreistormige Druckfliichen

g, mit a,,

< 9 .l-; Jl:-: v11 i OO
gy, ==— 1/ (s (378
& ar

und die Anniiherung «, die beide Kérper durch die Abplattung

erfahren, wird
8 P, 4, T
e : o [y
16 o \

Der Halbmesser der Druckfliche wiichst propor
tional mit der dritten Wurzel des Druckes P und in
demselben Maagsse wiichst auch die Beanspruchung des
Materials; die Anniherung o wiichst dagegen propor-
tional mit der zweidrittelten Potenz von P.

H]wrge'H wird filr zwei Kugeln aus demselben Materiale

-mit den Halbmessern » und », nach Umrechnung der Elasti-

¥ o ! 1 ' 3 10
cititsconstanten & autf F und mit s
)
e ¥ Ts e
=111 |/ = - - (380}
H e e

Das untere Vorzeichen im Nenner ist zu nehmen, wenn die

eine Kugel eine Hohlkugel ist. Ferner wird

6, = 0,388 |/ PE? (- T 2)° (381
; = o
‘I'J'.‘
¢ = 1,23 | g Tt 382
E: g
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Praktisch wichtig ist namentlich der Fall, dass an Stelle der

elnen Hllujt'| eine Platte tritt. Man braucht dann nur den

betreffenden Halbmesser in den vorausgehenden Formeln un

endlich gross zu setzen. Dadurch erhiilt man fiir eine Platte

und eine Kugel vom Halbmesser »
Py ;
a=111]/"", (383
)
N A
I'J-II — [F_,,?\_"\ ] = x { ;-».._J
( )
{ ].;,} I ‘Il AR5
Hiy

1iilt man fiir zwei rechtwinklig gekreuszte

|

Ferner er
Cylinder von demselben Halbmesser »
P

i

(3 'S e
Fatalil|

Praktisch wichtie ist ferner noch der Kall, dass siech
zwel Cylinder von den Halbmessern #»;, und », lings
einer Erzeugenden beriihren. Man muss sich die Cylin
der unendlich lang denken. Die eine Halbaxe der Druckellipse

wird dann auch unendlich gross und fiir die andere erhilt man

- i ol Y e
a = E..'}'_f'l ] e o (3RTH
B g =
poey P == YO
0 — 04187/ PrEnt s,
ry e

Die Wurzeln sind hier Quadratwurzeln, worauf ich aunsdriick
lich aufmerksam mache; unter P’ ist der Druck auf die Liingen
einheit der Cylinder zu verstehen; P’ hat daher die Dimen
sion kg/cm.

Wenn einer der Cylinder durch eine Platte ersetzt wird

a2

(z. B. bei den Walzenlagern der Briickentriger) wird
=

= /Py :
1,52 | : (389)

P (3000
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i‘--lll':|1|~="_','<_'~il".?'| wird -Z|:|I.Ic’f., dass t|i|- |’|;|£1|‘ '[_u_f'.1_3's_-li,-']||-=zﬂ, IEI:-:'LG 15t,

I ! ; e 4 : 1 -
g0 dass die ppannungen sich ]Iil_lll':-’,ll so vertheilen, als wenn

aie [Jit'i\'}' ‘:EZ".-.'I|=||iI'EJ Toss \'u';"iJ'l'.

§ 73. Die Hiirte der Korper, besonders der Metalle.

Der Bes er Harte liuft neben den anderen Arten der

riff «

L
Festighkeit ohme rechten Zusammenhang her; wenigstens war
es so vor der Untersuchung, die Hertz dariiber angestellt hat.
Die Mineralogen ]?J':"J|'l|.'|| die Hirte der Gesteine durch Ritz
versuche und sie haben eine besondere Hiirtescala aufgestellt,
in die die einzelnen Mineralien nach Ordnungsnummern ein
geretht werden. Bei dieser Art der Priifung und Eintheillung
fehlt jede Uebersicht iiber den Zusammenhang der Hirte mit

¥

den iibrigen elastischen und Festigkeitseigenschaften der Korper

Von den Metallen wird der Begriff der Hirte namentlich beim

Stahle vielfach eebraucht. Man versteht dann unter der Hirte

o
im Allgemeinen den Widerstand gegen eine Bearbeitung durch
schneidende Werkzeuge auf der Drehbank, der Hobelmaschine,
der Bohrmaschine u. s. w. Da es sich gezeigt hat, dass diese
Eigenschaft des Stahls besonders von dem Gehalte an Kohlen-
stoft (aber auch an Mangan, Chrom, Wolfram u. s. f.) abhiingt,
begniigt man sich héufig damit, die Hirte des Stahls einfach
durch Angabe des Kohlenstoffeehalts zu kennzeichnen.

Dieser Unsicherheit in der Feststellung des Begriffes der
Hirte hat Hertz durch seine Untersuchung abgeholfen. Er
machte darauf aufmerksam, dass esésich bei der Hiirte immer
um eine Festigkeitseigenschaft handelt, die sich bei der. Be
rithrung zweier Korper von gleicher oder verschiedener Art

unter einem gewissen Drucke geltend macht. Wird unter

einem bestimmten Drueke bei der Beriihrung ein bleibender
Eindruck hervorgerufen, so entsteht ein Ritz oder {]l-e-:'l:;zl,[iui
eine sich der Liinge nach hinziehende Beschiidigung, wenn man
den einen HHI'FHW' unter diesem Drucke iiber den anderen fort-
bewegt. Wenn man sich iiber die Figenschaft der Hiirte Rechen-

schaft ablegen will, muss man daher zuniichst den Spannunegs
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