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und & =ind nach den Ver-

ogesefzt werden. Die Constanten ¢

suchen ermittelt und zwar fiir

Schweisselsen . . . . @ 3030 atm, b 1290 atm .
Weiches Flusseisen . . a = 3100 ., I 11,40
Hirteres [lusseisen . . a — 3210 .. = 11,60
Lufttrockenes Nadelholz « = 293 b= 194
Fiir Gusseisen reicht Gl (265) mit zwer Uonstanten nicht
T
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aus. Fiir Stibe mit Liingenverhiiltnissen 5 bis B0 setz
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Fiir schlankere Stibe wird die Anwendung der FEuler'schen

Formel empfohlen. Bei allen diesen Formeln wird voraus-

agesetzt, dass die Enden um Spitzen drehbar gelagert sind.

§ bY. Stab mit Einspannung an einem oder an beiden Enden,
Wenn das eine Ende des Stabs fest emgespannt und das

ndere ganz frei beweglich ist, verhilt sich der Stab genan so

wie eine Hilfte des beiderseits auf Spitzen gelagerten Stabs
von der doppelten Linge. IEs ist daher nicht néthig, diesen
Fall besonders zu untersuchen; man kann vielmehr die friiher
abgeleiteten Formeln benutzen, wenn man darin nur iiberall /
durch 21 ersetzt. Ein etwas alleemeimerer Fall wird unter den
Aufeaben behandelt werden.

Anders ist es, wenn der Stab an beiden Enden festgehalten
wird und dort als fest eingespannt betrachtet werden kann.
Freilich ist es schwer moglich, diese Voraussetzung genau zu
verwirklichen, die Anordnung an den Stabenden also so zu
treffen, dass in der That jede kleine Drehung der Endtangenten

der elastischen Iinie wverhindert wird. Es ist aber immerhin

niitzlich, sich Rechenschaft dariiber zu geben, wie gross die

Knicklast in diesem Falle wiirde, wenn man auch beir der
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praktischen Anwendung besser thun wird, anf die genaue Kr-
fiillung der genannten Bedingung nicht zu rechnen, die wirk-
liche Tragtihigkeit des Stabes also entsprechend niedriger ein
guschitzen. Diese Hinschiitzung muss dem Ermessen des

Construetenrs im einzelnen Falle iiberlassen bleiben: sie wird

gsich in erster Linie nach dem Vertrauen zu richten haben,
das man im gegebenen Falle in die Giite der Einspannung
setzen kann. Wenn z B. ein Stab einfach mit stumpfen
Enden zwischen die Druckplatten einer Festigkeitsmaschine ein
cespannt wird, wird man bedenken miissen, dass eine geringe
['t:_|-|n_-]|||1_=i-t der t':|||icj1]i'|‘ﬂ_'||]]iH'l," eine “J'r'||1]t§§_’_‘ i]‘l:[?,l}“lll er
moglichen kann oder dass sich auch die |}1'lln']{1:-|'rl11l.‘|| selbst
unter Umstiinden etwas schief stellen kénnen, wenn sie nicht
ganz besonders gut gefithrt sind. Bei der Ausfiihrung eines
Knickversuches dieser Art kann man sich von der Wirksamkeit
der Emspannung iibrigens leicht dadurch iiberzengen, dass man
an dem Stabende eimen klemmen Spiegel anbringt, anf den man
ein Fernrohr richtet, um das Spiegelbild eines festen Maass-
stabes darin zun beobachten. Bel genauner Kinspannung darf
sich der Spiegel nicht drehen.™)

Bei der I'ni;_u't\m[u]| I':l:'l'hlll]_ltf_f nehme ieh indessen an, dass

die feste Kinspannung genau verwirklicht sei. Die beiden
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Fndtangenten der elastischen Linie in Abb. 65 fallen dann

miteinander und mit der urspriinglichen Lage der Stabaxe

Vor Kurzem habe ich einen Belastungsversuch mit einer grossen
gusseisernen Siule auf diese Art aunsgefiihrt. Die Belastung wurde auf
If. der zun erwartenden Knicklast gesteigert. Es zeigte sich, dass sich
die Stabenden fast um dasselbe Masss drehten, das man bei einer
Spitzenlagerung der Enden hiitte erwarten konnen. Dieses Resultat be-
stitiet von Neuem, wie wenig man sich auf die durch eine stumpfe
Auflagerung der Kopf- und der Fussplatte bewirkte Einspannung ver-

a7

lassen kann (Mittheilungen meines Laborat., Heft
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oder anch mit der Richtungslime der Krifte P zusammen,

wenn wir jetzt der Einfachheit weoen von der Beriicksich
J

tiging der anfinglichen Excentricitit der Kraftaneriffslinie
ebenso wie von der urspriinglichen Kriimmung des Stabes
:I]Hl'i]t'Jl. ‘-'\II ‘\'.'u“:'—“ |||I1'I']'.-1'I'Ll‘]]-i‘]|_ |g| \‘.I']l'J:';E'IlI 1\1-?'1'['_.-;- VO11

P der durch Abb. 65 angegebene Gleichgewichtszustand be

stehen kann.

Fiir den Querschnitt mit der Abscisse # haben wir links
vom Schnitte ausser der Kraft P noch ein Kriiftepaar, das
auf das Stabende iibertragen werden muss, um eine Drehung
zu verhindern. Das Moment dieses Kriiftepaars heisst das
Einspannmoment oder auch das Anfangsmoment und soll mit
M, bezeichnet werden. Das Biegungsmoment fiir den Quer-
schnitt o« ist dann

M — M, 4 Py

(1]

und die Gleichune der elastischen Linie liefert

E@SY — _ (M, 4 Py)
da® v '
Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet
; d M
y=Asmeazx + Beosex ..“” '

wenn unter ¢, wie schon frither, zur Abkiirzung der Werth
j]

e

verstanden wird, withrend A4 und B die beiden Integrations-
constanten sind. Fir # = 0 muss y verschwinden, daher ist

M
B— 0

zu setzen. Ferner muss wegen der Einspannung der Differen

: o dy :
1[11]{1|_L|31|Pi1t f,' sowohl filr 2 = 0 als fiir { verschwinden
i I|ll
Man hat
d gy

= — Awgecosex Bosinex
i .|'l

und daher zunichst 4 = (0 und ferner

Basmgl = 0,
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§ 59, Stab mit Einspannung an einem oder an beiden Enden.

[n der letzten Gleichung ist sowohl der Faktor B als der
Faktor ¢ von Null verschieden, daher muss sinel = (0 sein.
Der Winkel «/ 1st nicht Null; damit der angenommene Gleich-
gewichtszustand bestehen kann, muss daher die Last P so weit
gesteigert werden, bis el = x oder ein Vielfaches von x ge
worden ist. Wollte man «l = m setzen, so wiire zwar die
eine Grenzbedingung erfiillt, aber nicht zugleich die noch aus
stehende, dass auch y fiir # = [ verschwinden muss. Diese
Losung wiirde daher fiir den von dem vorliegenden verschie
denen Fall passen, dass sich das rechte Ende des Stabes zwar
nicht drehen, wohl aber frei in der Richtung der Y-Axe ver-
schieben kiépnnte. Um der letzten Grenzbedingung zn geniigen,
miuss vielmehr auch

B cos el R

oder cosel=-+ 1 sein und nicht gleich 1, wie fiir al=1m.
Um den zur Untersuchung gestellten Fall zu verwirklichen,
miissen wir daher die Last P noch weiter wachsen lassen, his
el =2z geworden ist. Setzt man in diese Gleichung den
Werth von « ein und lést nach P auf, so erhilt man

o BB e
g (267)
l /

P—dz

Der kritische Werth der Belastung ist also bei unwandelbar
eingespannten Enden viermal so gross als bei frei drehbaren
Enden. Wenn P kleiner ist, kann der angenommene Gleich-
csewichtszustand nicht bestehen bleihen und der Stab streckt
sich, wenn er sich selbst iiberlassen wird, wieder gerade.
Im umgekehrten Falle schreitet dagegen die Biegung immer
weiter fort, bis sie zum Zusammenbruche fiihrt.

Natiirlich wird durch die anfiingliche Excentricitit des
Kraftangriffs u. s. f. der Bruch noch etwas beschleunigt und
die daritber in den fritheren Paragraphen durchgefithrten Be-
trachtungen lassen sich fast ohne Aenderung auf den vor-
liegenden Fall iibertragen; hier ist nur deshalb davon ab

gesehen worden, um die Untersuchung nicht zu weitliufig zn

oestalten,
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i 11el 1 et i ] ! R L 1, s o ]
Endlich ser jetzt noch der Ia | untersucht, dass der Stab
nur am einen Ende als eingespannt, am anderen aber als frei

drehbar befestigt angenommen werden kann. Die l-JIle'r'nllL'Elllllg
ist ganz @hnlich der vorigen. Man muss beachten, dass an dem

drehbar befestigten Ende anch eime quer zur Stabaxe eerichtete

1.E - b F :
T e e L e - ___-.--nd!,-_—--f-"

Kraft 7 iitbertragen werden muss, um dieses Ende gegen eine
Verschiebung im Sinne der y-Axe zu schiitzen. Iiir das Bie-
nnesmoment M im Querschnitte @ erhiilt man

M — Py — Va,

(]

woraus der Reihe nach folgt

1o @Y |17
e ——= — Py + Vaz,
o as *
- I 3 i
W= Asmaer + DBeosaxr 1 x.
. | IJ
wenn ¢ die frithere Bedentung hat. Wegen y = 0 fiir 2 =0
folgt B — 0 und wegen y = 0 fiir x ={
Vi
I E— L -
Psinel
Damit sind die Integrationsconstanten bestimmt. Dagegen ist

J” noch unbekannt, withrend zugleich noch die Grenzbedingung
d iy
da
durch Differentiiren

— O fiir 2 = [ zur Verfiigung steht. Mit I = 0 hat man

also muoss die Gleichune

Vel cos el V

= Al

Psinel /2
erfiillt sein. Die Auflésung nach ¥ wiirde V= 0, hiermit
aber auch 4 = 0 und schliesslich auch y = 0 lefern. Das
ist natiirlich ein méglicher Gleichgewichtszustand, niimlich
'in-unr, bei dem der Stab unter der }‘..It‘lll..‘-ui'llll;_': :_I:e't‘lll_”irtig bleibt.

Fiir diesen interessiren wir uns aber nicht und in der That
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wird die vorstehende Gleichung bei einem beliebigen Werthe
T -4 1 1. 1 e

yvon V auch dann noch erfiillt, wenn

el cos el
. : 1 oder al = 1t_:‘(::|'r

I L
ist.  Dies 1st eine transcendente Gleichung fiir ¢/, die unendlich
viele Wurzeln hat; fiir uns kommt aber nur die kleinste auf
wl = () folgende in Betracht, da es sich nur darum handelt,
wie welt wir P wachsen lassen miissen, um eine Ausbiegune,
wie sie in Abb. 66 gezeichnet ist, eben noech aufrecht erhalten

zgu konnen. Man sieht leicht ein, dass &l jedenfalls orisser

als & werden muss, um die Tangente des Winkels gleich dem
Bogen zu machen und durch Probirven findet man, dass ungefiihr

el — 4.49

die gesuchte Wurzel der Gleichung ist. Das Quadrat von
449 kann gleich 20 gesetzt werden und mit Riicksicht auf
die Bedeutung von ¢ erhiilt man daher

P — 20 !“___M. (268
also ziemlich genan das Doppelte der Knickkraft fiir den Stab
mit frei drehbaren HEnden oder die Hilfte des fiir den Stab
mit beiderseits emgespannten Knden gefundenen Werthes. An
statt dessen kann man Gl (268) auch dahin aussprechen, dass
der am einen Iinde eingespannte und am anderen drehbar ge
lagerte Stab dieselbe Knickfestigkeit hat, als wenn er beider

bas)

seits drehbar gelagert wiire, falls zugleich an Stelle der Linge /

" - i - T P r an Wis
die Linge genommen wird. Von dieser Zuriickfithrung

|

auf eine gleichwerthige Liinge des in Spitzen gelagerten Stabes

war schon in den Eingangssiitzen dieses Paragraphen Ge
brauch cemacht und sie ist f]i}ul']l:ulm recht h+_-:|11t-n|_ SO

kann auch Gl (267) dahin gedeutet werden, dass als gleich
: 2. I \
werthige Linge _ genommen werden muss, um den Fall des

Stabes mit beiderseits eingespannten Enden auf den Normal

fall der Spitzenlagerung zuriickzufiithren.
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