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Zehnter Absehnitt.

Die Knickfestigkeit.

§ H6. Ableitung der Euler’schen Formel fiir Stibe mit
Spitzenlagerung,.
Zunachst nehme 1ich an, der ‘.":-lﬂ:tl, der emmer Druck-

belastung ausgesetzt werden soll, sei vorher genau gerade ge-

wesen. LEs ist freilich nicht méglich, einen Stab vollkommen
gerade zu richten und von den kleinen unvermeidlichen Ab

weichungen von der Graden hingt das Verhalten des Stabes

bei der Beanspruchung auf Zerknicken im (regensatze zu den
anderen Belastungsarten wesentlich ab. Ich werde indessen
nachher auf diesen Umstand besonders eingehen und will
einstweilen davon absehen. Dagegen soll von vornherein
darauf Riicksicht genommen werden, dass es auch nicht mig

lich ist, die Belastung absolut genau centrisch aufzubringen,
also so, dass die H‘il']llll]];}"r‘.lilli_l' der beiden “]‘llt"|{l\'t'5“'h*, die
an den Enden des Stabes angreifen, genau mit der dureh
die Querschnittsschwerpunkte gelegten Stabaxe zusammenfiele.
[mmerhin sollen aber die Abweichungen beider Linien von
vegeniiber den Querschnittsabmessungen
il]llr_':f""\-(‘hl'!l '\.'I'[_L]-(]i’]:'_ il'}

einander als klein
1 setze also mit andern Worten voraus,
dass man sich bemiiht hatte, die Belastung moglichst genau
centrisch aufzubringen, dass dies aber nicht vollie gelungen
1st und dass man daher auch nicht wissen kann, nach welcher
Richtung und in welcher Griosse Abweichungen vorgekommen

sind. Darin unterscheidet sich der Fall der Knickfestigkeit
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von dem friiher behandelten Falle der sewdhnlichen excen
trischen -i]I'i;i'lilli'.ﬁilﬂi'II?i}_‘.’.
Fiir jeden Querschmitt des Stabes kann man sich die

Kraft P nach dem Schwerpunkte verlegt denken. Bei dieser

Parallelverlegung tritt aber noch ein kleines Kriiftepaar auf,
das neben der gleichférmig vertheilten Druckbelastung noch
gine 1"..1'|'T|'![‘i|||‘:ll1_" VoI I';j\_”_';';:n_'_"."e_‘ﬁ..':lflilr',||i‘lli!:!":' zur Koloe hat.

Hierdurch wird die vorher gerade Stabaxe etwas gekriimmdt

und die Entfernung zwischen dem Querschnittsschwerpunkte
und der Richtungslinie von P vergrissert sich dadurch ein
wenig. Bei der gewOhnlichen excentrischen Druckbelastung
braucht man daranf keine Riicksicht zn nehmen, weill dort
angenommen wird, dass die FExeenfricitit von vornherein ver

hiltnissmiissig gross war, so dass die geringe Vergrisserung

durch die kleine Ausbiegung des Stabes dagegen nicht in
Betracht kommt. Hier aber, wo die urspriingliche Excentri-
citiit schon sehr gering war, kann es leicht vorkommen, dass

3
die Aenderung, die

sie durch die Ausbhiegung erfihrt, von

gleicher Grossenordnung mit ihr ist oder sie selbst noch
iiberwiegt.

Der Einfachheit wegen will ich annehmen, dass man

durch die Kraftangriffslinie der P und durch die vorher gerade

1.'! ~ o s .In
-— S = 2 T ——c,
Gl 7 I,

ota

axe AA ecine Ebene legen kann. Abb. 64 mége dann,
freilich in sehr starker Verzerrung, die Lage beider Linien
gegen einander angeben. Die zwischen 4 und 4 gezogene
krumme Linie gebe die Gestalt an, in die die vorher gerade
Stabaxe durch die Biegung {ibergeht. Die urspriingliche Ex-
centricitit v des Kraftangriffs im Querschnitte # geht in u -+ ¥
iber und nachdem das Gleichgewicht eingetreten ist, haben

wir fiir das Bilegungsmoment M im Querschnitte 2
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M= P(u-y

Die Gleichung der geraden Linie 4.4 lautet

und fiir die krumme Linie 4.4 gilt die Differentialgleichung

der elastischen Linie
sy
EG-—= = Py
i S i -

a

Setzt man noch

TR R
y e . 1 1 * |
so kann diese auch geschrieben werden
. I'Jl..ll. =
f’_ ("‘) s ,[Ij."_ ,2.]“
a.
Die allgemeine Lisung dieser Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist von der Form
= A sin ez : B GOS8 ¢, (251 :I
in der A und 5 die beiden Integrationseonstanten sind, wiih=
. 5 . 1 1 4 x 1 I, -
rend ¢, wie man sich durch Finsetzen des angegebenen Aus-
drucks in die Differentialgleichung iiberzeugt,
EJ

“dE e
Zohral
Ee /

gewihlt werden muss, damit die Differentialgleichung identisch

erfiillt wird. Die Integrationsconstanten sind mit Hiilfe der

Grenzbedingungen zu bestimmen., Fiir z 0 muss v =1,
und fiir z =[] munss v =— u;, werden. Daraus folgt
B = ty und A sinel + (79 cos el =— ;.

Lisst man die letzte Gleichung nach A auf und setzt die Werthe
beider Constanten in Gl (251) ein, so ;i_'r'h'i' gie iiber in
(R |y .ar“ cOS o !'I.I ' Wy COS @, I:_f:):j' )

!

S1n ¢ f

t der e
kannt. Wir wollen jetzt zusehen, unter welchen Umstinden

Damit ist die Gesta astischen Linie vollstindig be-
es vorkommen kann, dass » erheblich grosser wird, als die
urspriingliche Excentricitit . Der in der Gleichung fiir
vorkommende Klammerwerth und das letzte Glied w, cosaz

sind immer von derselben Grossenordnung wie die u selbst,
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da emn Cosinus immer ein echter Bruch ist. Wenn also v viel

orisser als die # werden soll, kann dies nur dadurch ge-
1 1 1 .';E:“f‘..f' -
schehen, dass der Faktor = vor der Klammer sehr eross
S & C n

wird, Denkt man sich zuniichst die Belastune P sehr klein,
so dass auech e« nach Gl (252) sehr klein ist. so kann

sin ¢z — o und sin ¢l = «l gesetzt werden und der Faktor

vor der Klammer ist j_';||'||'|L 2y also iiberall ein echter Bruch.

Dies trifft auch so lange jedenfalls noch zu, als der Winkel

el k

: : ; : : e ‘ .
einer als ein Rechter, d. h. ¢/ kleiner als — ist. Sobald

aher P und damit ¢ noch weiter wichst, nimmt nun sin el

wieder ab, wihrend sinez z B. in der Mitte vorlaufig noch
weiter zunimmt, Zu sehr grossen Werthen wird der Faktor

aber erst dann gelangen konnen, wenn sich beim weiteren
Anwachsen von P der Winkel «l einem Gestreckten, sein
Sinus also sich der Null nihert, wihrend sincz dann immer
. g r e { ;
noch grossere Werthe hat und sich fiir 2 = - sogar dem

ariossten Werthe nihert, den ein Sinus annehmen kann. Zu-
]e*i;v'.f’-,. wenn

wl— (254)
geworden ist, liefert Gl (253) sogar einen unendlich grossen
Werth fiir ». Natiirlich ist dies nur so zu verstehen, dass
kurz vorher sechon # so gross wird, dass sich der Stab dauernd
verbiegt, womit die Giiltigkeitsgrenze unserer Betrachtungen

iberschritten ist. Setzt man « aus Gl (252) in Gl (254) ein

und 16st nach P auf so erhilt man
F &

Py L8,

Diese Formel wurde zuerst von Euler abgeleitet. Der Werth
Py gibt die kritische Belastung an, die nicht ganz erreicht
1.\.'1-,!':|1*n |l.'Lr!'_ I?]Iili' IEL_'!] Hl':i]r AR -I;r'lll'hs' lJ'Jt‘l' AN r'illl‘.!' |Jl+’i_'

benden seitlichen Ausbiegung zn bringen.

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, dass die urspriing-

lichen Execentricititen « in Gl (285) ecar nicht mehr vor




'y ¥ ¢ 1 o '] | s | 7 . 1-L. A | =4
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kommen. So lance die % iiberhaupt nur klein sind, ist es
OAanz j_'|l'||'?:;1!|;-_:;;_ wile gTross 8sl€ nun im I'Irlf.l'ljlr'll |::!|-' sS10a:

die |{I‘;Iin<'hl' |.]|-:‘!_; stungo .I“ '\'»E]'li Ei.‘i\'::‘.': .!i':i'l'!‘I herii |I'|II!

gsieht man nach Gl (253) anch ein, dass je griosser die u ur
_~c|-|'|"i'r;-__1"|||-:-_ waren, um so eher jene .\Lli"'|||'lﬂ:|.;||ﬂ:l"—!! v erreicht
werden. die schon vor dem vollstindiecen Ausknmicken zu einer
iren. Wenn die » klein
- = ] ] l v 2 L 1 T o BT

waren, wird dies abper 1mmer erst Kurz vor l||':' E'.P'-"I'IL'IH'L‘.'::;

des kritischen Werthes P; eintreffen. Vorausgesetzt wird dabei,

1-I':!II'I'FIII‘-\[_!'l"[;'__l\:ill_-E_{' des Materials

dass die blosse Druckbelastung an sich (also wenn sich der
Stab nicht ausbiegen wiirde) erheblich unter der Proportio
nalititsgrenze liegt, dass also selbst P noch kleiner a

Pr= F" @ (256

=

ist. Es hinet von der Liinge [ ab, ob dies zutrifft und be

gegebenem Querschnitte wird das Aunsknicken num so eher ein-

treten, je lincer der Stab ist. Kurze Stibe sind daher nur auf

einfache Druckbelastung, lingere auf Ausknicken zu berechnen.

Von welcher Grenze ab die Knickgefahr in Frage kommt, 1st

B
durch einen Vergleich der Formeln (255) und (256) leicht zu
entscheiden: unter den Aufegaben wird ein solcher Fall er

ortert werden.

sowohl in dem

Anmerkung. Man kann die Knickfestig :
vorausgehenden einfachsten Falle, als in den weiterhin zu be-
handelnden (oder auch noch verwickelteren) Fillen anch auf gra-
phischem Wege untersuchen, wie Herr Lmigi Vianello (Zeitschr. d

V. D. Ing. 1898, 8. 1436) gezeigt hat. Das Verfahren schliesst

sich eng an das in § 40 auseinandergesefzte an. Man nim

zuniichst nach Gutdiinken irgend eine Form der elastischen lLinie

.
I

\ 1oy g - laaa ol ‘ch von der thatsicl
y VOI1 der man erwdrien kann, dass sie sich von der thatsich-

lich zu Stande kommenden nicht allzusehr unterscheidet. Damit

werden die Hebelarme der Knicklast und hiermit die Biegungs

momente fiir diese Form der Ausbiegung bekannt. Man kann

dann die zu diesen Biegungsmomenten gehtirige elastische Linie
nach dem aus der graphischen Statik bekannten Verfahren kon
struiren. Der Vergleich mit der zuerst willkiirlich angenommenen
Form dieser Linie fithrt zur Lisung der Aufgabe. Bind beide
ihrem allgemeinen Verlaufe nach (abgesehen also von dem absoluten
Werthe der Awusbiegungen) zu weit von einander verschieden, so
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kann man die erste Annahme entsprechend verbessern und die
olen. Auf jeden Fall

s nachher anf das Verhiltniss der absoluten Grisse der

Construction hiermit noch einmal wieder

kommt

Ordinaten fir die gewiihlte und fiir die nach dieser Annahme con-
struirte elastische Linie an. Das Verhiltniss zwischen beiden liefert
die Knicksicherheit, denn man miisste die Last in diesem Verhilt
nisse vergrissern, um beide zur Deckung zu bringen. Im Uebrigen
verweise ich auf die angegebene Quelle.

§ D1. Stab mit einer urspriinglichen Kriimmung.

l[eh werde jetzt noch '.-’,PEI'_J,'-'H. dass auch eine :Jui'iill:;:iirﬁ--
Kriimmung des Stabs, wenn der zugehorige Pfeil nur iiber
h.'lllpl‘ lclein gegern die ‘.‘?Ih_'rh'i_'ll||-;ll.‘*?!.|||||l'.“.‘i'--'||'.£1'|| 1st,  keinen
merklichen Untferschied herbeifithrt. Dazu soll jetzt von der
Exeentricitit der Kraftangriffslinie abgesehen und vorausgesetzt
werden, dass die Stabmittellinie anfiingliech eine sehr flache
Curve von dem Pfeile f; bildete. Diesen flachen Bogen kann
man genau genug als Bogen einer Sinuslinie ansehen, also
U= f,81na (207)
setzen. Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet
wie vorher

if

e ”“'.. Plaw -y
da !

oder nach Kinsetzen von u

—= (2 £ osinm =) - (2H3
di* K& '_-’r Sl 1)

Die schon den Grenzbedingungen (y =0 fiir # = 0 und
fiir # =1[) angepasste Liosung dieser Differentialgleichung lautet
Y — fsinm— 259)

wenn mit f zur Abkiirzung der Werth
e LAl (260

! e
7T 1

Pr
i . g V aooy | . ]
bezeichnet wird. e geometriscne i'>i'lil'=l[‘-lllj..’, Vol f Zent aus

/
{z1.

(25Y9) ohne Weiteres hervor: es ist der gridsste Werth,

Foppl, Festigkeitslehre, 2. Aufl 24
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den y annehmen kann und dieser tritt ein, wenn einen
rechten Winkel angibt, also fiir « ~, d. h. f ist die ela

stische Ausbiegung nach der Seite hin, die die Mitte des Stabs
unter der Belastung P erfihrt. Mit Riicksicht auf Gl. (255)
kann man f auch in der Form

fo 261
i J[.l!l.

_,I”

sehreiben und man erkennt, dass auch in diesem Falle, wenn

der urspriingliche Kriimmungspfeil f, klemn war, eine grissere

Ausbiegung f, also eine Bruchgefahr durch Ausknicken erst
dann eintritt, wenn sich P dem Euler'schen Werthe P’y niihert.

Der Winkel, um den sich die Endtangente der elastischen
Linie bei der Forminderung dreht, sei mit ¢ bezeichnet. So

1

lanee @ klein ist. kann der Bogen gleich der triconometrischen
85e q : - = &

Tangente cesetzt werden und man hat daher

.'.'[_.'.r'“
T L da jx=0
oder mit Riicksicht aut Gl. (259
/
e 5 TE)
=9 . [ 204
f /

Denkt man sich bei einem Knickversuche mit einem Stabe,
dessen anfinglicher Kriimmungspfeil f, einige mm, also merk-
lich mehr betriigt, als die unvermeidliche Excentricitit der
Kraftangriffslinie, die Lasten P als Abseissen und die zuge
horigen Biegungspfeile f, die man mit emner geeigneten Vor

richtung gemessen hat, als Ordinaten aufgetragen, so muss man

nach Gl. (261) — abgesehen natiirlich von unvermeidlichen
Versuchsfehlern eine Hyperbel erhalten. Der Winkel, um
den sich die Stabenden drehen, wiichst nach Gl (262) propor-
tional mit f. Wenn man also auch ¢ misst, was mif einer
Spiegelablesung leicht moglich ist und es in derselben Weise
auftriigt, so muss gleichfalls eine Hyperbel entstehen. Die
senkrechten Asymptoten beider Hyperbeln entsprechen dem

Buler'schen Werthe P = P;.




3]

it Die warkliche Knickbelastung P, Bl

i_}il"_‘-\.l' ['I|||;j|':'Ll]|g|-'rl li_|f_" '|']||'1:-]';;4.- habe 1ch VoI l'l]ii!.l""-'

Jahren durch den Versuch gepriift und sie gut bestiitigt

gefunden.
§ B8, Die wirkliche Knickbelastung 5.

Sehon m § H56  1st darauf hingewiesen worden, dass der
Stab schon etwas friiher, als der Kuler'sche Werth Pg erreicht
ist, zum Bruche oder zu bleibenden Formiinderungen gelangt.
Wie viel eher dies geschieht, hiingt von dem anfiinglichen
Kriimmungspfeile f, in Verbindung mit der anfinglichen Fx
centricitit der Kraftangriffslinie ab. Um eine ungefihre Vor-

stellung davon zu geben, wie gross die aus diesem Grunde zu

erwartenden Abweichungen sind, fithre ich die Rechnung fiir
den Fall durch, dass der Stab anfiinglich etwas gekriimmt
war, wihrend von einer Beriicksichtigung der anfinglichen
Excentricitit abgesehen werden soll, um die Rechnung nicht
7u weltliufig zu machen.
Die grisste Anstrengung des Materials fritt 1m Mittel-
querschnitte auf. Man hat dort fiir irgend eine Belastung P
' P, P{f+ h)
N — 7 - ) oy
wenn « den Abstand der betreffenden Faser von der zur Null-
linie parallelen Sehwerlinie angibt. Fiir f kann man den Werth
aus Gl. (261) einsetzen. Die wirkliche Knickbelastung Py wird
schon dann nahezu erreicht, wenn die grisste 1m Querschmitte

vorkommende Spannung ¢ die Proportionalititsgrenze iiber

d dies ceschehen ist, wachsen die Aus

schreitet, denn soba g
biegungen schneller als nach den vorausgehenden Formeln und
der Bruch wird dadurch alsbald herbeigefiihrt. Wir erhalten
daher Py durch Auflésung der Gleichung

i 5 Palk' ¢ . = 7o

Fa = | e ) {_."Irl -+ To P, - Jf.)
nach P, wenn wir darin unter ¢  die Proportionalitiitsgrenze
des Materials gegen Druck und unter @ den Abstand der
dussersten Kante von der Schwerlinie verstehen. Fiir ['eé’ sei
zur Abkiirzung wieder P; geschrieben, also jene Belastung
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unter diesem Zeichen verstanden. die bei einfacher Druck
belastung eines kurzen Abschnitts des Stabes zur Ueberschrei
tung der Proportionalititsgrenze fithrt. Die Gleichung ist vom
zweiten Grade fiir P und ihre Auflosung lefert, wenn wir
||Eil' ;'|]i.-u|.||‘|t‘ :ﬁ".:].hl

al’f, 3

=) L

zur Abkiirzung

v

getzen, fiir Py

Pod (4 1)P PP @D P | _
Py =— LT A £) — :PpiPs.. /(263)

b

Von den beiden Werthen ist immer der kleinere zu nehmen,

das Wurzelvorzeichen also stets so zu wihlen, dass das Wurzel

I{_J‘!ind 1||,-_5_J,':ll;\' wird. Mt = U, algo bel elnem lil'm]»}'l"tll_uj!_l_l'll
cgeraden Stabe, wird # = 0 und Py = P, vorausgesetzt, dass
P, > Pr ist. Sollte dagegen Pj < Py sein, also bei einem

kurzen Stabe, so erhilt man nach der Bemerkung iiber das

Wurzelvorzeichen Pyr=— P;. Auf diese Weise unterscheidet

die Formel auch zwischen dem Falle der Knmickfestigkeit und
der blossen Druckbelastung. Um eine l‘\'lll'ﬂ'ik'”iltlg_{' davon zu
geben, wie gross der Unterschied zwischen [P und P, werden

¢ Zahlen an.

Der Stab sei emn gleichschenkliges Winkeleisen von {0 mm

kann, fiihre 1ch folgens

Schenkelliinge und 9 mm Schenkelstiirke, der Elasticitdtsmodul

sei gleich 2110000 atm und die Proportionalitiitsgrenze gleich
2000 atm. Der anfiingliche Kriimmungspfeil f; sei zu 1 mm
angenommen. Dann erhilt man fiir die Linge von 2Zm:

Py — 9364 Pe—d187 Pyp— 104¢
fiir die Lénge von 3 m:

P, =236t Pr=521, Pe=50,0¢,

im ersten Falle also schon ziemlich erheblich verschiedene
Werthe von Pr und Px. Der Unterschied zwischen beiden
wichst schnell, wenn man f, vergrossert. Bei dem léingeren
Stabe ist bei dem gewiihlten f, der Unterschied geringer; man
muss aber beachten, dass es um so schwieriger ist, einen Stab

hinreichend genau gerad zu richten, je linger er ist.
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Unter der Voraussetzung, dass » ein kleiner Bruch ist

i
(dass also f, klein ist gegentiber dem Triigheitshalbmesser des
Querschnitts), kann man den unter demm Wurzelzeichen in Gl
(263) stehenden Ausdruck mit Vernachlissigung des mit »*
behafteten Gliedes niherungsweise ersetzen durch

(22 U2 £ D) B3P en - P-4 PP
L ((Po— Pap+ 20 Ps(Py + Ps)).

Wenn ferner P, erheblich grisser als Pp ist, also bei

bei einem recht schlanken Stabe, kann man genau genug

; : PP P
VP, — Pa -t on Pl i) S Py = Wity it b rk)

setzen und Gl. (263) geht damit néherungsweise iiber in

Pe=— P

-j‘ \
E Y P .l”.l (204)

Diese Gleichung gestattet einen bequemen Ueberschlag
liber die ungefiihr zu erwartende Abweichung der wirklichen
Knickbelastung Py von dem FEuler'schen Werthe Pp. Wenn
Pj nicht erheblich grosser als Pp ist, muss man aber natiir

lich auf die urspriingliche Gleichung (263) zuriickgehen.

Wie ich schon erwiihnte, kann Gl (263) auch dann an-
gewendet werden, wenn ein eigentliches Aunsknicken gar nicht
zu erwarten. wenn also P, kleiner ist als Py, Der unmittel-
baren Anwendung steht aber die Schwierigkeit 1m Wege, dass
man in der Regel im Ungewissen dariiber ist, welchen Werth
von f, oder von % man im gegebenen Falle als den wahr
scheinlichsten anzusehen hat. Ausserdem ist bei der Ableitung
von GL (263) auch noch nicht auf die unvermeidliche Execen-
tricitiit des Kraftangriffes Riicksicht genommen. Die Anwendung
einer empirischen Formel, die Herr v. Tetmajer aus zahlreichen
Versuchen mit Stiben aus verschiedenen Stoffen abgeleitet hat,
ist daher in solchen Fillen mehr zu empfehlen. Bezeichnet
man den kleinsten Trigheitshalbmesser des Querschnitts mit 4,

so kann mnach v. Tetmajer fiir P; > Pg




374 Zehnter Abschnitt, Die Knickfestiogkeit.
: e '
‘F‘.r:' = (¢ 'If & 5 jl'l'-.l

und & =ind nach den Ver-

ogesefzt werden. Die Constanten ¢

suchen ermittelt und zwar fiir

Schweisselsen . . . . @ 3030 atm, b 1290 atm .
Weiches Flusseisen . . a = 3100 ., I 11,40
Hirteres [lusseisen . . a — 3210 .. = 11,60
Lufttrockenes Nadelholz « = 293 b= 194
Fiir Gusseisen reicht Gl (265) mit zwer Uonstanten nicht
T
i

aus. Fiir Stibe mit Liingenverhiiltnissen 5 bis B0 setz

!II'I']' Y. llll'i]]]ﬂli.l':' ||El|'h Hi'il!i'ﬁ,} \.F""?"III‘IHI']I
Py ,-

- e { = e
]f_,l {”‘.;:5; e 1 2() e f |1|4I):zl']1:. (2H0

Fiir schlankere Stibe wird die Anwendung der FEuler'schen

Formel empfohlen. Bei allen diesen Formeln wird voraus-

agesetzt, dass die Enden um Spitzen drehbar gelagert sind.

§ bY. Stab mit Einspannung an einem oder an beiden Enden,
Wenn das eine Ende des Stabs fest emgespannt und das

ndere ganz frei beweglich ist, verhilt sich der Stab genan so

wie eine Hilfte des beiderseits auf Spitzen gelagerten Stabs
von der doppelten Linge. IEs ist daher nicht néthig, diesen
Fall besonders zu untersuchen; man kann vielmehr die friiher
abgeleiteten Formeln benutzen, wenn man darin nur iiberall /
durch 21 ersetzt. Ein etwas alleemeimerer Fall wird unter den
Aufeaben behandelt werden.

Anders ist es, wenn der Stab an beiden Enden festgehalten
wird und dort als fest eingespannt betrachtet werden kann.
Freilich ist es schwer moglich, diese Voraussetzung genau zu
verwirklichen, die Anordnung an den Stabenden also so zu
treffen, dass in der That jede kleine Drehung der Endtangenten

der elastischen Iinie wverhindert wird. Es ist aber immerhin

niitzlich, sich Rechenschaft dariiber zu geben, wie gross die

Knicklast in diesem Falle wiirde, wenn man auch beir der
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praktischen Anwendung besser thun wird, anf die genaue Kr-
fiillung der genannten Bedingung nicht zu rechnen, die wirk-
liche Tragtihigkeit des Stabes also entsprechend niedriger ein
guschitzen. Diese Hinschiitzung muss dem Ermessen des

Construetenrs im einzelnen Falle iiberlassen bleiben: sie wird

gsich in erster Linie nach dem Vertrauen zu richten haben,
das man im gegebenen Falle in die Giite der Einspannung
setzen kann. Wenn z B. ein Stab einfach mit stumpfen
Enden zwischen die Druckplatten einer Festigkeitsmaschine ein
cespannt wird, wird man bedenken miissen, dass eine geringe
['t:_|-|n_-]|||1_=i-t der t':|||icj1]i'|‘ﬂ_'||]]iH'l," eine “J'r'||1]t§§_’_‘ i]‘l:[?,l}“lll er
moglichen kann oder dass sich auch die |}1'lln']{1:-|'rl11l.‘|| selbst
unter Umstiinden etwas schief stellen kénnen, wenn sie nicht
ganz besonders gut gefithrt sind. Bei der Ausfiihrung eines
Knickversuches dieser Art kann man sich von der Wirksamkeit
der Emspannung iibrigens leicht dadurch iiberzengen, dass man
an dem Stabende eimen klemmen Spiegel anbringt, anf den man
ein Fernrohr richtet, um das Spiegelbild eines festen Maass-
stabes darin zun beobachten. Bel genauner Kinspannung darf
sich der Spiegel nicht drehen.™)

Bei der I'ni;_u't\m[u]| I':l:'l'hlll]_ltf_f nehme ieh indessen an, dass

die feste Kinspannung genau verwirklicht sei. Die beiden
= { >
e S .
» 4 { e
P — =
£
Abb., f

Fndtangenten der elastischen Linie in Abb. 65 fallen dann

miteinander und mit der urspriinglichen Lage der Stabaxe

Vor Kurzem habe ich einen Belastungsversuch mit einer grossen
gusseisernen Siule auf diese Art aunsgefiihrt. Die Belastung wurde auf
If. der zun erwartenden Knicklast gesteigert. Es zeigte sich, dass sich
die Stabenden fast um dasselbe Masss drehten, das man bei einer
Spitzenlagerung der Enden hiitte erwarten konnen. Dieses Resultat be-
stitiet von Neuem, wie wenig man sich auf die durch eine stumpfe
Auflagerung der Kopf- und der Fussplatte bewirkte Einspannung ver-

a7

lassen kann (Mittheilungen meines Laborat., Heft
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oder anch mit der Richtungslime der Krifte P zusammen,

wenn wir jetzt der Einfachheit weoen von der Beriicksich
J

tiging der anfinglichen Excentricitit der Kraftaneriffslinie
ebenso wie von der urspriinglichen Kriimmung des Stabes
:I]Hl'i]t'Jl. ‘-'\II ‘\'.'u“:'—“ |||I1'I']'.-1'I'Ll‘]]-i‘]|_ |g| \‘.I']l'J:';E'IlI 1\1-?'1'['_.-;- VO11

P der durch Abb. 65 angegebene Gleichgewichtszustand be

stehen kann.

Fiir den Querschnitt mit der Abscisse # haben wir links
vom Schnitte ausser der Kraft P noch ein Kriiftepaar, das
auf das Stabende iibertragen werden muss, um eine Drehung
zu verhindern. Das Moment dieses Kriiftepaars heisst das
Einspannmoment oder auch das Anfangsmoment und soll mit
M, bezeichnet werden. Das Biegungsmoment fiir den Quer-
schnitt o« ist dann

M — M, 4 Py

(1]

und die Gleichune der elastischen Linie liefert

E@SY — _ (M, 4 Py)
da® v '
Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet
; d M
y=Asmeazx + Beosex ..“” '

wenn unter ¢, wie schon frither, zur Abkiirzung der Werth
j]

e

verstanden wird, withrend A4 und B die beiden Integrations-
constanten sind. Fir # = 0 muss y verschwinden, daher ist

M
B— 0

zu setzen. Ferner muss wegen der Einspannung der Differen

: o dy :
1[11]{1|_L|31|Pi1t f,' sowohl filr 2 = 0 als fiir { verschwinden
i I|ll
Man hat
d gy

= — Awgecosex Bosinex
i .|'l

und daher zunichst 4 = (0 und ferner

Basmgl = 0,




~
=1

§ 59, Stab mit Einspannung an einem oder an beiden Enden.

[n der letzten Gleichung ist sowohl der Faktor B als der
Faktor ¢ von Null verschieden, daher muss sinel = (0 sein.
Der Winkel «/ 1st nicht Null; damit der angenommene Gleich-
gewichtszustand bestehen kann, muss daher die Last P so weit
gesteigert werden, bis el = x oder ein Vielfaches von x ge
worden ist. Wollte man «l = m setzen, so wiire zwar die
eine Grenzbedingung erfiillt, aber nicht zugleich die noch aus
stehende, dass auch y fiir # = [ verschwinden muss. Diese
Losung wiirde daher fiir den von dem vorliegenden verschie
denen Fall passen, dass sich das rechte Ende des Stabes zwar
nicht drehen, wohl aber frei in der Richtung der Y-Axe ver-
schieben kiépnnte. Um der letzten Grenzbedingung zn geniigen,
miuss vielmehr auch

B cos el R

oder cosel=-+ 1 sein und nicht gleich 1, wie fiir al=1m.
Um den zur Untersuchung gestellten Fall zu verwirklichen,
miissen wir daher die Last P noch weiter wachsen lassen, his
el =2z geworden ist. Setzt man in diese Gleichung den
Werth von « ein und lést nach P auf, so erhilt man

o BB e
g (267)
l /

P—dz

Der kritische Werth der Belastung ist also bei unwandelbar
eingespannten Enden viermal so gross als bei frei drehbaren
Enden. Wenn P kleiner ist, kann der angenommene Gleich-
csewichtszustand nicht bestehen bleihen und der Stab streckt
sich, wenn er sich selbst iiberlassen wird, wieder gerade.
Im umgekehrten Falle schreitet dagegen die Biegung immer
weiter fort, bis sie zum Zusammenbruche fiihrt.

Natiirlich wird durch die anfiingliche Excentricitit des
Kraftangriffs u. s. f. der Bruch noch etwas beschleunigt und
die daritber in den fritheren Paragraphen durchgefithrten Be-
trachtungen lassen sich fast ohne Aenderung auf den vor-
liegenden Fall iibertragen; hier ist nur deshalb davon ab

gesehen worden, um die Untersuchung nicht zu weitliufig zn

oestalten,
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i 11el 1 et i ] ! R L 1, s o ]
Endlich ser jetzt noch der Ia | untersucht, dass der Stab
nur am einen Ende als eingespannt, am anderen aber als frei

drehbar befestigt angenommen werden kann. Die l-JIle'r'nllL'Elllllg
ist ganz @hnlich der vorigen. Man muss beachten, dass an dem

drehbar befestigten Ende anch eime quer zur Stabaxe eerichtete

1.E - b F :
T e e L e - ___-.--nd!,-_—--f-"

Kraft 7 iitbertragen werden muss, um dieses Ende gegen eine
Verschiebung im Sinne der y-Axe zu schiitzen. Iiir das Bie-
nnesmoment M im Querschnitte @ erhiilt man

M — Py — Va,

(]

woraus der Reihe nach folgt

1o @Y |17
e ——= — Py + Vaz,
o as *
- I 3 i
W= Asmaer + DBeosaxr 1 x.
. | IJ
wenn ¢ die frithere Bedentung hat. Wegen y = 0 fiir 2 =0
folgt B — 0 und wegen y = 0 fiir x ={
Vi
I E— L -
Psinel
Damit sind die Integrationsconstanten bestimmt. Dagegen ist

J” noch unbekannt, withrend zugleich noch die Grenzbedingung
d iy
da
durch Differentiiren

— O fiir 2 = [ zur Verfiigung steht. Mit I = 0 hat man

also muoss die Gleichune

Vel cos el V

= Al

Psinel /2
erfiillt sein. Die Auflésung nach ¥ wiirde V= 0, hiermit
aber auch 4 = 0 und schliesslich auch y = 0 lefern. Das
ist natiirlich ein méglicher Gleichgewichtszustand, niimlich
'in-unr, bei dem der Stab unter der }‘..It‘lll..‘-ui'llll;_': :_I:e't‘lll_”irtig bleibt.

Fiir diesen interessiren wir uns aber nicht und in der That
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wird die vorstehende Gleichung bei einem beliebigen Werthe
T -4 1 1. 1 e

yvon V auch dann noch erfiillt, wenn

el cos el
. : 1 oder al = 1t_:‘(::|'r

I L
ist.  Dies 1st eine transcendente Gleichung fiir ¢/, die unendlich
viele Wurzeln hat; fiir uns kommt aber nur die kleinste auf
wl = () folgende in Betracht, da es sich nur darum handelt,
wie welt wir P wachsen lassen miissen, um eine Ausbiegune,
wie sie in Abb. 66 gezeichnet ist, eben noech aufrecht erhalten

zgu konnen. Man sieht leicht ein, dass &l jedenfalls orisser

als & werden muss, um die Tangente des Winkels gleich dem
Bogen zu machen und durch Probirven findet man, dass ungefiihr

el — 4.49

die gesuchte Wurzel der Gleichung ist. Das Quadrat von
449 kann gleich 20 gesetzt werden und mit Riicksicht auf
die Bedeutung von ¢ erhiilt man daher

P — 20 !“___M. (268
also ziemlich genan das Doppelte der Knickkraft fiir den Stab
mit frei drehbaren HEnden oder die Hilfte des fiir den Stab
mit beiderseits emgespannten Knden gefundenen Werthes. An
statt dessen kann man Gl (268) auch dahin aussprechen, dass
der am einen Iinde eingespannte und am anderen drehbar ge
lagerte Stab dieselbe Knickfestigkeit hat, als wenn er beider

bas)

seits drehbar gelagert wiire, falls zugleich an Stelle der Linge /

" - i - T P r an Wis
die Linge genommen wird. Von dieser Zuriickfithrung

|

auf eine gleichwerthige Liinge des in Spitzen gelagerten Stabes

war schon in den Eingangssiitzen dieses Paragraphen Ge
brauch cemacht und sie ist f]i}ul']l:ulm recht h+_-:|11t-n|_ SO

kann auch Gl (267) dahin gedeutet werden, dass als gleich
: 2. I \
werthige Linge _ genommen werden muss, um den Fall des

Stabes mit beiderseits eingespannten Enden auf den Normal

fall der Spitzenlagerung zuriickzufiithren.
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§ bl), Enicken bei gleichzeitiger Biegungsbelastung,

Der Stab mdge in der Mitte eine Biegungslast ) tragen
(vel. Abb. 67). Fiir das Biegungsmoment im Querschnitte z

erhialt man

M— Yyl Py

< { >
P — . X < P
¢ Y ;
7
t o e
y ()
Abb. 81
und hieraus
o o | ik
f,f)'”..r.._. = | e o Py),
: ()
i Asnezx + Bceosar — _j““.r'.

Die elastische Linie zerféllt in zwei Aeste, die sich in der

Mitte aneinanderschliessen. Fiir jeden Ast sind die Constanten

A und B gesondert zu bestimmen: hier geniigt es indessen

der Symmetrie wegen, nur einen Ast niher ins Auge zu fassen.

Wir wihlen den linken; fiir 2 =0 muss y =0 und fiir z
“‘l-’.'r - - i : 1 . L2 “ ¥ 3
muss .~ = 0 sein. Die erste Grenzbedingung liefert B =0
und aus der zweiten folot
; ¢

(l
2 P cos {
2
Setzt man dies m die f'i[ul:']nuzf_ﬂ' tiir y ein und wihlt darn
I
-_JJ‘

nachtriglich um die grisste Ausweichung, nimlich

den Hislgm';__".-'p'l‘vi| [ zu E.'I']Iil“t'!]_. so wird

( el
¢ ['Jt“' (260 |
| 2 et

l;"'|
bos ;
2Px |9 2 )
Die Formel liefert einen unendlich grossen Werth fiir f, wenn
o i ® {

B

E{I‘l . 3 s 5
— zu einem rechten Winkel, «{ also =z und daher P==x




§ 60. Knicken bei gleichzeitiger Biegungsbelastune. o581

wird. Die Biegungsbelastune dfindert also in diesem Sinne

nichts an der kritischen Belastung auf Zerknicken, die ebenso

gross bleibt, als wenn ¢ nicht vorhanden wiire, Dieser Schluss

ist aber mit Vorsicht aufzunehmen, denn er bezieht sich ja
nur auf die rein elastischen Erscheinungen und nimmt auf die
schon vor der Erreichung der kritischen Belastung eintretende
Ueberschreitung der Proportionalititsgrenze keine Riicksicht.

So wie wir schon frither fanden, dass Py weoen der Excen

tricitiit des Kraftangriffs u. s. f. kleiner ist als Pp, muss auch
hier die wirkliche Knickbelastung kleiner ausfallen als der
Euler'sche Werth und zwar um so mehr, je grisser ¢ ist.
Fiir die Spannung in einer Faser des mittleren Quer-
schnitts erhélt man bei Benutzung derselben Bezeichnungen
wie bei der ihnlichen Untersuchune in § 58
P ()1 7!

6 = ., + |+ -+ Pf)

F | @

[n diese Gleichung ist f nach Gl (269) einzufithren, ebenso

fiir ¢ der Werth einzusetzen und hierauf die Gleichung nach
P aufzuldsen. womit man ebenso wie in & b8 Py erhiilt. Da-
bei tritt freilich die Schwierigkeit auf, dass die Gleichung
transcendent ist; um dariiber leichter hinweg zn kommen, er
setze ich Gl (269) noch durch eine Nihernngsformel, indem

ich von der Reihenentwickelune
Lo 1 xr —— =i il =

s . . er . . .
(rebrauch mache, die convergent 18t bis @ = Bei Festig-

keitsberechnungen wird es sich meistens wm Lasten handeln,

die erheblich unter der Bruchbelastung bleiben, da man noch

eine gewisse Sicherheit nothig hat. Jedenfalls i1st daher auch
T
[ v - . 1 - 1 . ]
bei einem Falle der praktischen Anwendung erheblich kle

5 “l 4 . - 3 3 . 5
ner als - und selbst noch kleiner als die Einheit. In diesem

le convergirt die Reihe ziemlich schnell und fiir eme An-

'
el

niherung wird es geniigen, die drei ersten (zlieder zu beriick

sichtigen. Man erhilt dann an Stelle von Gl. (269
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oder, wenn man noch den Werth von « emsetzt,

£l IIJ"I { | 1 el o
e 1% @ \ S 10Fa 1 2

Das erste Glied in der Klammer entspricht dem Biegungs

pteile fiir P 0 und stimmt auch in der That mit dem frither

fiir die Biegungsbelastung ¢ gefundenen Pfeile (Gl. 82) genau

itberein, Sehreiben wir fiir diesen Antheil, also aunch fiir den

bl

ler Klammer £, und beachten wir, dass im zweiten

Faktor vor

(tliede - der Faktor 10 im Nenner nahezu mit 7= ithereinstimmt

und dass sich dieses Glied daher in der Form P schreiben
:
ligst, so vereinfacht sich Gl (270) noch weiter zu

P.4 P
fr—=f . : . (BTN

Die Gleichung fiir ¢ geht jetzt, nach Multiplikation mit F

=
s

und mit Fe = P, iiber in

2 St ik | { l.; 0 g i l _."l:,]l ... Q7%

Bo

die ohne Weiteres nach P aufgelist werden kann und damit
Py liefert. Solange P erheblich klemmer bleibt als Pp, erkennt

man iibrigens schon aus GL (271), dass der Biegungspfeil
durch die Zutiigung von P gegeniiber f, nur wemg geindert
wird. Daraus ist zu schliessen, dass die Biegungsspannungen

auch nur ungefihr in demselben Verhiltnisse wachsen, wozu

dann freilich noch die gleichformig iiber den Querschnitt ver-
I
‘f.

Nach Auflésung der gquadratischen Gleichung (272) nach

theilte Belastung -, kommt.

P hat man iibrigens fiir f, nachtriiglich wieder den Werth
einzusetzen, fiir den es zur Abkiirzung diente; von der weiteren
Ausrechnung, die gar keine Schwierigkeiten mehr bietet, moge

hier abgesehen werden.




61. Knickformel von Nawvier, Schwarz, Rankine 3R3

Anmerkung. Eng verwandt mit dem hier besprochenen Falle

> et 3 LT e | 3 4 - 3o d
st ein anderer, der nicht ohme praktische Bedeutung ist und der

behandelt wurde

vor Kurzem von Herrn M. Tolle ausfithrlic
atschr. d. V. D. Ing. 1897, 5. 855). Man denke sich zuniichst

(Z
die Richtung der Krifte P in Abh.

67 umgekehrt. Von einem
Aunsknicken kann dann zwar nicht mehr die Rede sein, da die
Zugkraft P die durch die Bisgungslast ) bewirkte _'\Illﬁi'-lr_'.t_{tll'.'_-'
im Gegentheile zu verkleinern sucht. Dies hindert indessen nicht,
dass die allgemeinen Betrachtungen zu Anfang des Paragraphen

ehalten werden kinnen, falls man nur in den Forme!n P iiberall

cativ setzt,

Ferner denke man sich den Stab als eine diinne und lange
Zugstange, etwa von kreisformigem Querschnitte, die nur durch
ithr Eigengewicht auf Biegung beansprucht wird. Auch dann kann
man mit geringen Aenderungen die vorausgehenden Entwicl
benutzen; mian braucht nur das durch die Einzellast ) hervor-
cerufene Biegungsmoment durch das von der Eigenlast herriithrende
zu ersetzen, Schliesslich nehme man an, dass die Zugstance an

iden Enden festgehalien ist, so dass die zur Biegungslinie g

UL erl

-

hisrige Bogensehne die unveriinderliche Liinge ! behalten muss.
Damit kommt man aunf den wvon Tolle behandelten Fall: die zn-

gehirige Biegungslinie wird von ihm als eine steife Kettenlinie®
hezeichmet.

Die Zugkraft P ist jetzt niecht mehr gegeben, sondern
aus den Bedingungen der Aufgabe zu ermitteln. Die Losung
findet man natiirlich im Wesentlichen auf dieselbe Art wie vorher,
indem man zuerst die Differentialgleichune der elastischen Linie
aufstellt, diese integrirt und die Integrationsconstanten den Grenz-
bedingungen gemiiss bestimmt, wobei sich auch der Werth von P
ergibt, Man kann aus dieser Betrachtung niitzliche Schliisse {iber
die heste Anordnung solcher Zugstangen ziehen, woriiber aber hier
nur auf die Quelle verwiesen werden kann.

8§ bl. XEnickformel von Navier, Schwarz, Rankine.

Die Lehre von der Knickfestigkeit hat eigenthiimliche
Wandlungen durchgemacht; von allen Formeln der Festigkeits-
lehre, die wir heute als richtic anerkennen, ist die Kuler’sche
Knickformel eine der iiltesten. Zu dieser Anerkennung, dass
sie wirklich richtig 1st, d. h. dass sie mit den Thatsachen
hinreichend genau in Uebereinstimmung steht, ist sie aber erst
seit verhiltnissmiissig kurzer Zeit gelangt und selbst heute

fehlt es ihr daran noch in manchen Kreisen.




284 Zehnter Abschnitt. Die Knickfestighkeit
Die Ursache fiir die auf den ersten Blick sehr befremd
liche Erscheinung, dass man die Ergebnisse einer mathema

tischen Entwickelung verwarf, an der man keinen Fehler nach
weisen konnte und auf deren Voraussetzungen man sich sonst
bei allen Rechnungen stiitzte, besteht darin, dass die dlteren
Techniker so gewohnt waren, hei Festigkeitsberechnungen den
Sicherheitsgrad nach der auftretenden grossten Spannung zu
l!l'rllr‘:-ij-u’,"_-_ |§:';-<:-. .‘t'-il' \|;|1l'IJ|'|-ii 1'11J|‘:_J “'|l|'{il']], I"illt‘ll [.l” Zill !JI'
urtheilen, bei dem dieser Maassstab keinen Sinn hatte. In der
That, man versetze sich etwa in die Lage eines Baubeamten,
von dem bei einer statischen Berechnung auf Grund irgend
einer veralteten Verordnung der Nachweis verlangt wird, dass
z. B. die Beanspruchung des Eisens 700 oder 1000 atm o. dgl.
unter keinen Umstiinden iiberschreiten diirfe. Mit der FKuler-

schen Formel kann man dem Buchstaben dieser Verordnung

iiberhanpt nicht gerecht werden, wenn es sich um eine Be
rechnung auf Knickfestigkeit handelt. Sehr oft wiirde, wenn
man eine thatsichlich in einem solchen Stabe auftretende

Druckspannung von 700 ke zulassen wollte, damit schon fast

3 ¥ 1 TiEhe
die Grenze des Ausknie
lie

schritten werden darf, ohne dass die kritische Belastung er

tens erreicht werden und oft genug
st bei sehr sehlanken Stiben die Spannung, die nicht iiber

-

reicht wird, bei nur 200 oder 300 atm oder selbst noch nie-
driger. Man wird verstehen, dass der Baubeamte, von dem

angt wird, der nach der Euler'schen Formel

ein Nachweis ver
y * * 1 1 T ve 1 : : - T

ganz sinnlos ist, mit Vergniigen nach einer andern Formel
oreifen wird, gleichgiltic ob sie nun richtic oder falsch ist,
wenn sie nur den Buchstaben der Vorschrift zu erfiillen ge
stattet. Daran allein, dass es auf diese Weise moglich gemacht

o}

wurde, den Sicherheitsgrad einer Construction in einer einzigen

Zifter fiir die zulissige Beanspruchung des Materials in atm

auszudriicken, liegt es offenbar, dass sich namentlich die Bau

. - wa & P 1
incenieure so lanee hartniickie cegen die Anwendung der

=

Fuler'schen Formel gestriubt haben.

=

Nun will ich nicht etwa mit diesen Bemerkungen einen

Tadel dariiber verbinden, dass man sich iiberhaupt gegen die

= -



J-m.?:||_u_i.||u‘.—~!-.'~i- Annahme der Kuler'schen Formel striubte: es

d gar vieles errechnet, was nachher mit den Thatsache

o

im Widerspruche steht und dem Praktiker kann man es

daher niecht verdenken, wenn er einer Rechnuneg, die ithm miss-
hehagte, einfach misstraute, anstatt sie eingehend zu priifen
Das Misstrauen war also an sich berechtiet: falsch war nur
dass man die Formel canz verwarf und eine andere an i1hre
Stelle setzte, deren theoretische Herleitung auf sehr viel schwii
cheren Kiissen stand, ohne dass man sich darum gekiimmert
||i'tll=’, \.‘.E‘|"]II' von beiden |"u'|']||4.'flE die E'I|‘I}|i||':-_ii:_t‘b;i am }Il'.-|.1'|:
wiedergibt.

Aus den Versuchen, die mein Vorginger Bauschinger im
Jahre 1887 angestellt hat, geht hervor, dass die Euler'sche
Formel mit den Thatsachen weit besser iibereinstimmt als die
Schwarz'sche u. s. f. und durch die sehr eingehenden und s
em Ziiricher La

wurde dies noch weiter bestitiot. Auech ich selbst habe einige

JOTELOritm

filtigen Versuche Tetmajer's in «

Knickversuche angestellt, die zur Bestitigung der Euler'schen
Theorie dienten,

Freilich hat dies nicht verhindern kénnen, dass sich in
den letzten Jahren (also seit dem Erscheinen der 1. Aufl. dieses
Bandes) ein lebhafter Widerspruch gegen die von v. Tetmajer
aus seinen Versuchen gezogenen Folgerungen geltend machte.
In dieser Himsicht verweise ich besonders auf die Abhandlungen

von v. Emperger in der Zeitschr. d. Osterr. Ing.- u. Arch.-Ver.

1897. Zu einer weitergehenden Aenderung des Textes sehe
ich mich indessen hierdurch nicht veranlasst, da mein Ver
trauen in die Zuverlissigkeit der Tetmajer'schen Folgerungen
dadurch nicht erschiittert wurde. Es mag daher geniigen, die
sich fiir die Streitfrage nither Interessirenden auf die Quelle
ZU Verwelsen.,

Ausserdem sei noch eine sehr fleissig bearbeitete Ab
handlung von Ostenfeld in der Z. d. Ver. D. Ing. 1898, 5. 1462
angefithrt, mit der ich mich in den meisten Punkten einver

standen erkliren k Aber auch hier scheint mir ein Hinweis

auf die beachtenswerthe Atrbeit zunfichst ausreichend zu sein.
Foppl, Festigheitslehre, 2, Auf 2
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\\uglyq'Jiﬁﬂ1vr4r; der Schwarz - Navier “HHLiwﬁmﬁnw

I'heorie darf freilich bel der gegenwirtigen pachlag noch

wenicer als frither abgesehen werden.

ableiten will, 18t zu verschiedenen

Zeiten auf verschiedenen Weeen gefunden worden und sie wird

Die Formel, die ich

daher bald als die Navier'sche, bald als die Schwarz'sche, hald
als die Rankine'sche bezeichnet. Man geht bei ithrer Ableitung
am einfachsten von der an sich ganz  berechtigten Aunnahme
aus, dass die Kraft P wegen zufilliger Abweichungen der
Stabaxe von der geraden Linie und weger
I

arme p wirkt. Fiir diesen Hebelarm setze man hypothetisch

der unvermeidlichen

centrieitiit des Kraftaneriffs von vornherein an einem Hebel

worin # eine absolute Zahl ist, die aus Versuchen zu bestim-
nen ist. Zur Rechtferticung fiir den Ansatz (273) kann man
anfithven, dass Abwelchungen der genannten Art wm so eher
eintreten, je orisser die Lin

[
fon ]

re | 1m Vergleiche zu dem Ab

stande @ der #dussersten Faser von der imm F

liesse sich diese Ueberlegung auch

ige kommenden
Schwerlinie ist. Freilich
noch auf andere Art zum Ausdrucke bringen und Gl. (273)
haftet daher eine Willkiir an, die nur durch die nachtrigliche
Bestiiticung durch die Erfahrung gehoben werden konnte.

Nimmt man Gl (273) aber an, so ist damit der Fall der

Knickfestickeit auf den der gewihnlichen excentrischen Druck-

belastune zuriickeefi Fiir die Spannung an der fussersten

Racay J81F man
Faser ernalt 1man

P Pp Py =TSR :

)

wenn mit £ der Triacheitsradins bezeichnet wird.

Der zuliissice Werth der Druckbelastung folgt daraus

Fa

P = s (275H)

!

md das ist die Formel, um deren Ableitung es sich handelte.
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Wenn man es als einen Vorzue betrachten will. dass die =zn

lissige Beanspruchung auf Zerknicken P.,, von der zuliissigen

Druckspannung 6,,; des Baustoffes abhingig gemacht wird,

kommt 1hr dieser Vorzug i der That zu. Wichticer ist aber
natiirlich die Frage, inwiefern die f:'||‘§c'.l:ll.ll_‘_'.' mit dem that

w1

sachlichen Verhalten eines auf Druck beanspruchten Stabes

itheremstim

¥ 1 1 |
nt IIIi:| r|| nane rx:'|||.!| erwannt, c|;|-=~.' faeren |§|-

antwortung zu Ungunsten der GL (275) ausfillt. Natiirlich

18t es 1mmer moglich, Gl (275) zur Uehereinstimmune mit

:g'f_w"l"|11| einem bestimmten Versuchseroebnisse zu brincen. wenn

man die Constante ].rr!.~'*=".-ll.-§ Wil In dieser Hinsicht haben

alle Formeln, in die man einen aus den Versuchen selbst ersi

zu bestimmenden Coefficienten einfiihrt, einen Vorsprung vor
anderen, die auf rationellerem Wege abgeleitet sind, wie z B.
die Fuler'sche Formel, die schon durch einen einzigen Versuch
widerlegt werden kiéunte, wenn sie auf einer falschen Grund
lage beruhte. HEs ist auch klar, dass man Gl (275) ohne Be
sorgniss auf eine ganze Gruppe verwandter Fille anwenden
kann, wenn man » aus einem Knickversuche entnimmt, der
unter ganz ihnlichen Umstinden angestellt wurde. Bei Festio-

keitsberechnungen dieser Art handelt es sich ja ohnehin mehr

um eine ungefihre Abschiitzung als um die Gewinnung genau
richtiger Werthe. Fine wissenschaftliche Bedeutung kénnte
man Gl (275) aber nur dann zusprechen, wenn die Constante
z nur von dem Baustoffe abhiingig wiire und bei allen Lingen-
verhiltnissen des Stabes wirklich als constant betrachtet
werden diirfte. Das trifft aber, wie namentlich aus den Ver
suchen v. Tetmajer's hervorgeht, keineswegs zu, In jedem
andern Falle der Anwendung miisste man, um ganz sicher
7z gehen, einen anderen Werth von # einfithren und die
Brauchbarkeit des Resultats hiingt ganz davon ab, ob man
den im gegebenen Falle zutreffenden Werth von » richtig ein-

geschiitzt hat.




Ausknicken einer auf Verdrehung beanspruchten

langen Welle.

llen des labilen elastischen Gleicheewichts

J ] o H bl 1 ] TRy L (e 1L . A leE gl I
15t fder selther IJ|-!i::||<|!- e der cewohnhcnen |'\Ii|l‘|~.!‘.-.~1l_g:'u.'i.
nraktisch zwar weita | ehtioste Daneben kommen aber
praktisch zwalr weltauns der wlCcnulgsue. vrangben Komimen apel

auch noch andere vor und schon in 8§ 49 wurde ein solcher
behandelt. Hier soll noch der zuerst von Greenhill untersuchte
Fall des labilen elastischen Gleichgewichts emmer aut Ver
drehung beanspruchten langen diinnen Welle von kreisférmigem
Querschnitte besprochen werden. Wenn eine solche Welle hin-
reichend lang im Vergleiche zu ihrem Durchmesser ist, be-
findet sie sich nimlich im geraden Zustande im labilen Gleich
gewichte, grade so wie em auf Druck beanspruchter sehr

d dureh zufil

schlanker Stab. Soba ige Umstinde die geringste

Abweichung der Mittellinie von einer (reraden veranlasst wird,
steigert sich die ,-\i;\\.-:4-|=,|,|||g_l' nnauscesetzt, big sie zum Bruche
fithrt: wir kinnen diese I'I.I’.‘-'-I']It‘illllll_u' ebenfalls als ein Aus-
knicken hezeichnen.

Die Sache selbst kennt wohl Jedermann aus

er alltio

lichen Erfahrung, zwar nicht ans der Erfahrung an eigent

17 ausnahms

lichen Wellenleituneen, beil denen sie nur in ¢a
weisen Fillen vorliegen konnte, wohl aber aus der Erfahrung

mit einem diinnen Faden oder aueh mit einem diinnen Drahte.

Wenn ein Faden an beiden Enden festgehalten und dann ver-

wunden wird, beginnt er, wenn die Verwindung hinreichend
weit vorgeschritten ist, seitlich auszunweichen und sich spiralig
aufzurollen. Man macht davon Gebrauch, wenn man den langen
Faden zu einem doppelten von der halben Liinge zusammen
legen will. Die beiden Theile, die man zusammenlegt, wickeln
sich dann ohne weiteren Zwang in Schraubenlinien umeinander

und bilden dadurch nachher ein gut zusammenhiingendes

(anzes. Awuch Metalldrithte, die man ber Festigkeitspriifungen
auf Verwinden beansprucht, brechen sehr hiiufig nicht einfach

[}

urch Versacen der Torsionsfestigkeit, sondern erst mach vor

:]?,;Ht_t;1-!]|-|]4||-‘:: Ausknieken, d. h. nach einer ['hlIt‘llliiilli-'l'll!lf_{.



'||-i |E|'|' |.5--‘ \];'T!':!E'::-- i! |-;||. l:[||u‘-_-_'|-\i '->|'|q1|- “\.

Zur Untersuchung dieser Erscheimung kann man ihnlich
\.,.--;';||||-,|!|_ \-,'-...- i:i Q 50 :||_-i |||-!' E':j'r”||"||-:'i1||-'_-h' i-:-_«uiilil'l‘v!' |.||:"
'ii'!' }_‘.'I"-‘.fnllt'.ll|ii‘..=|l'l! |\".:'i€'i\'i'-.-'-1'i'_,"]\-.'il. 1‘-[:;5' *1-:'|' Zll, \\il' Oross
(LS ‘.l‘l'\\illih'?'l:‘l" ."rI'III!I"II| -I.Ir “"."-|‘ MIuss, um F'i!l-' .'I\||'-'|JE| ‘:t'||||’ 2

die als bereits vorhanden vorausgesetzt wird, cerade aufrecht

ten. Ber1 eimem klemeren Werthe von M wird sich

die Mittellime der Welle von selbst wieder f_’f"i"r‘.l'le’ strecken

Z11 erna

und bei jedem grisseren Werthe wird die Ausbauchung weiter

i-I||':,'-t'.|"i]:'I"i1t'|], _[,:l."\ _=__'="|'..-I!|{|‘I1|" -H "";-:l'i.!]' ;I|_--| |ii|' !xl'i1im'i|l' "ll'l'
der Welle dar.
]

[n Abb. 68 ist in axonometrischer Zeichnung die Sehranben

o

drehungsbelastun
linie angegeben, in die die Mittellinie der Welle iibergegangen
sein mag. Zur besseren Orientirung ist auch der Cylinder an
cedeutet, auf dem
ltir'."‘"l‘l[l'”|l}J'.'|!Ii'||i"

|||'_J1_ lh’,l' ‘;';'c"‘"

e

schuitt der Welle g

; : : s
15T dagegen weo- = S i

] - - 1/ ) 3

gelassen: mit dem e ;

gezeichneten Cy- ,, i
linder hat daher 3 Abb. 88
el‘.'_l' l-'|]||"i'-=r'~ Iil'l'
Welle selbst nichts gemein. Die anfingliche Lage der Wellen
mittellinie im unverdrehten Zustande moge mit der Erzencen
den X des Uylinders zusammentallen; dass sie fiberhaupt mif
Bler {'l\'|in<||-.:'vr',f,wi|r__l;="1;|]+,-|l zusammentallen muss, folgt ||11I'Il||-'_,
dass die Enden der Wellenmittellinie eecen eine seitliche Aus
weichung gestiitzt sind.

Man lege irgend einen Querschuitt mm durch die Welle

und bringe daran das verdrehende Moment M an. Dieses Mo
ment ist eine gerichtete Grosse, die parallel zur X-Axe geht.
Wir zerlegen es in zwer Componenten, von denen die eine in
die I;iu-hi-,l:]f_{ der .II{II!;_I\“E‘IIH‘ an die Sehraubenlinie fillt und die

zweite senkrecht dazun steht. Die erste Componente entspricht
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den T:.\:'h!'-!|-'.«'|-:IIII‘|L'I|:'I-I: im ‘L'I:'.-Z"-wt'!lll;i[v der Wells nd die
zwelte hilt bei I[-:|.~~.-~'|"-n|e-=' (risse die Iifl'_l,;': ne der Wellenmittel
linie ;:!I|-?'I'I""'I.

Rechtwinklie zur X-Axe seien noch zweir Coordinaten-
Axen der 4 und z angenommen. Die Winkel, die die Tangente
an die Schraubenlinie mit den Coordinatenrichtungen bildet,
NaN genug cos o |

(g

gelen mit «, 3. % bezeichnet. Dann 1st

||i:1__1_'|'+__{'t‘ll
' L £

cos 4 COs
I+ oy ;

i s s

Hier sind unter y, z Coordinaten eines Punktes der Wellen
mittellinie und unter ds ein Liingenelement dieser Linie zu
verstehen. Zerlegt man jetzt das ganze, in der Richtung der
X-Axe _I__-'r‘|1--*1t|4- \.l"l'lil“i'}lll|I_u_'.“~|]I'IIiII'I!': M in drei "'ril!|m!|=‘||1|':._
von denen eine i die Richtung von ds und die anderen n
die Richtungen der Y- und Z-Axe fallen, so hat man fiir letztere

r ;
2y X iz

e My =M

M, — Mecosff— M

Il;;.\' ."c]'.:-]]li‘l:‘i ”I ||¢'-'5§|'|| I]'il']llll."-;'_{' ||:'1!':EHE-| ZUY } .I".:\-.-

.—I-I"|”‘ sSue

it eine Ausbiegung in der Richtung der Z-Axe her
vorzubringen. In der That stehen ja bel einer gewdhnlichen
Biegung, bei der alle Kriifte in derselben Ebene liegen, die
_\'-[trlr:'.'llii'.. wenn man sie nicht nur der absoluten Griosse nach
betrachtet, sondern sie als gerichtete Griossen auffasst, alle
senkrecht zur Belastungs- oder zur Biegungsebene. So ist es
auch hier und die doppelte Kriimmung der elastischen Linie
wird durch das Zusammenwirken von M, und M, veranlasst.
Nach dem .“iligwl_'[u-n.-:-liza|!r._l_;'|-:<t-1?,e‘ konnen wir die Wirkungen
von M, und M, gesondert betrachten und beide nachtriiglich
zusammensetzen. Fiir die Wirkung von M, fiir sich gilt die
Differen

ialgleichung der elastischen Linie in der Form
d*g I .|'_|'

e . = M, — M

'Y Y Ha i i s

und dazu kommt noch flir die andere Ausbiegungsrichtung die

Gleichuno o
EolY_ 1




& 2. Ausknicken einer auf Verdrehune beanspru

i ’ o . i i o D=
I'!-' \Ill'f.l-ll‘ln'n in diesen beiden 1r|l-',.-]|:_;:_-_§a_-;! Sind  1ndessen

noch zweifelhaft und bediirfen einer besonderen Untersuchung.

|Jll i r," : o .
Aneenommen, ¥, g, —>, gselen an der betrachteten
E -3 s s

:“'1|'|-.;r-

alle positiv und ebenso M., M.. Wenn dann M, einer Drehung
im Sinne des Uhrzeigers, also in der Richtung von der X- zux
Z-Axe vl!i.«priu‘;[:l vgl. Abb. 69), tr
die Drehung o

hier von der Y- zur X

Axe. Auf die X-Axe i

bezogen, gehen daher

dies auch fir M: zu,

eht also

beide Drehungen in
verschiedener Richtuno. M
Daraus folet, dass bei

. ' : . "’J :-'.
oleichen Vorzeichen von X

M, und M. beide 1n die
Differential - Gleichung |
: W
der elastischen Linie mit A £y
yerschiedenen  Vorzei e ;

chen emzufithren sind.

Welches man positiv und welches man negativ einzusetzen
| !

hat, hiingt von Vorzeichenfestsetzungen ab, auf die hier nicht

weiter eincecangen zu werden braucht, da sie fiir das Resultat,

, gleichgiiltiec sind.

das ich hier ableiten wil

1
I

Schreibt man mnoch dz an Stelle von ds, so gehen jetzt

c'qir' \'u]';,'_l'l,-u '[n".uir]]"g|1u"i-lt Z:'a Iiil' ogrnatere ]"nl':'!

' "'IJ.'. ’l'l I |
Fe-— = -+ M= |
i %) o
| =20
—
2y el
EG-— — L M |
| £ ol e il )
iiber, Die erste liefert nach Integration
! Y
| — i (
el a e
und dies setze ich in die zweite Gleichung ein. Diese geht

dadurch iiber in

£ty i O 277




I’,fl_—‘ . int L\ Dhseil ) 1 !

Die Lisung dieser Gleichung, die ganz der Euler'schen
(zleichung fiir den Fall der gewidhnlichen Knickfestickeit ent-
-_-.;'il'-ll'_, lantet

o = o O =
Y 1 = Npr - D CosSpPa { i 218)
Wi an mit g zur Abkiirzune den Werth
W B,
(Z2iY

[
I

natiirlich eine Ei|t'i4‘:"ill]|;;' von derselben
Crlei

bezeichnet. HKiir g
Form, wie man sofort einsieht, wenn man aus den
chungen (276) y anstatt 2 eliminirt,
Zur Bestimmung der Integrationsconstanten 4 und B be
. - { | » . :
lntzen wir die lrrenz Jl'i]lll_‘,_{"llll:_’.'i‘rl‘ dass 4 = U Bein muss fur

q [. Daraus folot

T i) ||‘i"J flir

E & = () 1 cos 31
fl £ M . L

B ,

M g 2 ¥} 3in 1
mmd daher schliesslich
O (sinfa I
i e r\ — | ] COs I.';' Y == eos B ] I (280)
f | s fi{ ' |

Die Integrations-Constante € bleibt zunichst noch unbe

kannt. Wir differer
Differentialquotienten in die zweite

und setzen den zweiten

liren jetzt ¢ zweima

er Gleichungen (276) ein
nm 2z zun erhalten. Wir finden

s . ;
oAy - sin 04 1

e = { ﬁ | I (] CDS II";"' - cos l"Jl.r : = [-';
: I

™ | sin !

und daher nach einmaliger Integration

¢ [cosfux ¥ : | =
! — | 08 Id-'r : 1' _:'" -“«-ll'.J']l.l"l = 4"\ . |._?'\"] ]

Auch 2z muss fiir z 0 wnd fiir & = [ verschwinden, IDie erste

Bedingung liefert die neue Integrations-Constante K

Rl e :

|'J :“i!'! I::"l
so dass 2z itberceht in
f i & g (1 - 3 5
: | ' 5 ' S0 34 (282)
I.J = :IlI-J' - |



Die andere Grenzbedineune dagecen lehrt, dass zur Aufrecht

law ; : PR M LR Friis g
des angenommenen Gleiehgewlchtszustandes II|I!|I'

Riicksicht auf die Grisse von €/, d..h. auf die Grosse der Aus-

biegung

_-,.-iu Muss, l]:{i:;i[ |'i||c- :‘\":n':||||' Vo1 ]r'."-\l'_-i t!“:’.l aten VEer

schwinde, muss jedes Quadrat fiir sich verschwinden, also muss
ﬂ--'l_;.l,-;'_a' - () und c--.;\r-'j."—..—. L1 sein. Dazu muss I|J g0  well

angewachsen sein, dass der Winkel fl = 2x wird. Mit Riick
ht auf die Bedeutung von § hat man daher die Bedingungs

"'(il'
oleichune

¥

=TT oder M 2m . 285)

[];1_-; i_ml i_|i|_' L{i’il'i-hl'-i]l' \-‘I'I""|'|'h|l||;_'_'.‘-lJ4'l‘:E|‘i'|II:'I:,_:'. die IliL':L'.I er
reicht werden darf, wenn man ein Ausknicken der Welle ver
meiden will.

Man kann dieser Gleichune aunch noch einen anderen Aus-

druck geben. Nach Gl (231) ist niimlich der Verdrehungs
winkel Ag, der durch das Moment M veranlasst wird,

-3l Mi

&J _‘[.‘-"Irr. 2 G

Setzt man in diese Gleichung den kritischen Werth von M

aus GL (283) ein, so erhialt man

i) ,
Ag =T (Z25)

T

Also erst dann, wenn der Verdrehungswinkel etwas mehr als
eine Umdrehung betriigt, kann nach dieser Formel em Aus-
knicken eintreten. Bei Stahlwellen miisste daher die Linge
etwa das 3000fache des Durchmessers betragen, wenn das
Ausknicken frither als die Ueberwindung der gewthnlichen
Torsionsfestigkeit eintreten sollte. Indessen ist zu beachten,
dass hierbei noch keine Riicksicht auf die schon vorher vor-
handenen zufiillicen Abweichungen der Wellenmittellinie von
einer Geraden u. s. w. genommen ist. Durch solehe zufillige
Umstinde und ferner durch die Ueberschreitung der Elastiei-

titsorenze kann die kritische Linge, von der ab das Aus-
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kmelen |:--c-;-'i||'.l_ ganz I?".‘f;t'll_ll'li'.l Jll'l';||.'=_'_'-':~'l'£f.l \".'-.'I'=|l". Auch

in dieser Hinsicht gleicht der Fall vollstindig dem der ge
wihnlichen Kunickfestigkeit. Da die hier besprochenen Knick
erscheinungen praktisch minder wichtig sind, soll indessen von

einem weiteren Mingehen darauf abgesehen werden.

i [} £ .'r;r } (L |'IL' ,'I.' £ I e ! '.ll.' "I-'l,n'.'a:_'«'-'|' |'|'I."." r:-".""’ s ,:'l-',:-'.'..'ln':"-\'.'«'l".l--'l (L

2y ,I"_r'.r',.-.'.-'.' [ ."--.lr,f.l',.'a..'.'.-" .'.'rJ.r' .fll.,r.'.lln".l'l.'f.‘- ':-.'.".'." ,".."-';l" .".",r.-.'_.'.n fl-'Jff"r.'ll'f'ff':g'."'lf'.'llafJf Stal

o

nach der FEuler'schen Formel:

L s ni. Man setze

und verstehe unter ¢ die Proportionalititsgrenze fiir Druck. Da
a* 2 oG . 8 ot gy
= i und ¥ @= 1st, erhiilt man durch Auflisung der Glei-

c_-l|||r|_-__-' nach [

b
120
Wenn z B. fiir Flusseisen E 2100000, ¢ = 2000 atm. ge

wird, liefert

294,

Bei1 der Ableitung ist vorausgesetzt, dass die Stabenden frei dreh-
bar sind. — Bel einem kleineren Liingenverhiltnisse ist indessen

i T 1 ;s 2 Y oy - * 3 Fie iy ey
die blosse Berechnune auf gleichfirmie vertheilte Druckhbelastun

immer noch bedenklich und man thut dann besser, die Tetm:

.!l-.'::l._'|||!

Formel anzuwenden. — Ganz #hnlich ist natiirlich bei anderen
Querschnittsformen zun verfahren.

-;'J"’J'_ 1 i"f‘_r”f.zl.lr', lll.rl! _f”'rJ_-.‘;- .-'_-.': .:.'r;r _,'r,r_{_a'."l .-'.l'l,-.r" F.;‘j-'_[ lr,.';_‘n\'r',:._\'-';'.jrr
Sdivele von 20 em dnsserem Durclinesser wnd 2 em Wandstirke bei
G m Hilhe a) nach der Fuler’schen, b) nach der Scheoars’schen Formel
syt Sicherheit tragen kann, wenn = 1000000 atm, 6., 700 atm,
% 0,0002 gesetzt qwird 2

Liasung. Die Querschnittsfliiche F 1st

F m(10° -8 =113 cm-*

[Yas Tricheitsmoment @ 1st

= : ; 8| 3
= 1 :_l‘? - .-"\'_.' — 4630 em* nnd £ - = |-l o
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Bei Anwendung nler’schen Wi
das obere Ende der Stule du sie 1

gine Verschiebung in horizontaler Richtung gestiitzt sei.

lich wird dies zutreffen: natiirlich ist aber im

sorgfiltis dariiber nachzudenken, ob die Voraussetzung wirklich

berechtigt ist. Sonst ist die doppelte L in die Formel
gufithren. Dagegen sehen wir von der Beriicksichtigung
etwaigen Einspannung der Enden der Sicherheit wegen ab. Die

icklast wird dann nach der Euler'schen Formel

o 40 108 . 4680 :
]r'i-- — 3 i e |I:]- - —— ]:P*'Hlﬂl ko,
A L=
Man pflegt bei (Gusseisen eine 6-fache Bicherheit gesen Aus
knicken zu verlangen, daher setzen wir
i

P.i = 5 Pp = 21400 kg.

Nach der Schwarz'schen Formel wird dagegen
I . i 113 - 700 :
15 - e — —— — QG600 ke
el S e
C e 11

shen, hitte

aber auch gegen die Belastung mit 28600 kg nicht wviel ein:

[ch selbst wiirde dem ersten Resultate den Varzug

wenden, da der Sicherheitsgrad im ersten Falle ziemlich willkiir-
lich l_'ililf_i;l schiitzt ist.

47. Aufgabe. FEin aufrecht stehender Stab ist am wunteren Fnde
]."r gt fQ:J\:'Ilflﬂlr.'.-\'l'l-'l"f.':'J:‘-'I_ Das obere .;Ir'.l."r_flf-i" 2.5t l|".f-'-' dri .;'I-’fl.l-"l'.f' el _;'I.'-'-'_Frj'r sich
,:'.‘I'I(‘fl"ﬂ"jf',;'ln' in horizontaler Richtung etwas verschicben. Dabei soll aber
ein elastischer Widerstand aufireten, der der Grisse der Ausweichung
_.m'ul,'rn’,lf't'g'fu.gur' ist. Man denke sich etwa das obere Ewnde durch hori-

zontale Zuastangen gehalten, die bei einer Ausweichung des Befesti-

r_,.';.',.ul,r,-.-l,,u.l“ﬁ'."r_-;' in Spannung gerathen. DMan soll die Inickfestigheit
des Stabes berechnen.

Lisung. Die Ausweichung des oberen Endes sei y, und von

diesem Ende aus
eine horizontale Kraft H auf, die

;’.lf = Cig

seien die Abscissen x gerechnet. Dann tritt hier

gesetzt werden kann, Der Faktor ¢ hiingt von der Elasticitit der

‘ngstangen ab, die das ohere Ende halten und ist hier als ge-
geben zu betrachten. Fiir den Querschnitt mit der Absecisse @
1at man




Y96 Zehnter A 11t e Knickfesticke
¥ ."Il"' Vi /
e Arle 11 CLe lastische [Lianie lants
_d*y
FodC) d P Py
'."_ 1
11§ 1 oen e | OS1TCY =1
/ A { .Ifll 1= p Yo f
enn ¢ vie frither hat | - () muss
i lo 0. Ferner 1st fiir a - | sowohl

y als == gleich Null, Dies liefert die Gleichungen

1 y T
14 1 vy oo
pestenen xXonnen., muss

n. In anderer Form lisst sich diese Bedingungsgleichung auch

g1
1
ol

S

wreiben
. e P

P in ¢ ausdriickt,

oder, Wenn man

| dieser

Die kleinste Wurze

transcendenten Gleichung, die im ein-

I

fert ¢l und hiermit

)360 18G, 1l

zelnen Falle durch Probiren auf?
] £
man ~ , so ist der Stab oben canz fes

und wir kommen damit auf den

Fall. Wenn umgekehrt ¢ = 0 gesetzt wird, ist das

frei beweglich und die

rehalten

schon 1n u"q 59 ausfithrli

handelten
obere Stabende in hovizontaler Richtung
to ol = - o0. Diese liefert die Lidsung

Gleichune geht {iber

T 1.1
ol = — und daher



wie auch schon 11

fache Betrachtung

iS. Aufgabe. Der Owerseh
= L
'Jf.'-'”.'lrl 7t r-'” '\lf”"..:-"n'.- u,-.-."“',-,rf j'-" .-'\,:'_ (=7 i .r'.l_- .'f'.' 1 _.|,|i.'.".',u
. 7

T |
Lofcriage 185, o1

die Klein agegenitber der aanzen St

Hr'jl.-a-'I'J'r'.l’-;.", 20 .f.'l.'fn_\' r:'-r.r_-\' .ll_':'-r _l:,l_-'_'a'l:.' '.l",-r}'.”",..f'.u-."a',,:,u;“-,-,-_,.!.,-'

f.".-r,i'J"}I’ BOaE (+ r.'u'_ll" f"J. ,'r.'.'."rl‘:'l.lr..l'r.-.'J i _J-".'._i'rl", _]ff:,u-
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