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Siebenter Abschnitt.

Die Festigkeit von ebenen Platten, die am ganzen Umfange
unterstiitzt sind.

§ 42. Genauere Theorie der kreisférmigen Platte mit
symimetrischer Belastung.

Als Belastung nehme ich hier entweder eine Einzellast
in der Mitte oder eimnen gleichformig iiber die ganze Fliche
vertheilten Druck an. obsehon die .\1[1'f_=j:|h|_- in Tanz .!'t"il']“"'
Weise auch fiir eme andere Lastvertheilung gelést werden
kann, wenn diese nur symmetrisch ist, d. h. wenn sie in

st Hiir

gleichen Abstinden von der Mitte ringsum gleich
andere Lastvertheillungen wird die Rechnung zu verwickelt:
man ist dann in der Praxis auf eine Schiitzung angewiesen.
Gliicklicherweise kommen aber die Fille der symmetrischen
Lastvertheilung weitaus am hiufigsten vor.

Ferner setze ich voraus, dass auch die Stiitzung der Platte
am Rande iiberall in der gleichen Weise erfolot und zwar
entweder so, dass die Platte am Rande eingeklemmt ist, oder
so, dass sie frei anfliegt. Der letzte Fall ist im Gegensatze
mir Biegungstheorie des Balkens schwieriger zu behandeln, als
der andere. Bei der frei aufliegenden Platte betheilicen sich
niimlich auch die iitber den Auflagerkreis hinausreichenden
Theile der Platte an der Kraftiibertragung und es ist daher
kemeswegs gleichgiiltig, wm wie viel die Platte iibersteht. Ich
werde indessen annehmen, dass sie nur wenig iibersteht, so
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dass die Spannungen in dem iiberstehenden Theile unberiick
sichtigt bleiben kinnen.

Von vornherein 1st klar. dass die Untersuchung in einer
gewissen Verwandtschaft mit der Biecungstheorie des Balkens
steht und in der That lehnt sich die Betrachtung im erossen

Ganzen an die dort durchgefithrte an. An die Stelle der ela-

stischen Linie tritt hier die elastische Fliche, in die die Mittel-

ebene der Platte (so soll die in der halben Plattendicke
parallel zu den Grenzfliichen gezogene Ebene genannt werden)
durch die Forminderung iibergefiihrt wird. Wie frither beim
Balken nehmen wir an, dass die Ordinaten y der elastischen
Fliiche, von der urspriinglichen Lage der Mittelebene an ge
rechnet, klein bleiben. Der Symmetrie wegen hiingt y nur
von dem Abstande # von der Symmetrieaxe (d. h. von der im
Mittelpunkte der Mittelebene zu dieser errichteten Senkrechten)
ab; die elastische Fliche ist also eine Umdrehungsfliiche.
Dann sollen auch die etwa parallel zur Mittelebene auftretenden
elastischen Verschiebungen von Punkten der Mittelebene gegern-
iiber den Ordinaten y vernachliissigt werden, wie es schon
beim Balken geschehen ist.

Auch eine Voraussetzung iiber die besondere Art der
Forminderung, die der Bernouilli'schen Annahme. dass die
Querschnitte des Balkens bei der Biegung eben bleiben, ent-
spricht, ist hier erforderlich. Wir setzen als hinreichend
genan zutreffend voraus, dass alle Punkte der Platte, die vorher
auf einer zur Mittelebene senkrecht gemogenen Graden lagen,
auch nach der Forminderung noch auf einer Graden liegen,

die der Symmetrie wegen die Symmetrieaxe der Platte schneiden

muss (wenn sie nicht parallel zu ihr bleibt). Ein ringformie
um die Symmetrieaxe gezogener eylindrischer Schnitt, der
etwa dem Querschnitte beim Balken entspricht, soll also dureh
die Formiinderung nur in eine Kegelfliche iibergehen kinnen.

Nach diesen Festsetzungen miissen wir, wie es frither beim
Balken geschehen ist, zuniichst einen Ausdruck fiir die speci
fischen Lingeninderungen aufstellen, die bei der Forminderung

eintreten, und daraus einen Schluss iiber die Spannungsver
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theilhine ziehen. In einem Punkte. der den Abstand # wvon
der Symmetrieaxe und den Abstand z von der Mittelebene hat
\5_,’ Abb. b4 treten ]h_-'r!l:lmj_frll in tangentialer und in radialer
Hif'i!llll!j_?' aut, t]il‘ 'U.iJ' Illi'. & und &y ‘I'Il'?.l‘]'t'}lllt-ll. |h-:' ||l|]‘|'|]
den Punkt cehende Kreiz vom Radius # hat sich niamlich

-

wegen der Neigung ¢, die die Normale zur elastischen Fliiche
gegen die Symmetrieaxe angenommen hat, um den Betrag z¢

vergrossert, Der Neigungswinkel ¢ wird als hinreichend klein
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vorausgesetzt, wm den Bogen an Stelle des Sinus nehmen zu
kénnen. In demselben Verhiltnisse wie der Radius wiichst
auch der Umfang eines Kreises und hierdurch kommt die
specifische Dehnung & in tangentialer Richtung zu Stande.
Man hat daher .
=L, 147)
3
Um die Dehnnng in radialer Richtung zu ermitteln, ziehe
e zur elastischen Fliche.

ich im Abstande dz eine zweite Norma
Der Winkel zwischen beiden Norma
zeichnen. Die durch den Punkt 2 oehen

en ist mit do zu be-

e Faser i1st zwischen

beiden Normalen um zdg linger geworden, als die Faser i
der Mittelebene, die unverindert blieb. Die specifische Del

15*
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nung & folet daraus durch Division mit der urspriinglichen
dinge da, also s
t Zaq
! 145
d da

Dieser letzte Ausdruck entspricht genau dem friiher fiir
den Balken festgestellten; dagegen kommt bei der Platte die
Dehnung & hinzu, die beim Balken gleichgiiltig blieb. Es
treten daher hier neben den Spannungen in radialer Richtung
6, (entsprechend den Biegungsspannungen des Balkens) auch

noch solche in tangentialer Richtung e, auf, die mit den Deh

nungen nach dem Elasticititsgesetze durch die Gleichungen

1 1 it 1 1

g = [ — Oeliral Err— (6 g

ISl i ! 4 K i i

zusammenhingen. Durch Auflésen dieser Gleichungen nach
g; und @, erhilt man

mly | . m I a
G =— —; \ME - &) Gp— —5 (M & 1 &), (149
= iits . % T 1 f 8

oder nach Einfiihrung der Werthe fiir die Dehnungen aus de:
Gleichungen (147) und (148)

m
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Die Spannungsvertheilung lings einer Normalen, sowohl

die von ¢, als die von 6, befolgt daher ein lineares Gesets:

die Spannungen sind den Abstiinden von der Mittelebene pro-
]ltJt'i'it.JH{ll.

Nachdem diese Ausdriicke fiir die Spannungen ermittelt
sind, miissen wir “das “lt‘it'h}_’,‘t-‘.\'it‘]li eines  Plattenelementes
untersuchen. Zu diesem Zwecke denke ich ich mir durch die
Symmetrieaxe zwei Meridianebenen gelegt, die einen beliebigen
unendlich kleinen Winkel de¢ miteinander bilden: von der
Forminderung bleibt dieser unberiihrt. Zwischen beiden Ebenen
lege ich ferner zwei ecylindrische Schnitte mit den Radien
und & 4+ dx.  Hierdurch wird das in Abb. 55 in Aufriss und
Grundriss gezeichnete Plattenelement abgegrenzt, An den vier
Schnittflichen treten zuniichst die Spannungen ¢, und ¢, auf,

die sich an jeder Schnittfliche zu einem Kriftepaare zusammen-
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setzen lassen. Ausserdem kommen aber an den evlindrischen
Schnittflichen noch die Schubspannungen z vor, durch die die
Last im mittleren Theile der Platte nach dem Auflager iiber-

fragen wird. Wir haben

pine  Gleichune  aufzu- 7)< dp—>
: e : - 8¢
.‘-l'l’”i'II‘ dl_ll'(_‘!] |i|r- |1}E‘ Hr'- T3 Ll A
; . e 0, e
dingung filr das Gleich- %~ e
gewicht aller dieser BRI ; 7
Kriifte an dem Platten- a, s
o SR SRR (T

elemente zum Ausdrucke Bl | S| o
cebracht wird. Ve

Zuniichst fasse 1ch \ &,
; ! g o A e
die' Spannungen o, in’s o/ TT—=x_
Auge. Zu jedem Flichen- ] F %

. v 3 A E

elemente I des einen % I3 da

s ; ) o e
Meridianschnitts gehort ) —‘TTJ Bl
. A1 se o S O
em Flichenelement des SRR
anderen, in dem die Span . 2

nung 6 ebenso gross

und entgegengesetzt gerichtet ist. Die Richtungslinien beider
Kriifte 6, F" schneiden sich in der Symmetrieehene des Platten-
elementes und ich will mir beide an diesem _-'\11;‘_1..'{'I11‘,-:]auf5|;§|-'
zu einer Resultirenden vereinigt denken. Diese fillf selbst in
die Symmetrieebene und sie hat die Grésse 6,dF'- de. In der
Symmetrieebene lassen sich alle die Kriifte, die zu den ver-
schiedenen Flichenelementen ¢ F eines Meridianschnitts oe
hiren, zu einem resultirenden Kriiftepaare vereinigen, dessen
Moment leicht festgestellt werden kann. Fiir einen auf der
Mittelebene gelegenen Momentenpunkt hat nimlich die Kraft
6:d ['de das Moment o;2d Fde und im Ganzen ist daher, mit
Berticksichtigung von Gl. (150)

Mom. der 6, — d "ri;,s'ffl"z de- g & ] {.-m t{ - fj‘tl [.s':u’f".

n*

Das hier noch vorkommende Integral ist das Trigheitsmoment

der Meridianschnittfliche und daher
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Damit erhalten wir schliesslich

11 |Ir hi (i X .'.i"_f . .
i : {in Al ‘]”'.-"(Ellf_. 151
1% aa

i

Mom. der o
= 1

Hier muss noch emme Bemerkung iiber das Vorzeichen beige

fiigt werden. Die Ordinaten 2 rechnete ich nach abwirts positiv,
- .rfq Sl 5 . i i * r
Wenn @ und = positiv sind, treten im unteren Theile Zug-
{ L 3

ﬁ]:?i]_lll‘.]l!;_fl,’_‘r_[ (el ant II]|E] t]iq‘ Hu-_».-'.][lia'i~|||'l|' .‘-Cllll'll]t'," ;’{a”f.l'-“-[*i.llIlll.lI]f_"l‘lI
in beiden Meridianschnitten hat in der Symmetrieebene des
Plattenelementes den Pfeil nach der Plattenmitte hin gerichtet,
wie er in Abb. 55 eingetragen ist. Oben, d. h. bei negativem
2, kehren sich die Richtungen um und das aus den Spannungen
6, resultirenden Kriftepaar sucht das Plattenelement entgegen
gesetzt dem Uhrzeigersinne zu drehen. Daher ist der in GI.
(151) festgestellte Werth des Moments spiter mit negativem
Vorzeichen in die Momentengleichung einzufiithren,

Jetzt komme 1ch zu den Spannungen o,.. In der Schnitt

fliiche, die zum Radius @ gehdért, hilden die Spannungen g,
el }\'I'iif'h}.]nml‘_ dessen Moment =sich mit Riicksicht auf
1. (150) zn
¥ . ol O A | kg
’f;” alls — —. | 12 ..I - ’,E‘rr’ F
m=— 1\ o x a

[ i

berechnet. Das Integral ist das Triigheitsmoment eines Recht
ecks von der Breite ade und der Hohe /i; der vorige Aus
druck geht daher iiber in

m % i g

oy \ 4
o | i 13 {\m.: = |,

Dazu kommt das Kriiftepaar der Spannungen o, an der gegen
ither liegenden Schnittfliiche, das den entgegengesetzten Dreh

sinn hat, Ks kommt also nur auf den Untersehied zwischen

beiden Momenten an. Dieser Unterschied ist das Differential

des voraunscehenden Aunsdrucks, das einem Anwachsen des Ab
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standes @ um oz entspricht. Durch Ausfithrung der Differen
tiation finden wir
. .Ir '-"l": ) _n" q : ra'.'['

e [ : -
Mom. aller 6, = - l_J[}H.a' P om 4 P)drde. (1562)
E\ : i

m=—1 dix® o ol

In |"5l-?.||;;t' anf das Vorzeichen 1st zu bemerken. dass bei
A MR g ; S
positivem ¢ und ; die Spannungen 6, in der unteren Hilfte

Zugspannungen sind und dass das Kriftepaar im Schnitte #
daher entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne dreht. I[m Schnitte
% -+ da dreht es also im Uhrzeigersinne. Wenn das vorher
berechnete Differential positiv ist, gibt es demnach ein im
positiven Sinne drehendes Moment an, d. h. Mom. aller 6, ist

ohne Vorzeichenwechsel in die Momentengleichung einzufiihren,

Endlich fiihren auch noch die Schubspannungen zu einem
Kriiftepaare, dessen Moment berechnet werden muss. Hier
miissen wir nun eine nihere Bestimmung dariiber
treffen, fiilr welche Belastung die Rechnung weiter
durchgefiihrt werden soll, wihrend alle vorausgehenden
Betrachtungen bei jeder symmetrisch vertheilten Belastung in
(iiltigkeit bleiben. Wir wollen jetzt annehmen, dass die Be-
lastung in einem gleichformig iiber die Iliche der Platte ver-
theilten Drucke p auf die Flicheneinheit bestehe. Dieser Fall
liegt z. B. vor, wenn ein Cylinderdeckel einem Fliissigkeitsdrucke
ausgesetzt 1st. Zur Berechnung der iibertragenen Scheerkraft
denken wir uns einen ringférmigen Schnitt mit dem Halb-
messer « gefithrt, Der dadurch nach Innen hin abgegrenzte

Theil der Platte trigt dann eine Belastung von der Grisse
,T_:':‘,r.u

und 1hr muss durch die Scheerkriifte 1m Ringsehnitte das
(tleichgewicht gehalten werden. Auf den zwischen die beiden

Meridianschnitte mit dem Centriwinkel do tallenden Theil des

S0

& 3 - o do
Ringschnittes kommt davon der Bruchtheil J-, so dass a
an dem Plattenelemente 1m Schnitte 2 die Scheerkraft

.J':" 4
. l’l"lf..

LY
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ibertragen wird, Im Schnitte » 4 dz ist die iibertragene
Scheerkraft um ein Differential grosser, so dass der Unter

schied der auf das Plattenelement selbst kommenden Belastune

wlll.m‘p!'l_c"hi'. Bei Festste ung des Momentes kommt es aber
auf diesen von héherer Ordnung unendlich kleinen Unterschied

nicht an und wir haben

)

Mom. der 7 — —2 deda (153

Das Vorzeichen dieses Momentes ist, wie schon ein Blick
auf Abb, 55 lehrt, positiv.

Das Gleichgewicht des Plattenelementes gegen Drehung
erfordert, dass die algebraische Summe aller dieser Momente
.:_"|i'§{‘|] .\-l]“ I-»T :.1]_-413

Mom. der ¢, + Mom. aller ¢, - Mom. der z — 0.

oder wenn wir die daffir berechneten Werthe einfiihren und

zugleich auf die Bemerkungen iiber die Vorzeichen achfen.

m K h? dgy | n ty he ¢ g de | do)
- : S €7 ol Sy (RN SR » 5 AME—— - m - )
M= — | | L | & L e | 12 dm* ol i o )
el BRI
)

Die gemeinsamen Faktoren de und daz sind hier schon fort-
gehoben. Die Gleichung vereinfacht sich weiter zu

"JlI'I_J!"- j’lr.i .,l‘ll‘,}'_’rr --I- ”.'q. B 'p -_Il J_. li:l’.l":.

m=— 112\ da? | da 7L 2

Zur Abkiirzung beim Anschreiben der foleenden Formeln

setzen wir &im®— 1

N= 2 iy (154

miER:

s0 dass also N einen constanten Werth bezeichnet. der als

gegeben zu betrachten ist. Die vorige Gleichung geht dann
-EHIE‘]‘ i]l 79+ T

o 70 | o I . P

72 - - Na? = 0, Do)

dx= ! o = i I'-]
Man kennt die alleemeine Liésune dieser Differentialgleichung:
b tan ) i D

s1e lautet N o ’ v o
fi— - By 4 s (156)
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worin B und (' die beiden willkiirlichen Integrationseonstanten
sind. Durch Kinsetzen des angegebenen Ausdrucks in G, (1565)
itberzeugt man sich leicht, dass er diese Gleichung befriedigt,
und dass er die allgemeinste Lisung bildet, folgt darans, dass
er zwel unbestimmtie Constanten wmfasst.

Zur Bestimmung der Integrationsconstanten aus den Grenz-
bedingungen dient zunichst die Bemerkung, dass ¢ fiir # = 0
verschwinden muss., Daher ist C =0 zu setzen. Die Con-
stante & hiingt von der Bedingung ab, der die Platte am Rande
unterworfen ist. Wir wollen zuniichst annehmen, dass
die Platte eingespannt sei, dass also die elastische Fliche
lings des Kreises x = » von der horizontalen Ebene, mit der

die Mittelebene urspriinglich zusammenfiel, berithrt wird. Dann

muss ¢ auch fiir # = » verschwinden und aus
N
= — gyt L By
Q |
folgt B = o T Wir kennen jetzt ¢ vollstindig, niimlich
N = Slmie=— 1Y ; 2, (157
Q= —(rizx — %)= — Ll L 9y (1H7T)
/2 g\ imiERs £V - :

Nach den Gl. (147) und (148) findet man hiermit auch die
elastischen Dehnungen und damit die Beanspruchung des
Materials. Durch Einsetzen erhilt man

0 o & 9 )
£o= (92— Ny .= ()t %)z, (158)
. 4

In der Mitte der Platte, also fiir # = 0, werden & und &

: ] S Y .
emnander gleich und zwar gleich ~»%2. Dies war auch von

vornherein zu erwarten, denn dieselbe Dehnung, die fiir einen
Meridianschnitt als & zu bezeichnen ist, d. h. die zu dieser
Meridianebene senkrecht steht, gilt hier fiir einen anderen
Meridianschnitt, der in der Richtung der Dehnung gelegt ist,
als &. Nach aussen zu (bei wachsendem 2) nehmen sowohl
als & ab; am Rande wird & zu Null und &, ol also
dem Absolutbetrage nach doppelt so gross als in der Mitte. Am
Rande tritt also die grisste Beanspruchung des Materials auf:
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man hat zu erwarten, dass der Bruch der Platte durech die

Bildung eines ringférmigen Risses lings des Auflagers ein
geleitet wird, Die reducirte Spannung, die als Maass fiir die
Beanspruchung des Materials zu betrachten ist,*) erhilt man

. (] 14 1 7
aus &., nachdem darin 2z r und 2 — - gesetzt ist, durch

Multiplication mit dem Elasticititsmodul FE, also

e et el 10 :
rE P = ”.lrr‘*,uf_. fiir m =+ (159
(3 /)

")

: N2 h Afm=— 1
Ored =— ;'_ -

i 2 ¥ s

Die Spannungen ¢; und 6, kann man nach den Gl. (149)

oder (150) ebenfalls sofort anschreiben, nachdem ¢, bezw. die
Dehnungen ¢ und &, ermittelt sind. HEs hat aber kaum einen
Ziweck, da die ganze Untersuchung nur auf die Ermittelung
der Beanspruchung des Materials hinauslinft und diese durch
600 Schon angegeben wird.

Nur die Frage nach der Gestalt der elastischen Fliche
bleibt jetzt noch zu beantworten. Dazn bemerke ich, dass g
zugleich den Neigungswinkel angibt, den die Tangente an die
Meridianlinie der elastischen Fliche mit der Richtune der
X-Axe bildet. Mit Riicksicht auf die aus Abb. H4 einzu
sehenden Festsetzungen iiber die positiven Richtungen hat man
daher d

i L @ .

Da der Winkel ¢ klein ist, kann an Stelle der Tangente
auch der Winkel selbst cesetzt werden: mit Riicksicht auf
Gl. (157) hat man daher

SHAL s le ey (160)

i s

Durch Integration erhilt man daraus

Ty e it
Yi=mmmi) i | :_3} g

und die Integrationsconstante (' bestimmt sieh aus der Be
dingung, dass fiir # = r die Einsenkung y zu Null werden

muss. Dies liefert Nt

¢ iy ¥

(
32

Vegl. hierzu die Anmerkung am Schlnsse von § 44.
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nnd daher sechliesslich
N & : Nt 4
.'rlll Z.:1 : At L gk gl el B | ]ll]

s e
o2 o

Von besonderem Interesse ist die Einsenkung, die die Platte
m der Mitte erfiahrt, also die Ordinate y fir 2=0. Wir
wollen sie, wie frither benm Balken, den Biegungspfeil f nennen

und erhalten
Nyt
32

3
5

Nach FEinsetzen des Werthes von N aus Gl (154) und mit

1) A L
m = - geht dies iiber in
; 3(m?*— 1) ST :
= =ty iil I 4 ] YL}
R — VLI 55 Dz
/ 16m2h* 4 Eh

§43. Fortsetzung fiir den Fall einer Einzellast [’ in der Mitte.
Die Entwickelungen des vorigen Paragraphen bleiben
giiltig bis nach GL (152). Die Scheerkraft, die in einem ring
formigen Schnitte iibertragen wird, ist aber hier gleich P und
auf den zn dem Plattenelemente gehirigen Theil dieses Schnittes
P I'I'l-l_' 3 \
kommt davon P . Fiir das Moment des aus den Scheer-
wTT
spannungen gebildeten Kriiftepaars hat man daher
P vy
Mom. der v = ol 165
27
an Stelle von GL (153). Die Momentengleichung, die die Be
dingung fiir das Gleichgewicht des Plattenelementes gegen

Drehen allss_]_:rirhi'_ lantet daher hier

m f:”r ¢  do\ m A he dig dg |, dg
- — . p— - =) | — : M = -
7S TR T Vi ey M I  \ M os T Mg+ 7,
)l'a
b e
2

woraus man, wie frither, nach Einfiihrung der abkiirzenden
Bezeichnung Gimt— 1P :
() T {164)
R

fiir @ die Differentialgleichung zweiter Ordnung
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