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§. 39. Die Eisenbahnquerschwelle mit constantem Querschnitte.
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erster Linie von den in der niichsten Nachbarschaft iiher

tragenen Druckkriiften abhiingen und nur wenig von den weiter

entfernten beeinflusst sein. Es ist daher vollstiindig gerecht
tertigt, wenn man zuniichst nur einmal jenen Umstand in Be
tracht zieht, der der ausschlaggebende zu sein scheint. und

die sich daraus ergebenden Folgerungen ableitet. Wiinschens

werth ist nachher freilich die Priifung der Uebereinstimmung
theser Folgerungen mit der Wirklichkeit durch einen unmittel
baren Versuch. Zimmermann hat solche Versuche vornehmen
lassen; leider sind diese aber bisher vereinzelt geblieben, withrend
bei der Wichtigkeit der Sache ergiinzende Versuche vecht nithic

waren.

§ 3Y. Die Eisenbahnquerschwelle mit constantem Querschnitte,

Der auf die Lingeneinheit von der Schwelle auf die Bet

tung tibertragene Druck sei mit p, der Druck fiir das Liingen

element dxz der Schwelle also

; mif I.r:rr",." bezeichnet, Fiir
einen Querschnitt im Ab ;
» J /i . Y
g il ' T stande = vom linken Ende

i : der Sehwelle hat man. falls
x kleiner als a ist, fiir die

Seheerkraft 7 und das Bie

gungsmoment M die Aus

ll]'iuit'lii‘
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Abb. 52,

LE] i
wenn w hier ebenfalls eine Abscisse ist, die man von O bis 4
wachsen lisst. Die Benutzung dieser Integrale ist aber un-
bequem und es ist daher besser, die ]iéﬁ‘l-n-mi:ii:|l|n.:1'ic-ntr|| von
Ko und M nach z in der unbekannten Function p, aut deren
Ermittelung es ankommt, auszudriicken. Man hat zuniichst

dV = pdz, ein Ansatz, der unmittelbar aus der Bedeutune

von p hervorgeht, und hiermit
iV

—

dg = 1
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Sehon frither fanden wir, dass die Scheerkraft ¥V als Differen
tialquotient des Biegungsmoments M angesehen werden kann
Gl 2% und wir finden daher auch

a2 10

e, (1436
Dieselben Ausdriicke hiitten siech auch dureh Differentiation
der vorher fiir ¥ und M aufeestellten Formeln ableiten lassen-
sie sind aber allgemeiner als jene, denn sie gelten nicht nur
fiir den ersten, von O bis ¢ reichenden Abschnitt der Schwelle.

sondern, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, auch fiir die

folgenden. Die Biegungsmomente bedingen, dass sich die Mitte
linie des Stabes kriimmt. Bezeichnen wir die Einsenkung, die
ein Punkt der Mittellinie mit der Abscisse # erfihrt, mit 4,
so ist ¥ = f(x) die Gleichung der elastischen Linie des Stabs.
Die Einsenkungen % sind also einerseits an den Zusammen
hang mit den Biegungsmomenten gebunden, der durch die

=
I

Differentialgleichune der elastischen Linie ausgesprochen “wird

und andererseits sind sie nach unserer grundlegenden Annahme
der unbekannten IFunction p direct proportional. Der Ver-
gleich beider Beziehungen miteinander fithrt zur Lisung der
Aufgabe.
Die Differentialgleichung der elastischen Linie (Gl. 78)
O s BT M

lIIl’l.,.'_'

iefert, wenn man sie zweimal nach @ differentiirt, mit Riick
sicht anf Gl. (136)
- dty

e e p. t137)

Die von uns gewiihlte Annahme iiber den Zusammenhang
zwischen der elastischen Einsenkung y und dem Drucke p fiir
die Lingeneinheit der Schwelle kann in der Gleichune

p = f‘.'_ﬂf {_].-';H'I
ausgesprochen werden, in der /4 eine von den elastizschen Eigen
schaften der Bettung abhiingige Constante ist, die wir als
die Bettungsziffer® bezeichnen wollen. (Gl 137) geht damit
iiber in
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Man kennt die allgemeine, also mit vier willkiirlichen
(Constanten behaftete, Lisung dieser '[li1]]-|'|-|;i[:lglu'l."-i.r;]n“-._r viertey

(}:‘tlrllllz_t,_f. Sie lantet:

= C,e** o8 axr 4+ C,e*® sinexr - (

-I | 5 3l *Teos et —
C,e—**sin gz, 140)
worin die / die willkiirlichen Constanten sind., wihrend mit e
zur Abkiirzung der Absolutbetrag von
i 141
ST l | 6 o

bezeichnet ist. Dass die Losung die Differentialgleichung (139
befriedigt, erkennt man durch FEinsetzen in diese Gleichune:

und dass sie zugleich die allgemeinste Lésung ist,

tolet daraus,
dass sie vier unbestimmte Constanten enthi

t.
Ks bleibt uns jetzt nur noch iibrig, die Constanten mit
Hiiltfe der “I't'“;-’.“l'l].iIIIL','IHI_*,_I\'!‘IIA die bei der ".lll';_g';||:== vorgeschrieben

sind, zu bestimmen. Dabei ist zu beachten.

dass die Fanzse
elastische Linie der Schwelle in drei gesonderte Aeste zerfiillt,
von denen der erste von O his « reicht, der zweite zwischen
die beiden Schienen fiillt und der dritte das iiber die rechte
Schiene hinausragende Stiick der Schwelle umfasst. Der Sym-
metrie wegen geniigt es indessen, wenn wir hier nur den
ersten Ast und die bis zur Symmetrieaxe reichende Hilfte des
zweiten Astes in's Auge fassen.

Fiir alle Aeste gilt im Allgemeinen die Lisung (140): die
Uonstanten (' sind aber den verschiedenen Anfangsbedingunge:
entsprechend bei den einzelnen Aesten verschieden. Wir haben
also hier im Ganzen acht bisher unbestimmt gebliehene Con
stanten den Grenzbedingungen entsprechend zu withlen, Dazu
stehen uns auch in der That acht Bedingungsgleichungen zur
Verfligung. Zuniichst wissen wir, dass fiir z

(} sowohl M

als V verschwinden. Mit M ist aber itherall '”._'_Je und mit V" ist

o
15
(v

—= proportional; heide |ll.i'ﬁ'-i'r'llf'i;l||'||LLIIi('l|['4~|| sind also fiir

fL T
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x =1 gleich Null zu sefzen. Der besseren Uebersicht wegen
stelle ich hier die drei ersten Differentialquotienten von # nach

(x1. (140) zusammen. Man findet:

=« { Uy(e*T cosaxr—e? sinex)+ Cy(e*2 sin e -+ e“% cos ex)
|(.;; e % ooser e %% ain ¢a
- (.; — ¢ St N ok +— e—%F cosuT) |
a*y 1 ; :
e — 20 e smax + 206" cosax + 20;e—**sm oz
'_) ( '..r' COS oL
rf':.,l > 2
z —0 O, (Tt amox 5T CO8 X
205 e“Ccosex et sin ax)
ff',_ll e %% ammar - e cosox
20, (e=%*cosar + e~**smamr)!.
. YT 'r':'-',-' Y + s |
Die Bedingung, dass =, fir =0 verschwinden soll, liefert
LIRS L .
1.1 x 1 5
daher die {|||-'|t'||‘_1u_5_r
¢, = G, (142)
() J||| ' () ['|_|]l_r't'

N e (143)
Zur Abkiirzung fithren wir ferner die Bezeichnungen ein

COS o = M, ; cEESIN o — - f EEDS i = My

£ g it Wt

and die vier Constanten, die in der Gleichung des zweiten

Astes der elastischen Linie auftreten, werden der Reihe nach

(. bis (. geschrieben. Nun miissen sich beide Aeste so an

einander schliessen. dass sie fiir 2 = a gleiches y und auch
o

aleiches ° geben, denn ein Knick der elastischen Linie kann
2 3 - 3 d=ay
an dieser Stelle nicht auftreten. Aber auch -, muss an der

\nschlussstelle fiir beide Aeste gleich sein, da sich das Bie
gungsmoment M nicht sprungweise iindert. Damit erhalten

wir die drei Bedingungsgleichungen:




et :
heiebiger Unterlage.

f-! ", '(--. )7 ! I'r M, — ( lI My = { =y o -.' My =t {I:H.n':;‘
T ( o
o my — m C, (m, Hia | — (_1 [ M )
O, (i My ) G, (my hits, | O (m Mo ) 144
1 Ma —1 My ) — (-Mn.iu:: - M,
Comy, = Com, +~ Com - Com — .
| 3 | 2 | | 5 | t o 5
- (ll:h"l AES i { =M

Der dritte Differentialquotient von » ist dagegsen an der An
1 ; 22

schlussstelle fiir beide Aeste von verschiedener Grisse, denn

man hat

und die Scheerkraft V7 erleidet an der Uebergangsstelle eine

plotzliche Aenderung um den Betrag P. Wenn man also

fiir den .-'J‘lll_t_'ji'|!|J|iL-]\' die Ordinate des ersten Astes mit Y1, die

des zweiten mit y;; bezeichnet, so besteht an der Ueberganos
UIJI{ die Hi';:‘_ii_'-hll!';f_‘:
@y d*y, P
dxs -'.'I_.'" |x , E J{'_llf"bl

| ‘f E l’l.l ) | iy He Hf:: L | lrll: |f :-,.-,J,u, f."l.... =l f‘ —f .'. N ;,l,.'.l ==, |
i :
{1 f | e y L

(( g { (N =My ) — SR [ LD

Endlich seien die Werthe, die man erhiilt, wenn man
den Ausdriicken fiir m, m, ... die Abscisse @ durch die Ah

scisse [ (entsprechend der Schwellenmitte) ersetzt. mit 0y My

) : ; ! o T
u. s. f. bezeichnet. In der Symmetrieaxe muss zuniichst =7 — 0
w o
3 1 |"I|ll.l|l i ‘. - .
werden, ferner aber auch well hier J7"= 0 ist. Man hat
I

also noch die beiden Gleichuneen

f"-_l| 1y - The 4 =t (I."_“|'E'-”-|' -_('_!.”” 1 “‘._!_g"_‘;”_ J-_.1| - 'Hi ] I :
b TNy = s ot I e e | 5]
(-.‘I.“I '-if:j._' (-'.' My _"'I'r'_'l_!_(".'l Hy !JEIJ:—( al Mg 1L 1y --;II|

Alle in den acht Bedingungsgleichungen (142) bis (146)

vorkommenden Grossen sind bis auf die Unbekanuten ¢ in

oder, wenn man die Werthe der Differentialquotienten einsetzt,
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=

einem concreten Falle numerisch veochbene Werthe: man kann
daher diese Gleichungen ersten Grades ohne Weiteres nach
den acht Unbekannten aufldsen und kennt dann nach G1. (140
die Gestalt der beiden Aeste der elastischen Linie Aunch das
(resetz der Druckvertheilung ist damit nach Gl (138) gegeben.

Wenn man eine solche Untersnchung zu praktischen
Zwecken durchfithrt, wird man die Mihe, acht Gleichungen
ersten Grades nach den Unbekannten aufzulisen, nicht sonder
lich schenen, denn die Rechnung braucht nur einmal oder nur

wenige Male wiederholt zu werden, um einen klaren Ueber

blick iiber das Verhalten der Querschwelle unter verschiedenen
Umstiinden zu verschaffen. Man wird sich also namentlich
Rechenschatt dariiber geben kinnen, wie lang man die Schwelle
zweckmiissicer Weise beiderseits iiber die Schienen vorstehen
lassen soll, wie stark sie zu machen ist w.s.f Da die Quer
schwelle im ‘Eisenbahnbau ein Constructionselement bildet, das
sich so ungemein hiiufig in derselben Form wiederholt, liegt
nichts daran, wenn sich ein Rechner einmal einige Tage da
mit abmiihen muss, sofern man nur irgend einen Vortheil von
einer klaren Eingicht in die Kraftvertheiluong erhoffen darf.
Hier aber noch weiter auf die Frage einzngehen, hiitte keinen
Ziweck, nachdem alle principiellen Schwierigkeiten aus dem
Wege geriinmt sind, so dass sich der Leser jetzt selbst ohne
fernere Anleitung weiter helfen kann. — Einige Ausrechnungen
kommen iiberdies unter den Aufeaben am Ende des Ab

sennitis vor.

§ 4(), Losung der vorigen Aufgabe auf graphischem Wege.

An Stelle der dureh G1. (137) oder G1. (139) ausgesprochenen
Bedingung, kann man das Gesetz, dem die elastisehe Linie der
Schwelle unterworfen ist, auch geometrisch zum Ausdrucke
brimgen. e elastische Linie emmes vorher graden Stabes kann
nimlich, wie in der graphischen Statik gezeigt wird, als ein
zweites Seilpolygon gefunden werden, das zu der gegebenen
Belastungsfliche gehirt. Die durch jene Differentialgleichungen

sum  Ausdrucke gebrachte Bedingung kommt dann darauf
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