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Abschniti mit gekrimmter Mittellinie

Minfter

nitherungsweise dem Hooke'schen Gesetze gehorcht. Die Lehre
von den Gewdilben behandle ich in der graphischen Statik

nnd ich begniige mich daher mit diesen kurzen Andeutungen.

& 36, Berechnung eines Rings oder einer Rohre auf Druck
oder Zug in einer Durchmesserebene,

In Abb. 46 1st emn Kdrper von ringtérmiger Gestalt dar

gestellt, der zwischen zwel Platten in der Richtung des senk-
rechten Durchmessers mit der Kraft P zusammengedriickt wird.
Auf diese Art wird z B. em zur Entwisserung in einen
Strassenkorper eingelegtes Thonrohr beansprucht, wenn ein
Wagen dariiber wegfiithrt, An Stelle des Druckes kann auch
ein Zug treten, ohne dass sich die Sache wesentlich iinderte. In
e :|_i1-.«r_'_t' Lage _in'linrh:{i sich

ein Kettenclied von kreis-
| runder Gestalt bei einer

Belastung der Kette. Alle

e e e Formiinderungen und alle
S g e O B ! = 2

4 it \ \ Spannungen sind gleich

bl it R aross, aber von entgegen-
ol I-" L Vi) oesetztem  Wirkunes
S ¥ I o0 Bl : &

U AT L= sinne, als wenn der Ring

T / ¥

P i b [ AR mit emner ebenso orossen

AR e / :

\ _ / Kraft zusammengedriickt

S T e e / wiirde. Es genfigt daher,

e A LR 8 i Wenn  wir immer nur

von diesem Falle reden:

der andere 1st dadurch
zugleich mit erledigt.

Bis geniigt, die Form

inderung emnes einzigen Quadranten zu betrachten, da die drei

ibrigen alle in der gleichen Lage sind; ich wiihle dazu den
in der Abbildung nach links oben hin gelegenen. Wenn ich
diesen Quadranten aus dem ganzen Ringe loslise, muss ich an

den beiden Schnittstellen Hussere Kriifte anbringen, die die




§ 36, DBerechnung eines Rings oder eéiner Rohre ete. 235
vorher dort iibertragenen Spannungen ersetzen. In der hori

zontalen Schnittfliche kann ich mir alle dort iibertragenen
Spannungen zu einer durch den Schwerpunkt des Querschnitts
gehenden Resultirenden und einem resultirenden Kriiftepaare
zusammengesetzt denken. Die Resultirende muss aus Symmetrie
griimden rechtwinklig zum Querschnitte stehen. Die untere
und die obere Ringhilfte, die dort aneinander stossen, hefinden
sich nimlich in genan gleichen Umstiinden: der zwischen ihnen
iibertragene Druck und Gegendruck muss daher gegen die eine
ebenso liegen, wie gegen die andere und das ist nur moglich,
wenn der Winkel ein rechter ist. Aus dem Gleichgewichte der
einen Ringhiilfte fiir sich betrachtet, folgt ferner, dass der
i jeder horizontalen Sehnittfliche iibertragene Druck gleich
]ll‘

o

ist. Das unbekannte Moment der Spannungen im Anfangs

guerschnitte sei mit M, bezeichnet.

Fiir irgend einen Querschnitt des Quadranten, dessen Ebene
. « L4

mit der horizontalen Richtung ¢

das Biegungsmoment, also das Moment der links vom Quer-

en Winkel ¢ bildet, hat man

schnitte liegenden Husseren Kriifte, die am Quadranten wirkes
]Fl
M= M,4+ . (r—rcosg),

denn das Anfanesmoment M, behilt fiir jeden neuen Momenten
punkt den urspriinglichen Werth. Auch die Normalkraft N
fiir den Querschnitt @ lisst sich leicht angeben: man hat dafiir

! {5
N=—cosq.

-

Zumiichst soll aber nur auf den Kinfluss der Biegungsmomente
auf die Forminderung geachtet werden, da dieser, wie ge-
wohnlich bei solechen Aufgaben, erheblich iiberwiegt, so dass
es in der Regel geniigt, ihn bei der Durchfithrung der Rech-
nung ausschliesslich zu beachten.

Die Bedingung, der die Formiinderung hier unterworfen
ist, besteht darin, dass die beiden Schnittflichen des Quadranten
immer senkrecht zueinander bleiben miissen. Allgemein gehiirt

nimlich der ganze Umfang der Mittellinie zu einem Centri




Stibe mit gekriimmter Mittelinie

] kann sich micht dndern.

winkel von 360" und dieser Winl
so lanege die Mittellinie fortfihrt, eine in sich zuriickkehrende
Curve zu bhilden, so lange also kein Bruch erfolet. Da nun
hier der Ring in vier sich oanz gleich verhaltende (Quadranten
zerfillt, kann sich auch der zu einem dieser Quadranten ge-
horige Centriwinkel nicht findern. Die Bedingungsgleichung,
die zur Ermittelung der einzigen unbekannten Grisse M, fiihrt,

canz einfach

la Ili"e_'[ daher

j:&r.’lq - L.

\

an braucht nur fiir Adg seimen Werth
{ Wds { it '.J cosp)rdg
PANT = = =
/ & e
einzusetzen und zu integriren. Da F und @ constant sind.
|\.'|'1:.‘!|| 1 an l“l“"l' I":llL'rllUJ‘i"H &1 ."I‘il';]':"ll., |'|H‘||.“'5!:l ".l{"ll I":Ill'l.‘-'.l'r:['gll'll

Factor + im Zahler: es bleibt also

.‘I ) -I“." 2y T ivg X
[ (1, + T ey 7 Sl L (S ey

51 |
=, = & I 2
nnd dureh Auflisen erhiilt man
T 2
_I.lr” —— S ,FJJ' l",]“‘_".} .I'“J'.

Am En

moment demnach negativ, d. h. es bringt eine stirkere Kriim

e des horizontalen Durchmessers ist das Bieounos

mung hervor. Dies war auch schon auf Grund der oberfliich
lichsten Betrachtung zu erwarten und wir kénnen auf Grund
derselben Betrachtung des ganzen Vorgangs sofort voraus
sagen, dass das Moment im Scheitel positiv werden muss, also
eine Verminderung der Kriimmung an dieser Stelle bewirkt.
Auch in Abb. 46 ist iibrigens der Drehpfeil von M, fiir den
betrachteten Quadranten in Voraussicht dieses Resultates sehon

entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne eingetragen worden.

e o s et et S,



& 86. Berechnung eines Rings oder einer Rihre ete. 237
Das andere Glied in dem Ausdrucke fiir M ist bei jeden
weiteren Querschnitte des Quadranten positiv: demnach ist M

sueleich das orosste Biecungsmoment von neeativem Vor
g a onng ) o

zeichen, Das grisste positive Moment muss dagegen im Scheitel

eintreten. Mit ¢

5]

geht M, das wir dann mit M, be

zeichnen, fiber 1n

Im Scheitel tritt also 'f.ll_ujl.l'ii'jl das absolut erosste Moment
und damit die oriésst HI':I]IFEII'IIi'hIIEJE_‘{' des Materials anf. Die

=

d oy . 1 : v 7 P e T z
Spannung ¢ lisst sich darans sofort berechnen. Wenn der

ringformige Korper z B. ein Rohr von der iiberall gleichen

Wandstirke o und der Liinge [ ist, bildet der Querschnitt
cri ; = : {d¢ Tl ..

ein Rechteck vom Widerstandsmomente — und fiir ¢ erhilt man

6Pr 21

7 " (127

wld®

Wenn der Einfluss der Normalkratt N auf die Forminde-
rung nicht zu vernachlissigen ist, hat man nach Gl (110)
Jiji r'-n".f_,'.

e
Ndg BT dg - e

er Werthe von N und M

oder nach Kinsetzen

E, [ My r |

i | " | 1 1 as TN - . |
&H I‘"[ lo @i COhs q o) 516 I 7 eE0s r}r )4 i flf i
s i : . T ; .
Integrirt man dies zwischen 0 und und setzt das Integral

gleich Null, so erhilt man
P My = Py T Pys
2B T Fe 2 VeEe 2 2E6

und hieraus durch Auflésen nach M,

].I'f : |: fl!':_ : 2 ‘II'|_ .

wenn man mit ¢ den Trigheitsradius des Querschnitts be

zeichnet. Speciell fiir den rechteckigen Querschnitt des Rohres
TP o o8 Simts
18t & — und hiermit

15
A i
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Das zur Beriicksichti

o

mg des Hinflusses der Normalspan

nangen gegen frither hinzugetretene letzte Glied der Klammer

1st nur dann von merklicher Grisse, wenn die Wandst

L5
Rohre ziemlich gross gegen den lichten Durchmesser ist,

Kiir das Moment im Scheitel findet man

Pr __ Pr 3

M, M, -1 = (1 )= 128

{ .
)

- |

Auf das Moment im Scheitel kommt es bei der .I"I'-'Ei_g'|-;|'|'1‘~

berechnung an. Dieses wird etwas geringer, a

- =

vorausgehenden einfacheren Betrachtune fanden, d. h. das Rohr

kann etwas mehr Druck aushalten., als es nach Gl (12
scheinen kénnte. Diese Gleichung ist vielmehr ebenfalls. wenn

man cenauer rechnen will. duareh

6 Py 3t
(5] : (1 | el
' wld® | 1292/ ¥
. v 1 . i .
zu ersetzen. Mit o -~ macht indessen das Correctionselied
nur /4%, aus und ist daher zu vernachlissigen. Erst bei ganz

dickwandigen Rohren kommt es in Betracht.

Anmerkung. Die vorausgehenden Berechnungen setzen vor-

aus, dass die Elasticit

sgrenze nicht iiberschritten ist. Driicld

man einen Ring aus einem dehnbaren Metalle zusammen. so wird

sotort nach de

n ersten Auffreten bleibender Formiinderungen ein

anderer Spannungszustand einsetzen. Am Scheite 1, wo die erissten

Spannungen auftreten, geniigt schon eine sehr kleine bleibende

Formiinderung, nm den Werth des Biecungsmoments an dieser

Stelle herab und hiermit gugleich den Werth von My hinauf zu
setzen. Dies hat zur Folge, dass ein solcher Metallring orissere

Lasten zu tragen vermag, als sich aus der vorauscehenden Be-

rechnung ergibt, bevor er in merklicher Weise bleibend ZUSAmMINen-

gedriickt wird. Einige Versuche, die ich mit Rohrabschnitten an-

stellte, haben dies hestii

Wir wollen jetzt noch berechnen, um wie vie

sich der

horizontale Durchmesser der Riohre bei der Be

astung ver

grossert. Dazu konnen wir uns der in § 33 fiir die Vererosse-

ke der

* - 1
3 Wir es hel aer
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rung Al der Spannweite eines Bogentriigers abgeleiteten For-

meln bedienen. Naeh Gl (124) war

Da [ hier schon in einem anderen Sinne (als Linege des

Rohrs) gebraucht ist, schreibe ich Ad fiir die Vergrisserung

des Durchmessers d. An Stelle von M 1st 1m linken Quadranten
P ; e z
M= M, 4+ - (r —rcosg) und fiir 2 ist z=+#sing zu setzen.

[ B | o

Die Integration wird nur iiber den linken Quadranten aus-

ehnt und dann das Doppelte des Resultats genommen, da

ge
der Quadrant rechts ebenso viel zu Ad beitrigt. Diese Spal-
tune  des f||1|'j_'_'1‘.-||.- st nothig, weil der fiir M ilII:'_'_'t‘t_’:i’l'-ll'!‘.i'
Ausdruck i dieser Form nur fiir den linken Quadranten giiltig
ist. Fiir @ setze ich noch 6 — Flﬁ_;.

nm die Betrachtune fiir

ein Rohr (oder iiberhaupt fiir einen rechteckigen Querschnitt
vollstiindie durehzufiihren. Man findet nach Ausfiihrung der
[J"LI';_;-:I'E'IE.iIJ:'l
: Pl S8 T o :

Ad = == 1,639 —— 130)
Natiirlich hiitte man alle diese Berechnungen auch auf Grund
des Satzes von der kleinsten Forminderungsarbeit durchfiihren
konnen. Ieh will hier noch zeigen, wie dieser Satz selbst
noch in einem viel allgemeineren Falle zur Lisung der Auf-
gabe benutzt werden kann. Abb. 47 (5. 240) gibt den ring-
formigen Korper unter dem Iinflusse beliebig lings des Um-
fangs vertheilter Druclkkriifte (an deren Stelle auch Zugkriitte
treten konnen) an. Von diesen Husseren Kriiften wird nur
verlangt, dass sie sich an dem Ringe im Gleichgewichte halten
sollen. Man soll die dadurch hervorgerufenen Spannungen
berechnen.

Um die Aufgabe zu losen, fithre man irgend eimen Quer-
schnitt mm durch den Ring. Die in diesem Schnitte iiber-
fragenen Spannungen kann man zusammensetzen zu einer
Normalkraft N,, einer Schubkraft 7, und einem Anfangs-
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momente M, Wenn diese drei Grissen fiir den Anfangsquer
schnitt bekannt wiiren, kinnte man fiir irgend einen anderen
Querschnitt, der mit dem ersten einen Winkel ¢ bildet, die
entsprechenden Grissen N, 7', M sofort angeben und daraus
liessen sich alle Spannungen berechnen. Die Aufeabe ist also

1 statisch unbestimmt oder mit anderen Worten: der in

dreifac

dieser Aufgabe vorkommende Ring bildet nur einen besonderen

Fall des in § 35 besprochenen beiderseits eingespannten Bogens,
B

Die beiden Bogenenden fallen hier miteinander zusammen. In

der That kann nun auch die Aufgabe, die drei Unbekannten

.L\-,:_,Jrfl“,lir Al ill'l'|‘1'|I|L|'|'__ :_‘l'g:||;‘.||

L STt 80 O [(st '.\'l'l‘lil":l_ wie es dort
SV iy U R
e ae s gezeigh wurde. Man stellt zn-
/S w \ N ] | 1 3
WATA \ \ erstden Aunsdruck fiir die Form
A \ e 1 * 0 1 B
Fl‘.':#li'r’llll.'_"h:ii'fll‘ﬁ' A aul, wobe
] ¥t | ) . o . .
| es 1 der Regel egeniicen wird.
/ /  nurauf den Einfluss der Biegungs
e N Al momente M zu achten. Dann
S setzt man die drei Differential
T W quotienten von A nach N,, 7
| und M, gleich Null und I6st
bb, 4 diese Gleichungennach den Unbe

kannten auf. Denn die Bedingung,
dass der Ring im Querschnitte mm in Wirklichkeit zusammen
hiingt, kommt darauf hinauns, dass sich der Anoriffspunkt von
Ny und 7'; nicht verschieben und dass sich die Angriffsstelle
von M, auch nicht drehen kann, wenn man sich das jenseits
des Querschnitts gelegene FEnde des aufgeschnittenen Rings
gehalten denkt. Diesen Verschiebungen und Drehungen sind

aber die Differentialquotienten von A nach N, 7, M, nach dem
Satze von Castigliano gleich und die Differentialquotienten von
A sind daher gleich Null zu setzen.

Man bemer

Formiinderungsarbeit ohne vieles Nachdenken ganz mechanisch

<t hier wieder, wie der Satz von der kleinsten

von selbst zu der richtigen Liésung fiihrt.

“il‘ 1Il|i|_'£|t':' VIl ]\'1'1['1'“ hl..[!tl _f_:'i-\'\'lnl|lll|ir|1 von 1;']]1,;_:'||-r||==r'



$ 37. Berechnung der ebenen Spiralfedern. 241

(Hestalt. Wenn man die Mittellinie als eine i:||]|;-| bhetrachtet.
kann ‘man die Berechnung auf ganz dhnliche Art durehfiithren,
wie es 1m ]';ill.',.'.‘-‘mf_fl' des |r:1."a:;1'r'ii;|ilt'l| fiir den Eil'u'isl'r'1|'||1if_r--1|
Ring gezeigt wurde. Bei der Ausfithrune der Inteeration
kommt man aber in diesem Falle auf elliptische Integrale.
Est ist daher besser. wenn man in solchen Fillen zum Ersatze
der Integration durch eine Summirung endlicher Theile, also
gu einer mechanischen Quadratur seine Zuflucht nimmt. Ab
_I_?'i'ﬁr‘ht'll von der dadurch veranlassten etwas |[I_|’L'_f:\1il.'l'i_'_EL‘i'l'Il
Rechnung macht die Losune der Aufeabe aber auch in diesem
Ka

Auf eme n

e car keine BSchwierigkeiten von grundsitzlicher Art.

dieser Weise durchegefithrte Berechnune von

Kettengliedern, bei der sowohl die Bernouillische Annahme, als

die Annahme des gradlinigen Spannungsvertheilungsgesetzes
beriicksichtiogt 1st, habe ich schon in 8§ 31 hincewilesen. In

Zusammenhange hiermit beachte man jedoch aunch die An-

merkune auf . 238,

§ 5. Berechnung der ebenen Spiralfedern.

Wenn die Feder (vgl. Abb. 48) anfgezogen, d. h. wenn die
in der Mitte liegende Spindel gedreht wird, withrend das fiussere
Ende der Feder testoehalten 1st,

verbiegt sich jedes Liéngenelement

il s der Mattellinie zu einem kleineren ek :
Kriimmungshalbmesser. Die ganze | [ [ | & (] | K
Drehung Ag der Spindel 1st gleich 1\ \ ' S . I:'I
der Summe der elastischen Winkel- Rz “F/ -
anderungen Adg der aufeinander e il N ¥
folgenden Querschnitte jedes Ele r

Abb. 4%

mentes ds. Zugleich tritt an dem

dusseren Finde eine Kraft P aunf, mit der die Feder an der
Befestigungsstelle zuriickgehalten wird. Die Richtung dieser
Kraft P ist senkrecht zu dem nach der Befestigungsstelle von
der Mitte aus gezogenen Radiusvector anzunehmen, denn eine
in der Richtung dieses Radiusvectors angebrachte fussere

Fippl, Festigkeitslohre, 2. Aufl. 16
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