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200 Vierter Abschnitt. Das ebene Fachwerk.

annehmen kann, als iiberzihlige Stiibe vorkommen, worauf die
ibrigen so ermittelt werden ktnnen, dass an jedem Knoten-
punkte Gleichgewicht hergestellt wird. Nattirlich kann von
allen diesen unendlich vielen Werthsystemen der Stabspannungen
oder ,Spannungsbildern® wie man dafiir oft zu sagen pflegt,
nur eines wirklich zu Stande kommen. Die blossen Gleich
sewichtshedingungen gentigen aber nicht, nm dieses unter den
zuniichst als moglich erkannten herauszufinden. Dazu muss
man auf die elastischen Formiinderungen der Stibe eingehen,
wie spiter gezeigt werden wird. In diesem Abschnitte soll
aber von den statisch unbestimmten Fachwerken nicht weiter
die Rede sein.

Ein Verfahren, das auf alle Fille zur Berechnung der
Stabspannungen in beliebig gegliederten statisch be-
stimmten Fachwerken ausreicht, soll hier sofort angegeben
werden. wenn es auch wegen der Umstindlichkeit der Rech-
nung praktisch nicht gut verwendbar ist. Dafiir hat es aber
den Vorzug, eine grundsiitzlich sehr einfache und darum auch
besonders leicht verstindliche Vorschrift anzugeben, nach der
es immer moglich sein muss, die Stabspannungen zu finden.
Es eignet sich daher besonders zur Anstellung allgemeiner Be-
trachtungen iiber das Spannungsproblem und findet seinen Platz
am besten am Hingange zu diesen Untersuchungen. Die fiir
die praktische Ausfithrang bequemeren Methoden folgen erst
in den spiiteren Paragraphen.

Man denke sich alle Stiibe von 1 bis m nummerirt. Einer
dieser Stibe mit der Nummer ¢ hat die unbekannte Stab-
spannung S;, wobei durch das Vorzeichen zwischen Zug- und
Druckspannung unterschieden sein soll. Nun betrachte man
einen der beiden Knotenpunkte, zwischen denen der Stab <
verliuft. Die Gleichgewichtshedingung erfordert, dass die geo-
metrische Summe aus den an thm angreifenden Stabspannungen
und der daran angebrachten Last gleich Null sein muss. Wir
kinnen diese Bedingung auch durch das Anschreiben von zwel
Componentengleichungen ersetzen. Es muss also sowohl die

Summe der Horizontalcomponenten als die Summe der Vertikal-
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componenten aller Krifte gleich Null sein. Die Horizonta
componente von .5; finden wir aus §; durch Multiplikation mit
dem Cosinus des Neigungswinkels, den die Stabrichtung mit

der Horizontalen bildet. Da die Gestalt des Fachwerks ge-

geben 1st, kennt man alle diese Richtungswinkel; ausserdem
kann auch das Vorzeichen der [{-.’r!‘i}’,t'l-lﬂ.ii]l'ih]]]}m]](‘]]h- von S:
sofort angegeben werden, indem man den Pfeil von S; an dem
Knotenpunkte so eintriigt, wie er einer Zugspannung im Stabe i
entspricht. Sollte nachher S; in Wirklichkeit als Druckspannung
gefunden werden, so kehrt sich ohnehin das Vorzeichen des
Produktes aus S; und dem Richtungscosinus um, weil S; dann
durch eine negative Zahl angegeben wird. Das unter der
ersten Annahme bestimmte Vorzeichen bleibt daher auf jeden
Fa

| richtig.

In jeder der beiden Componentengleichungen kommen
demnach nur die Spannungen S; u. s. f. der an dem Knoten-
punkte angreifenden Stiibe als Unbekannte vor. Denn auch
die #Husseren Krifte oder Lasten, sowie deren Componenten in
horizontaler und vertikaler Richtung mfissen als gegeben vor-

-

ausgesetzt werden, wenn die von ihnen hervorgebrachten Stab-
spannungen berechnet werden sollen.

Nachdem in derselben Weise fiir alle Knotenpunkte je
zwel Componentengleichungen angeschrieben sind, hat man im
Granzen 2n Gleichungen, in denen nur die m Stabspannungen
vorkommen und die fiir diese siimmtlich vom ersten Grade
sind. Man kann also nun die Stabspannungen durch Auflésen
dieser (ileichungen berechnen. Dies fiihrt zwar zu umstind-
lichen Zahlenrechnungen (bei der Ermittelung der Determinanten,

g
durch die die Lésung angegeben wird) kann aber zu keinen
Schwierigkeiten anderer Art Veranlassung geben.

Hierbei ist jedoch auf einen Umstand wohl zu achten.
Jedenfalls miissen nimlich die #usseren Kriifte, die als Lasten
an den Knotenpunkten, im Uebrigen zwar ganz willkiirlich
angebracht sind, unter sich ein Gleichgewichtssystem bilden,
weil sonst iiberhaupt kein f§l|.»1L‘Jl}.{t'-\'\'it"hr miglich wire. Nach-

dem wir aber die Gleichgewichtshbedingungen an jedem Knoten-
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punkte durch Aufstellung der Componentengleichungen aus
gedriickt haben, ist damit die Bedingung fiir das Gleichgewicht
der iusseren Kriifte schon mit ausgesprochen. Jene 27 Com-
ponentengleichungen enthalten daher mehr, als nur die Be-

dingungen, denen die Stabspannungen geniigen miissen. Drel

von ihnen — denn so gross ist die Zahl der zwischen Kriiften
in der Ebene bestehenden Gleichgewichtsbedingungen — dienen

vielmehr zum Nachweise fiir das Gleichgewicht zwischen den
ausseren Kriften und fiir die Ermittelung der Stabspannungen
bleiben nur 21 — 3 Componentengleichungen iibrig.

Am einfachsten stellt man sich die Sache so vor, dass die
Lasten an allen anderen Knotenpunkten bis aunf zwel ganz
willkiirlich, ohne’ Riicksicht auf Gleichgewichtsbedingungen,
oewihlt wurden. Auch an einem der beiden iibricen Knoten-
punkte mag noch die Horizontalecompornente der Last beliebig
angenommen werden. Dann miissen aber, damit (leichgewicht
zwischen den fusseren Kriiften bestehe, die beiden Componenten
der Last am letzten Knotenpunkte, sowie die Vertikalcomponente
am vorhergehenden Knotenpunkte den Gleichgewichtsbedingungen
entsprechend gewiihlt werden. Wenn man darauf achtete, dass
die beiden Knotenpunkte nicht auf derselben Vertikalen lagen,
konnen die drei Componenten auch immer, wie man leicht
einsieht, sofort in eindeutiger Weise so berechnet w erden, dass
das Gleichgewicht- gesichert ist. Anstatt eines solchen direkten
Verfahrens kénnen wir uns dazu aber auch die drer Compo
nentengleichungen fiir die betreffenden Richtungen an den
beiden Knotenpunkten benutzt denken. Man schreibe diese
unter den 2n Componentengleichungen etwa zuletzt an. Die
vorausgehenden 2Zn — 3 iissen dann zur Ermittelung der
Stabspannungen ausreichen. Nachdem sie nach den Stab
spannungen aufgelost sind, bleiben dann in den drei letzten
nur noch die drei Componenten der #usseren Krifte als Un-
bekannte iibrig.

Durch diese Anordnung vermag man also aus den 2n

(ileichungen jene 2n — 3, die zur Berechnung der Stabspan-

nungen zu verwenden sind und jene 3, die nur die (Gleich-
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gewichtshedingungen zwischen den Husseren Kriiften darstellen.
sofort auszusondern. - Natiirlich ist diese Aussonderung, wie

man zugleich erkennt, noch auf sehr verschiedene Art miglich.

Jedenfalls bleiben aber stets 2» — 3 Gleichungen zwischen den

m unbekannten Stabspannungen zur Verfiigung.

Auch hieraus erkennt man — und zwar diesmal ohne jede
Voraussetzung iiber die Gliederung des Fachwerks —, dass die
Zahl der Stibe

1 2n 3

betragen muss, wenn das Fachwerk statisch bestimmt sein soll.
Auch ob etwa ein Ausnahmefall vorliegt, muss sich beim
Auflosen der 27 — 3 Gleichungen herausstellen. Die  Glei-
chungen gentigen némlich nur dann zur Ermittelung der Un-
bekannten, wenn sie alle unabhiingig von einander sind und
sich nicht widersprechen. Sollte eine von ihnen schon eine
nothwendige Folge der iibrigen sein, so miisste sich dies bei
Benutzung der Determinanten zur Auflésung darin zeigen, dass
die Eliminationsdeterminante (oder die Determinante aus den
Uoetficienten der Unbekannten) zu Null wiirde, Ausserdem
kann diese Determinante, auch ohne dass eine solche Abhiingig-
keit der Gleichungen von einander besteht, zu Null werden.

Auch dies entspricht einem Ausnahmefalle. Die Stabspannungen

werden dann bei beliebig gegebenen Lasten, wie aus der Lisung
der Gleichungen folgt, unendlich gross. Ein solches Fachwerk
ware natiirlich fiir die Ausfiihrung un-
brauchbar,

o

Sehliesslich seien noch beide Fille an

einfachen Beispielen vorgefithrt. Um fiinf

Knotenpunkte unverschieblich mit einander 7 i
2t verbinden, braucht man, wie aus GI1. (33)
f;tL'.]'\'Ul'}_':i_'}”'l, sieben Stitbe. Wollte man diese ;
aber etwa so vertheilen, wie in Abb. 7R Abb, 78,

so wiirde man den Zweck trotzdem nicht

erreichen. Das Viereck mit den beiden Diagonalen hat einen
Stab zu viel und dieser fehlt zur Befestigung des fiinften
Knotenpunktes.
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Der andere Fall kommt bei Abb. 79 vor. Hier sind die
ersten 4 T\rmtml:mnn’r:- zu einem statisch und n'r‘unn-l]'im-h he-
stimmten Fachwerke durch die zwischen ihnen gezogenen Ptibe
verbunden und auch der letzte Knotenpunkt 5 ist vorschrifts
missie durch zwei Stibe angeschlossen. Hier wiire also gegen
die Gliederung nichts einzawenden, wenn nicht die heiden zum
Knotenpunkte 5 gehenden Stibe aut dieselbe Grade fielen.
Dadurch wird der Ausnahmefall bedingt.

Geometrisch erkennt man dies daran, dass sich Punkt 5
senkrecht zur gemeinsamen Richtungslinie beider Stibe um
eine unendlich kleine Strecke #zu verschieben vermag, obhne
dass sich die Stablingen um mehr als um unendlich kleine
Grossen zweiter Ordnung zu fndern brauchten. Oder mit
anderen Worten: da die Stibe praktisch

Z 2 % - : . &

: ihre Liingen immer um kleine Grossen
7zu Hndern vermogen, S0 entsprechen
diesen Wege des Knotenpunktes o, die
weit grosser sind, als diese Lingen-
inderungen und jedenfalls grosser, als

2 ok man es bei einem Fachwerke im all-
ini gemeinen dulden kann. Die Stabver-
bindung ist, wie man im Volksmunde zu sagen pflegt, ,,wackelig®

Auch vom statischen Gesichtspunkte zeigt sich, dass eln
Ausnahmefall vorliegt. Qobald man eine Last am Knoten-

punkte D anbringt, die zur Stabrichtung rechtwinklig ist, kann

kein Gleichgewicht zwischen ihr und den -‘-wum]nmn.mw‘u-n he-
stehen. Der Knotenpunkt wird also jedenfalls etwas auswe ichen.
Sobald dies geschehen ist, ist der Ausnahmefall nicht mehr
genau verwirklicht. Ist der Knotenpunkt unendlich wenig aus
nu]{hc m, was man bei unnachgiebigen Stiitben allein voraus-
setzen kann, so kann man nachher ein Kri iftedreieck zeichmnen,
bei dem aber der der Last gegeniiberliegende Winkel unendlich
klein ist. Die Stabspannungen werden dann unendlich gross.

Unendlich grosse ""'1';1\'}~';pu.:mllﬂ:ﬁ:n sind freilich niecht mehr
zu befiirchten, wenn man eine Belastung des Knotenpunktes D

vermeidet, die fusseren Kriafte also nur an den vier iibrigen
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Knotenpunkten angreifen lésst. Dann kommt aber der Knoten-
punkt 5 itberhaupt nicht mehr in Betracht und die beiden von
ihm ausgehenden Stibe kénnen durch einen einzigen, unmittel-
bar zwischen 1 und 4 gefithrten Stab ersetzt gedacht werden
Das Fachwerk 1, 2, 3, 4 ist daher fiir solche Lasten zwar stabil,
aber zugleich statisch unbestimmt, da es einen Stab zu viel
enthiilt, — Man thut gut, sich diese Dinge an dem einfachen
Beispiele genau zu iiberlegen, weil in den verwickelteren Fillen,
die spiiter besprochen werden sollen, die Verhiltnisse im All-

gemeinen ganz ihnlich liegen.

§ 52. Die Grundfigur.

Ein statisch bestimmtes Fachwerk mit % Knoten enthilt,
wie wir sahen, 2# 3 Stibe. Stellen wir nun fiir jeden
Knotenpunkt fest, wie viel Stiibe grade von ihm ausgehen, und
addiren alle diese Zahlen, so erhalten wir, da jeder Stab dabei
zweimal gezihlt wird, 4n — 6. Die durchschnittliche Anzahl
der von einem Knotenpunkte ausgehenden Stibe betrigt
hiernach

L “ 'iJIIE.[_‘r ‘:I' ?
it 7

s miissen also jedenfalls Knotenpunkte vorkommen, von
denen hichstens drei Stiibe ausgehen. Ist n kleiner als 6, so
sinkt ‘die durchschnittliche Stabzahl unter drei und es miissen
dann auch Knotenpunkte mit nur zwei Stiben vorkommen.
Wenn aber n mindestens gleich 6 ist, kann es semn, dass von
keinem Knotenpunkte weniger als drei Stibe ausgehen. In
diesem Falle vermag man den Kriifteplan nicht in der friiher
besprochenen einfachen Weise zu entwerfen; der Unterschied
gegeniiber dem anderen Falle ist daher ein sehr wesentlicher.

Enthilt das gegebene Fachwerk zuniichst wenigstens einen
Knotenpunkt, von dem nur zwei Stéibe ausgehen, so mag dieser
sammt den beiden Stiben fortgeloscht werden. Findet man in
dem Reste wiederum einen Knotenpunkt, an dem jetzt nur

noch zwei Stibe angreifen, so mag auch dieser mit seinen
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