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Richtungslinie als Fliche zweiter Ordnung m zwei Punkten
getroffen wird. Durch jeden dieser Schnittpunkte geht ein
Strahl der Regelschaar, der auch die drer anderen trifit.
Schreibt man nun fiir jede der beiden Schnittgraden als Mo-
mentenaxen eine Momentengleichung an, so erhilt man zwei
Gleichungen, in denen die Grossen der beiden letzten Kriifte
als Unbekannte vorkommen. Diese muss man nun freilich
immer noch nach den Unbekannten auflisen; aber es ist klar,
dass die Auflosung von zwei Gleichungen viel weniger Miihe
macht, als die Auflésung von sechs bei dem frither besprochenen
allgemeinsten Verfahren.

Die wirkliche Aufsuchung der beiden Graden, die man
durch vier der gegebenen Richtungslinien zu legen vermag,
kann freilich selbst so viel Schwierigkeiten machen, dass das
Verfahren keinen Vortheil mehr bietet. Praktisch liegt aber
die Sache bei solchen Fillen, wie sie in den Anwendungen
vorkommen konnen, gewdhnlich viel einfacher: gewOhnlich
kann man hier die beiden Schnittgraden ohne Weiteres angeben.
Man nehme z. B. nur an, dass die sechs Richtungslinien wenig
stens paarweise in einer Kbene liegen, also etwa 1 und 2 in
einer Ebene und 3 und 4 in irgend einer anderen. Verbindet
man dann den Schnittpunkt von 1 und 2 mit dem Schnitt
punkte von 3 und 4, so hat man sofort eine der beiden ge-
snchten Graden. Die andere ergibt sich als Schnittlinie der

Ebene 1, 2 mit der Ebene 3, 4.

§ 30. Praktische Anwendungen dieser Gerlegungsaufgabe.

Die wichtigste Anwendung, die von den vorausgehenden
Untersuchungen gemacht werden kann, bezieht sich auf die
Ermittelung der Spannungen von Stidben, durch die zwel starre
Korper fest mit einander verbunden werden. Aus den Unter-
suchungen des ersten Bandes i1st bereits bekannt, dass ein
starrer Korper relativ zu einem zweiten, der als feststehend
angenommen wird, wenn gar keine Fessel zwischen beiden be-

=

steht, sechs Freiheitsgrade der Bewegung besitzt. Daraus
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denen jede einen Freiheitsgrad der Bewegung aufhebt, an-
legen miisse, um beide Koérper in feste Verbindung mif e

ander zu bringen. Solche Fesseln sind im einfachsten Falle

Stibe, die zwischen geeignet ausgewahlten Punkten beider
Kérper angebracht werden und die eine Entfernungsinderung

zwischen ihren Endpunkten verhindern.

Wollte man Stiibe verwenden, die an den Endpunkten
steif mit beiden Korpern verbunden wiiren, so dass sie sich
nicht gegen diese zu drehen vermdchten und die auch zugleich
widerstandsfiihig genug gegen Verbiegen und Verdrehen con-
struirt wiiren, so wiirde zwar offenbar schon ein einziger Stab
ausreichen, um zwei starre Korper unverinderlich mit einander
zu verbinden. Hier wird aber, wie schon in fritheren Fillen,
vorausgesetzt, dass die Verbindungsstiibe nur gegen Zug und
Druck hinreichend widerstandsfihig sind und dass sie sich
daher auch namentlich an den Befestigungsstellen leicht etwas
gegen die mit ihnen verbundenen Kirper zu drehen vermogen,
so dass man dem wirklichen Verhalten ziemlich nahe kommt,
wenn man annimmt, dass die Verbindung an diesen Stellen
gelenkférmig (nach Art eines Kugelgelenkes) bewirkt sei. Dies
entspricht anch der constructiven Praxis, in der man, wenigstens
hei grissseren Ausfithrungen, Stabverbindungen immer so an-
zuordnen sucht, dass die Widerstandsfiihigkeit der Stibe gegen
Zug und Druck schon vollstéindig ausreicht, um die Unver-
schieblichkeit des ganzen Verbandes zu sichern. In diesem
Falle wird, wie schon frither nachgewiesen wurde, durch emen
Stab nur ein Freiheitsgrad der Relativhewegung vernichtet
und man braucht dann mindestens sechs Stibe, um eme steife
Verbindung zwischen beiden Kérpern herzustellen. Diese Zahl
reicht auch, wenn Ausnahmefille vermieden werden, zur Er-
reichung des Zweckes 1m Allgemeinen aus.

Ergiinzt wird diese, auf die Bewegungslehre des starren
Korpers gestiitzte Ueberlegung durch die Auseinandersetzungen
des vorigen Paragraphen. Wenn nimlich die Stibe im Stande

sein sollen, beide I{f'.;riul-r wirksam cegen einander abzustiitzen,
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niiissen  die ?‘;[lelllllllllgi-u. die sie zwischen bheiden ié}u-l‘Tr'r:}_l;q'r'..
ausreichen, um gegeniiber allen Lasten, die an einem von ithnen
beliebig angebracht werden konnen, Gleichgewicht herzustellen,
Von diesen Spannungen sind die Richtungslinien, die mit den

Stabmittellinien zusammenfallen, gegeben. Man muss daher

jede beliebig an einem der beiden Korper angebrachte Last
nach den WStabrichtungslinien so zerlegen konnen, dass die
Stabspannungen m Verbindung mit der gewiihlten Last an
dem betreffenden starren Korper ein (leichgewichtssystem
bilden. Wir sahen aber, dass sechs Richtungslinien gegehen
sein miissen, wenn die Zerlegung in jedem Falle eindeutig

ausfithrbar sein soll. In [.t*l']I'l'l'i]].‘-ClI-!]JIIIiIJJ_‘_l\' mit dem fritheren

Ergebnisse folgt demnach auch aus der auf die Kriiftezerlegung
gestiitzten Betrachtung, dass sechs Stiibe zur Herstellung einer
ausreichenden Abstiitzung zwischen beiden Korpern erforderlich
sind. Zugleich kinnen wir uns auch hinsichtlich der Aus-

nahmefiille, die bei der Anordnung der Stibe vermieden werden

miissen, aut die dariiber 1m vorigen Paragraphen angestellten
Auseinandersetzungen beziehen.

Sehr hiiufig ist einer der Korper, die durch die sechs
Stibe mit einander verbunden werden sollen, die feste Erde.
Der zweite soll dann durch die Verbindungsstibe vollstindig
festgehalten werden, so dass er gar keine Bewegungen gegen
den irdischen Raum mehr auszufithren vermag. Man denke
etwa, um ein ganz einfaches Beispiel zu haben, an eine Tisch
platte. Schon emn einziges Tischbein geniigt, um die Tisch-
platte unverriickbar festzuhalten, wenn es steif genug con-
stroirt und sowohl an der Tischplatte selbst als am Fussboden
fest verschraubt wird, so dass jede Drehung an den Enden
vermieden ist. Freilich ist diese Stittzung, weil dabei die
Biegungselasticitiit des Beines in Frage kommt, weniger zu-
verlissig, falls auch klemere Bewegungen der Platte stiirend
empfunden werden. Wollte man das Bein nur einfach unten
aufstellen, ohne es zn verschrauben, so kionnte der Tisch um
fallen, weil nun eine Drehung um den Fuss moglich wiire.

Versieht man eine Tischplatte mit drel nicht in einer Ebene
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liegenden Beinen, die gegen die Platte starr verbunden sind,
so ist eine Abstiitzung der unteren Enden gegen Drehung
nicht mehr néthig. Es geniigt wenn nur dafiir gesorgt wird,
dass die unteren Enden sich in der Ebene des Fussbodens
nicht zu verschieben und sich aunch nicht von ihr abzuheben
vermogen.

Bei einem solchen dreibeinigen Tische werden aber, wenn
er wirklich durch Festhalten der unteren Enden unverschieblich
aufgestellt ist, die Beine auf Biegung in Anspruch genommen,
wenigstens immer dann, wenn an der Tischplatte horizontale
Lasten oder Lasten mit horizontalen Componenten angreifen.

Der Biegungselasticitiat der Beine entspricht zugleich die Mog-
lichkeit von Verschiebungen der Tischplatte von derselben
Grossenordnung, sobald horizontale Lasten auftreten. Die
sicherste Aufstelling der Tischplatte erhiilt man erst durch
Anbringung von sechs Beinen, die nur gegen Zug und Druck

zu widerstehen brauchen. Da die elastischen Liingeniinderungen
bei Zug

g}

— oder Druckbelastung im Allgemeinen viel kleiner
sind, als die Biegungspfeile bei einer Inanspruchnahme aunf
Biegung, wird die Tischplatte bei einer passend angeordneten
Stiitzung durch sechs Beine viel sicherer und unverriickbarer
aufgestellt, als im vorigen Falle.

Natiirlich miissen bei der Anordnung der Beine auch hier
wieder die Ausnahmefiille vermieden werden. Is diirfen also
z. B. nicht alle Beine parallel zu einander sein; vielmehr diirfen,
wie wir schon frither fanden, nur hochstens drei der sechs
Stabrichtungslinien parallel zu einander (oder von einem Punkte
aus) gehen. Dagegen diirfen die Beine nun nicht nur am Fuss-
boden, sondern auch an der Tischplatte frei (etwa um Kugel
gelenke) drehbar befestigh sein.

Die mdéglichst unverschiebliche Aufstellung einer Tisch-
platte ist z. B. bei geoditischen Instrumenten, etwa bei einem
Messtische, erwiinscht. Betrachtet man das Messtischgestell,
so sieht man auf den ersten Blick freilich nur drei Beine.
Jedes von diesen ist gegen die Tischplatte um ein Gelenk,

jedoch nicht um ein Kugelgelenk, sondern um em eylindri-
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sches Gelenk drehbar befestigt. Hierbei treten immer noch
Biegungsbeanspruchungen der Beine in Folge von horizontalen
Lasten an der Tischplatte anf. Thatsiichlich wird aber, um
diese, bezw. die ihnen entsprechenden Biegungspfeile zu ver
meiden oder zu vermindern, jedes Bein nach oben hin ver-
breitert. Bei vollstindiger constructiver Durchbildung in diesem
Sinne wird schliesslich jedes der drei Beine in zwei Stiibe
aufgeldst, die unten zusammenstossen, withrend sie nach ohen
auseinandergehen und an den beiden Enden des dann verhiilt-
nissmiissig langen, gemeinsamen Gelenkbolzens befestigt sind.

In solchen Fillen sieht man oft schon sehr deutlich das
Bestreben des Constructeurs eine Stiitzung durch sechs Stibe
herbeizufiithren. Freilich sind die Lasten, die in horizontaler
Richtung an der Tischplatte eines geodiitischen Instrumentes
vorkommen, so gering, dass die Stiitzung durch sechs Stibe,
die blos auf Zug oder Druck in Anspruch genommen werden,
immerhin keine so wichtige Rolle spielt, als in anderen Fiillen.
Man nehme etwa an, dass eine griissere Platte, auf der eine
Maschine aufgestellt werden soll, oder die von Menschen be-
gangen werden soll, in einer Hiohe von einigen Metern iiber
dem IFussboden mit den einfachsten und dabei wirksamsten
Mitteln abgestiitzt werden soll. Dann wird man immer sechs
Stiibe als Beine zu verwenden haben, wenn nicht etwa in Folae
einer grossen horizontalen Ausdehnung der Platte die Zahl
noch erhiht werden muss, um die Platte durch eine Unter-
stiitzung in mehr Punkten selbst widerstandsfihiger gegen

eigene Formiinderungen zu machen, die sie etwa unter den

Lasten erleiden konnte. Fillt aber ein solcher Grund weg,
ist also die Platte hinreichend widerstandsfithig, um sie genat
genug als starren Korper betrachten zu kinnen, so wird man
stets am besten thun, sich mit der nothwendigen Anzahl von
sechs Stiben zu 1hrer .‘"'\r,-‘.']i.y,!_u]f_-' 71 l|r_\_L__r;!]E'é.'_fé-‘ll.

Ein solcher Fall wird z. B. durech Abb. 70 'in axono
metrischer Zeichnung zur Darstellung gebracht. Von den
sechs Stiben laufen. wie es gewdhnlich der Fall sein wird, jé

ZWel 11

einem Punkte zusammen, hier die Stibe 1 und 2 in

Fippl, Gra s Statik 14
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einem Punkte der Tischplatte, und 3 und 4 bezw. 5 und 6
in je einem Punkte des Fussbodens. An der Tischplatte moige
ireend eine beliebig gerichtete Last 33 angreifen; man soll die

dadurch in den sechs Beinen hervor-

gebrachten Stabspannungen ermitteln.

Man sucht zuniichst eine Momenten
axe auf. die durch mindestens vier Stiibe,
etwa durch 1, 2, 3, 4 geht. Kine solche
erhalten wir durch Aufsuchen der Schnitt

linie der Ebenen 1,2 und 3, 4. Das ist

die in der Abbildung mit mm bezeich

nete f}l’]‘:li]t-:_ gie rl{-ht ‘illli‘J' 1|1Hl]'|=1'lit'_,

i weil heide Ebenen 1,2 und 3, 4 loth-

Abb. 0. | r -
recht vorausgesetzt waren. Zugleich er-

angt man hier noch von selbst den weiteren Vortheil, dass

mm auch noeh die Richtungslinie 5 schneidet. Sie ist niimlich
parallel zu ihr, da Stab 5 lothrecht steht, und dies entspricht
einem Schnitte. denn dass dieser erst im Unendlichen erfolgt,
bleibt fiir unseren Zweck gleichgiiltig.

Die Spannung des Stabes 6 kann demnach sofort aus
einer einzigen, fiir die Axe mm aufgestellten Momentengleichung
berechnet werden. Hierbei erinnern wir uns, dass man die
Momente in Bezug auf Axen immer am einfachsten erhilt,
wentt man die Krifte auf eine zur Axe senkrecht stehende
Ebene projicirt und die Momente in dieser Ebene von den
Krifteprojektionen in Bezug anf den Punkt nimmt, n dem
die Axe die Projektionsebene trifft. Das wiire also hier die
Girundriss-Ebene. In einem praktisch vorliegenden Falle wird
man ohnehin schon eine Grundrisszeichnung des Tisches und
der an ihm angreifenden Lasten besitzen. Die axonometrische
Zeichnung dient nur als Uebersichtszeichnung, die nicht 1m
Maassstabe aufeetragen zu werden braucht, sondern blos frei-
hiindig entworfen wird. — Fiir den Fusspunkt des Stabes
schreibt man also im Grundrisse die Bedingung an, dass das
Moment der Projektion von P gleich dem Momente der Pro-

icktion der Stabspannung 6 sein muss. Daraus findet man
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sofort die Projektion der Stabspannung 6 und hieraus auch,
da die [EJL‘Iltllltf_t‘r%[i:!}ii' des Stabes bekannt ist. (unter Zuhiilfe-
nahme des Aufrisses) die 5t;tit.~51::mnu|lg 6 selbst. Man sieht
auch leicht schon aus der axonometrischen Zeichnung, dass
Stab 6 durch die angegebene Last 8 in Druckspannung ver-
setzt wird.

Hiitte sich mam nicht zufillie auch mit der Richtungslinie

es Stabes D geschnitten, so wiiren in der Momentengleichung
zwel unbekannte Stabspannungen vorgekommen. In diesem
Falle hiitte man noch die zweite Gerade aufsuchen miissen;
die durch die Stibe 1, 2, 3, 4 gelegt werden kann. Dies ist
die Gerade nn, die den oberen Endpunkt von 1 und 2 mit
dem unteren Endpunkte von 3 und 4 verbindet. Dann wird
das Verfahren freilich umstindlicher, da man nun B, 5 und 6
auf eine zu nn senkrechte Ebene zu projiciren und in dieser
(nach Umklappen) die Momentengleichung aufzustellen hat. —
Wir wollen indessen jetzt bei dem einfacheren Beispiele bleiben.

Grerade so wie 6 kann man natiirlich auch die Stabspan-
nung 3 ermitteln, indem man die Schnittlinie der Ebenen 1,2
und 5, 6 als Momentenaxe wihlt. Auch dies erfordert nur das
Anschreiben einer einfachen Momentengleichung im Grundrisse.

Hierauf gehe man zur Ermittelung der Stabspannungen
L und 2 iiber. In diesem Falle vermag man keine Momenten-
axe zu zichen, die ausser den vier iibrigen Stiben auch noch
einen von jenen beiden schnitte. Man muss daher zwei Mo-
mentengleichungen anschreiben und sie nach den Unbekannten
I und 2 auflésen. Diese Liosung gestaltet sich indessen hier
ganz einfach.

Fine der beiden Momentenaxen, die durch die Stabrichtungs-
linien 3, 4, 5, 6 geht, ist die Verbindungslinie der Fusspunkte
dieser vier Stibe. Diese Axe liegt in der Grundrissebene und
projicirt sich in einem rechtwinklig zur Axe gezeichneten Auf-
risse als Punkt. In diesem Aufrisse decken sich ferner die
Projektionen von 1 und 2. Man findet daher aus einer ein-
fachen Momentengleichung im Aufrisse sofort die Summe der
Vertikal-Componenten von 1 und 2.

12%
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Die andere durch die Linien 3, 4, 5, 6 gehende Momenten
axe ist die unendlich ferne Schnittlinie der beiden durch 3
and 4 und durch 5 und 6 gelegten parallelen Ebenen. Immer
wenn man auf eine Momentengleichung fiir eine un-
endlich ferne Axe gefiihrt wird, hat man zu bheachten,
dass eine solche gleichwerthig mit einer Componenten-
gleichung ist, die fir die wirkliche Ausrechnung an
‘hre Stelle tritt. Die Lage einer unendlich fernen Axe wird
nimlich als Schnitt eines Biischels paralleler Ebenen definirt,
Ferner kommt es bei dem Momente in Bezug auf eine Axe
nur auf jene Componente der Kraft an, die im Angriffspunkte
der Kraft rechtwinklig zu der von der Axe aus durch den
Angriffspunkt gelegten Ebene steht. Alle diese Componenten
gehen aber bei unendlich ferner Lage der Axe in derselben
Richtung und da ferner alle Hebelarme, weil sie sich nur um
endliche Betriige von einander unterscheiden, als gleichgross
anzusehen sind. so vereinfacht sich die Momentengleichung in
der That zu der Bedingung, dass die algebraische Summe der

in der Richtung senkrecht zu jemem Kbenenbiischel genom

menen Componenten aller Kriifte gleich Null semn muss.

In unserem Falle erhalten wir also eine Gleichung, die
ausdriickt, dass die algebraische Summe aus den Horizontal-
Componenten von 1 und 2 und der parallel zur Verbindungs-
linie der Fusspunkte von 1 und 2 genommenen Componente
von B gleich Null sein muss. Diese Gleichung in Verbindung
mit der vorher schon gefundenen Momentengleichung gestattet
sofort die Auflésung nach den beiden unbekannten Stabspan-
nungen 1 und 2.

Nimmt man z B. an, dass die Last 98 lothrecht gerichtet
sei, so lehrt die Componenten- Gleichung, dass die Horizontal
projektionen der Spannungen ] und 2 gleichgross sind und
mit entgecengesetztem Pfeile an der Tischplatte angreifen.
Daraus folgt zugleich, dass auch beide Stabspannungen gleich-
gross und von gleichem Vorzeichen sind. Dies gilt dann auch
von den Vertikal-Componenten und aus der Momentengleichung

in der Aufriss-Ebene. die die Summe beider Vertikal-Compo
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nenten kennen lehrte, erhalten wir durch Halbiren des gefun-
denen Werthes auch die Grisse einer Componenten und hier-
mit die Grosse der Stabspannungen.

Wiire dagegen etwa P horizontal und zwar parallel zur
Verbindungslinie der Fusspunkte von 1 und 2 gerichtet, so
wiirde man zuerst aus der Momentengleichung in der Aufriss-
Ebene schliessen, dass die Summe der Vertikal-Componenten
von 1 und 2 Null sein muss, d. h. dass beide Stiibe Span

eicher Grisse und entgegengesetztem Vorzeichen

s

nungen von g
haben miissen. Aus der Componenten-Gleichung wiirde dagegen
folgen, dass beide im gleichen Sinme an der Tischplatte an-
areifenden Horizontal-Componenten zusammen gleich der hori-
zontalen Belastung P sein miissen, so dass auf jede von ihmen
die Hiilfte davon entfillt. Die Stabspannungen 1 und 2 sind
hiermit bekannt.

Bei der zur vorigen rechtwinkligen Lage einer Horizontal-
belastung B folgt — und zwar diesmal aus der Componenten-
(leichung —, dass die Stabspannungen gleichgross und von
gleichem Vorzeichen sind, wiihrend die Momenten-Gleichung
die absoluten Betriige kennen lehrt. — Aber auch bei be-
liebiger Richtung von I macht die Auflésung der Componenten-
und der Momenten-(Gleichung nach den beiden Unbekannten
niemals Schwierigkeiten.

Nachdem man von einigen Stiiben die Spannungen bereits
ermittelt hat, kann die der noch iibrigen (also hier die von 4
und 5) viel einfacher berechnet werden. Man braucht ndmlich
jetzt nicht mehr zu scheuen, dass in einer neu aufzustellenden
Momentengleichung zugleich die Momente der anderen Stab-
spannungen auftreten, weil man von diesen die Werthe schon
kennt. Projicirt man also den Tisech auf eine zu den Rich-
tungen von 4 und 5 parallele Ebene, so kommen in dieser
nur zwei unbekannte Krifteprojektionen vor und indem man
etwa den Momentenpunkt auf die Richtung von 4 legt, erhilt
man aus der Momentengleichung sofort die darin allein noch
unbekannte Spannung des Stabes b.

Schliesslich moge noch darauf hingewiesen werden, dass
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man die Lisune der Aufoabe zuweilen erheblich abkiirzen
kann, wenn man eine Projektion anzugeben vermag, in der
sich je zwei Stiibe decken, so dass in ihr nur noch drei von
einander verschiedene Stabrichtungen auftreten. Auch dies ist
bei dem zur Erlinterung gewiihlten Beispiele der Abb. T0
moglich. In dem vorher schon erwithnten Aufrisse auf eine
zur Verbindungslinie der Fusspunkte von 1 und 2 semkrechte
Ebene decken sich die Projektionen von 1 und 2, von 4 und 5
und von 5 und 6. Da nun die Kriifteprojektionen in ihrer
Ebene fiir sich ein Gleichgewichtssystem bilden miissen, so
kann man die Projektion von 5 ohne Weiteres in der Aufriss
Ebene nach jenen drei Richtungslinien zerlegen. Damit erhiilt
man freilich die Stabspannungen noch nicht einzeln, sondern
nur die Summe aus je zwei Projektionen von Stabkriften.
Jedenfalls ist man aber damit sofort im Besitze von drei
Gleichungen zwischen je zwei der sechs Unbekannten, die in
Verbindung mit den iibrigen Gleichgewichtsbedingungen zur

Lisung benutzt werden kiénnen.

Aufgaben.

20, Aufgabe. Auf emer in zwei Punkten A und B unter
stittzten. Welle (Abb. 71) sind zwei Arme auwfgesteckt, von denen
einer horicontal, der andere vertibal gerichiet isi.
Am horizowtalen Arme wirkt die vertikale Kraft 35
und aim vertikalen Arme die horizontale Kraft L.
Man soll das aus beiden Krdiften gebildete Kraft-
Frewz durch ein anderes erselzen, von dem eind

f\'}'rf,f"-" durch A .f_.ff',"h‘. wihrend die zweite in der

durch B senkrecht zur Welle gezogenen FEbend
lieglt.  Unter welchen Umstianden wird ferner die
Wellenmittellinie A B zw einer Nulllinic?

Lisung. In Abb. 72 ist die Welle in drei Rissen gezeichnet;
der dritte Riss, in dem sich AB als Punkt projicirt, liegt in der
durch B senkrecht zur Welle gezogenen Ebene, die wir weiterhin
als die Ebene & bezeichnen wollen. Zuniichst wird von A aus
durch die Richtungslinie der Kraft ® eine Ebene gelegt und deren
Spur in der Ebene & aufgesucht. Da P parallel zu ¢ ist, haben
wir es in zwel parallele Componenten Ty und B, zu zerlegen, von
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