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180) Vierter Abschnitt. Die Forminderungsarbeit.
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Die Durchbiegung f des freien Endes folgt daher aus

e b ST PR
2_“"-" T EE T o Ee,
Dieses Ercebniss steht in Uebereinstimmung mit dem 1n
Gl. (82) fiir den Biegungspfeil eines beiderseits gestiitzten
Balkens, der in der Mitte eine Last trigt. Der aus der Mauer
\tl!'l\'l':L_j_*'l‘!‘.(li‘ “',,IHU'!L verhalt -.-i|-'|', I|51JJ||i{'|'2 wle :|i1' HEII||‘lL‘ '.'i|||-.-
beiderseits gestiitzten von der doppelten Linee, der m der

Mitte die doppelte

ast triigt. In der That kann der soeben

filr £ abgeleitete Werth anch in der Form

2 P .23
EWH
oeschrieben werden, womit die Uebereinstimmung nachge
wiesen 1st.

Selbstverstindlich kann auch hier der Kinfluss der Schub
spannungen auf die Durchbiegung f leicht beriicksichtigt wer

den, indem man A nicht nach Gl. (88), sondern nach Gl (89)

berechnet. Man kommt dann wieder zu den gleichen Resul

taten. wie nach dem fritheren Verfahren.

§ 25. Die Biatze von Castigliano.

Es moge jetzt angenommen werden, dass eine der Lasten,
die der Balken triiot, etwa die Last P;, einen unendlich kleinen
Zuwachs erfihrt, wilhrend alle iibricen Lasten ungeiindert
bleiben. Wir wollen berechnen, um wie viel sich die Form

inderungsarbeit 4 hierbei #indert. Das Verhiiltniss beider Zu-

T s . i3 . oA h 3
so  der Iill'lvru-.'-.lL:iJn;HnHr!!.t P kann auf wverschie
i

wilchse, a

dene Art ermittelt werden, zuniichst durch partielle Differen-
ii;ﬁ_j.m VO '['|'|, E;.””'I nach f’_.-_ Hierbe: 'Hi Zill iil‘ill‘]lh'T]_. 1].‘(lr~.-=

tedes o von allen Lasten. die der Balken triict, a
] Y :

80 auch von
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P. abhiingig ist. Das Glied P,y, der Summe in Gl. (90) Le

fert a

so bei der Differentiation einen Beitrag

"F“I

oy
a.P;
und ehenso bei allen anderen ““!‘Ii;t'l'!'.-__ il|1_‘;1'|"-'l'i5f":! V01l .Ilr’_.ln'..f,

selbst. In diesem Gliede sind beide Factoren veriinderlich und

; \ 1 .
daher [ VoIl dem Factor = :1}'13_','I.'.-'=‘H|.'Hf|
f .'.f.

Pr— +

Ui
su dem Differentialquotienten bei. Wenn wir wieder alle
Glieder von oleichem Baue durch ein Summenzeichen zu-
sammenfassen, erhalten wir demnach

g | | '\1.'!,.‘-’-' Ii 1 “]\J

OB, - | D g Pel T

Die Berechnung des Differentialquotienten durch Differen-

tiiven hat den Sinn, dass wir uns P; wiihrend des Aufbringens

der Belastung stets etwas grisser denken als vorher und

-

es aleichzeitic mit den ftibrigen Lasten von Null an bis auf
P: + dP; anwachsen lassen. Anstatt dessen kionnen wir uns
aber auch zuerst alle Lasten in der fritheren Grisse und dann
noch nachtriiglich d P; aufgebracht denken. Auf die Form-
inderungsarbeit kann diese Reihenfolge in der Herstellung der
Belastung keinen Einfluss haben, denn in jedem Falle wird
zuletzt derselbe Endzustand erreicht und die Arbeit der dusseren
Krifte muss immer im Ganzen gleich der potentiellen Energie
des gebogenen Balkens sein, die nur von dem Endzustande
abhiingig ist. Der Schluss, dass die Reihenfolge im Aufbringen
der Belastung ohne Rinfluss auf die im Ganzen geleistete
Arbeit ist, hingt daher, wie man sieht, wesentlich davon ab,
dass diese Arbeit vollstindig in Form von potentieller Energie
aufgespeichert wird, KEr wiirde also z B. unzulissig sein,
wenn withrend der Formiinderung Reibungen an den Auf
lagern oder unelastische Formiinderungen vorkiimen. Von
der Giiltigkeit des Hooke’schen Gesetzes ist iibrigens dieser

Schluss. wie zugleich bemerkt werden mag, nicht abhiingig;
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dazu gehort nur, dass der Korper in dem frither definirten
Sinne als vollkommen elastisch egelten kann. |.}zi:_1'v_t_[(-l| l__l_\‘vr-ll:iitg't
sich die weitere Untersuchung erheblich verschieden, jenachdem
der eine oder der andere Fall vorliegt. Hier soll nur der Fall
niher untersucht werden, dass das Hooke'sche Gesetz exfiillt ist.

Unter dieser Voraussetzung erhalten wir :;! auch auf

le Lasten P in ihrer

dem folgenden Wege. Wenn zuerst a
urspriinglichen Grisse aufgebracht wurden, leisteten sie dabei
die Arbeit 4. Wenn jetzt dP; hinzugefiigt wird, vermehrt
sich die Hinsenkung y, des Angriffspunktes der Last P, um

()
w1 .l'l'l )
i jl}.l. g :, B
nnd dabei leistet die Kraft P

unveriindert bleibt, die Arbeit

J'.‘ ;'.-'.f! “lr;).

Lap,

,» die wihrend dieser Bewegung

Dasselbe gilt fiir alle Lasten P, anch fiir ;. Dazu kommt
dann noch die Arbeit, die von dP; selbst geleistet wird, Da
dieser Lastzuwachs allmihlich von O bis zum Endwerthe dF:
anwichst, haben wir dafiir

{ oy

5 |'|lll Jlrj ‘I}I r'."lf’, .

Der Vergleich mit den vorigen Gliedern zeigt, dass die
von d F; selbst celeistete Arbeit unendlich klein zweiter Ord
nung ist und daher gegen die nur von der ersten Ordnung
unendlich kleinen Arbeiten der Kriifte P verschwindet. Nach
Division mit d P; erhalten wir demnach aus dieser Betrachtung

oA S ! iy
oP. / }'Jf}”- (92

Wir kénnen noch einen dritten Weg einschlagen, um
5 p. 7u berechnen. Zuerst sei nimlich auf den vorher unbe-
belasteten Balken die Last d P; aufeebracht. Sie leistet dabei
die Arbeit
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| I.f r-'l"l-"ju;
5 4P 5p dB.

Dann seien alle Lasten P zugefiigt, so dass sie gleich:
zeitig und gleichmiissig von Null an bis auf ihre Endwerthe
sumehmen. Dabei biegt sich der Balken weiter durch und
swar iiberall um ebenso viel, als wenn er vorher unbelastet
gewesen ware. Die Krifte P leisten dabei die vorher schon
mit A bezeichnete Avbeit: gleichzeitig erfihrt aber der An
griffspunkt von d P; eine weitere Senkung y; und die zugeho-
rige Arbeitsleistung ist gleich
dP: - ;.

Im Ganzen haben wir daher mit Weglassung des von der

sweiten Ordnung unendlich kleinen Gliedes
A+ dA= _]‘ }1 Py + y.d P,
—

woraus fiir den Differentialquotienten der dritfe Ausdruck

= if; (93)
folgt. Diese dritte Ableitung wiare freilich entbehrlich ge
wesen. denn schon aus dem Vergleiche der in den Formeln (91)

and (92) gefundenen Werthe geht hervor, dass

; —1 f IJf a
B ‘:‘ ‘“, 2 (94)
h t

sein muss, womit jene Ausdriicke in den zuletzt gefundenen
fibergehen.

Bei den vorausgehenden Entwickelungen sprach ich der
Uebersichtlichkeit wegen immer nur von den Formiinderungen,
die ein Balken erfiihrt, wenn Lasten auf ihn gebracht werden.
Nachtriiglich mache ich aber daraut aufmerksam, dass diese
Beschriinkung auf diesen einen Fall ganz entbehrlich ist: die
vorausgehenden Schlussfolgerungen bleiben vielmehr Wort fiir
Wort auf jeden Korper anwendbar, der unter dem Einflusse
dusserer Krifte vollkommen elastische Forminderungen erfihrt,
die dem Hooke'schen Gesetze gehorchen. Unter der zu einer

Kraft P gehorigen Verschiebung y des Angriffspunktes ist
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dabei nur immer jene Componente der gesammten Verschiebung
zu verstehen, die in die Riechtune der Kraft P fillt. Auf die
Verschiebungscomponenten, die rechtwinklig zur Kraftrichtung
stehen, kommt es bei der Formiinderungsarbeit iiberhaupt nicht
an. Ist der Weg y entgegengesetzt zum Pfeile der Kraft ge
richtet. so muss er natiirlich ||1,'j_;':ltf\' f_fi-':'t'-'hle-‘i werden.

Gl. (93) spricht den von Castighano aufgestellten Satz
aus: ,Die Verschiebung des Angriffspunktes einer fius
seren Kraft bei der elastischen Forminderung eines
dem Hooke’schen Gesetze unterworfenen Korpers ist
gleich def nach dieser Kraft genommenen partiellen
Ableitung der Forminderungsarbeit®

Diesem Satze schliesst sich ein zweiter an, der durch eine

einfache Schlussfolgerung aus thm gewonnen wird. Ist niim-

lich unter den insseren Kriiften eine, von der wir wissen,

ass

ihr Angriffspunkt keine Verschiebung erfithrt, so muss fiir sie
(3]
Y

nach Gl (9

e

oA
Y

3

0 ; (95)

sein.  Damit erhalten wir eine Gleichung, die zur Berechnung
dieser Kraft, wenn deren Grisse unbekannt war, benutzt werden
kann. Gerade hierauf beruht die wichtigste Anwendung dieser
Betrachtungen in der Festigkeitslehre. Gewdhnlich handelt es
sich dabei um die Berechnunge der Auflagerkrifte von statisch
unbestimmten Constructionen. Man withlt dann gewisse Com

ponenten der Auflagerkriifte als die statisch unbestimmten

Grossen des Problems aus. so0 dass die !f,ikul‘i:_f:'r] auf Grund der

allgemeinen Gleichgewichtsbhedingungen der Statik in diesen
Unbekannten ausgedriickt werden konnen. Auch alle Biegungs
momente, Scheerkriifte u. s. f. lassen sich dann in den ge

wihlten Unbekannten ausdriicken und ebenso auch die Form

inderungsarbeit 4 nach Gl (88) oder (89). Wenn man nun

weiss, dass die Angriffspunkte der unbekannten Auflagercom-
ponenten in Folge der ihnen vorgeschriebenen Auflager-
bedingungen keine Verschiebungen in den Richtungen dieser

Krifte ausfiihren konnen, liefert die Anwendung von Gl (95)
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fiir jeden dieser Angriffspunkte eine Bedingungsgleichung unid

man erhiilt damit ebenso viele Gleichungen als Unbekannte.
Man braucht dann nur noch diese Gleichungen, die alle vom
arsten Grade sind, nach den Unbekannten autzuldsen.

Die Methode ist {ibrigens noch etwas allgemeiner, als sie
bis jetzt dargestellt wurde. Es ist niimlich nicht néthg, dass
otwa P nur eine Einzelkraft bezeichne: es kann aunch irgend
eine Gruppe von dusseren Kriften vorstellen, wenn nur unter
y; eine Verschiebungsgrisse verstanden wird, durch deren Mul
tiplication mit P: (oder dem Mittelwerthe von P; bei allmih
lichem Aufbringen der Belastung) die geleistete Arbeit gefunden
wird. Auch durch diese Erweiterung wird an den friiheren
Schliissen gar nichts geiindert.

Hiufig ist es niimlich zweckmissig, ein Kriiftepaar an
einer Auflagerstelle, an der der Triiger eingespannt wird, als
statisch unbestimmte Grisse in die Rechnung einzufithren: Die
Arbeit eines Kriiftepaars hiingt aber von der Drehung ab, die

die Angriffsstelle 1im Sinne

der Axe des Kriiftepaars erfahrt
und unter dem zngehérigen y ist daher in diesem Kalle der
Drehungswinkel zu verstehen. Wenn man weiss, dass der

Triger an dieser Stelle fest eingespannt ist, der Drehungs

winkel also verschwinden muss, erhiilt man auch in diesem

Falle die Bedingungsgleichung (95), in der jetzt unter [ das
unbekannte Auflagermoment zu verstehen ist.

Aber auch nach einer zweiten Richtung ist diese Betrach
tung noch einer Erweiterung fithig. Es ist zur Durchfiihrung
der Berechnung der statisch unbestimmten Groissen oft niitz-
lich. eine Construction in zwei (oder mehr) Theile zu zerlegen.
Gewohnlich fiihrt man diese Zerlegung in solcher Weise aus,
dass jeder Theil fiir sich genommen einen statisch bestimmten
Triger bilden wiirde. Man muss dann nur die an der Ver
hindungsstelle zwischen beiden Triigertheilen in Wirklichkeit
iibertragenen inneren Kriifte als #Hussere Kriifte, also als Be
lastungen der beiden Theilstiicke betrachten. Diese treten
dann als die statisch unbestimmten Grissen des Problems auf

und auch fiir sie eilt GL (95).
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Um dies zu erkennen, bedenke man, dass die ganze Form
inderunesarbeit A4 hier in zwei Thelle }’.{"t'li'f_l'l werden kann

4= 4, + 4,, (96)

=00 (.|.'|_"~'.‘~, J";I i,l.il' i||| rsten r_I‘hE‘i T‘i‘ﬁi"{l' illl|-:_"|’HIH'Ei'I|-'|-“' ]P[J1.l']'j'
tielle f':m_-.rls_-"iq- bezeichnet und ebenso .-I._? die 1m anderen Theil
stiicke. Bedeutet nun P eine von dem zweiten Theilstiicke
auf das erste an der Verbindungsstelle iibertragene unbekannte
Kraft oder ein eben soleches Moment, so hat man fiir den
ersten Theil nach Gl. (93)

a4,

Yo = Gp;

und dieselbe Gleichung lisst sich auch auf das zweite Theil
stiick anwenden. Wenn man nun weiss, dass die beiden Theile
so miteinander zusammenhiingen, dass die Verschiebungsgrisse
y; fir beide g_:‘hnh OTOSs Sein muss, S0 liefert dies die Be-
dingungsgleichung

{ o4

1

; 3 2
oP. TSy, f‘__.-

Das Minuszeichen auf der rechten Seite war nimlich néthig,
weil am zweiten Trigertheile nach dem Gesetze der Action
und Reaction die statisch unbestimmte Grosse gleich — P.
ist.  Aus Gl (96) folgt daher auch in diesem Falle

Gl A Ol S
o P, oL i :

Wir kinnen jetzt alle diese Betrachtungen zu dem andern
von Castigliano herriihrenden Satze zusammenfassen:

,Die partiellen Ableitungen der Forminderungs
arbeit eines dem Hooke'schen Gesetze unterworfenen
Korpers nach den statisch unbestimmten Kriften,
die so ausgewiihlt sind, dass sie selbst keine Arbeit
leisten, sind gleich Null und aus den sich hieraus
ergebenden Bedingungsgleichungen kinnen die sta
tisch unbestimmten Krifte selbst berechnet werden”

Gewohnlich gibt man diesem Satze noch eine etwas andere

Form, die zwar fiir die practische Anwendung nichts Neues
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lehrt, die sich aber durch die gedringte Art der Aussage dem
(Gedichtnisse besser einprigen lisst. Die Gleichung
a4
=5 =20
‘ot namlich eine nothwendige Bedingung dafiir, dass P, so ge-
wihlt sei, um A entweder zu einem Maximum oder zu einem
Minimum zu machen., Um zu erkennen, ob der eine oder der
andere Fall vorliegt, bilden wir den zweiten Differentialquo
tienten. Mit Riicksicht anf Gl (93) erhiilt man dafiir
¢* A oY,
7 B a“r.-

Der Werth auf der rechten Seite ist aber nothwendig
positiv, denn eine Vermehrung irgend emer iusseren Kraft P;
am d P; kann nur eine Verschiebung dy; ihres Angriffspunktes
in der gleichen Richtung mit dP; zur Folge haben. In der
That ist also A4 ein Minimum.

Mit Riicksicht hierauf kann man den vorhergehenden batz
anch in der Form aussprechen:

JDie statisch unbestimmten Grossen machen die

Forminderungsarbeit zu einem Minimum.“

Fr wird daher auch als der Satz vom Minimum der
Forminderungsarbeit bezeichnet. Dabei muss aber, wie
nochmals hervorgehoben werden soll, beachtet werden, dass
die Minimumseigenschaft selbst bel den Anwendungen des Satzes
gar keine Rolle spielt, sondern dass es dabei immer nur auf

die (leichungen von der Form

ankommt.

Zur Brliuterung des Rechenverfahrens soll noch ein ein-
faches Beispiel behandelt werden. Ich wihle dazu einen Balken,
der iiber zwei Oeffnungen von ungleicher Grisse. reicht und

=

eine iiber die ganze Liinge gleichmissig vertheilte Belastung ¢
auf die Lingeneinheit triigt. Als statisch unbestimmte Grosse
withlen wir den Auflagerdruck Z (vgl. Abb. 39) an der Mittel-
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atiitze. FHiir die .\||'r',|.-1;_rl-|-|c1*5'|'1"[r.~ B und €' folot dann aus den
Gleichoewichtsbedingunegen fiir den ganzen Balken

— ) Zb

Bl
ot
=

T
=
-

i ko b Fir das Biegungsmoment
L in der ersten Oeffnung hat
A 5 5 man
ACE e ’ 1 My— By — &8
AThl 1

Diesen Werth setzen wir
in den Ausdruck (88) fiir die ['-I'JI‘IHE‘II]ilt'i'Lljlf_".‘-'iIi'ln‘i-l' ein. Das
smodul

sind stillschweigend als constant iiber die ganze Balkenlinge

'|"r‘ii;3:|1|-ii'hlr||_|l|||-!|T' des Balkens und der Elasticiti

vorausgesetzt; es handelt sich also nur darum, das Integral
;..‘!f::-l’-"l.'-"
auszufithren. Dies wird hier fiir die erste Oeffnung
[ (Ba* — Bqa’

Dazu kommt der Beitrag der zweiten Oeffnung, der durch eine

Ha-[-imun:_r von derselben Art festgestellt werden kann. Ein

facher ist es aber hier, darauf aufmerksam zu machen, dass
jede Oeffnung hei geeigneter Aufstellung des Beobachters als
die links liegende angesehen werden kann und dass der soeben
berechnete Werth unmittelbar auch fiir die andere Oeffnung
benutzt werden kann, wenn man darin B mit C und ¢ mit &
vertauscht. Im Ganzen erhiillt man daher fiir die Formiinde-
rungsarbeit des durchlanfenden Balkens
1 [ B*a? Bga'  qa® 2 he Cgb* . ig2bh)
aE® | 3 A e I 20 |
Dieser Ausdruck wird durch den gesuchten Werth der
Unbekannten Z zu einem Minimum gemacht oder mit anderen
Worten, der Differentialquotient des Ausdrucks nach 2 ist
gleich Null zu setzen. Bei der Ausfithrung der Differentia

tion ist zu beachten, dass Z nur in B und (' vorkommt, deren
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Abhiingigkeit von Z schon vorher festgestellt wurde. Man

I',1.‘|]E:ll|

i | 1 |1_J Ba* .'Jl.'f.' v B ‘ 2{h -I,'n'l.'.r {
6 oE@ |\ 3 o S e el laz|

Setzt man dies gleich Null und fiihrt fiir B und C ihre Werthe
ein. ehenso fiir die I}iﬂ]-r{-::lia&lqnulivnl'x-n die daraus hervor-

oehenden

f l"; Jrr aC) !
P 7 e R A Fy Al |y
- 1 A4 13 2 . . sor o | s y -
go findet man die Bedingungsgleichung
l'l.l 'Jl’r: i T |'I.l x 3 ll"'l':
0 - i 7 S
a4 = 0LV | . o <= b 4./
i b3 rgla == b il 1] ahd
{ | ]l ] ‘-'/’ I \
| g - I-
== b l- 2 | S R 4]

deren Auflésung den Werth der statisech unbestimmten Grosse
7 liefert. Man erhiilt

- £ L= = L Ii® == h®

/’ — r.r . . : L
3 Bl

Wenn man @ = b setzt, geht dies in £ = | ga iiber, was wir
fiir diesen besonderen KFall schon in § 25 gefunden haben.
Auch die Anwendung des Satzes vom Minimum der Form-
inderungsarbeit macht, wie schon aus diesem einfachen Bei
spiele hervorgeht, die Durchfiihrung lingerer Rechnungen
nothig. In dieser Hinsicht ist die Methode der dlteren kaum
iiberlegen; 1hr Hauptvorzug besteht darin, dass sie eine ein
fache Vorschrift fiir den ganzen Rechnungsgang aufstellt, die

den Rechmer der Mithe des Nachdenkens so ziemlich enthebt,

Die Rechnung spielt sich in allen Fillen ungefihr in der

ben Weise ab und stellt wihrend ihrver Abwickelung die

S0
moehichst geringen Anforderungen an eine hihere geistige
Thiitickeit. Nur weil der Satz vom Minimum der Forminde
rmmgsarbeit bei seiner Anwendung zugleich ein Mimimum von
Gedankenarbeit erfordert, ist er heute zu der Bedeutung eines
der wichtigsten Sitze der technischen Mechanik gelangt.
Uebrigens soll in dieser Bemerkung durchats nicht etwa irgend

ein Vorwurf enthalten sein: vielmehr geht das Streben der
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Wissenschaft stets auf eine Ersparung von Gedankenarbeit hinaus

und jede Aenderung der fritheren Darstellung, die hierzu ver-

hilft, bildet einen wichtigen Fortschritt.

§ 2Y. Stossweise Belastung.

Bei allen vorausgehenden Berechnungen der Forminde
rungsarbeit ist angenommen worden, dass die Belastung ganz
allmihlich von Null an auf ithren Hochstwerth gesteigert wird.
Dies war nithig, um auszuschliessen, dass ein merklicher Theil
der von der #Husseren Kraft geleisteten Arbeit zur Beschleu
nigung der Masse des belasteten Kérpers verwendet, also in
kinetische FEnergie umgesetzt wird. Diese Untersuchungen
bediirfen aber jetzt noch emmer Erginzung. Die allmihliche
Steigerung der Belastung bildet zwar in Wirklichkeit die
Regel; man kann es aber durch geeignete Vorrichtungen offen-
bar auch erreichen, dass die Last plotzlich aufgebracht wird
und von Anbeginn der Belastung an mit ihrer vollen Grisse
aut den Triger einwirkt. Den Weg des Angriffispunktes der
Belastung withrend der elastischen Forminderung bis zum
grissten Ausschlage und in der Richtung der Kraft gemessen,
wollen wir der Kiirze halber in diesem Falle den dynamischen
Biegungspfeil nennen und ihn mit f; bezeichnen, obschon die
ganze Betrachtung nicht nur fiir den Fall der Biegung, son-
dern fiir jeden Belastungsfall giiltig ist. Die Arbeit der Last
P ist dann gleich

Pfa

zu setzen, da hier der Factor - fortfillt. Zun#chst sieht man

ein, dass f; grosser sein muss, als der frither berechnete sta-
tische Biegungspfeil f;, der zu derselben Last P im Gleich-
gewichtszustande gehdren wiirde. Demn wenn die elastische
Formiinderung bis zu f, vorgeschritten ist, hat P sechon eine
Arbeit Pf, geleistet, die nach den friiheren Untersuchungen

doppelt so gross ist als die bel dieser Formiinderung aufge-

speicherte potentielle Energie. Die andere Hilfte der gelei-
steten Arbeit muss sich daher — unter der Voraussetzung,
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